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Resumo
Esta tese tem como objetivo a investigação teórica das propriedades estatísticas de um
caminhante aleatório cuja distribuição de passos é dada pela distribuição α-estável de
Lévy. Este tipo de distribuição possui um comportamento assintótico do tipo lei de
potência, P(`) ∼ `−µ, `� 1, que gera uma divergência de momentos, a depender do
expoente µ = α + 1 da distribuição, e introduz superdifusão no sistema. Inicialmente,
revisitamos a solução da equação de difusão escrita em termos de derivadas fracio-
nárias, visto que a equação de difusão convencional não consegue modelar sistemas
subdifusivos ou superdifusivos. Obtemos a probabilidade P(x, t) de encontrar o ca-
minhante em uma posição x no tempo t em termos das funções de Fox. Em seguida,
mostramos como a solução para o espaço finito, com barreiras absorventes, muitas vezes
obtida pelo Método das Imagens, viola o teorema de Sparre-Andersen. Abordamos
então o problema de difusão anômala em espaços finitos via equações mestras, método
anteriormente utilizado para o caso semi-infinito. Calculamos a taxa de sobrevivên-
cia do caminhante de Lévy e mostramos a mudança do comportamento da taxa de
sobrevivência em seu limite de tempos longos. Finalmente, observamos que para duas
barreiras ela apresenta um decaimento exponencial, enquanto que no limite de uma
barreira obtemos a dependência do tipo lei de potência, como estabelecido pelo teorema
de Sparre-Andersen.

Palavras-chaves: Difusão Anômala. Caminhante Aleatório. Derivadas Fracionárias



Abstract
This thesis has as objective the theoretical investigation of the statistical properties of
a random walker whose step distribution is given by the Lévy α-stable distribution.
This type of distribution has an asymptotic power law behavior, P(`) ∼ `−µ, `� 1,
which generates a divergence of moments depending on the exponent µ = α + 1 of the
distribution, and introduces superdiffusion into the system. Initially, we revisit the solu-
tion of the diffusion equation in terms of fractional derivatives, since the conventional
diffusion equation cannot model subdiffusive or superdiffusive systems. We obtain
the probability P(x, t) of finding the walker in a position x in time t in terms of Fox’s
functions. We also show how the solution in finite space with absorbent barriers, often
obtained by Image’s Method, violates Sparre-Andersen’s theorem. We then address the
problem of anomalous diffusion in a finite space via the master equation, a method
previously used for the semi-infinite case. We calculate the survival rate of the Lévy
walker and show the change in the behavior of the survival rate in the long time limit.
Finally, we observe that for two barriers it presents an exponential decay, whereas in
the limit case of a single barrier we obtain the power-law dependence, as established by
Sparre-Andersen’s theorem.

Keywords: Anomalous Diffusion. Random Walker. Fractional Derivatives
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1 Introdução

Na Física, diversos fenômenos não podem ser descritos de maneira exata. Por
diversas vezes, não conseguimos ter acesso a informações que nos permitam caracterizar
completamente o sistema ou ainda, podemos estar trabalhando com sistemas com
muitos componentes de modo que o grande número de graus de liberdade torna
impraticável analisar o sistema. Para contornar essa situação, técnicas da Estatística são
empregadas para tratar esse tipo de sistema e descrever suas propriedades médias. Um
exemplo clássico é o emprego de caminhantes aleatórios para modelar gases e assim
obter diversas propriedades termodinãmica, por exemplo, temperatura e pressão, como
função da velocidade média das moléculas que o compôem (1).

Caminhante aleatório é a denominação para um modelo onde a movimentação
dos componentes do sistema é realizada através de distribuições de probabilidade que
regem a direção e/ou tamanho do deslocamento e em alguns casos, o tempo entre um
passo e outro. Uma aplicação desse modelo é o estudo da difusão, que é o estudo do
transporte de um material através de um meio. Aqui, a densidade de matéria obedece a
chamada equação de difusão que pode ser relacionada com a probabilidade de encontrar
um caminhante aleatório em uma dada posição e em um dado tempo (2).

Voos e caminhadas de Lévy, tipos particulares de caminhante aleatório, têm sido apli-
cados para modelar a difusão anômala, caracterizada por uma difusão "mais lenta"ou
"mais rápida"que o usual. Definiremos mais precisamente estes termos a seguir. Este
tipo de processo está presente em uma série de fenômenos, como o movimento de
partículas em escoamento irregular de fluidos, dinâmica de polímeros, movimento
de grãos em pilhas de criticalidade auto-organizada, generalizações do modelo de
Drude, movimentação de animais em busca de alimentos, óptica quântica e espectrosco-
pia (3, 4). Estes modelos de caminhadas aleatórias são caracterizados pela presença de
uma distribuição de “longa cauda” que permite a alternância entre alguns raros saltos
muito longos e um grande número de saltos curtos. Esta característica pode levar a uma
divergência do segundo momento da distribuição e à emergência de comportamentos
superdifusivos. Processos regidos por distribuições com segundo momento divergente
convergem para a distribuição de Lévy α-estável após um grande número de passos,
conforme o Teorema do Limite Central generalizado (5, 6). Lembramos que processos
com segundo momento finito convergem para a distribuição Gaussiana, conforme o
Teorema do Limite Central, e possuem um comportamento difusivo (1). O grau de
superdifusão nos processos de Lévy é governado pelo índice de Lévy, 0 < α < 2, com o
limite gaussiano sendo obtido para o valor limite α = 2 (7).

É possível diferenciar os voos das caminhadas de Lévy por uma simples propriedade.
No primeiro, a duração dos passos independe do seu comprimento, estando associado
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com uma “velocidade infinita” do caminhante. Já no segundo os passos são realizados
com velocidade finita, geralmente considerada constante. Esta diferença aparentemente
sutil gera uma correlação espaço-temporal nas propriedades das caminhadas de Lévy.
Nesse caso, sabemos que, para um intervalo de tempo ∆t, o caminhante em duas di-
mensões estará dentro de um círculo de raio v∆t, onde o centro do círculo é sua posição
inicial e v sua velocidade (8). Deste modo, o segundo momento de uma caminhada de
Lévy só diverge no limite de tempo infinito se ele estiver no espaço livre, sem barrei-
ras (8). Entretanto, quando restrito a um domínio finito, os processos de Lévy (voos ou
caminhadas) mostram um comportamento superdifusivo limitado pelo tamanho do
domínio que, neste caso, pode ser atingido em um tempo finito (7, 9). Como exemplos,
citamos que processos de Lévy têm sido utilizados para modelar diversos fenômenos
de transporte e sistemas econômicos (4, 10). Para o caso de uma caminhada aleatória
realizada entre barreiras absorventes, uma quantidade importante é a taxa de sobrevi-
vência, ou seja, a probabilidade de que o caminhante aleatório permaneça ativo (não
absorvido) após um tempo t ou após um dado número de passos (11). Curiosamente, o
comportamento assintótico desta quantidade para tempos longos depende mais das
condições de contorno associadas à presença de uma ou mais barreiras, distância até o
início da caminhada, etc., do que propriamente do índice de Lévy α. Por exemplo, para
um espaço semi-infinito unidimensional, a taxa de sobrevivência para voos de Lévy
simétricos tem um comportamento assintótico do tipo lei de potência com o número n
de passos na forma 1/

√
n, independentemente do valor de α, como veremos a seguir.

Este resultado é conhecido como o teorema de Sparre-Andersen (12, 13, 10). A impor-
tância de se calcular esta quantidade também se dá pela sua relação com o tempo médio
de primeira passagem pelos sítios da fronteira, que corresponde ao número médio
de passos e ao comprimento médio da caminhada para voos e caminhadas de Lévy,
respectivamente (11).

Nesta tese, nós focaremos no estudo de caminhantes de Lévy unidimensionais com
barreiras absorventes. Vamos discutir algumas das técnicas utilizadas para abordar este
problema, como o Método de Wiener-Hopf, equações mestras e derivadas fracionárias,
estas últimas discutidas já no presente capítulo. Mostraremos a ocorrência de uma
transição do comportamento exponencial da taxa de sobrevivência no caso de espaço
finito para o comportamento do tipo lei de potência no espaço semi-infinito. Apesar de
em diversos fenômenos as caminhadas aleatórias ocorrerem em duas ou três dimensões
(14, 15), esse tipo de processo é de difícil tratamento analítico e numérico possuindo
alguns resultados aproximados (16).

Este capítulo constitui, portanto, de uma revisão da equação de Fokker-Planck canô-
nica e também de suas versões utilizando derivadas fracionárias. A principal intenção
aqui é preparar o terreno para a abordagem do problema via equações diferenciais.
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1.1 Equações de Fokker-Planck e Difusão
Iniciamos nossa discussão considerando a equação canônica de Fokker-Planck,

a qual veremos estar conectada à dinâmica normal (difusiva ou browniana) de um
caminhante aleatório.

Consideremos inicialmente o problema clássico do movimento browniano, em
que uma partícula se difunde devido às flutuações térmicas associadas aos choques
com outras partículas geralmente de menor extensão. O nosso objetivo a seguir é
calcular como a probabilidade P(x,t)dx de encontrar esta partícula em uma posição
entre x e x + dx varia no tempo t. Vamos assumir que P(x,t) pode ser completamente
determinada sabendo que, num tempo t0 anterior, a partícula encontrava-se na posição
x0. Em outras palavras, escrevemos que

P(x,t)dx = P(x,t|x0,t0)dx = P(x,s|x0)dx, s ≡ t− t0. (1.1)

A mudança t→ s acima é feita uma vez que, como não existe dependência com a
origem temporal do sistema, então P = P(x,s). Ou seja, vamos calcular a probabilidade
de encontrar a partícula em uma posição x sabendo que, em s unidades de tempo
anteriores, ela se encontrava em uma posição x0. Notamos ainda que para um intervalo
de tempo τ > s a variação na densidade de probabilidade P é igual ao decréscimo
devido a partículas no intervalo [x, x + dx] que mudam para o intervalo [x1, x1 + dx1]

somadas ao acréscimo dado por partículas no intervalo [x1, x1 + dx1] que mudam para
[x, x + dx]. Temos então que

∂P
∂s

τ · dx = −
∫

x1

P(x,s|x0)dx · P(x1,τ|x)dx1 +
∫

x1

P(v,τ|x1)dx · P(x1,s|x0)dx1

= −P(x,s|x0)dx
∫

x1

P(x1,τ|x)dx1 + dx
∫

x1

P(x,τ|x1)P(x1,s|x0)dx1,
(1.2)

de modo que

∂P
∂s

τ = −P(x,s|x0)
∫

x1

P(x1,τ|x)dx1︸ ︷︷ ︸
= 1, por normalização

+
∫

x1

P(x,τ|x1)P(x1,s|x0)dx1, (1.3)

e
∂P
∂s

τ = −P(x,s|x0) +
∫ ∞

−∞
P(x,τ|x1)P(x1,s|x0)dx1 x1 = x− ξ

= −P(x,s|x0)−
∫ −∞

∞
P(x,τ|x− ξ)P(x− ξ,s|x0)dξ.

(1.4)

Expandindo em seguida o integrando em série de Taylor, obtemos

P(x− ξ,s|x0)P(x,τ|x− ξ) =
∞

∑
n=0

(−ξ)n

n!
∂n

∂xn [P(x,s|x0)P(x + ξ,τ|x)]. (1.5)
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Daí ficamos com

∂P
∂s

τ = −P(x,s|x0) +
∫ ∞

−∞

∞

∑
n=0

(−ξ)n

n!
∂n

∂xn [P(x,s|x0)P(x + ξ,τ|x)]dξ,

= −P(x,s|x0) +
∞

∑
n=0

(−1)n

n!
∂n

∂xn

[∫ ∞

−∞
P(x,s|x0)P(x + ξ,τ|x)ξndξ

]
,

(1.6)

que leva a

∂P
∂s

τ = −P(x,s|x0) + P(x,s|x0)
∫ ∞

−∞
P(x + ξ,τ|x)dξ︸ ︷︷ ︸

=1, por normalização

+
∞

∑
n=1

(−1)n

n!
∂n

∂xn

[∫ ∞

−∞
P(x,s|x0)P(x + ξ,τ|x)ξndξ

]
(1.7)

e
∂P
∂s

=
1
τ

∞

∑
n=1

(−1)n

n!
∂n

∂xn

[
P(x,s|x0)

∫ ∞

−∞
P(x + ξ,τ|x)ξndξ

]
=

∞

∑
n=1

(−1)n

n!
∂n

∂xn [P(x,s|x0)Mn] .
(1.8)

Aqui, definimos

Mn ≡
1
τ

∫ ∞

−∞
P(x + ξ,τ|x)ξndξ =

〈(∆x)n〉
τ

. (1.9)

Pode-se mostrar (1) que, quando τ→ 0, ou seja, considerando um intervalo curto
entre colisões, então 〈(∆x)n〉 → 0 mais rápido do que τ para n > 2. Vamos então utilizar
apenas os dois primeiros termos no somatório acima, de modo que

∂P
∂s

= − ∂

∂x
[M1P(x,s|x0)] +

1
2

∂2

∂x2 [M2P(x,s|x0)]. (1.10)

Para os coeficientes M1 e M2 temos

M1 =
〈∆x〉

τ
=

1
τ
〈x− x1〉 =

1
τ
〈x(t + τ)− x(t)〉

=

〈
∂x
∂t

〉
= 〈v〉

(1.11)

e

M2 =
〈(∆x)2〉

τ
=

1
τ
〈(x− x1)

2〉 = 1
τ
〈x2 + x2

1 − 2xx1〉

=
1
τ
〈x2(t + τ) + x2(t)− 2x(t + τ)x(t)〉

=
1
τ

〈
x2(t + τ) + x2(t)− 2x(t)

[
x(t) + τ

∂x
∂t

∣∣∣
t

]〉
=

1
τ

〈
x2(t + τ)− x2(t)− 2x(t)

[
τ

∂v
∂t

∣∣∣
t

]〉
.

(1.12)
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Por outro lado, podemos realizar também a seguinte manipulação:

∂σ2

∂t
=

∂

∂t
〈(x− x)2〉 =

〈
∂

∂t
[x2 − 2xx + x2]

〉
=

〈
∂x2

∂t
− 2x

∂x
∂t

+
∂x2

∂t︸︷︷︸
=0

〉

=

〈
1
τ
[x2(t + τ)− x2(t)]− 2x

τ
[x(t + τ)− x(t)]

〉
=

1
τ
〈[x2(t + τ)− x2(t)]〉 − 2x

τ

〈
[x(t) + τ

∂x
∂t

∣∣∣
t
− x(t)]

〉
=

1
τ
〈x2(t + τ)− x2(t)〉 − 2x

∂x
∂t

∣∣∣
t
= M2.

(1.13)

Os resultados acima permitem a interpretação das quantidades M1 e M2. De fato,
M1 é comumente chamado de coeficiente de difusão, estando associada a uma força
F externa ao sistema, tal como, por exemplo, a força de atrito ou a viscosidade. Já a
grandeza M2 é chamada de coeficiente de difusão, D, e conecta-se com a dinâmica da
variância no tempo. Com estas considerações, a Eq. (1.10) torna-se

∂P
∂s

= − ∂

∂x
[F(x) P] +

1
2

∂2

∂x2 [D(x) P]. (1.14)

Se usarmos o fato que ds = dt, chegamos à forma mais conhecida da equação de
Fokker-Planck (1):

∂P
∂t

= − ∂

∂x
[F(x) P] +

1
2

∂2

∂x2 [D(x) P]. (1.15)

Observamos acima que se fizermos F = 0 obtemos a famosa equação de difusão:

∂P
∂t

=
1
2

∂2

∂x2 [D(x) P]. (1.16)

1.1.1 Solução da Equação de Fokker-Planck

A solução geral da equação de Fokker-Planck, Eq. (1.15), para os casos de barreiras
absorventes e reflexivas, pode ser encontrada em (17). Vamos resolver a seguir o caso
em que F e D são constantes,

∂P
∂t

= −F
∂P
∂x

+
D
2

∂2P
∂x2 , (1.17)

submetido às condições de contorno,

P(x, t = 0) = δ(x− x0), P(x = ±∞, t) = 0. (1.18)

Tirando a transformada de Laplace da Eq. (1.17), temos

sP(x,s)− P(x,0) = −F
∂P(x,s)

∂x
+

D
2

∂2P(x,s)
∂x2 , (1.19)
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sP(x,s)− δ(x− x0) = −F
∂P(x,s)

∂x
+

D
2

∂2P(x,s)
∂x2 . (1.20)

Aplicando agora a transformada de Fourier, obtemos

sP(k,s)− e−ikx0 = −FikP(k,s) +
D(ik)2

2
P(k,s). (1.21)

Logo,

P(k,s) =
e−ikx0

s + Fik + Dk2

2

. (1.22)

Utilizando as transformadas,

F(s) =
1

s + a
←−−−−−−→ f (t) = e−at, (1.23)

e

F(k) = e−iak−bk2 ←−−−−−−→ f (x) =
e−(x−a)2/(4b)

2
√

πb
. (1.24)

Temos que,

P(x,t) =
e−(x−(x0+Ft))2/(2Dt)

√
2πDt

. (1.25)

1.1.2 Difusividade

A equação canônica de Fokker-Planck possui uma característica importante: as
soluções P(x,t) acima são difusivas no sentido de que 〈x2(t)〉 ∼ t, conforme esperado
para um caminhante aleatório browniano.

Para demonstrar este fato, inicialmente multiplicamos a Eq. (1.17) por x2 e em
seguida integramos, temos que∫ ∞

−∞
x2 ∂P

∂t
dx = −F

∫ ∞

−∞
x2 ∂P

∂x
dx +

D
2

∫ ∞

−∞
x2 ∂2P

∂x2 dx, (1.26)

ou ainda,

∂〈x2(t)〉
∂t

=
D
2

{
x2 ∂P

∂x

∞

−∞
− 2xP

∞

−∞
+ 2

∫ ∞

−∞
dxP(x,t)

}

+ F

{
x2P

∞

−∞
+ 2

∫ ∞

−∞
xP(x,t)dx

}
. (1.27)

Admitindo que lim
x→±∞

x2P(x,t) = 0 = lim
x→±∞

x2 ∂P
∂x , ou seja, que 〈x〉 e 〈x2〉 são bem

definidos, então
∂〈x2(t)〉

∂t
= D + 2F〈x(t)〉. (1.28)

Observamos que se a partícula se difunde num ambiente homogêneo, P(x,t) é uma
função par e 〈x〉 é zero. Logo,

〈x2(t)〉 = Dt, (1.29)

como esperado.
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1.2 Teorema do Limite Central
A solução para a equação de Fokker-Planck dada pela Eq. (1.25) para o caso F = 0 é

P(x,t) =
e−(x−x0)

2/(2Dt)
√

2πDt
. (1.30)

Esta é uma distribuição gaussiana (1), com uma variância σ2 = Dt. Sabemos que a
distribuição gaussiana ocorre em diversos fenômenos na natureza (7, 1). Esta ocorrência
se deve principalmente ao Teorema do Limite Central. Este teorema garante que a
soma de um grande número de variáveis aleatórias, com média e variância finitas, é
distribuída de acordo com uma função gaussiana. Vamos a seguir deduzir este teorema
seguindo a discussão apresentada em (1).

Seja x a soma de um conjunto de variáveis aleatórias si, regidas por uma distribuição
de probabilidade w(s). Estamos interessados em saber qual é a distribuição de pro-
babilidade P(x) que rege a variável x. Se cada uma das variáveis é estatisticamente
independente das demais, a probabilidade de ocorrência de uma sequência de valores
de N destas variáveis, com cada uma pertencente ao intervalo específico [si, si + dsi], é
dada pelo produto da probabilidade de ocorrência de cada termo da sequência, isto é

w(s1)ds1w(s2)ds2 . . . w(sN)dsN. (1.31)

Para obter a probabilidade de que x esteja no intervalo [x, x + dx], temos de somar sobre
todos as sequências consistentes com esta condição, de modo que

P(x)dx =
∫∫

x∈[x,x+dx]

. . .
∫

w(s1)w(s2) . . . w(sN)ds1ds2 . . . dsN. (1.32)

Surge então o problema de como realizar as integrais acima levando em conta os
limites de integração e a restrição sobre a soma x. Vamos primeiramente remover essa
dependência dos limites e colocá-la no integrando utilizando uma função delta de Dirac,

P(x)dx =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
. . .
∫ ∞

−∞
w(s1)w(s2) . . . w(sN)

[
δ

(
N

∑
i=1

si − x

)
dx

]
ds1ds2 . . . dsN.

(1.33)
Precisamos incluir o termo dx acima para manter correta a dimensionalidade da equação,
visto que a delta de Dirac tem dimensão de dx−1. Usando a representação integral da
função delta,

δ(x− a) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eik(x−a)dk, (1.34)
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obtemos

P(x) =
∫∫

. . .
∫

w(s1)w(s2) . . . w(sN)
1

2π

∫ ∞

−∞
eik(∑N

i=1 si−x)dkds1ds2 . . . dsN (1.35)

=
1

2π

∫ ∞

−∞
dke−ikx

∫ ∞

−∞
w(s1)eiks1ds1

∫ ∞

−∞
w(s2)eiks2ds2 . . .

∫ ∞

−∞
w(sN)eiksN dsN (1.36)

=
1

2π

∫ ∞

−∞
dke−ikx

(∫ ∞

−∞
w(s)eiksds

)N

︸ ︷︷ ︸
≡Q̂(k)

=
1

2π

∫ ∞

−∞
dke−ikxQ̂N(k). (1.37)

A equação acima nos permite, portanto, encontrar P(x) a partir de transformadas de
Fourier de w(s).

Vamos agora analisar o comportamento de P(x) no limite N� 1,

Q̂(k) =
∫ ∞

−∞
w(s)eiksds =

∫ ∞

−∞
w(s)

∞

∑
n=0

(iks)n

n!
ds =

∞

∑
n=0

(ik)n

n!

∫ ∞

−∞
w(s)snds (1.38)

=
∞

∑
n=0

(ik)n

n!
〈sn〉 = 1 + ik〈s〉 − 1

2
k2〈s2〉+ . . . . (1.39)

Inicialmente, estudemos o comportamento da integral que define Q̂(k). Tomando um
intervalo [a,b] no qual w varia lentamente, ou seja,

∣∣ dw
ds

∣∣(b− a)� w, mas que contém
várias oscilações, de modo que (b− a)k� 1, então∣∣∣∣∣

∫ b

a
w(s)eiksds

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣w(s)

eiks

ik

b

a
+
∫ b

a

eiks

ik

(
−dw

ds

)
ds

∣∣∣∣∣ (1.40)

≤
∣∣∣∣∣w(s)

eiks

ik

b

a

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫ b

a

eiks

ik

(
−dw

ds

)
ds

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣w(s)

eiks

ik

b

a

∣∣∣∣∣+
∫ b

a

∣∣∣∣ eiks

ik

∣∣∣∣∣∣∣∣dw
ds

∣∣∣∣ds (1.41)

�
∣∣∣∣∣w(s)

eiks

ik

b

a

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣ w(a)
(b− a)

∣∣∣∣∫ b

a

∣∣∣∣ eiks

ik

∣∣∣∣ds =

∣∣∣∣∣w(s)
eiks

ik

b

a

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣w(a)

k

∣∣∣∣. (1.42)

Assim, se fizermos k� 1 podemos estender o intervalo [a,b] para o intervalo (−∞,∞)

e, da equação acima, Q̂(k) k�1−−→ 0. Por isso, vamos tomar o limite k� 1, de modo que,
admitindo que w(s) possui primeiros momentos finitos, então

ln Q̂N(k) = N ln Q̂(k) = N ln
[

1 + ik〈s〉 − 1
2

k2〈s2〉+ . . .
]

(1.43)

' N
[

ik〈s〉 − 1
2

k2〈s2〉 − 1
2
(ik〈s〉)2

]
+ N

[
ik〈s〉 − 1

2
k2〈(∆s)2〉

]
. (1.44)

Aqui, usamos que

ln(1 + y) =y− 1
2

y2 + . . . , y� 1 〈(∆s)2〉 = 〈s2〉 − 〈s〉2, (1.45)

e assim
Q̂N(k) = eN[ik〈s〉− 1

2 k2〈(∆s)2〉], (1.46)
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de modo que

P(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dke−ikxQ̂N(k) =

1
2π

∫ ∞

−∞
dkeik(−x+N〈s〉)− 1

2 Nk2〈(∆s)2〉 (1.47)

=
1

2π

√
2π

N〈(∆s)2〉 e
−(N〈s〉−x)2

2N〈(∆s)2〉 =
1√

2πσ2
e
−(m−x)2

2σ2 , (1.48)

onde o primeiro e o segundo momentos de P(x) são dados em função do primeiro e do
segundo momentos de w(s) através de

m =N〈s〉 σ2 = N〈(∆s)2〉, (1.49)

com o uso do resultado ∫ ∞

−∞
due−au2+bu =

√
π

a
eb2/4a. (1.50)

Temos, então, que a variável x é regida por uma distribuição de probabilidade
gaussiana, P(x), como visto acima. Note que não foram feitas restrições para a forma
funcional de w(s), exceto pelo fato desta possuir os dois primeiros momentos finitos.
Se pensarmos em um caminhante aleatório executando uma sequência de passos {si},
então, se estes forem distribuídos por uma função de momentos bem definidos, a
probabilidade de encontrar o caminhante em uma dada posição x será gaussiana.
Contudo, existe uma versão mais geral desse teorema onde não requeremos a finitude
dos primeiros momentos da distribuição. É o chamado Teorema do Limite Central
Generalizado (18), que estudaremos a seguir.

1.3 Teorema do Limite Central Generalizado
Nos trabalhos de Paul Lévy (19), foi mostrado que a distribuição de probabilidade

que rege a soma de variáveis aleatórias é, de forma geral, uma distribuição estável (18).
De fato, uma distribuição é dita estável se, para uma sequência de variáveis aleatórias
regidas por ela, a distribuição de um dos elementos é, a menos de um fator de escala, a
mesma distribuição da soma dos elementos. Matematicamente, escrevemos que

x1 + x2 + x3 + . . . + xn
d
= cnx + dn. (1.51)

Acima, o símbolo d
= significa que as duas expressões são regidas pela mesma função de

probabilidade. Gaussianas obedecem esta propriedade, como pode ser visto a partir da
Eq. (1.2):

w(s) =
1√

2πσ2
e
−(m−s)2

2σ2 ⇒ Q(k) =
∫ ∞

−∞

1√
2πσ2

e
−(m−x)2

2σ2 eiksds, (1.52)



Capítulo 1. Introdução 21

de modo que

Q(k) =
1√

2πσ2
e−

m2

2σ2

∫ ∞

−∞
e−
(

1
2σ2

)
s2+s

(
ik+ m

2σ2

)
ds =

1√
2πσ2

e−
m2

2σ2

√
π

1/2σ2 e(ik+
m
σ2 )

2/4 1
2σ2

(1.53)

= e−
m2

2σ2 eσ2
(

ik+ m
σ2

)2
/2

= e−
σ2k2

2 + ikm
2 , QN(k) = e

(
− σ2k2

2 + ikm
2

)
N. (1.54)

Assim,

P(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dke−ikxe

(
− σ2k2

2 + ikm
2

)
N
=

1
2π

∫ ∞

−∞
dke−k2

(
Nσ2

2

)
+k(im N

2 −ix) (1.55)

=
1

2π

√
π

Nσ2/2
e(iNm−ix)2/2Nσ2

=

√
1

2πNσ2 e−(Nm−x)2/2Nσ2
. (1.56)

A mudança de escala é realizada fazendo σ2→ Nσ2. Contudo, a gaussiana não é a
única função que obedece essa propriedade. De forma geral, uma distribuição é estável
se sua função característica φ(k) tiver a forma,

φ̂(k) = 〈eikx〉 =
∫ ∞

−∞
eikxP(x)dx =


exp(−|k|α[1− iβ tan(πα

2 )sgn(k)]), α 6= 1;

exp(−|k|[1 + iβ 2
π sgn(k) log(|k|)]), α = 1.

(1.57)
Acima, 0 < α≤ 2,−1≤ β≤ 1 e sgn(k) é a função sinal. O parâmetro β controla a simetria
de φ(k): para β = 0 temos uma função simétrica em k com respeito ao ponto k = 0, de
modo que

φ̂(k) = e−|k|
α
. (1.58)

Exemplos da função característica acima são os limite α = 1, que corresponde ao caso
particular da distribuição de Cauchy, e α = 2, que corresponde à distribuição gaussiana:

P(x) =
1
π

1
1 + x2 P(x) =

e−
x2
4

2
√

π
. (1.59)

O caso geral, expresso na Eq. (1.58), define a chamada distribuição de Lévy α-estável,
ilustradas nos gráficos a seguir. Na Fig. 1 mostramos o comportamento da distribuição
estável para β = 0 e diferentes valores de α. Já na Fig. 2 mostramos como o parâmetro β

dá uma medida da assimetria (skewness) da distribuição.
Uma característica das distribuições estáveis que é importante para o presente

trabalho é o seu comportamento assintótico do tipo lei de potência, que também pode
ser verificado na Fig. 3:

P(±x) ∼ α
Γ(α)sin(πα

2 )

π
(1± β)x−(α+1), x→∞. (1.60)



Capítulo 1. Introdução 22

Figura 1 – Gráficos da distribuição de Lévy para α = 1/2,1,3/2,2 e β = 0.
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Figura 2 – Gráficos da distribuição de Lévy para α = 3/2 e β = −1,0,1.
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Temos, em suma, o seguinte resultado: ao se retirar a exigência de convergência dos
primeiros momentos presente no Teorema do Limite Central, a soma de variáveis alea-
tórias deixa de ter a sua probabilidade de ocorrência regida por uma função gaussiana



Capítulo 1. Introdução 23

Figura 3 – Comparação da distribuição de Lévy, curva contínua, com o seu limite assin-
tótico dado pela Eq. (1.60), curva tracejada, para α = 1/2,1,3/2 e β = 0.
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e passa a ser descrita mais geralmente pela distribuição de Lévy. Este fato é um dos
motivos de nosso interesse por esse tipo de função. O seu comportamento assintótico
do tipo lei de potência, comumente também chamado de “longa cauda”, permite atestar
facilmente a divergência de alguns momentos da distribuição, dependendo do valor do
expoente da lei de potência. Note também que com variação do parâmetro α é possível
passar do regime difusivo para o superdifusivo, como veremos adiante.

Para estudar sistemas com difusão anômala, será necessário reformular a equação
de Fokker-Planck, introduzindo ingredientes que não constam na formulação canônica
apresentada acima. Uma tentativa nesse sentido (20, 4) se dá no contexto do cálculo
envolvendo derivadas fracionárias (21, 22, 23), como veremos a seguir.

1.4 Cálculo Fracionário
O ramo da Matemática denominado Cálculo Fracionário surgiu em 1695 com uma

pergunta feita por L’Hôspital a Leibniz quando este apresentava a notação dny/dxn: "E
se n for 1/2?" (24). Desde então, grandes nomes da Matemática, além dos já citados,
devotaram sua atenção para o assunto, como J. Bernoulli, J. L. Lagrange, P. S. de Laplace
e J. B. J. Fourier. Uma das primeiras aplicações do conceito de derivada fracionária se
deu com a solução de Abel para o problema da tautócrona, que consiste em determinar
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a forma da trajetória que uma massa pontual sob a ação da gravidade deve descrever
de forma que o seu tempo de queda seja independente do ponto inicial.

Posteriormente, com os trabalhos de Mandelbrot em 1982, onde surgem as dimen-
sões fractais que podem assumir valores não inteiros, os físicos começaram a utilizar
conceitos de cálculo fracionário para abordar problemas de difusão anômala, dada a
relação das trajetórias dos caminhantes aleatórios com a geometria fractal apresentada
por Mandelbrot. Podemos citar como aplicações mais recentes a equação de onda fraci-
onária, a equação de Schrödinger fracionária e a teoria de campos fracionária (22, 25).

1.4.1 Derivadas Fracionárias

Como citado anteriormente, a derivada fracionária é uma extensão da definição
usual de derivada, dαy/dxα, para valores de α não inteiros. Observamos que uma das
principais dificuldades desta linha de pesquisa ainda em expansão é que a definição
de derivada fracionária não é única. De fato, vários matemáticos desenvolveram sua
própria definição de derivada. Destacamos a seguir as derivadas fracionárias de Caputo,
Riemann-Liouville e Riesz (21, 22), que, dadas as suas propriedades, como veremos a
seguir, possuem diversas aplicações na Física. Contudo, vejamos inicialmente algumas
propriedades mais gerais das derivadas fracionárias (21, 26, 24):

• Linearidade: sejam β e γ duas constantes. Então,

dα

dxα
(β f (x) + γg(x)) = β

dα f (x)
dxα

+ γ
dαg(x)

dxα
. (1.61)

• Se α é um número inteiro n, a derivada usual é recuperada:

dα

dxα
f (x) =

dn

dxn f (x). (1.62)

• No limite α = 0, recuperamos a função:

lim
α→0

dα

dxα
f (x) = f (x). (1.63)

• Regra de Leibniz: para derivadas inteiras, temos que

dn

dxn [ f g] =
n

∑
j=0

(
n
j

)
dn−j f
dxn−j

djg
dxj . (1.64)

A generalização desta última equação para derivadas fracionárias, ao contrário
das propriedades citadas anteriormente, é que depende da definição de derivada
que se utiliza. Por exemplo, para a derivada de Riemann-Liouville,

dα

dxα
[ f g] =

∞

∑
j=0

(
α

j

)
dα−j f
dxα−j

djg
dxj . (1.65)
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Já para a derivada de Caputo (27),

dα

dxα
[ f g] =

∞

∑
j=0

(
α

j

)
dα−j f
dxα−j

djg
dxj −

n−1

∑
k=0

xk−α

Γ(k + 1− α)

dk

dxk ( f g)(a). (1.66)

Vemos então que a Regra de Leibniz não pode ser expressa de forma única para
as derivadas fracionárias, sendo necessário analisar cada definição para encontrar
a sua forma específica.

• Comutatividade: Para derivadas usuais, temos que

dn

dxn
dm f
dxm =

dm

dxm
dn f
dxn =

dn+m f
dxn+m . (1.67)

Poderíamos esperar que para as derivadas fracionárias,

dα

dxα

dn f
dxn =

dn

dxn
dα f
dxα

=
dα+n f
dxα+n . (1.68)

Contudo, esta propriedade não é válida para todas as definições de derivadas
fracionárias. De fato, utilizando mais uma vez como exemplo as derivadas de
Riemann-Liouville e de Caputo, temos

dn

dxn
dα f
dxα

=
dα+n f
dxα+n 6=

dα

dxα

dn f
dxn , para Riemann-Liouville; (1.69)

dα

dxα

dn f
dxn =

dα+n f
dxα+n 6=

dn

dxn
dα f
dxα

, para Caputo. (1.70)

Logo, deve ser necessário também analisar individualmente como a aditividade
dos índices da derivada é realizada e se a comutação pode ou não ser verificada,
embora uma análise detalhada destes aspectos fuja ao escopo desta tese.

Vamos a seguir discutir algumas das definições de derivada fracionárias mais em-
pregadas na Física e suas propriedades mais relevantes. Esta lista está longe de ser
completa ou abranger todas as propriedades de cada uma das derivadas. As referên-
cias (28, 29, 23, 24, 22, 21, 26, 30, 27) possuem uma extensa discussão acerca deste
tema e nos basearemos nelas para as discussões a seguir. Ao final do presente capítulo,
apresentaremos um resumo das principais expressões.

1.4.1.1 Derivada de Riemann-Liouville

Seja n um número inteiro e a um número real arbitrário. A derivada de Riemann-
Liouville de ordem α é definida como(

dα f
dtα

)
a
=

1
Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a
(t− τ)n−α−1 f (τ)dτ ; (n− 1≤ α < n). (1.71)
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Note que, no limite α = n− 1,

lim
α→n−1

(
dα f
dtα

)
a
=

1
Γ(n− (n− 1))

dn

dtn

∫ t

a
(t− τ)n−(n−1)−1 f (τ)dτ

=
1

Γ(1)
dn

dtn

∫ t

a
(t− τ)0 f (τ)dτ

=
dn

dtn

∫ t

a
f (τ)dτ ; seja f (τ) =

dg
dτ

=
dn

dtn g(τ)
∣∣∣t
a
=

dn−1

dtn−1

(
dg(t)

dt
− dg(a)

dt

)
=

dn−1 f
dtn−1 .

(1.72)

Para analisar o limite α = n, vamos voltar para a Eq. (1.71) e realizar a integração por
partes,(

dα f
dtα

)
a
=

1
Γ(n− α)

dn

dtn

{
− f (τ)(t− τ)n−α

n− α

∣∣∣t
a
+
∫ t

a

(t− τ)n−α

n− α

d f
dτ

dτ

}
=

1
Γ(n− α)

dn

dtn

{
f (a)(t− a)n−α

n− α
+
∫ t

a

(t− τ)n−α

n− α

d f
dτ

dτ

}
=

1
Γ(n + 1− α)

dn

dtn

{
f (a)(t− a)n−α +

∫ t

a
(t− τ)n−α d f

dτ
dτ

}
.

(1.73)

Então, escrevemos

lim
α→n

(
dα f
dtα

)
a
=

1
Γ(1)

dn

dtn

∫ t

a

d f
dτ

dτ

=
dn

dtn { f (t)− f (a)} = dn f
dtn .

(1.74)

Logo, para um valor de α inteiro recuperamos as derivadas usuais. Vejamos a derivada
de uma função específica (21, 26, 31):(

dα(t− c)b

dtα

)
a

=
(a− c)b

Γ(1− α)
(t− a)−α

2F1

(
1 ,− b, 1− α;

a− t
a− c

)
; a− c > 0 (1.75)

No limite b = 0, (
dα1
dtα

)
a
=

Γ(1)
Γ(1− α)

(t− a)−α = − (t− a)−α

αΓ(−α)
. (1.76)

Logo, para α inteiro obtemos que a derivada usual de uma constante é nula, pois
Γ(−α) = ∞. Note que a definição de derivada da Eq. (1.71) depende de um parâmetro a,
e que este parâmetro se reflete na derivada de algumas funções, como visto na equação
acima. Tal parâmetro representa um limite inferior de um intervalo no qual assumimos
que a função f (t) que estamos derivando é integrável (21, 30). Para a derivada de
Riemann-Liouville e de Caputo, que discutiremos a seguir, temos que no limite t→ a a
derivada é nula, independentemente da função.
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Fisicamente, este parâmetro pode ser interpretado, por exemplo, como a origem
temporal do sistema. De fato, veremos neste trabalho que, ao tratar com derivadas no
tempo, a escolha usual de t≥ 0, ou seja, a = 0, vai nos permitir obter uma relação para a
transformada de Laplace de derivadas fracionárias. Da mesma forma, ao trabalhar com
derivadas no espaço, faremos a = −∞ para representar este “ponto” como a origem
do sistema de coordenadas espaciais. Veremos ainda que esta escolha de parâmetros
permitirá o uso do teorema da convolução para as transformadas de Laplace e Fourier,
que analisamos abaixo.

Se fizermos a = −∞, podemos expressar a transformada de Fourier na forma

F
{(

dα f
dtα

)
−∞

}
= F

{
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

−∞
(t− τ)n−α−1 f (τ)dτ

}
=

(−iω)n

Γ(n− α)
F
{∫ t

−∞
(t− τ)n−α−1 f (τ)dτ

}
.

(1.77)

Precisamos então calcular a transformada de Fourier acima. Se usarmos o fato de que∫ ∞

0
tn−α−1e−stdt = Γ(n− α) sα−n, (1.78)

podemos definir uma função h(t), tal que

h(t) =


0, t ≤ 0;

tn−α−1

Γ(n− α)
, t > 0.

Então, se fizermos s = −iω temos∫ ∞

−∞
h(t)eiωtdt = F{h(t)} = (−iω)α−n. (1.79)

Logo, escrevendo a convolução

f (t) ∗ h(t) =
∫ ∞

−∞
f (τ)h(t− τ)dτ =

∫ t

−∞

(t− τ)n−α−1

Γ(n− α)
f (τ)dτ, (1.80)

F{ f (t) ∗ h(t)} = F{ f (t)}F{h(t)} = F{ f (t)}(−iω)α−n, (1.81)

então

F
{(

dα f
dtα

)
−∞

}
= (−iω)nF{ f (t)}(−iω)α−n = (−iω)αF{ f (t)}. (1.82)

Para analisar a transformada de Laplace, vamos analisar o caso a = 0,

L
{(

dα f
dtα

)
0

}
= L

{
dn

dtn

[
1

Γ(n− α)

∫ t

0
(t− τ)n−α−1 f (τ)dτ

]}
= unL{g(t)} −

n

∑
k=1

un−k dk−1g(t)
dtk−1

∣∣∣∣∣
0

,
(1.83)
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onde definimos
g(t) =

1
Γ(n− α)

∫ t

0
(t− τ)n−α−1 f (τ)dτ. (1.84)

Logo,

L{g(t)} = 1
Γ(n− α)

L
{∫ t

0
(t− τ)n−α−1 f (τ)dτ

}
=

1
Γ(n− α)

L
{

f (t) ∗ tn−α−1
}

=
1

Γ(n− α)
L{ f (t)}L

{
tn−α−1

}
=

1
Γ(n− α)

f̂ (u)
Γ(n− α)

un−α
=

f̂ (u)
un−α

,
(1.85)

de modo que

L
{(

dα f
dtα

)
0

}
= uα f̂ (u)−

n

∑
k=1

un−k dk−1

dtk−1 g(t)

∣∣∣∣∣
t=0

= uα f̂ (u)−
n−1

∑
m=0

dn−m−1

dtn−m−1 g(t)

∣∣∣∣∣
t=0

= uα f̂ (u)−
n−1

∑
m=0

dα−m−1

dtα−m−1 f (t)

∣∣∣∣∣
t=0

,

(1.86)

lembrando ainda que, para derivadas usuais,

L
{

dn f
dtn

}
= un f̂ (u)−

n−1

∑
k=0

uk dn−k−1

dtn−1−k f (t)

∣∣∣∣∣
t=0

. (1.87)

Aqui, utilizamos a seguinte notação para a transformada de Laplace,

L{ f (t)} = f̂ (u) =
∫ ∞

0
e−ut f (t)dt. (1.88)

Note que a transformada de Laplace de uma derivada fracionária de Riemann-Liouville
envolve um somatório de derivadas fracionárias, o que gera uma grande dificuldade
no uso desta definição de derivada na solução de equações diferenciais fracionárias via
transformadas de Laplace, um método comumente aplicado para esse tipo de problema.
Surge, então, a necessidade de uma definição alternativa de derivada fracionária que na
verdade envolva derivadas usuais para esta transformada: a derivada fracionária de
Caputo.

1.4.1.2 Derivada de Caputo

A derivada fracionária de Caputo é definida como:(
dα f
dtα

)
a
=

1
Γ(n− α)

∫ t

a
(t− τ)n−α−1 f (n)(τ)dτ ; (n− 1≤ α < n). (1.89)

Se realizarmos uma integração por partes na integral acima, podemos expressá-la na
forma(

dα f
dtα

)
a
=

1
Γ(n + 1− α)

{
dn f (τ)

dτn

∣∣∣∣∣
a

(t− a)n−α +
∫ t

a
(t− τ)n−α f (n+1)(τ)dτ

}
. (1.90)
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Vamos verificar agora os limites para valores de α inteiros:

lim
α→n

(
dα f
dtα

)
a
=

1
Γ(1)︸ ︷︷ ︸
=1

{
dn f (τ)

dτn

∣∣∣∣∣
a

(t− a)n−n +
∫ t

a
(t− τ)n−n f (n+1)(τ)dτ

}

=
dn f (τ)

dτn

∣∣∣∣∣
a

+
∫ t

a
f (n+1)(τ)dτ =

dn f (τ)
dτn

∣∣∣∣∣
a

+
dn f (τ)

dτn

∣∣∣∣∣
t

− dn f (τ)
dτn

∣∣∣∣∣
a

=
dn f
dtn .

(1.91)

Similarmente,

lim
α→n−1

(
dα f
dtα

)
a
=

1
Γ(2)︸ ︷︷ ︸
=1

{
dn f (τ)

dτn

∣∣∣∣∣
a

(t− a)n−n+1 +
∫ t

a
(t− τ)n−n+1 f (n+1)(τ)dτ

}

=
dn f (τ)

dτn

∣∣∣∣∣
a

(t− a) +
∫ t

a
f (n+1)(τ)(t− τ)dτ

=
dn f (τ)

dτn

∣∣∣∣∣
a

(t− a) + t
dn f (τ)

dτn

∣∣∣∣∣
t

− t
dn f (τ)

dτn

∣∣∣∣∣
a

−
∫ t

a
τ f (n+1)(τ)dτ

= −a
dn f (τ)

dτn

∣∣∣∣∣
a

+ t
dn f (τ)

dτn

∣∣∣∣∣
t

− t
dn f (τ)

dτn

∣∣∣∣∣
t

+ a
dn f (τ)

dτn

∣∣∣∣∣
a

+
∫ t

a
f (n)(τ)dτ

=
∫ t

a
f (n)(τ)dτ =

dn−1 f (τ)
dτn−1

∣∣∣∣∣
t

a

=
dn−1 f (τ)

dτn−1

∣∣∣∣∣
t

− dn−1 f (τ)
dτn−1

∣∣∣∣∣
a

.

(1.92)

Calculando a derivada de algumas funções específicas, temos que(
dαtp

dtα

)
a
=

1
Γ(n− α)

∫ t

a
(t− τ)n−α−1 dnτp

dτn dτ ; (p > n− 1). (1.93)

Entretanto, notamos que

dnτp

dτn = p(p− 1) . . . (p− (n− 1))τp−n =
Γ(p + 1)

Γ(p− n + 1)
τp−n, (1.94)

de modo que (
dαtp

dtα

)
a
=

1
Γ(n− α)

Γ(p + 1)
Γ(p− n + 1)

∫ t

a
τp−n(t− τ)n−α−1dτ. (1.95)

Notamos o seguinte resultado∫ t

a
τp−n(t− τ)n−α−1dτ = tp−α

{
−Ba/t(p− n + 1,n− α) +

Γ(p− n + 1)Γ(n− α)

Γ(p− α + 1)

}
,
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onde Bz(a,b) é a função beta incompleta (32). Para o caso a = 0, a função beta se e anula
e temos então(

dαtp

dtα

)
0
=

1
Γ(n− α)

Γ(p + 1)
Γ(p− n + 1)

tp−α Γ(p− n + 1)Γ(n− α)

Γ(p− α + 1)

=
Γ(p + 1)

Γ(p− α + 1)
tp−α.

(1.96)

Observe que pela definição da derivada de Caputo, Eq. (1.89), a derivada fracionária de
uma constante é sempre nula, ao contrário da derivada de Riemann-Liouville.

Vejamos agora como esta definição de derivada se comporta sob as transformadas
de Laplace e Fourier. Mais uma vez, para o caso a = 0 temos

L
{(

dαtp

dtα

)
0

}
=

1
Γ(n− α)

L
{∫ t

0
(t− τ)n−α−1 f (n)(τ)dτ

}
=

1
Γ(n− α)

L
{

f (n) ∗ tn−α−1
}
=

1
Γ(n− α)

L
{

f (n)
}
L
{

tn−α−1
}

=
1

Γ(n− α)

Γ(n− α)

un−α

[
un f̂ (u)−

n−1

∑
k=0

uk dn−k−1

dtn−1−k f (t)

∣∣∣∣∣
t=0

]

= uα f̂ (u)−
n−1

∑
k=0

uα+k−n dn−k−1

dtn−1−k f (t)

∣∣∣∣∣
t=0

= uα f̂ (u)−
n−1

∑
m=0

uα−m−1 dm

dtm f (t)

∣∣∣∣∣
t=0

.

(1.97)

Note que a relação acima envolve derivadas usuais, diferentemente da Eq. (1.86), justifi-
cando o uso desta definição de derivada para aplicações em problemas físicos, onde, em
muito casos, como nos problemas de difusão, têm-se valores iniciais para a distribuição
de probabilidades e para suas derivadas como condições de contorno.

Analisando agora a transformada de Fourier, vamos novamente escolher a = −∞.
Escrevemos, então,

F
{(

dα f
dtα

)
−∞

}
=

1
Γ(n− α)

F
{∫ t

−∞
(t− τ)n−α−1 f (n)(τ)dτ

}

=
1

Γ(n− α)
F
{

f (n)(t) ∗ tn−α−1
}
=
F
{

f (n)(t)
}
F
{

tn−α−1}
Γ(n− α)

=
(−iω)nF{ f (t)}Γ(n− α)(−iω)α−n

Γ(n− α)
= (−iω)αF{ f (t)}.

(1.98)

As derivadas de Riemann-Liouville e Caputo são normalmente definidas para um
parâmetro α tal que α∈ (0,1), podendo ser estendidas para α∈ (n,n− 1) (22), abordagem
que utilizamos neste trabalho. Estas definições de derivadas são normalmente utilizadas
para derivadas no tempo (28). Isto se deve ao seu comportamento sob transformadas de
Laplace para a = 0, que como dito anteriormente, representa a origem da coordenada
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temporal. Veremos no próximo capítulo que as derivadas de Riemann-Liouville serão
utilizadas para tratar processos subdifusivos, que será modelado por equações de
Fokker-Planck com derivadas fracionárias no tempo. Para derivadas espaciais, são
normalmente utilizadas para aplicações em física a derivada de Riesz, por ter o limite
α→ 2 garantido. Esta derivada é definida para toda a reta real, sem a necessidade de
uma mudança de origem, como feito anteriormente. Esta derivada também se comporta
bem sobre transformadas de Fourier, como veremos a seguir.

1.4.1.3 Derivada de Riesz

A derivada de Riesz de ordem α pode ser definida como (23, 28, 29)

dα

dxα
f (x) =

1
d(`,α)

∫ ∞

−∞

(∆`
t f )(x)
|t|1+α

dt, (` ∈Z e ` > α), (1.99)

onde

d(`,α) =
2−απ3/2

Γ(1 + α/2)Γ((1 + α)/2)sin(απ/2)

`

∑
k=0

(−1)k−1
(
`

k

)
kα (1.100)

e

(∆`
t f )(x) =

`

∑
k=0

(−1)k
(
`

k

)
y(x− kt). (1.101)

Utilizando a definição acima, obtemos para 0 < α < 1 (33)

dα

dxα
f (x) =

Γ(1 + α)sin(απ/2)
π

∫ ∞

−∞
[ f (x)− f (x− t)]

dt
|t|1+α

; (1.102)

e para 1 < α < 2,

dα

dxα
f (x) =

Γ(1 + α)sin(απ/2)
π(2− 2α)

∫ ∞

−∞
[ f (x)− 2 f (x− t) + f (x− 2t)]

dt
|t|1+α

. (1.103)

Vejamos agora como esta derivada se comporta sob a transformada de Fourier.
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Temos que, para o caso geral α > 0,

F
{

dα

dxα
f (x)

}
=

1
d(`,α)

F
{∫ ∞

∞

(∆`
t f )(x)
|t|1+α

dt

}

=
1

d(`,α)

`

∑
k=0

(−1)k
(
`

k

)
F
{∫ ∞

∞

f (x− kt)
|t|1+α

dt
}

=
1

d(`,α)

`

∑
k=0

(−1)k
(
`

k

)
kαF

{∫ ∞

∞

f (x− z)
|z|1+α

dz
}

︸ ︷︷ ︸
F{ 1
|z|1+α ∗ f (x)}

=
1

d(`,α)

`

∑
k=0

(−1)k
(
`

k

)
kαF{ f (x)}F

{
1
|z|1+α

}

=
1

d(`,α)

`

∑
k=0

(−1)k
(
`

k

)
kαF{ f (x)}−2sin(−π(1 + α)/2)Γ(−α)

|ω|−α

= |ω|αF{ f (x)}
Γ(−α)Γ(1 + α/2)Γ(1+α

2 )(−2)sin( απ
2 )cos( απ

2 )

2−απ3/2

= |ω|αF{ f (x)}
Γ(−α)2−α

√
πΓ(1 + α)(−2)sin( απ

2 )cos( απ
2 )

2−απ3/2︸ ︷︷ ︸
=1

= |ω|αF{ f (x)}.

(1.104)

Note que, no limite α = 2, temos uma diferença de sinal para a transformada de Fourier
da derivada segunda,

F
{

d2

dx2 f (x)
}
= −ω2F { f (x)} . (1.105)

Isto faz com que, em alguns artigos publicados por físicos (4, 34), a derivada de Riesz
seja definida com um sinal de menos extra para recuperar o limite acima. Utilizaremos
esta definição com o sinal de menos adicional para escrever a equação de Fokker-Planck
com derivadas fracionárias no espaço que modelarão processos superdifusivos, como
veremos no capítulo seguinte. Destacamos que até onde vai o nosso conhecimento, não
conseguimos encontrar informações sobre a transformada de Laplace da derivada de
Riesz. Esta é construida de modo a obedecer a equação (1.105). Gostaríamos também de
destacar o uso da derivada de Riesz na solução de equações de Schrödinger fracionárias
devido à sua hermiticidade (25).

Listamos abaixo as derivadas fracionárias de Riesz de algumas funções (22):

dα

dxα
eikx = −|k|αeikx, (1.106)

dα

dxα
sin(kx) = −|k|α sin(kx), (1.107)

dα

dxα
e−kx2

=
kα/2

π
sin
(πα

2

)
Γ(−α/2)Γ(1 + α) F1 1

(
1 + α

2
,
1
2

,− kx2
)

. (1.108)
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Com esta introdução ao conceito de derivadas fracionárias, vamos no próximo
capítulo aplicar estas ferramentas para resolver a equação de difusão fracionária. Mas,
antes disso, vamos finalizar o presente capítulo sumarizando as definições de derivada
fracionária estudadas acima, bem como o seu comportamento sob as transformadas de
Laplace e Fourier.

1.5 Sumário das Definições de Derivada Fracionária
• Derivada de Riemann-Liouville:(

dα f
dtα

)
a
=

1
Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a
(t− τ)n−α−1 f (τ)dτ ; (n− 1≤ α < n);

F
{(

dα f
dtα

)
−∞

}
= (−iω)αF{ f (t)};

L
{(

dα f
dtα

)
0

}
= uα f̂ (u)−

n−1

∑
m=0

dα−m−1

dtα−m−1 f (t)

∣∣∣∣∣
t=0

.

• Derivada de Caputo:(
dα f
dtα

)
a
=

1
Γ(n− α)

∫ t

a
(t− τ)n−α−1 f (n)(τ)dτ ; (n− 1≤ α < n);

L
{(

dαtp

dtα

)
0

}
= uα f̂ (u)−

n−1

∑
m=0

uα−m−1 dm

dtm f (t)

∣∣∣∣∣
t=0

;

F
{(

dα f
dtα

)
−∞

}
= (−iω)αF{ f (t)}.

• Derivada de Riesz:

dα

dxα
f (x) =

1
d(`,α)

∫ ∞

−∞

(∆`
t f )(x)
|t|1+α

dt, (` ∈Z e ` > α),

onde

d(`,α) =
2−απ3/2

Γ(1 + α/2)Γ((1 + α)/2)sin(απ/2)

`

∑
k=0

(−1)k−1
(
`

k

)
kα

e

(∆`
t f )(x) =

`

∑
k=0

(−1)k
(
`

k

)
y(x− kt);

F
{

dα

dxα
f (x)

}
= |ω|αF{ f (x)};
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2 Equação de Difusão Fracionária

Este capítulo faz uma revisão da equação de difusão utilizando derivadas fracioná-
rias. Como veremos a seguir, tais equações levam naturalmente a processos de difusão
anômala (super e subdifusão), bem como ao limite de difusão usual, que é recuperado
sob condições apropriadas.

2.1 Da CTRW à Equação de Difusão Fracionária
Como o título desta seção sugere, vamos deduzir em seguida a equação de difusão

fracionária partindo de uma generalização (4) do modelo de caminhadas aleatórias
conhecido como caminhada aleatória de tempo contínuo (continuous-time random walk -
CTRW) (35). Este modelo é caracterizado pela introdução de um tempo generalizado de
espera entre os passos do caminhante, não sendo, portanto, mais possível o mapeamento
perfeito entre o número de passos e o tempo. Como veremos a seguir, esta caracterís-
tica confere a possibilidade de dinâmicas anômalas (isto é, sub ou superdifusivas) à
caminhada aleatória.

Figura 4 – Gráfico esquemático de uma CTRW: as linhas contínuas representam os des-
locamentos espaciais do caminhante aleatório, enquanto as linhas tracejadas
ilustram o tempo de espera (4).

Vamos iniciar a formulação do problema da CTRW a partir da definição de duas
distribuições de probabilidade, ψ(t) e P(r), que vão reger respectivamente o tempo
de espera entre os passos consecutivos do caminhante e o tamanho dos passos. Como
deduziremos a seguir, será a partir destas duas distribuições que surgirá a difusão
anômala do caminhante aleatório. De fato, em processos subdifusivos o tempo médio
entre passos, T, diverge, enquanto que processos superdifusivos são caracterizados pela
variância no tamanho dos passos, σ, divergente (4).
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O nosso objetivo primeiro é achar uma forma de representar a função P(r,t), que dá
probabilidade de encontrar o caminhante na posição r no instante de tempo t. Podemos
escrever que

P(r,t) =
∞

∑
n=0

Pn(r)
∫ t

0
ψn(τ)Ψ(t− τ)dτ. (2.1)

A equação acima pode ser entendida da seguinte forma. Inicialmente, notamos que
Pn(r) é a probabilidade do caminhante estar na posição r no n-ésimo passo. Por outro
lado, ψn(τ) é a probabilidade de que o n-ésimo passo seja executado no tempo τ e
Ψ(t− τ) é a probabilidade do caminhante permanecer parado durante um tempo maior
que t− τ. Ou seja, estamos somando todos os deslocamentos que levam a r em um
tempo τ, fazendo o caminhante esperar t− τ.

Em seguida, vamos transformar a Eq. (2.1) para o espaço de Fourier-Laplace, onde
ela possui uma forma mais tratável:

P̂(r,u) =
∞

∑
n=0

Pn(r)L
{∫ t

0
ψn(τ)Ψ(t− τ)dτ

}
. (2.2)

Pelo teorema da convolução,

P̂(r,u) =
∞

∑
n=0

Pn(r)L{ψn(t)}L{Ψ(t)} (2.3)

=
∞

∑
n=0

Pn(r)ψ̂n(u)Ψ̂(u). (2.4)

Calculando ψ̂n(u) e Ψ̂(u),

Ψ(t) =
∫ ∞

t
ψ(τ)dτ ⇒ Ψ̂(u) =

∫ ∞

0
dt e−ut

∫ ∞

t
ψ(τ)dτ. (2.5)

Logo,

Ψ̂(u) =
e−ut

(−u)

∫ ∞

t
ψ(τ)dτ

∞

0
−
∫ ∞

0

e−ut

(−u)
(−ψ(t))dt (2.6)

=
1
u

∫ ∞

0
ψ(τ)dτ −

∫ ∞

0

e−ut

u
ψ(t)dt =

1
u
{1− ψ̂(u)}. (2.7)

Note, entretanto, que da mesma forma que ψ rege o tempo entre passos, ψn(t) pode ser
interpretado como a distribuição da soma dos tempos de espera de todos os passos,
desde o primeiro até o n-ésimo. Além disso, é possível escrever ainda que

ψ̂(u) =
∫ ∞

0
ψ(t)e−utdt = 〈e−ut〉 ⇒ ψ̂n(u) = 〈e−uT〉 = 〈e−u(t1+t2+...+tn)〉 (2.8)

=
n

∏
j=1
〈e−utj〉 = ψ̂n(u). (2.9)

Acima usamos o fato de que os passos são estatisticamente independentes e por isso
a média do produto é igual ao produto das médias, assim como a média também é
independente da ordem numérica do passo.
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Usando o Teorema do Limite Central, podemos expressar Pn(r) na forma

Pn(r) =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−iωrP̂n(ω)dω, (2.10)

onde a posição do caminhante é expressa como a soma dos passos, r = r1 + r2 + . . . + rn.
Assim, voltando à Eq. (2.1) escrevemos

P̂(r,u) =
∞

∑
n=0

1
2π

∫ ∞

−∞
e−iωr P̂n(ω) dω ψ̂n(u)

1
u
{1− ψ̂(u)} (2.11)

=
1

2π

1− ψ̂(u)
u

∫ ∞

−∞
e−iωr

∞

∑
n=0

(P̂(ω)ψ̂(u))ndω. (2.12)

Usando o fato de que |P̂(ω)| ≤ 1 e |ψ̂(u)| ≤ 1 são as transformadas de Laplace e Fourier
das distribuições de probabilidade,

|P̂(ω)| =
∣∣∣∣∣
∫ ∞

−∞
P(x)eiωxdx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ ∞

−∞
|P(x)eiωx|dx

≤
∫ ∞

−∞
|P(x)||eiωx|dx =

∫ ∞

−∞
|P(x)|dx = 1 (2.13)

e

|ψ̂(u)| =
∣∣∣∣∣
∫ ∞

0
ψ(t)e−utdt

∣∣∣∣∣ ≤
∫ ∞

0
|ψ(t)e−ut|dt

≤
∫ ∞

0
|ψ(t)||e−ut|dt =

∫ ∞

0
|ψ(t)|dt = 1, (2.14)

então temos

P̂(r,u) =
1− ψ̂(u)

u
1

2π

∫ ∞

−∞
e−iωr dω

1− P̂(ω)ψ̂(u)
, (2.15)

o que leva a

P̂(ω,u) =
1− ψ̂(u)

u
1

1− P̂(ω)ψ̂(u)
. (2.16)

A Eq. (2.16) é conhecida como equação de Montroll-Weiss (36) e será o ponto de partida
para deduzirmos a equação de difusão fracionária. O que faremos a seguir é partir das
equações para ψ(t) e P(x), que admitiremos conhecidas, para calcularmos as transforma-
das ψ̂(s) e P̂(ω), e em seguida substituirmos na Eq. (2.16). Finalmente, transformando
de volta para o espaço (x,t) obteremos uma equação diferencial fracionária para P(x,t).

2.1.1 Caso Difusivo

Vamos inicialmente resolver um exemplo conhecido para demonstrar o método geral.
Seja um caminhante aleatório que tenha P(x) e ψ(t) com momentos bem definidos. Por
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exemplo, sejam uma distribuição gaussiana de passos e uma distribuição exponencial
para os tempos de espera,

P(x) =
1√

2πσ2
e−x2/2σ2

, ψ(t) =
1
τ

e−t/τ. (2.17)

Note que a nossa escolha para a distribuição de passos é, de certa forma, bastante
geral. De fato, impondo uma distribuição de passos com momentos bem definidos,
esta converge para uma distribuição gaussiana, conforme o Teorema do Limite Central
discutido no capítulo anterior.

Tomando as transformadas de Laplace e Fourier das distribuições acima,

P̂(ω) = e−
1
2 (ωσ)2

, ψ(u) =
1

1 + τu
, (2.18)

estamos interessados no limite em que u→ 0 e ω→ 0, pois estes correspondem aos
limites t→∞ e x→∞ quando qualquer tipo de transiente já foi superado. Temos, então,

P̂(ω,u) =
1− ψ̂(u)

u
1

1− P̂(ω)ψ̂(u)
=

1− (1− τu)
u

1

1− (1− τu)
(

1− ω2σ2

2

) (2.19)

' τ

τu + ω2σ2/2
=

1

u + ω2σ2

2τ

. (2.20)

Desse modo,

uP̂(ω,u) +
ω2σ2

2τ
P̂(ω,u) = 1. (2.21)

Tirando, agora, a transformada inversa de Fourier e Laplace da expressão acima e
usando as propriedades

F−1{(iω)n f̂ (ω)} = ∂n f (x)
∂xn , F−1{1} = δ(x),

e

L−1{u f̂ (u)− f (0)} = f ′(t), L−1{1} = δ(t),

de modo que obtemos

F−1
{

uP̂(ω,u) +
ω2σ2

2τ
P̂(ω,u)

}
= F−1{1}, (2.22)

uP̂(x,u)− ω2

2τ

∂2P̂(x,u)
∂x2 = δ(x). (2.23)

Aplicamos a transformada inversa de Laplace,

L−1
{

uP̂(x,u)− ω2

2τ

∂2P̂(x,u)
∂x2

}
= L−1 {δ(x)} , (2.24)
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tal que
∂P(x,t)

∂t
+ L−1{P(x,0)} − ω2

2τ

∂2P̂(x,t)
∂x2 = δ(x)δ(t). (2.25)

Usando agora a condição inicial P(x,0) = δ(x), encontramos

∂P(x,t)
∂t

+ δ(x)δ(t)− ω2

2τ

∂2P̂(x,t)
∂x2 = δ(x)δ(t), (2.26)

de modo que
∂P(x,t)

∂t
=

ω2

2τ

∂2P̂(x,t)
∂x2 . (2.27)

Chegamos, então, à famosa equação de difusão (1.16), já discutida no capítulo anterior,
com D/2 = ω2/2τ, correspondendo ao caso particular da equação de Fokker-Planck e
que está associada a um CTRW cujas distribuições têm momentos finitos.

Nas próximas subseções vamos mostrar que se considerarmos distribuições com mo-
mentos divergentes obteremos equações envolvendo derivadas fracionárias associadas
a processos de difusão anômala.

2.1.2 Caso Subdifusivo

Vamos partir agora da mesma distribuição de passos do caso anterior, porém agora
com uma distribuição de tempos de espera ψ(t) com momentos divergentes. Vamos
usar o limite assintótico da distribuição de Lévy α-estável para ψ(t), discutida no
capítulo anterior. Note que, como distribuições de momentos divergentes convergem
para a distribuição de Lévy, conforme estabelecido pelo Teorema do Limite Central
generalizado, esta escolha é bem geral.

Temos, então,

P(x) =
1√

2πσ2
e−x2/2σ2

, ψ(t) ∼
(τ

t

)α+1
, (2.28)

ou ainda,

P̂(ω) = e−ω2σ2/2 ∼ 1− ω2σ2

2
, ψ̂(u) = e−(uτ)α ∼ 1− (uτ)α. (2.29)

Novamente, tomamos os limites u→ 0 e ω→ 0, e substituindo na Eq. (2.16), ficamos
com,

P̂(ω,u) =
1− ψ̂(u)

u
1

1− P̂(ω)ψ̂(u)
=

1− (1− (uτ)α)

u
1

1− (1−ω2σ2/2)(1− (uτ)α)

=
(uτ)α

u
1

(uτ)α + ω2σ2/2
=

1
u + ω2u1−αKα

. Kα ≡
σ2

2τα
,

(2.30)

de onde obtemos
P̂(ω,u) + KαP̂(ω,u)ω2u−α =

1
u

. (2.31)
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Tirando as transformadas inversas de Laplace e Fourier e usando a seguinte proprie-
dade

L−1
{

1
u

}
= Θ(t) =

1, t > 0;

0, t < 0,
(2.32)

obtemos
F−1{P̂(ω,u) + Kαω2u−αP̂(ω,u)} = F−1{ 1

u
}, (2.33)

de onde podemos escrever

P̂(x,u)− Kαu−α ∂2

∂x2 P̂(x,u) =
1
u

δ(x). (2.34)

Aplicando agora a transformada inversa de Laplace,

L−1
{

P̂(x,u)− Kαu−α ∂2

∂x2 P̂(x,u)
}
= L−1

{
1
u

}
δ(x), (2.35)

então

P(x,t)− Kα
∂2

∂x2L
−1{u−αP̂(x,u)

}
= Θ(t)δ(x). (2.36)

Acima, Θ(t) é a função teta de Heaviside. Entretanto, como usualmente t ≥ 0, então
Θ(t) = 1.

Neste ponto, se utilizamos a definição de derivada fracionária de Riemann-Liouville,
podemos escrever(

dβ f
dtβ

)
0
=

1
Γ(n− β)

dn

dtn

∫ t

0
(t− τ)n−β−1 f (τ)dτ =

dn

dtn

(
dβ−n f
dtβ−n

)
0

, (2.37)

onde (
dβ−n f
dtβ−n

)
0
=

1
Γ(n− β)

∫ t

0
(t− τ)n−β−1 f (τ)dτ. (2.38)

Utilizando o resultado da Eq. (1.85),

L
{(

dβ−n f
dtβ−n

)
0

}
= uβ−nL{ f (t)} , (2.39)

de modo que

L−1{u−αP̂(x,u)
}
=

(
d−αP(x,t)

dt−α

)
0

. (2.40)

Mostramos o resultado acima apenas para o caso 0 < α < 1. Contudo, em (21) este
resultado é generalizado para todo α real. Temos, portanto,

P(x,t)− Kα
∂2

∂x2

(
d−αP(x,t)

dt−α

)
0
= Θ(t)δ(x), (2.41)

ou ainda,(
dαP(x,t)

dtα

)
0
− Kα

∂2

∂x2

(
dα

dtα

)
0

(
d−αP(x,t)

dt−α

)
0
= δ(x)

(
dαΘ(t)

dtα

)
0

. (2.42)
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Note que, como estamos assumindo t ≥ 0, a derivada da função teta pode ser expressa
como a derivada da unidade, calculada na Eq. (1.76). Se usarmos a seguinte proprie-
dade (21, 28), (

dα

dtα

)
0

(
d−α f (t)

dt−α

)
0
= f (t), (2.43)

Temos, (
dαP(x,t)

dtα

)
0
− Kα

∂2

∂x2 P(x,t) =
δ(x)

Γ(1− α)
t−α. (2.44)

Para o caso x 6= 0, (
dαP(x,t)

dtα

)
0
= Kα

∂2

∂x2 P(x,t) (2.45)

A equação acima representa a equação de difusão com derivada fracionária no tempo
e derivada espacial canônica. Note que, se compararmos com a Eq. (1.16), observamos
que Kα está relacionado com a constante de difusão via Kα = D/2. Podemos citar como
exemplos de fenômenos subdifusivos o moviemento de células em meios biológicos
(37) que pode ser modelada pela (2.45). Podemos citar como exemplo de processos
subdifusivos o transporte de cargas em semicondutores (38).

2.1.3 Caso Superdifusivo

Vamos agora considerar um exemplo diverso do caso estudado na subseção anterior,
isto é, uma caminhada aleatória com distribuição de passos superdifusiva, novamente
a de Lévy α-estável, e uma distribuição de tempos de espera poissoniana, governada
pelo Teorema do Limite Central. Teremos então

ψ(t) =
1
τ

e−t/τ, P(x) ∼
(σ

x

)α+1
, (2.46)

com

ψ̂(u) =
1

1 + uτ
' 1− uτ, P̂(ω) = e−(|ω|σ)

α ' 1− (|ω|σ)α. (2.47)

Substituindo na Eq. (2.16),

P̂(ω,u) =
1− ψ̂(u)

u
1

1− P̂(ω)ψ̂(u)
=

1− (1− uτ)

u
1

1− (1− uτ)(1− (|ω|σ)α)

=
uτ

u
1

uτ + (|ω|σ)α
=

1

u + (|ω|σ)α

τ

=
1

u + Kα|ω|α
, Kα ≡

σα

τ
,

(2.48)

de onde obtemos
1 = P̂(ω,u)u + P̂(ω,u)Kα|ω|α. (2.49)

Aplicando novamente as transformadas inversas de Laplace e Fourier e utilizando as
mesmas propriedades dos casos anteriores,

L−1{1} = L−1{P̂(ω,u)u + P̂(ω,u)Kα|ω|α}, (2.50)
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então
δ(t) =

∂

∂t
P̂(ω,t) + P̂(ω,t)Kα|ω|α. (2.51)

Aplicando agora a transformada de Fourier,

F−1{δ(t)} = F−1{ ∂

∂t
P̂(ω,t) + P̂(ω,t)Kα|ω|α}, (2.52)

obtemos
δ(t)δ(x) =

∂

∂t
P(x,t) +F−1{P̂(ω,t)Kα|ω|µ}. (2.53)

Utilizando a derivada de Riesz, comumente definida em problemas em física, como
discutido no capítulo anterior,

δ(t)δ(x) =
∂

∂t
P(x,t)− dα

dxα
(P(x,t)Kα). (2.54)

Para t 6= 0 e x 6= 0, escrevemos

∂

∂t
P(x,t) =

dα

dxα
(P(x,t)Kα). (2.55)

A equação acima representa a equação de difusão com derivada fracionária no espaço e
derivada temporal canônica. Mais uma vez, ressaltamos a relação entre o parâmetro
Kα e a constante de difusão D/2 presente na Eq. (1.16). Vamos, em seguida, resolver as
equações diferenciais fracionárias para os casos subdifusivo e superdifusivo.

2.2 Solução dos Casos Subdifusivo e Superdifusivo

2.2.1 Caso Subdifusivo

A partir da Eq. (2.30), escrevemos

P̂(ω,u) =
1

u + ω2u1−αKα
=

1
u1−αKα

1
(ω2 + uα/Kα)

. (2.56)

Voltando para o “espaço real”,

P̂(x,u) =
1

u1−αKα
F−1

{
1

(ω2 + uα/Kα)

}
. (2.57)

Utilizando

F−1
{

1
(ω2 + uα/Kα)

}
=

e−
√

uα/Kα|x|

2
√

uα/Kα
, (2.58)

logo

P̂(x,u) =
e−
√

uα/Kα|x|

2u1−α/2
√

Kα
. (2.59)

Aplicando agora a transformada inversa de Laplace, obtemos

P(x,t) =
1

2
√

Kα
L−1

{
uα/2−1e−sα/2√1/Kα|x|

}
. (2.60)
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A equação acima pode ser expressa na forma (39)

L−1
{

u−ρe−auσ
}
= tρ−1H1,0

1,1

[
at−σ

∣∣∣∣∣ {ρ,σ}
{0,1}

]
, (2.61)

onde Hm,n
p,q

[
z

∣∣∣∣∣ {ap,Ap}
{bq,Bq}

]
é a função de Fox (39, 40, 4). Discutiremos algumas proprie-

dades da função de Fox no Apêndice desta tese, de onde podemos deduzir que

P(x,t) =
1

2
√

Kα
t−α/2H1,0

1,1

[
|x|√
Kα

t−α/2

∣∣∣∣∣ {1− α/2,α/2}
{0,1}

]

=
1√

4Kαtα
H1,0

1,1

[
|x|√
Kαtα

∣∣∣∣∣ {1− α/2,α/2}
{0,1}

]
.

(2.62)

A solução acima pode ser expressa na forma computável como (4, 39, 40)

P(x,t) =
1√
4tα

∞

∑
ν=0

(−1)ν |x|ν
(

t−
α
2

)ν
K−(ν+1)/2

α

ν!Γ
(
− να

2 −
α
2 + 1

) . (2.63)

a partir da qual fazemos o gráfico da solução no caso subdifusivo, Fig. 5.
No limite α = 1, a Eq. (2.45) se torna a equação de difusão normal e, consistentemente,

a partir da Eq. (2.63) temos que

P(x,t) =
1

2
√

πKαt
e−x2/4Kαt. (2.64)

Recuperamos, então, a solução gaussiana apresentada na Eq. (1.30). Na Fig. 6, apre-
sentamos uma comparação entre as soluções da equação de difusão para diferentes
valores de α e mesmo t. Note que quanto maior o valor de α, mais a partícula se difunde.
Isto pode ser entendido pela forma de ψ(t). De fato, como ψ(t) ∼ t−(α+1), então quanto
maior o valor de α, menor a probabilidade de que o caminhante fique um longo tempo
parado sem executar passos e, portanto, se difunde mais.

O comportamento subdifusivo também pode ser verificado se observarmos que

〈x2〉(u) =
∫ ∞

−∞
x2P̂(x,u)dx = lim

ω→0

∫ ∞

−∞
x2P̂(x,u)eiωxdx

= lim
ω→0
F
{

x2P̂(x,u)
}
= lim

ω→0
(−1)

d2

dω2 P̂(ω,u).
(2.65)

Como
P̂(ω,u) =

1
u1−αKα

1
(ω2 + uα/Kα)

, (2.66)

então

lim
ω→0

d2

dω2 P(ω,u) = lim
ω→0

−2
u1−αKα

(uα/Kα − 3ω2)2

(ω2 + uα/Kα)3 =
−2Kα

u1+α
, (2.67)
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Figura 5 – Gráfico da probabilidade P(x,t), dada pela Eq. (2.63), em função do tempo
para α = 1, que representa o limite da equação de difusão normal, para
t = 0.05,0.2,1, e α = 1/2 para t = 0.1,1,10, ambos utilizando Kα = 1.
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Figura 6 – Comparação da probabilidade P(x,t) dada pela Eq. (2.63) para diversos
valores de α em t = 1 com Kα = 1.
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de modo que, finalmente,

〈x2〉(u) 2Kα

u1+α
=⇒ 〈x2〉(t) = 2Kαtα

Γ(1 + α)
. (2.68)

Vemos, então, que o comportamento subdifusivo apresentado na Fig. 6 é verificado
no regime 0 < α < 1, onde temos um caminhante aleatório cujos tamanhos dos passos
são sorteados segundo uma distribuição gaussiana e os tempos de espera segundo a
distribuição de Lévy, gerando tipicamente longos tempos de espera.

2.2.2 Caso Superdifusivo

Vamos agora analisar o caso superdifusivo. A partir da Eq. (2.48), temos que

P̂(ω,u) =
1

u + Kα|ω|α
. (2.69)

Invertendo as transformadas de Fourier e Laplace,

P̂(ω,t) = L−1 {P(ω,u)} = L−1
{

1
u + Kα|ω|α

}
= e−Kα|ω|αt, (2.70)
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de modo que

P(x,t) = F−1 {P(ω,t)} = 1
2π

∫ ∞

−∞
e−iωxe−Kα|ω|αtdω

=
1
π

∫ ∞

0
cos(ωx)e−Kαωαtdω

=
1

απ

∫ ∞

0
cos(ωx)H1,0

0,1

[
ω(Kαt)1/α

∣∣∣∣∣ {0,1/α}

]
dω,

(2.71)

onde usamos a propriedade (4, 39, 40)

H1,0
0,1

[
z

∣∣∣∣∣ {b,B}

]
= B−1zb/B exp

(
z1/B

)
. (2.72)

Ao usarmos o seguinte resultado (41),

∫ ∞

0
dt tρ−1 cos(kt)Hm,n

p,q

[
atµ

∣∣∣∣∣ {ap,Ap}
{bq,Bq}

]

=
π

kρ Hn+1,m
q+1,p+2

[
kµ

a

∣∣∣∣∣ {1− bq,Bq}{1+ρ
2 ,µ

2}
{ρ,µ}{1− ap,Ap}{1+ρ

2 ,µ
2}

]
; kµ > 0,

(2.73)

podemos escrever (4)

P(x,t) =
1

αx
H1,1

2,2

[
|x|

(Kαt)1/α

∣∣∣∣∣ {1,1/α}{1,1/2}
{1,1}{1,1/2}

]
, (2.74)

ou ainda, na forma computável,

P(x,t) =
1
α

∞

∑
ν=0

(−x)ν cos
(

πν
2

)
Γ
(

ν+1
α

)
ν!π(Kαt)(ν+1)/α

. (2.75)

Como casos particulares temos, para α = 1,

P(x,t) =
1
π

Kαt
(Kαt)2 + x2 , (2.76)

e para o caso α = 2,

P(x,t) =
1

2
√

π
√

Kαt
e−x2/4Kαt. (2.77)

Note que no limite α = 2 temos uma distribuição gaussiana, como esperado. Este
resultado é consistente com o fato de que nesse limite a Eq. (2.55) se torna a equação de
difusão normal, que, como vimos anteriormente, tem, de fato, a gaussiana como solução.
Além disso, a partir da Eq. (2.70) vemos que P(ω,t) também pode ser relacionada
com a função característica da distribuição de Lévy α-estável, de modo que P(x,t) é
identificada, portanto, com a própria distribuição de Lévy α-estável (4). Este resultado
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também é consistente com o Teorema do Limite Central generalizado. De fato, se um
caminhante aleatório possui os tamanhos de passos regidos pela distribuição de Lévy
α-estável, então a probabilidade de encontrar o caminhante em uma posição x, após um
grande número de passos, é dada por uma distribuição de Lévy α-estável. No limite
α = 2, a distribuição gaussiana é recuperada, como esperado.

A solução do caso superdifusivo encontra-se ilustrada na Fig. 7. Por outro lado, a
Fig. 8 mostra uma comparação entre as soluções da equação de difusão fracionária para
diferentes valores de α. Note que quanto menor o valor de α, maior a probabilidade de
encontrar o caminhante em pontos distantes da origem da caminhada, se comparada
com o caso gaussiano, demonstrando assim a superdifusividade para α < 2.

O comportamento superdifusivo também pode ser verificado calculando os momen-
tos da distribuição. O momento de ordem q é dado por

〈xq〉(t) =
∫ ∞

−∞
xqP(x,t)dx = 2

∫ ∞

0
xqP(x,t)dx

=
2
α

∫ ∞

0
xq−1H1,1

2,2

[
|x|

(Kαt)1/α

∣∣∣∣∣ {1, 1
α}{1,1

2}
{1,1}{1,1

2}

]
dx.

(2.78)

Temos, acima, uma transformada de Mellin (4, 39), definida por

M{ f (t)} =
∫ ∞

0
ts−1 f (t)dt. (2.79)

As funções H se transformam segundo Mellin da seguinte forma (4, 39):

M
{

Hm,n
p,q

[
at

∣∣∣∣∣ {ap,Ap}
{bq,Bq}

]}
= a−s ∏m

j=1 Γ(bj + Bjs)∏n
j=1 Γ(1− aj − Ajs)

∏
q
j=m+1 Γ(1− bj − Bjs)∏

p
j=n+1 Γ(aj + Ajs)

. (2.80)

Logo, escrevemos

〈xq〉(t) = 2
α
(Kαt)q/α Γ(1 + q)Γ(−q/α)

Γ(−q/2)Γ(1 + q/2)
=

2
π

Γ(q)Γ
(

1− q
α

)
sin
(qπ

2

)
(Kαt)q/α. (2.81)

Para o caso q→ 2−, temos que 〈x2〉(t) ∼ t2/α, o que implica em superdifusão para
o caso α < 2. Temos, portanto, uma verificação do comportamento superdifusivo da
solução acima da equação de difusão fracionária (2.55). Como exemplo de processo
superdifusivo, temos o movimento de elétrons em semicondutores que foi foi verificado
experimentalmente em (42). Além disso, pequenas modificações da (2.55) permitem
escrever a uma equação de Schrödinger fracionária (25).

Neste capítulo, vimos como as derivadas fracionárias podem ser usadas para mode-
lar a difusão anômala no espaço livre. No próximo capítulo, vamos discutir o uso do
Método das Imagens para a obtenção de soluções em espaços finitos, e analisaremos os
casos em que esta solução é de fato válida.
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Figura 7 – Gráfico da probabilidade P(x,t) dada pela Eq. (2.75), em função do tempo
para α = 1 e α = 3/2, para t = 1, 5, 10, ambos utilizando Kα = 1.
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Figura 8 – Comparação das probabilidade P(x,t) para t = 10 dadas pela Eq. (2.75) para
diversos valores de α utilizando Kα = 1.
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3 Difusão com Condições de Contorno

Neste capítulo, vamos discutir como relacionar a difusão em espaços finitos e semi-
infinitos, onde precisamos introduzir condições de contorno, com a solução para o caso
livre, discutida no capítulo anterior. A validade destas soluções será analisada à luz do
teorema de Sparre-Andersen.

3.1 Funções de Green e Método das Imagens
Vamos, inicialmente, obter a função de Green (43, 44) da equação de difusão normal

para o caso livre e relacioná-la com a função de Green do espaço finito (45). Seja a
equação de difusão normal com a condição inicial P(x,t = 0) = f (x),

∂P
∂t

= A
∂2P
∂x2 . (3.1)

Tirando a transformada de Laplace,

L
{

∂P
∂t

}
= A

∂2

∂x2L{P(x,t)}

uP̂(x,u)− P(x,0) = A
∂2

∂x2 P̂(x,u)

uP̂(x,u)− A
∂2

∂x2 P̂(x,u) = f (x),

(3.2)

podemos então escrever,

P̂(x,u) ≡
∫ ∞

−∞
G(x,y;u) f (y)dy, (3.3)

onde G(x,y; s) é a função de Green. Observamos (43) que, para uma equação da forma

DxP(x) = f (x) Dx ≡
m

∑
n=0

an
dn

dxn , (3.4)

a solução pode ser expressa como

P(x) =
∫ ∞

−∞
G(x,y) f (y)dy, (3.5)

onde
DxG(x,y) = δ(x− y). (3.6)

Ao mesmo tempo, podemos definir uma probabilidade de transição T(x,y; t), que
determina a probabilidade de que o caminhante saia da posição y e chegue na posição
x, percorrendo esta distância num tempo t. Temos, então, que

P(x,t) =
∫ ∞

−∞
T(x,y; t) f (y)dy. (3.7)
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Podemos relacionar a probabilidade de transição com a função de Green pela relação,

P̂(x,u) = L{P(x,t)} = L
{∫ ∞

−∞
T(x,y; t) f (y)dy

}
=
∫ ∞

−∞
dy f (y)L{T(x,y; t)} =

∫ ∞

−∞
G(x,y;u) f (y)dy,

(3.8)

de modo que
G(x,y;u) = L{T(x,y; t)} . (3.9)

Observe, ainda, que podemos escrever a probabilidade de transição como

T(x,y; t) =
∫ t

0
T(x,z; t− τ)F(z,y;τ)dτ,, (3.10)

onde F(z,y;τ) é a probabilidade de atingir a posição z pela primeira vez no tempo τ,
partindo de y. Note, portanto, que estamos somando, para diferentes valores de τ, as
probabilidades do caminhante estar em uma posição z em um tempo τ e de ir para x,
demorando um tempo t− τ.

Tirando a transformada de Laplace da Eq. (3.10), obtemos

G(x,y;u) = G(x,z;u)F̂(z,y;u). (3.11)

Note, contudo, que, dada a simetria do problema, T(x,y; t) = T(y,x; t), pois estamos
admitindo uma distribuição simétrica de passos para a direita e para a esquerda. Isto
também implica que G(x,y;u) = G(y,x;u). Então, podemos escrever

G(y,x;u) = G(z,x;u)F̂(z,y;u). (3.12)

Multiplicando a equação f (x) e integrando,∫ ∞

−∞
G(y,x;u) f (x)dx =

∫ ∞

−∞
G(z,x;u)F̂(z,y;u) f (x)dx

P̂(y,u) = P̂(z,u)F̂(z,y;u).
(3.13)

Voltando, agora, para a Eq. (3.2), escrevemos

uP̂(x,u)− A
∂2

∂x2 P̂(x,u) = f (x)

u
[

P̂(y,u)F̂(y,x;u)
]
− A

∂2

∂x2

[
P̂(y,u)F̂(y,x;u)

]
= f (x).

(3.14)

Vamos supor que x esteja concentrado no intervalo (y,∞), de modo que, para um
valor de x fora desse intervalo, assumimos f (x) = 0. Em outras palavras, escrevemos

0 = P̂(y,u)
[

uF̂(y,x;u)− A
∂2

∂x2 F̂(y,x;u)
]

. (3.15)

Temos de ter, então,

uF̂(y,x;u) = A
∂2

∂x2 F̂(y,x;u), (3.16)
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de modo que

F̂(y,x;u) = C(y;u)exp
(
−
√

u
A

x
)

. (3.17)

Aqui, C(y;u) é uma função que depende apenas de y e u, que serão determinados a
seguir.

A partir da Eq. (3.13), escrevemos

P̂(x,u) = P̂(y,u)F̂(y,x;u). (3.18)

Se tomarmos o limite x→ y, temos de ter F̂(y,y;u) = 1. Portanto,

1 = F̂(y,y;u) = C(y;u)exp
(
−
√

u
A

y
)

C(y;u) = exp
(√

u
A

y
)

.
(3.19)

Obtemos, então,

F̂(y,x;u) = exp
(
−
√

u
A
(x− y)

)
. (3.20)

Contudo, mais uma vez, dada a simetria do problema, F̂(y,x;u) = F̂(x,y;u), pois a
distribuição de passos é simétrica. Logo, podemos escrever

F̂(y,x;u) = exp
(
−
√

u
A
|x− y|

)
. (3.21)

Vamos agora determinar G(x,y;u). A partir da Eq. (3.11),

G(x,y;u) = G(x,z;u)F̂(z,y;u). (3.22)

Para z = x, ficamos com

G(x,y;u) = G(x,x;u)F̂(x,y;u). (3.23)

Dada a já citada simetria de G(x,y;u), observamos que G(x,x;u) tem de ser uma função
que depende apenas de u. Da Eq. (3.3), obtemos

P̂(x,u) =
∫ ∞

−∞
G(x,y;u) f (y)dy =

∫ ∞

−∞
G(x,x;u)︸ ︷︷ ︸

C(u)

F̂(x,y;u) f (y)dy (3.24)

= C(u)
∫ ∞

−∞
F̂(x,y;u) f (y)dy. (3.25)

O resultado acima vale para todo f (x). Vamos, portanto, determinar C(u) usando
f (x) = 1 e com isso determinar G(x,y;u):

P̂(x,u) = C(u)
∫ ∞

−∞
F̂(x,y;u) f (y)dy (3.26)

= C(u)
∫ ∞

−∞
exp

(
−
√

u
A
|x− y|

)
dy = 2C(u)

√
A
u

. (3.27)
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Substituindo de volta na Eq. (3.2),

1 = uP̂(x,u)− A
∂2

∂x2 P̂(x,u) = 2C(u)
√

Au,

C(u) =
1

2
√

Au
.

(3.28)

Então, podemos escrever Ĝ(x,y;u) tal que

Ĝ(x,y;u) =
1

2
√

Au
exp

(
−
√

u
A
|x− y|

)
. (3.29)

Com isso, podemos resolver a equação de difusão para um f (x) arbitrário. Se, por
exemplo, fizermos f (x) = δ(x − x0), recuperamos a solução obtida no começo desta
tese. Vamos verificar esse resultado a seguir. Escrevendo

P̂(x,u) =
∫ ∞

−∞
Ĝ(x,y;u) f (y)dy =

∫ ∞

−∞

1
2
√

Au
exp

(
−
√

u
A
|x− y|

)
δ(y− x0)dy (3.30)

=
1

2
√

Au
exp

(
−
√

u
A
|x− x0|

)
, (3.31)

e, em seguida, invertendo a transformada de Laplace, obtemos

P(x,t) = L−1
{

1
2
√

Au
exp

(
−
√

u
A
|x− x0|

)}
(3.32)

=
1

2
√

Aπt
exp

[
−
(
|x− x0|√

A

)2 1
4t

]
=

e−(x−x0)
2/4At

√
4Aπt

. (3.33)

Esta é a mesma solução obtida na Eq. (1.25), identificando A = D/2. Podemos utilizar
o método discutido nesta seção para obter também a solução da equação de difusão
para espaços semi-infinitos e finitos (45). Com isso, precisaremos também introduzir as
condições de contorno apropriadas ao problema. Vamos tratar, em seguida, as condições
de contorno absorventes. Nesse caso, assumimos que, ao atingir a barreira, o caminhante
é retirado do sistema e a caminhada se encerra, de modo que a probabilidade de
encontrar o caminhante na barreira é nula (17).

3.1.1 Uma Barreira Absorvente

Vamos tratar nesta seção o caso de uma barreira absorvente localizada em x = 0.
Nessa situação, o movimento do caminhante está restrito ao semi-eixo positivo, já que,
ao atingir a barreira, a caminhada termina, como mostrado na Fig. 9.

Podemos escrever a taxa de transição do caso semi-infinito, T(1)(x,y; t), em função
da taxa do caso livre, T(x,y; t), pela relação,

T(1)(x,y; t) = T(x,y; t)−
∫ t

0
T(x,0; t− τ)F(0,y;τ)dτ. (3.34)
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Figura 9 – Esquema da movimentação de um caminhante aleatório em um espaço
semi-infinito com barreira absorvente. A caminhada inicia em x = x0 e o
caminhante é absorvido pela barreira se passa para o semi-eixo negativo.

Note que estamos subtraindo da taxa de transição do caso livre a probabilidade de
que o caminhante, iniciando em y, atinja a origem e volte para x. Com isso, estamos
garantindo que a transição de y para x só ocorre via trajetórias contidas no semi-eixo
positivo.

Tirando a transformada de Laplace da equação acima, obtemos

Ĝ(1)(x,y;u) = Ĝ(x,y;u)− Ĝ(x,0;u)F̂(0,y;u). (3.35)

Utilizando os resultados da seção anterior,

Ĝ(1)(x,y;u) =
1

2
√

Au

{
exp

(
−
√

u
A
|x− y|

)
− exp

(
−
√

u
A
|x|
)

exp
(
−
√

u
A
| − y|

)}
=

1
2
√

Au

{
exp

(
−
√

u
A
|x− y|

)
− exp

(
−
√

u
A
(x + y)

)}
= Ĝ(x,y;u)− Ĝ(−x,y;u).

(3.36)

Podemos, então, inverter a transformada de Laplace e obter

T(1)(x,y; t) = T(x,y; t)− T(−x,y; t). (3.37)

Se utilizarmos P(x,0) = f (x) = δ(x− x0), logo

P(1)(x,t) =
∫ ∞

0
T(1)(x,y; t) f (y)dy =

∫ ∞

0
[T(x,y; t)− T(−x,y; t)]δ(y− x0)dy

= P(x,x0,t)− P(−x,x0,t).
(3.38)

O resultado acima lembra em muito a solução via método das imagens para o potencial
eletrostático (44). Podemos imaginar que estamos colocando um “caminhante imagem”
no eixo negativo, de modo que a condição de contorno é satisfeita ao notar que P(1)(x =

0,t) = 0.
Utilizando o resultado da Eq. (3.33), temos

P(1)(x,t) =
e−(x−x0)

2/4At
√

4Aπt
− e−(x+x0)

2/4At
√

4Aπt
. (3.39)
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Na Fig. 10, mostramos um gráfico da equação acima para vários valores de t e um x0

fixo. Note que, assim como no caso livre, a partícula que estava localizada em x0 se
difunde. Observe também que a probabilidade de encontrar o caminhante na origem é
sempre nula.

Figura 10 – Gráfico da probabilidade P(1)(x,t) para o caso difusivo, dada pela Eq. (3.39),
para t = 1, 10, 20 e x0 = 5. A barreira absorvente está localizada em x = 0.
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Na Fig. 11, mostramos o gráfico de P(1)(x,t) para diferentes valores de x0. Observe
que, para um x0 próximo da barreira, a probabilidade de que o caminhante seja absor-
vido é maior. De fato, quanto maior o valor de x0, menor o efeito da barreira à medida
que o tempo passa.
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Figura 11 – Gráfico da probabilidade P(1)(x,t) para o caso difusivo, dada pela Eq. (3.39)
t = 1 e x0 = 1,5,10. A barreira absorvente está localizada em x = 0.
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Podemos utilizar o mesmo formalismo para o caso da caminhada subdifusiva.
Substituindo a solução do caso livre, expresso pela Eq. (2.62), na Eq. (3.38), temos que

P(1)(x,t) =
1√

4Kαtα
H1,0

1,1

[
|x− x0|√

Kαtα

∣∣∣∣∣ {1− α/2,α/2}
{0,1}

]

− 1√
4Kαtα

H1,0
1,1

[
|x + x0|√

Kαtα

∣∣∣∣∣ {1− α/2,α/2}
{0,1}

]
.

(3.40)

Na Fig. 12, observamos o gráfico da equação acima para α = 1/2. Note que, mais
uma vez, o comportamento esperado para a barreira é observado, e que à medida
que o tempo passa a partícula vai sendo absorvida pela barreira. Se compararmos a
Fig. 12 com a Fig. 10, que representa o caso gaussiano, vemos que a absorção do caso
subdifusivo é mais lenta, já que o tempo que o caminhante difusivo leva para chegar à
barreira é em média maior.

Figura 12 – Gráfico da probabilidade P(1)(x,t) para o caso subdifusivo dado pela
Eq. (3.40) para α = 1/2 e x0 = 1, para vários t = 0.2, 2,20. A barreira ab-
sorvente está localizada em x = 0.
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Na Fig. 13, observamos o gráfico da Eq. (3.40) para vários valores de α. Note que
quanto menor o valor de α, o que implica em uma maior subdifusão do caminhante,
maior a probabilidade de o caminhante não ter sido absorvido pela barreira.



Capítulo 3. Difusão com Condições de Contorno 57

Figura 13 – Gráfico da probabilidade P(1)(x,t) para o caso subdifusivo dado pela
Eq. (3.40) para α = 1/4, 1/2, 3/4, 1, x0 = 1 e t = 1. A barreira absorvente
está localizada em x = 0.
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Passemos agora para o caso do caminhante superdifusivo. Utilizamos a solução do
caso livre, Eq. (2.74), em conjunto com a Eq. (3.38), para expressar a solução do caso
superdifusivo com uma barreira absorvente na forma

P(1)(x,t) =
1

α(x− x0)
H1,1

2,2

[
|x− x0|
(Kαt)1/α

∣∣∣∣∣ {1,1/α}{1,1/2}
{1,1}{1,1/2}

]

+
1

α(x + x0)
H1,1

2,2

[
x + x0

(Kαt)1/α

∣∣∣∣∣ {1,1/α}{1,1/2}
{1,1}{1,1/2}

]
.

(3.41)

A partir das Figs. (14) e (15), vemos que o efeito da barreira é maior se comparado aos
casos difusivo e subdifusivo, justamente pelo fato de que o caminhante atinge a barreira
em média mais rapidamente quanto menor for o valor de α.

Figura 14 – Gráfico da probabilidade P(1)(x,t) para o caso superdifusivo dado pela
Eq. (3.41) para α = 3/2, x0 = 1 e t = 1, 2, 5. A barreira absorvente está
localizada em x = 0.

0 3 6 9 12 15
x

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

P
(1

) (x
,t

)

t = 1
t = 2
t = 5

x
0
 = 1

α = 3/2



Capítulo 3. Difusão com Condições de Contorno 59

Figura 15 – a probabilidade P(1)(x,t) para o caso superdifusivo dado pela Eq. (3.41)
para x0 = 1, t = 1 e α = 1,3/2. A barreira absorvente está localizada em x =
0.
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Vamos a seguir mostrar como tratar, via o método de funções de Green que discuti-
mos anteriormente, o caso de duas barreiras absorventes, situação associada à difusão
do caminhante em um espaço finito.

3.1.2 Duas Barreiras Absorventes

Vamos analisar o caso de um caminhante limitado ao intervalo [0, a], com as barreiras
absorventes localizadas nos extremos deste intervalo conforme mostrado na Fig.16.

Figura 16 – Esquema da movimentação de um caminhante aleatório em um espaço
finito com barreira absorvente. A caminhada inicia em x = x0 e o caminhante
é absorvido pela barreira em x = 0 se passa para o semi-eixo negativo e pela
barreira em x = a se um passo o leva a uma posição x > a.

Utilizando o resultado da seção anterior, podemos escrever a taxa de transição na
forma

T(2)(x,y; t) = T(1)(x,y; t)−
∫ t

0
T(1)(x,a; t− τ)F(a,y;τ)dτ. (3.42)

Note que o termo T(1)(x,y; t) garante que o caminhante não vai estar em um x negativo,
à esquerda da barreira localizada em x = 0. Já o segundo termo acima garante que o
caminhante não passa para a região em que x > a, à direita da barreira localizada em
x = a. Em outras palavras, subtraímos da taxa de transição do caso de uma barreira
a probabilidade de que o caminhante, iniciando em y, atinja a e volte para x. Com
isso, garantimos que a transição de y para x só ocorra com por trajetórias contidas no
intervalo [0,a].

Tirando a transformada de Laplace da equação acima,

Ĝ(2)(x,y;u) = Ĝ(1)(x,y;u)− Ĝ(1)(x,a;u).F̂(a,y;u) (3.43)

Mas, a partir da Eq. (3.23), escrevemos

F̂(a,y;u) =
Ĝ(1)(a,y;u)
Ĝ(1)(a,a;u)

. (3.44)
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Então,

Ĝ(2)(x,y;u) = Ĝ(1)(x,y;u)− Ĝ(1)(x,a;u)Ĝ(1)(a,y;u)
Ĝ(1)(a,a;u)

= Ĝ(x,y;u)− Ĝ(−x,y;u)

−

[
Ĝ(x,a;u)− Ĝ(−x,a;u)

][
Ĝ(a,y;u)− Ĝ(−a,y;u)

]
[

Ĝ(a,a;u)− Ĝ(−a,a;u)
]

=
1

2
√

Au
[
1− exp

(
−
√ u

A 2a
)] {exp

(
−
√

u
A
|x− y|

)
− exp

(
−
√

u
A
(2a− x− y)

)
− exp

(
−
√

u
A
(x + y)

)
+ exp

(
−
√

u
A
(2a− |x− y|)

)}
.

(3.45)

Usando, agora, que(
1− exp

(
−
√

u
A

2a
))−1

=
∞

∑
n=0

exp
(
−
√

u
A

2an
)

, (3.46)

obtemos

Ĝ(2)(x,y;u) =
1

2
√

Au

∞

∑
n=0

{
exp

[
−
√

u
A
(|x− y|+ 2an)

]
− exp

[
−
√

u
A
(−x− y + 2a(n + 1))

]
− exp

[
−
√

u
A
(x + y + 2an)

]
+ exp

[
−
√

u
A
(2a(n + 1)− |x− y|)

]}
.

(3.47)

Se fizermos a mudança n→−n− 1 nos segundo e quarto termo, podemos escrever

Ĝ(2)(x,y;u) =
1

2
√

Au

∞

∑
n=−∞

exp
[
−
√

u
A
|2an + |x− y||

]
− exp

[
−
√

u
A
|2an + x + y|

]
=

1
2
√

Au

∞

∑
n=−∞

exp
[
−
√

u
A
(2an + |x− y|)

]
− exp

[
−
√

u
A
(2an + x + y)

]
.

(3.48)

Podemos, então, obter P̂(2)(x,u),

P̂(x,u) =
∫ ∞

−∞
Ĝ(2)(x,y;u) f (y)dy. (3.49)
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Para o caso do caminhante iniciando na posição x0, f (x) = δ(x− x0), temos que

P̂(2)(x,u) =
1

2
√

Au

∞

∑
n=−∞

exp
[
−
√

u
A
(2an + |x− x0|)

]
− exp

[
−
√

u
A
(2an + x + x0)

]
.

(3.50)

Invertendo a transformada de Laplace,

P(2)(x,t) =
1

2
√

Aπt

∞

∑
n=−∞

exp
[
− 1

4At
(2an + |x− x0|)2

]
− exp

[
− 1

4At
(2an + x + x0)

2
]

=
∞

∑
n=−∞

P(|x− x0|+ 2an,t)− P(x + x0 + 2an,t).

(3.51)

A Eq. (3.51) representa a solução da equação de difusão normal no intervalo [0,a]. Note,
mais uma vez, a relação com o método das imagens no contexto do eletromagnetismo.
Temos agora infinitos “caminhantes imagem”, que garantem que as condições de
contorno P(2)(x = 0,t) = 0 = P(2)(x = a,t). Podemos verificar este fato nas Figs. 17 e 18.

A Fig. 17 representa o gráfico da Eq. (3.51) para um tempo fixo e diferentes valores
de x0. Note que a proximidade de qualquer uma das barreiras altera a forma da distri-
buição P(2)(x,t). Já na Fig. 18,temos o gráfico da Eq. (3.51) para um valor de x0 fixo e
diferentes valores de tempo. Observe que as condições de contorno continuam válidas,
independente do tempo, e que à medida que o tempo passa a partícula é absorvida
pelas barreiras.
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Figura 17 – Gráfico da probabilidade P(2)(x,t) para o caso difusivo dada pela Eq. (3.51)
para t = 1, a = 10 e x0 = 2, 5 e 8. As barreiras absorventes estão localizadas
em x = 0 e x = a.
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Figura 18 – Gráfico da probabilidade P(2)(x,t) para o caso difusivo dada pela Eq. (3.51)
para a = 10, x0 = 5 e t = 1, 5 e 15. As barreiras absorventes estão localizadas
em x = 0 e x = a.
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Podemos utilizar as Eqs. (3.51) e (2.62) no caso do caminhante subdifusivo no espaço
finito:

P(2)(x,t) =
1√

4Kαtα

∞

∑
n=−∞

H1,0
1,1

[
|x− x0 + 2an|√

Kαtα

∣∣∣∣∣ {1− α/2,α/2}
{0,1}

]

−H1,0
1,1

[
|x + x0 + 2an|√

Kαtα

∣∣∣∣∣ {1− α/2,α/2}
{0,1}

]
.

(3.52)

Na Fig. 19, vemos o gráfico da Eq. (3.52) para um valor de t fixo e diferentes valores
de x0. As curvas mostradas correspondem à soma de apenas três termos na Eq. (3.52).
De fato, diferentemente dos casos anteriores, à medida que maiores valores de n são
considerados, surgem problemas de convergência numérica das funções de Fox. Apesar
disso, note que as condições de contorno são satisfeitas e que o comportamento qua-
litativo da curva é idêntico ao das referências (4, 46). Destacamos também que nestes
trabalhos a distribuição P(2)(x,t) é calculada apenas para x0 = 0, em um intervalo finto
[−a,a]. Por outro lado, a nossa solução dada na Eq. (3.51) é válida para um x0 qualquer
no intervalo [0,a].

Na Fig. 20, temos o gráfico da Eq. (3.52) para um valor de x0 fixo e diferentes
valores de t. Note que, apesar da dificuldade computacional mencionada, as condições
de contorno são mantidas para os diferentes valores de t, e que o comportamento
qualitativo de absorção do caminhante pelas barreiras à medida que o tempo passa é
identificado.
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Figura 19 – Gráfico da probabilidade P(2)(x,t) para o caso subdifusivo dada pela
Eq. (3.52) para a = 10, α = 1/2, t = 1 e x0 = 2, 5 e 8. As barreiras absor-
ventes estão localizadas em x = 0 e x = a.
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Figura 20 – Gráfico da probabilidade P(2)(x,t) para o caso subdifusivo dada pela
Eq. (3.52) para a = 10, α = 1/2, x0 = 5 e t = 1, 5 e 15. As barreiras absorventes
estão localizadas em x = 0 e x = a.
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Passando, agora, para o caso superdifusivo com duas barreiras, podemos utilizar as
Eqs. (3.51) e (2.74) para escrever P(2)(x,t) na forma

P(2)(x,t) =
∞

∑
n=−∞

1
α(|x− x0|+ 2an)

H1,1
2,2

[
|x− x0|+ 2an

(Kαt)1/α

∣∣∣∣∣ {1,1/α}{1,1/2}
{1,1}{1,1/2}

]

− 1
α(x + x0 + 2an)

H1,1
2,2

[
x + x0 + 2an
(Kαt)1/α

∣∣∣∣∣ {1,1/α}{1,1/2}
{1,1}{1,1/2}

]
.

(3.53)

Na Fig. 21, temos o gráfico da Eq. (3.53) para um valor de t fixo e diferentes valores de
x0. Uma vez mais, note que a proximidade da barreira altera a forma da distribuição e
que as condições de contorno são satisfeitas.

Por outro lado, na Fig. 22 observamos o gráfico da Eq. (3.53) para um valor de x0 fixo
e diferentes valores de t. Observe que as condições de contorno são satisfeitas para os
diferentes valores de t, e que o caminhante vai sendo absorvido à medida que o tempo
passa.

Figura 21 – Gráfico da probabilidade P(2)(x,t) para o caso superdifusivo dada pela
Eq. (3.53) para a = 10, α = 1, t = 1 e x0 = 2, 5 e 8. As barreiras absorventes
estão localizadas em x = 0 e x = a.
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Figura 22 – Gráfico da probabilidade P(2)(x,t) para o caso superdifusivo dada pela
Eq. (3.53) para a = 10, α = 1, x0 = 5 e t = 1,2 e 5. As barreiras absorventes
estão localizadas em x = 0 e x = a.
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3.2 Taxa de Sobrevivência
Na seção anterior, apontamos que para um caminhante em espaços semi-infinito e

finito, o caminhante é absorvido pelas barreiras. Podemos calcular a chamada taxa de
sobrevivência, S(t), que é a probabilidade em função do tempo de que o caminhante se
mantenha “ativo”, ou ainda, que ele não cruze as barreiras.

Para o caso semi-infinito, podemos escrever (46)

S(t) =
∫ ∞

0
P(1)(x,t)dx. (3.54)

Por outro lado, a seguir vamos analisar separadamente os casos subdifusivo e
superdifusivo.

3.2.1 Caso Subdifusivo

Podemos tirar a transformada de Laplace da Eq. (3.54) e escrever

Ŝ(u) =
∫ ∞

0
P̂(1)(x,u)dx. (3.55)

Mas, da Eq. (2.59),

P̂(x,u) =
uα/2−1
√

4Kα
e−
√

uα
Kα
|x|. (3.56)

Logo, podemos escrever P̂(1)(x,u) como

P̂(1)(x,u) = P̂(x− x0,u)− P̂(−x− x0,u)

=
uα/2−1
√

4Kα

{
e−
√

uα
Kα
|x−x0| − e−

√
uα
Kα

(x+x0)
}

.
(3.57)

Desse modo, ficamos com

Ŝ(u) =
uα/2−1
√

4Kα

∫ ∞

0
e−
√

uα
Kα
|x−x0| − e−

√
uα
Kα

(x+x0)dx

=
1
u

{
1− e−

√
uα
Kα

x0

}
.

(3.58)

Podemos, então, calcular a taxa de sobrevivência do caso subdifusivo,

S(t) = L−1
{

Ŝ(u)
}
= L−1

{
1
u

}
−L−1

{
1
u

e−
x0√
Kα

uα/2
}

(3.59)

= Θ(t)− H1,0
1,1

[
x0√
Kα

t−α/2

∣∣∣∣∣ {1,α/2}
{0,1}

]
. (3.60)

Acima, usamos a transformada de Laplace da Eq. (A.12). Usando a forma computável
da função de Fox, Eq. (2.63), e o fato de que estamos admitindo apenas t > 0, podemos
escrever S(t) como

S(t) = 1−
∞

∑
n=0

(−1)n

n!Γ
(
1− αn

2

) ( x0√
Kαtα

)n
. (3.61)
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No limite t� (x2
0/Kα)1/α, podemos usar apenas os primeiros termos do somatório, e

então (10, 46)

S(t) ' 1− 1 +
x0

Γ(1− α/2)
√

Kα
t−α/2 (3.62)

=
x0

Γ(1− α/2)
√

Kα
t−α/2. (3.63)

3.2.2 Caso Superdifusivo

Para o caso superdifusivo, temos que (13)

S(t) =
∫ ∞

0
P(1)(x,t)dx =

∫ ∞

0
dxF−1

{
P̂(1)(ω,t)

}
=
∫ ∞

0
dx

1
2π

∫ ∞

−∞
dω e−iωxP̂(1)(ω,t),

(3.64)

onde

P̂(1)(ω,t) = F {P(x− x0,t)} − F {P(−x− x0,t)}
= F {P(x− x0,t)} − F {P(x + x0,t)} .

(3.65)

Acima, usamos que P(x,t) = P(−x,t). Logo, obtemos

P̂(1)(ω,t) = eiωx0F {P(x,t)} − e−iωx0F {P(x,t)}
= eiωx0 P̂(ω,t)− e−iωx0 P̂(ω,t)

= 2i sin (ωx0) P̂(ω,t).

(3.66)

Tirando a transformada de Laplace da Eq. (3.64),

Ŝ(u) =
∫ ∞

0
dx

1
2π

∫ ∞

−∞
dω e−iωxP̂(1)(ω,u)

=
∫ ∞

0
dx

1
2π

∫ ∞

−∞
dω e−iωx2i sin (ωx0) P̂(ω,u).

(3.67)

A partir da Eq. (2.48), escrevemos

Ŝ(u) =
i
π

∫ ∞

0
dx
∫ ∞

−∞
dω e−iωx sin (ωx0)

u + Kα|ω|α

=
i
π

∫ ∞

−∞
dω

sin (ωx0)

u + Kα|ω|α
∫ ∞

0
e−iωxdx.

(3.68)

Contudo, note que∫ ∞

0
e−iωxdx = lim

ε→0

∫ ∞

0
e−ix(ω−iε)dx ; ε > 0

= lim
ε→0

∫ ∞

0
ex(−iω−ε)dx = lim

ε→0

−1
(−iω− ε)

=
−i
ω

,
(3.69)
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de modo que

Ŝ(u) =
i
π

∫ ∞

−∞
dω

sin (ωx0)

u + Kα|ω|α

(
−i
ω

)
=

2
π

∫ ∞

0
dω

sin (ωx0)

ω (u + Kαωα)

=
2

πu

∫ ∞

0
dω

sin (ωx0)

ω (1 + Kαωα/u)
=

2
πu

∫ ∞

0
dz

sin
(
zx0(uKα)1/α

)
z (1 + zα)

.
(3.70)

Tomando, agora, o limite u� 1, que corresponde ao limite t� 1, temos que

Ŝ(u) ' 2
πu

∫ ∞

0
dz

zx0(uKα)1/α

z (1 + zα)
=

2x0u
1
α−1

πK1/α
α

∫ ∞

0
dz

1
1 + zα

(3.71)

=
2x0 u

1
α−1

πK1/α
α

π

αsin(π/α)
=

2x0 u
1
α−1

K1/α
α αsin(π/α)

. (3.72)

Invertendo a transformação, obtemos (13, 10)

S(t) = L−1
{

Ŝ(u)
}
=

2x0t−1/α

αK1/α
α sin(π/α)Γ(1− 1/α)

. (3.73)

Vemos, portanto, que o índice α da distribuição de Lévy α-estável está diretamente
ligado com a absorção pela barreira. Para o caso superdifusivo, quanto menor o α, mais
rápido o caminhante é absorvido, o que está de acordo com o fato de que valores de α

menores estão associados à maior difusão do caminhante.
Já para o caso subdifusivo ocorre o inverso. Quanto maior o valor de α, menor

a chance de caminhante ser absorvido, visto que a difusão dele é menor. Apesar de
bastante intuitivos, precisamos analisar esses resultados à luz do teorema de Sparre-
Andersen.

3.3 Teorema de Sparre-Andersen e Validade das Soluções
O teorema de Sparre-Andersen (10, 47, 48, 49) estabelece que, para um processo esto-

cástico markoviano regido por uma distribuição de passos simétrica e contínua, a taxa
de sobrevivência S para uma caminhada no espaço semi-infinito escala assintoticamente
com o número de passos como n−1/2.

Em um processo markoviano, o estado futuro do sistema depende apenas do estado
atual (50). Nesse caso, podemos fazer a correlação n↔ t, e o teorema de Sparre-Andersen
continua válido também para processos realizados no tempo contínuo, de modo que
S(t) ∼ t−1/2 (10).

Note, entretanto, que esta correlação é quebrada (e, portanto, o teorema de Sparre-
Andersen não vale) para as caminhadas subdifusivas e para as caminhadas de Lévy,
pois estas apresentam grande correlação espaço-temporal que torna o processo não-
markoviano. Por outro lado, como discutido na Introdução da tese, os voos de Lévy não
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apresentam estas correlações espaço-temporais, de modo que a eles se aplica de fato o
teorema de Sparre-Andersen.

Podemos então dizer que a solução do caso superdifusivo no espaço semi-infinito,
apresentada na seção anterior, não é válida para voos de Lévy, uma vez que a forma
assintótica de S(t) depende do expoente α, violando, desse modo, o teorema de Sparre-
Andersen. Neste contexto, diversas análises numéricas foram realizadas e provaram
tanto que a solução do caso subdifusivo obedece S(t) ∼ t−α/2, quanto que o caso
superdifusivo dos voos de Lévy obedece o comportamento S(t)∼ t−1/2, de acordo com
o teorema de Sparre-Andersen (10).

Chegamos, portanto, à conclusão de que é necessário estabelecer um novo for-
malismo para obter a solução da equação de difusão fracionária para voos de Lévy
superdifusivos em espaços finitos ou semi-infinitos. Faremos isso no próximo capítulo.



72

4 Taxa de Sobrevivência para Espaços
Finitos

Os resultados apresentados neste capítulo encontram-se publicados em (51). Vamos
aqui tentar obter uma forma de expressar a distribuição P(x,t) para o caso de um cami-
nhante de Lévy superdifusivo em um espaço finito. Neste contexto, a falha, discutida
no capítulo anterior, do Método das Imagens, ou de funções de Green, para resolver
esse problema é oriunda do fato de que a derivada fracionária é não-local, ou seja, a
derivada da função em um dado ponto depende de uma integral da função sobre um
intervalo, como visto na Introdução desta tese. Isto faz com que definir a condição de
contorno em um ou mais pontos específicos em que a função seja nula não seja mais
suficiente (13, 51). Por isso, vamos tentar resolver esse problema usando o método de
equações mestras (12, 45).

As equações mestras são equações que descrevem a evolução do estado de um
sistema a partir das chamadas matrizes de transição (17). Esse tipo de equação é muito
utilizado para modelar reações químicas. Nesse caso, o estado do sistema é a concentra-
ção de cada um dos seus componentes e este estado em um tempo t depende do estado
em um tempo anterior. Poderiamos então, descrevê-lo através da equação ∂P/∂t = AP,
onde A é a matriz de transição. Contudo, esta evolução não precisa ser necessariamente
para um tempo contínuo. Podemos descrever, por exemplo, a probabilidade de en-
contrar um caminhante aleatório em uma dada posição x no n-ésimo passo na forma
Pn(x) =

∫
A(y)Pn−1(y) (17, 50). Utilizaremos esse formalismo para estudar a difusão

anômala em espaços finitos, como veremos agora.

4.1 Difusão para Espaços Finitos
Vamos admitir um caminhante aleatório executando voos de Lévy, cujos passos

têm tamanhos ` regidos por uma distribuição de Lévy α-estável que denotaremos por
pα(`). O caminhante se difunde a partir da origem, em um intervalo [−x0, L− x0], com
barreiras absorventes nos extremos, como ilustra a Fig. 23.

Vamos considerar no presente cálculo que:

• Qn(x) é a distribuição de probabilidades de que o caminhante não tenha sido
absorvido até o n-ésimo passo e esteja na posição x após n passos, com −x0 < x <

L− x0;

• R(L)
n (x) é a distribuição de probabilidades de que o caminhante não tenha sido

absorvido até o (n− 1)-ésimo passo e seja absorvido pela barreira em L− x0 no
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Figura 23 – Representação da movimentação de um caminhante aleatório em um espaço
finito com barreiras absorventes. No exemplo mostrado, o caminhante inicia
o seu percurso na origem e é absorvido pela barreira da esquerda, uma vez
que o seu terceiro passo o levaria para uma posição x < −x0.

n-ésimo passo, já que este o levaria para x > L− x0;

• R(x0)
n (x) é a distribuição de probabilidades de que o caminhante não tenha sido

absorvido até o (n − 1)-ésimo passo e seja absorvido pela barreira em −x0 no
n-ésimo passo, já que este o levaria para x < −x0.

Com base nestas definições, podemos escrever a equação mestra,

R(x0)
n+1(x) + R(L)

n+1(x) + Qn+1(x) =
∫ ∞

−∞
Qn(y)pα(x− y)dy. (4.1)

Do lado direito, temos a soma das probabilidades de que o caminhante esteja em uma
posição −x0 < y < L− x0 no passo n, e que execute um passo que o leve à posição x.
Como este passo pode levá-lo, ou não, para fora do intervalo finito, igualamos a soma do
lado direito com a soma da probabilidade de que ele seja absorvido, R(x0)

n+1(x) + R(L)
n+1(x),

e não absorvido, Qn+1(x). Com R(x0)
0 (x) = R(L)

0 (x) = 0 e Q0(x) = δ(x), a equação acima
está definida para todo n.

Tirando a transformada de Fourier da equação acima, temos

R̂(x0)
n+1(ω) + R̂(L)

n+1(ω) + Q̂n+1(ω) = Q̂n(ω) p̂α(ω). (4.2)

Multiplicamos a equação por zn+1 e somamos em n, onde z é um parâmetro com |z|< 1.
Estas operações nos permitem utilizar o formalismo de função geratriz (45). De fato,
escrevendo

∞

∑
n=0

zn+1
[

R̂(x0)
n+1(ω) + R̂(L)

n+1(ω) + Q̂n+1(ω)
]
=

∞

∑
n=0

zn+1Q̂n(ω) p̂α(ω)

= zp̂α(ω)
∞

∑
n=0

znQ̂n(ω)︸ ︷︷ ︸
= Q̂(ω,z)

, (4.3)
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obtemos

zp̂α(ω)Q̂(ω,z) =
∞

∑
n=0

zn+1
[

R̂(x0)
n+1(ω) + R̂(L)

n+1(ω) + Q̂n+1(ω)
]

=
∞

∑
m=1

zm
[

R̂(x0)
m (ω) + R̂(L)

m (ω) + Q̂m(ω)
]

=
∞

∑
m=1

zm
[

R̂(x0)
m (ω) + R̂(L)

m (ω) + Q̂m(ω)
]

+ z0
[

R̂(x0)
0 (ω) + R̂(L)

0 (ω) + Q̂0(ω)
]

− z0
[

R̂(x0)
0 (ω) + R̂(L)

0 (ω) + Q̂0(ω)
]

,

(4.4)

tal que

zp̂α(ω)Q̂(ω,z) = R̂(x0)(ω,z) + R̂(L)(ω,z) + Q̂(ω,z)− 1

Q̂(ω,z) [zp̂α(ω)− 1] = R̂(x0)(ω,z) + R̂(L)(ω,z)− 1.
(4.5)

Tirando o logaritmo de ambos os lados da equação acima,

ln
[
1− R̂(x0)(ω,z)− R̂(L)(ω,z)

]
= ln

[
Q̂(ω,z) (1− zp̂α(ω))

]
= ln

[
Q̂(ω,z)

]
+ ln [1− zp̂α(ω)] .

(4.6)

Logo,

ln
[

1
1− zp̂α(ω)

]
= ln

[
Q̂(ω,z)

]
+ ln

[
1

1− R̂(x0)(ω,z)− R̂(L)(ω,z)

]
. (4.7)

Estamos interessados em calcular Q̂(ω,z) para, a partir desta quantidade, obter
informações sobre Q(x,t). Como Q(x,t) está definida para −x0 < x < L− x0, vamos
aqui desprezar os termos envolvendo R̂(x0)(ω,z) e R̂(L)(ω,z), pois no espaço real estas
funções estão definidas fora do intervalo citado. Na verdade, esta operação constitui
uma aproximação, que mostraremos ao final deste capítulo ser de fato bastante boa.
Portanto, ficamos com

ln
[

Q̂(ω,z)
]
' ln

[
1

1− zp̂α(ω)

]
=

∞

∑
n=1

zn

n
p̂n

α(ω). (4.8)

Vamos, agora, fazer a seguinte análise. Seja Pn(x) a densidade de probabilidades de
que o caminhante esteja na posição x no passo n para o caso sem barreiras. Nesse caso,
podemos escrever

Pn+1(x) =
∫ ∞

−∞
pα(x− y)Pn(y)dy ; P0(x) = δ(x). (4.9)



Capítulo 4. Taxa de Sobrevivência para Espaços Finitos 75

Logo,

P̂n+1(ω) = p̂α(ω)P̂n(ω)

P̂1(ω) = p̂α(k)P̂0(ω) = p̂α(ω)

P̂2(ω) = p̂α(k)P̂1(ω) = p̂2
α(ω)

P̂n(ω) = p̂n
α(ω).

(4.10)

Voltando, agora, para a Eq. (4.7), escrevemos

ln
[

Q̂(ω,z)
]
=

∞

∑
n=1

zn

n
P̂n(ω) =

∞

∑
n=1

zn

n

∫ L−x0

−x0

Pn(x)eiωxdx. (4.11)

Note que estamos integrando apenas no intervalo em que Q(x,t) está definida. Desse
modo,

ln
[

Q̂(ω,z)
]
=

∞

∑
n=1

zn

n

∫ L−x0

−x0

dxeiωx 1
2π

∫ ∞

−∞
e−ikxP̂n(k)dk

=
∞

∑
n=1

zn

n
1

2π

∫ ∞

−∞
dk P̂n(k)

∫ L−x0

−x0

dx ei(ω−k)x

=
∞

∑
n=1

zn

n
1

2π

∫ ∞

−∞
dk P̂n(k)

ei(ω−k)(L−x0) − e−i(ω−k)x0

i(ω− k)
.

(4.12)

Vamos agora fazer uma pequena digressão sobre o valor principal de Cauchy para
uma integral (43). Estimulados pela equação acima, queremos calcular uma integral
real com a forma ∫ ∞

−∞
dx

f (x)
x− x0

. (4.13)

Para isso, vamos passar para o plano complexo e integrar no contorno esquematizado
abaixo, que denotaremos Γ:∫

Γ
dz

f (z)
z− z0

=
∫ x0−ε

−∞
dx

f (x)
x− x0

+
∫ ∞

x0+ε
dx

f (x)
x− x0

+
∫

Γ0

dz
f (z)

z− x0
. (4.14)

Figura 24 – Representação do contorno Γ, utilizado para a integração no plano complexo
definida na Eq. (4.13). Imagem retirada de (43)

Temos que (43)∫
Γ0

dz
f (z)

z− x0
=
∫ 0

π

f (x0 + εeiθ)

εeiθ iεeiθdθ = i
∫ 0

π
f (x0 + εeiθ)dθ = −iπ f (x0). (4.15)
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Se definirmos o valor principal da integral como

P
∫ ∞

−∞

f (x)
x− x0

dx = lim
ε→0

{∫ x0−ε

−∞
dx

f (x)
x− x0

+
∫ ∞

x0+ε
dx

f (x)
x− x0

}
, (4.16)

podemos, finamente, escrever∫ ∞

−∞
dx

f (x)
x− x0

= lim
ε→0

∫
Γ

dz
f (z)

z− z0
= P

∫ ∞

−∞

f (x)
x− x0

dx− iπ f (x0). (4.17)

Terminada essa digressão, podemos voltar à Eq. (4.12) e fazer

ln
[

Q̂(ω,z)
]
=

∞

∑
n=1

zn

n
1

2π

{
−iπP̂n(ω)

i(k−ω)
[ei(0)x0 − e−i(0)(L−x0)]

+P
∫ ∞

−∞
dk P̂n(k)

ei(ω−k)(L−x0) − e−i(ω−k)x0

i(ω− k)

}

= i
∞

∑
n=1

zn

n
1

2π
P
∫ ∞

−∞
dk P̂n(k)

ei(ω−k)(L−x0) − e−i(ω−k)x0

(k−ω)
.

(4.18)

Logo,
Q̂(ω,z) = exp

(
iφ̂(ω,z)

)
, (4.19)

onde

φ̂(ω,z) =
1

2π

∞

∑
n=1

zn

n
P
∫ ∞

−∞
dk P̂n(k)

ei(ω−k)(L−x0) − e−i(ω−k)x0

(k−ω)

=
1

2π

∞

∑
n=1

zn

n
P
∫ ∞

−∞
dk p̂n

α(k)
ei(ω−k)(L−x0) − e−i(ω−k)x0

(k−ω)
; p̂α(k) = e−b|k|α .

(4.20)

Temos, portanto, uma forma de calcular Q̂(ω,z). Contudo, precisamos agora relacionar
esta função geratriz com a distribuição Q(x,t). Para isso, vamos usar novamente o
modelo de CTRW (11, 12), discutido na Introdução.

Seja ψn(t) a distribuição de probabilidades de que o n-ésimo passo ocorra no tempo
t. Esta distribuição obedece à seguinte relação de recorrência,

ψn(t) =
∫ t

0
ψ(τ)ψn−1(t− τ)dτ, (4.21)

onde ψ(t) é a distribuição que rege o tempo de espera entre dois passos. Se definirmos
J(x,t) como a probabilidade de o caminhante chegar em uma posição x, dentro do espaço
entre as barreiras, no tempo t, esta pode ser expressa como

J(x,t) =
∞

∑
n=0

Qn(x)ψn(t), ψ0(t) = δ(t), (4.22)

que é a da probabilidade de o caminhante estar em x no passo n e que o passo n ocorra
no instante de tempo t. Podemos usar esta expressão para representar Q(x,t) como

Q(x,t) =
∫ t

0
J(x,τ)Ψ(t− τ)dτ, (4.23)
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onde Ψ(t) é a distribuição que rege a probabilidade de o caminhante ficar parado um
tempo t. Tirando a transformada de Laplace,

Q̂(x,u) = Ĵ(x,u)Ψ̂(u) = Ψ̂(u)
∞

∑
n=0

Qn(x)ψ̂n(u). (4.24)

Note, contudo, que, a partir da Eq. (4.21),

ψn+1(u) = Ψ̂(u)ψ̂n(u)⇒ ψ̂n(u) = ψ̂n(u). (4.25)

Assim, temos que

Q̂(x,u) = Ψ̂(u)
∞

∑
n=0

Qn(x)ψ̂n(u) = Ψ̂(u)Q̂(x,z = ψ̂(u)), (4.26)

ou ainda, tirando a transformada de Fourier,

Q̂(ω,u) = Ψ̂(u)Q(ω,z = ψ̂(u)). (4.27)

Com isso, dada uma distribuição ψ(t) de tempos de espera, podemos calcular Ψ̂(u)
e, com a função geratriz Q̂(ω,z), dada pela Eq. (4.19), podemos obter a representa-
ção de Q(x,t) no espaço de Laplace-Fourier. Podemos, também, calcular a taxa de
sobrevivência, discutida no capítulo anterior, ao notarmos que

Ŝ(u) =
∫ ∞

−∞
Q̂(x,u)dx = Q(ω = 0,u) (4.28)

Usamos, em seguida, uma exponencial como distribuição de tempos de espera, que,
como vimos na seção 2.1.3, é consistente com a equação de difusão fracionária para
superdifusão. Com isso, escrevemos

Ψ(t) =
∫ ∞

t
ψ(y)dy =

∫ ∞

t

1
τ

e−y/τdy = e−t/τ⇒ Ψ̂(u) = L{Ψ(t)} = 1
u + 1/τ

, (4.29)

de modo que
Ψ̂(u) = L{Ψ(t)} = τ

1 + τu
. (4.30)

Estamos agora prontos para utilizar este formalismo para alguns casos concretos. Dada
a dificuldade de calcular as integrais na Eq. (4.19) devido a sua grande complexidade ,
vamos focar a seguir no cálculo da dependência temporal da taxa de sobrevivência.

4.1.1 Distribuição de Cauchy: α = 1

Se fizermos α = 1 na distribuição de Lévy α-estável, p̂α(k), recuperamos a distribui-
ção de Cauchy, como discutido anteriormente:

p̂α(k) = e−b|k| → pα(x) =
b

π (b2 + x2)
. (4.31)
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A partir da Eq. (4.20), escrevemos

φ̂(ω,z) =
1

2π

∞

∑
n=1

zn

n
P
∫ ∞

−∞
dk e−nb|k| e

i(ω−k)(L−x0) − e−i(ω−k)x0

(k−ω)
. (4.32)

Para o caso ω = 0, temos

φ̂(ω = 0,z) =
1

2π

∞

∑
n=1

zn

n
{ln[nb− i(L− x0)]− ln[nb + i(L− x0)]

+ ln[nb− ix0]− ln[nb + ix0]}

=
−i
π

∞

∑
n=1

zn

n

{
arctan

( x0

nb

)
+ arctan

(
L− x0

nb

)}
=
−i
π

∞

∑
n=1

zn

n

{
arctan

(
L

nb− x0(L− x0)/nb

)
+

π

2

[
1 + sgn

(
x0(L− x0)

nb
− 1
)] }

.

(4.33)

Acima, usamos as seguintes relações (52):

arctan(x) + arctan(y) = arctan
(

x + y
1− xy

)
+

π

2
sgn(x) [1 + sgn(xy− 1)] (4.34)

e
2i arctan(x) = ln(1 + ix)− ln(1− ix). (4.35)

Logo, da Eq. (4.19) temos que

Q̂(ω = 0,z) = exp

(
1
π

∞

∑
n=1

zn

n

{
arctan

(
L

nb− x0(L− x0)/nb

)
+

π

2

[
1 + sgn

(
x0(L− x0)

nb
− 1
)] })

.

(4.36)

Substituindo, agora, na Eq. (4.28),

Ŝ(u) =
τ

(1 + τu)
exp

(
1
π

∞

∑
n=1

(1 + τu)−n

n

{
arctan

(
L

nb− x0(L− x0)/nb

)
+

π

2

[
1 + sgn

(
x0(L− x0)

nb
− 1
)] })

.

(4.37)

Tomando o limite de u� 1,

Ŝ(u) ' τ

(1 + τu)
exp

(
1
π

∞

∑
n=1

(1− nτu)
n

{
arctan

(
L

nb− x0(L− x0)/nb

)
+

π

2

[
1 + sgn

(
x0(L− x0)

nb
− 1
)] })

=
τ

(1 + τu)
eAe−τuB,

(4.38)



Capítulo 4. Taxa de Sobrevivência para Espaços Finitos 79

onde

A =
1
π

∞

∑
n=1

1
n

{
arctan

(
L

nb− x0(L− x0)/nb

)
+

π

2

[
1 + sgn

(
x0(L− x0)

nb
− 1
)] } (4.39)

e

B =
1
π

∞

∑
n=1

{
arctan

(
L

nb− x0(L− x0)/nb

)
+

π

2

[
1 + sgn

(
x0(L− x0)

nb
− 1
)] }

.
(4.40)

Tirando, finalmente, a transformada de Laplace,

S(t) = L−1
{

Ŝ(u)
}
= eA+Be−t/τ. (4.41)

Vemos pela equação acima que a taxa de sobrevivência possui um decaimento expo-
nencial no caso do caminhante de Cauchy. Note que na Eq. (4.33) temos a simetria
x0↔ L− x0, dada a dependência em x0(L− x0), o que é natural, já que a absorção do
caminhante deve depender das distâncias iniciais até as barreiras.

O comportamento exponencial é confirmado via simulação numérica. Estas cons-
tituem em simular um caminhante aleatório com distribuição de Cauchy para os ta-
manhos dos passos, de modo que a caminhada é encerrada se um passo o levar a
uma posição x < −x0 ou x > L− x0. As médias foram tomadas com 108 realizações de
caminhadas.

Verificamos o comportamento exponencial da taxa de sobrevivência pelo compor-
tamento linear observado no gráfico log-linear da Fig. 25. Ressaltamos a ótima con-
cordância do parâmetro do ajuste de nossos gráficos, 1/τ = 2,31/L, com o obtido em
(53), onde a equação de difusão fracionária é resolvida via uma discretização das inte-
grais envolvidas na definição dos operadores diferenciais. Nesse trabalho, a solução
da equação é então obtida como uma série autofunções e autovalores (53). O nosso
parâmetro τ pode ser relacionado com o menor, e mais relevante, autovalor encontrado,
1/τ = −λ = 3π/(4L) ≈ 2,36/L (53).
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Figura 25 – Taxa de sobrevivência para o caso Cauchy, α = 1, para L = 102 (a) e L =
103 (b), posição inicial x0/L = 0,002,0,02,0,1 e b = 1. O ajuste é realizado
com 1/τ = 2,31/L.
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4.1.2 Distribuição Gaussiana: α = 2

Vamos agora considerar o caso α = 2, que corresponde ao limite gaussiano da
distribuição de tamanhos de passos do caminhante, como vimos anteriormente:

p̂α(k) = e−b|k|2 → pα(x) =
1

2
√

π
√

b
exp

(
− x2

4b

)
. (4.42)

Note que, se compararmos com a definição usual da distribuição gaussiana (1), iden-
tificamos b = σ2/2, onde σ2 denota a variância da distribuição. Como sabemos, as
distribuições gaussianas possuem segundos momentos finitos e introduzimos uma
escala no problema, que é o parâmetro b. Vamos analisar o caso x0 � L, ou seja, o
caminhante inicia a caminhada próximo da barreira da esquerda, como esquematizado
na Fig. 23. Note que se tivermos L� b, o sítio da esquerda se torna praticamente inalcan-
çável, e obtemos, desse modo, o limite de uma barreira, calculado no capítulo anterior.
No entanto, é certamente possível considerar valores de b suficientemente grandes, de
modo que o sítio da esquerda ainda pode ser acessado. Calculando φ(ω = 0,z) através
da Eq. (4.20), obtemos

φ̂(ω = 0,z) =
1

2π

∞

∑
n=1

zn

n
P
∫ ∞

−∞
dk e−nbk2 e−ik(L−x0) − eikx0

k

=
−i
2

∞

∑
n=1

zn

n

[
Erf
(

L− x0

2
√

nb

)
+ Erf

(
x0

2
√

nb

)]
=
−i
2

∞

∑
n=1

zn

n

[
Erf
(

L− x0

σ
√

2n

)
+ Erf

(
x0

σ
√

2n

)]
.

(4.43)

Podemos, então, analisar os seguintes casos.

4.1.2.1 Duas barreiras acessíveis: x0� σ,L > σ, L� x0.

Nesta situação, temos que

φ̂(ω = 0,z) =
−i
2

∞

∑
n=1

zn

n

[
Erf
(

L− x0

2
√

nb

)
+ Erf

(
x0

2
√

nb

)]
' −i

2

∞

∑
n=1

zn

n

[
2√
π

(
L

2
√

nb

)
+

2√
π

(
x0

2
√

nb

)]
=
−i(L + x0)

2
√

πb

∞

∑
n=1

zn

n3/2
.

(4.44)

Aqui, usamos o primeiro termo da expansão (52)

Erf (x) =
2x√

π
− 2x3

3
√

π
+

x5

5
√

π
+ O

(
x7
)

. (4.45)

Substituindo na Eq. (4.28),

Ŝ(u) =
τ

1 + τu
exp

(
(L + x0)

2
√

πb

∞

∑
n=1

(1 + τu)−n

n3/2

)
. (4.46)
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Tomando, agora, o limite u� 1,

Ŝ(u) ' τ

1 + τu
exp

(
(L + x0)

2
√

πb

∞

∑
n=1

(1− nτu)
n3/2

)

=
τ

1 + τu
exp

(
(L + x0)

2
√

πb

{
∞

∑
n=1

1
n3/2 − τu

∞

∑
n=1

1
n1/2

})
=

τ

1 + τu
Ae−Bu,

(4.47)

onde

A = exp

(
(L + x0)

2
√

πb

{
∞

∑
n=1

1
n3/2

})
= exp

(
(L + x0)

2
√

πb
ζ

(
3
2

))
(4.48)

e

B =
(L + x0)

2
√

πb

∞

∑
n=1

1
n1/2 . (4.49)

Logo, obtemos a taxa de sobrevivência

S(t) = L−1
{

Ŝ(u)
}
= AeB/τe−t/τ (4.50)

Este comportamento assintótico exponencial pode ser verificado no gráfico log-linear da
Fig. 26(a), onde mostramos também os resultados de simulação numérica com médias
sobre 108 realizações e parâmetros L = 102, x0/L = 0.01,0.1,0.2, e σ = 1. Neste regime, as
duas barreiras podem ser atingidas pelo caminhante. Nosso parâmetro de ajuste, τ−1 =

9.55/L2 é bem próximo do autovalor mais relevante, 1/τ = −λ = π2/L2 ≈ 9.87/L2,
obtido em (53).

4.1.2.2 Uma barreira acessível: x0� σ� L.

Neste caso, escrevemos

φ̂(ω = 0,z) =
−i
2

∞

∑
n=1

zn

n

[
Erf
(

L− x0

2
√

nb

)
+ Erf

(
x0

2
√

nb

)]
' −i

2

∞

∑
n=1

zn

n

[
1 +

2√
π

(
x0

2
√

nb

)]

=
−i
2

[
∞

∑
n=1

zn

n
+

(
x0√
πb

) ∞

∑
n=1

zn

n3/2

]

=
−i
2

[
− ln(1− z) +

(
x0√
πb

) ∞

∑
n=1

zn

n3/2

]
(4.51)

Logo,

Q̂(ω = 0,z) = exp
(
iφ̂(ω = 0,z)

)
=

1√
1− z

exp

(
x0

2
√

πb

∞

∑
n=1

zn

n3/2

)

' 1√
1− z

{
1 +

x0

2
√

πb

∞

∑
n=1

zn

n3/2

}
,

(4.52)
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de modo que

Ŝ(u) = Q̂(ω = 0,u) =
τ

1 + τu
1√

1− τ
1+τu

{
1 +

x0

2
√

πb

∞

∑
n=1

(1 + τu)−n

n3/2

}

=

√
τ√

u(1 + τu)

{
1 +

x0

2
√

πb

∞

∑
n=1

(1 + τu)−n

n3/2

}
.

(4.53)

Invertendo, agora, a transformação,

S(t) = I0(t/2τ)exp(−t/2τ) +
x0√
2πσ

∞

∑
n=1

(
t
τ

)n
1F1(n + 1/2;n + 1;−t/τ)

n3/2Γ(n + 1)
, (4.54)

onde I0(x) e 1F1(a;b; x) denotam, respectivamente, a função de Bessel modificada de
ordem 0 e a função hipergeométrica. Note que o resultado acima é válido para várias
escalas de tempo, como pode ser visto na Fig. 26(b). Para t� τ, o primeiro termo
domina e podemos escrever,

S(t) ≈ I0(t/2τ)exp(−t/2τ) , t� τ. (4.55)

Utilizando o limite assintótico da função de Bessel (44),

I0(x)→ exp(x)/
√

2πx , x� 1, (4.56)

temos que

S(t) ∼
( τ

πt

)1/2
. (4.57)

O contraste entre o caso acima e o comportamento do caso com uma barreira evidencia
uma grande mudança no comportamento da taxa de sobrevivência para tempos longos.
De fato, observamos uma mudança do comportamento exponencial para o de lei de
potência, dependendo apenas se a barreira mais distante está ou não acessível para o
caminhante.

Mais precisamente, à medida que a razão entre as probabilidades de ser absorvido
pela barreira mais distante e pela mais próxima vai a zero com L/σ→ ∞, a forma
funcional de S(t) para tempos longos muda progressivamente de S∼ e−t para S∼ 1/

√
t.

Mostraremos a seguir que essa mudança é válida não apenas para o caso gaussi-
ano, mas também se aplica para um caminhante aleatório de Lévy generalizado entre
barreiras absorventes.

O comportamento do tipo lei de potência, S(t) ∼ t−1/2, pode ser verificado na
Fig. 26(b), quando a barreira mais distante se torna inacessível com os parâmetros
L = 103� σ� x0 e x0 = 0.05,0.5. Nestes casos, utilizamos 103 termos na Eq. (4.54) e
τ = 1 (observamos em alguns casos que os resultados permanecem inalterados para
5× 103 termos). Com os parâmetros acima, verificamos numericamente que o número
de caminhantes absorvidos pela barreira localizada em L− x0 é nula.
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Figura 26 – Taxa de sobrevivência para o caso gaussiano α = 2. Os resultados em (a)
são obtidos para L = 102, posição inicial x0/L = 0.01,0.1,0.2 e σ = 1. O
comportamento exponencial é verificado com o parâmetro de ajuste τ−1 =
9.55/L2. Os resultados em (b) são obtidos para L = 103, x0/L = 5× 10−5, 5×
10−4 e σ = 1. A Eq. (4.54) é representada em linhas tracejadas.
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4.1.3 Caso geral: 0 < α < 2.

Vamos aqui generalizar a análise anterior para o caso de um caminhante executando
voos de Lévy com 0 < α < 2.

Calculando inicialmente a fase pela Eq. (4.20), temos

φ̂(ω = 0,z) =
1

2π

∞

∑
n=1

zn

n
P
∫ ∞

−∞
dk

e−nb|k|α

k

{
e−ik(L− x0) − eikx0

}
=
−i
2π

∞

∑
n=1

zn

n
P
∫ ∞

−∞
dk

e−nb|k|α

k
{sin(k(L− x0)) + sin(kx0)}

=
−i
2π

∞

∑
n=1

zn

n

{
P
∫ ∞

−∞
dy

e−nb|y/(L− x0)|α

y
sin(y)

+P
∫ ∞

−∞
dy

e−nb|y/x0|α

y
sin(y)

}

=
−i
2π

∞

∑
n=1

zn

n
{In,α(L− x0) + In,α(x0)} ,

(4.58)

onde definimos

In,α(a) = P
∫ ∞

−∞
dy

e−nb|y/a|α

y
sin(y). (4.59)

Logo,

Q̂(ω = 0,z) = exp
(
iφ̂(ω = 0,z)

)
= exp

(
1

2π

∞

∑
n=1

zn

n
[In,α(L− x0) + In,α(x0)]

)
.

(4.60)

Escrevemos, então,

Ŝ(u) =
τ

(1 + τu)
exp

{
∞

∑
n=1

(1 + τu)−n

2πn
[In,α(L− x0) + In,α(x0)]

}
. (4.61)

Podemos agora analisar o comportamento assintótico da equação acima para u� 1,
e verificar o comportamento exponencial da taxa de sobrevivência para tempos longos
e o comportamento do tipo lei de potência no limite de uma barreira, L→∞.
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4.1.3.1 Limite assintótico para duas barreiras

Consideramos neste caso,

Ŝ(u) ' τ

(1 + τu)
exp

{
∞

∑
n=1

(1− nτu)
2πn

[In,α(L− x0) + In,α(x0)]

}

=
τ

(1 + τu)
exp

{
∞

∑
n=1

1
2πn

[In,α(L− x0) + In,α(x0)]

}
×

exp

{
−uτ

2π

∞

∑
n=1

[In,α(L− x0) + In,α(x0)]

}
=

τ

(1 + τu)
Ae−Bτu

(4.62)

onde definimos

A = exp

{
∞

∑
n=1

1
2πn

[In,α(L− x0) + In,α(x0)]

}
(4.63)

e

B =
1

2π

∞

∑
n=1

[In,α(L− x0) + In,α(x0)] . (4.64)

Invertendo a transformação, obtemos

S(t) = L−1{Ŝ(u)} = AeB/τe−t/τ. (4.65)

Verificamos, então, que o comportamento exponencial é uma característica geral da
taxa de sobrevivência, dependendo apenas do fato de o caminhante poder acessar a
barreira mais distante. Na Fig. 27, podemos observar o decaimento de In,α com n para
diversos valores de α, garantindo assim a convergência das somas acima e a validade
do resultado encontrado.

4.1.3.2 Limite de uma barreira

Para analisar este caso, vamos considerar o limite L→∞ na Eq. (4.61), de modo que

Ŝ(u) =
τ

(1 + τu)
exp

{
∞

∑
n=1

(1 + τu)−n

2πn
[In,α(∞) + In,α(x0)]

}
. (4.66)

A partir da definição de In,α(x), temos

In,α(∞) = lim
a→∞

P
∫ ∞

−∞
dy

e−nb|y/a|α

y
sin(y) = P

∫ ∞

−∞
dy

sin(y)
y

= π. (4.67)
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O mesmo resultado pode ser verificado numericamente, como visto no detalhe da
Fig. 27. Portanto,

Ŝ(u) =
τ

(1 + τu)
exp

{
1
2

∞

∑
n=1

(1 + τu)−n

n

}
exp

{
∞

∑
n=1

(1 + τu)−n

2πn
In,α(x0)

}

=
τ

(1 + τu)
exp

{
−1

2
ln
[

τu
1 + τu

]}
exp

{
∞

∑
n=1

(1 + τu)−n

2πn
In,α(x0)

}

=

√
τ

u(1 + τu)
exp

{
∞

∑
n=1

(1 + τu)−n

2πn
In,α(x0)

}
.

(4.68)

Figura 27 – Integrais In,α(x) em função de n. Note o decaimento monotônico com n,
representado para α = 0.5,1.0,1.5,2.0, e x = 1. No detalhe, vemos o limite
In,α(x→∞) = π.
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Tomando o limite u� 1 acima,

Ŝ(u) '
√

τ

u(1 + τu)
exp

{
∞

∑
n=1

(1− nτu)
2πn

In,α(x0)

}

=

√
τ

u(1 + τu)
exp

{
1

2π

∞

∑
n=1

1
n

In,α(x0)

}
exp

{
−τu
2π

∞

∑
n=1

In,α(x0)

}

=

√
τ

u(1 + τu)
Ae−Bu,

(4.69)

onde definimos

A = exp

{
1

2π

∞

∑
n=1

1
n

In,α(x0)

}
(4.70)
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e

B =
τ

2π

∞

∑
n=1

In,α(x0). (4.71)

Invertendo a transformação,

S(t) = L−1
{

Ŝ(u)
}
= Aexp

(
B− t

2τ

)
I0

(
−B + t

2τ

)
. (4.72)

Para t� τ, podemos novamente usar o limite da função de Bessel, expresso na Eq. (4.56),
e finalmente obter

S(t) ∼ t−1/2. (4.73)

Este resultado é consistente com o teorema de Sparre-Andersen, discutido no final
do capítulo anterior. Vemos, novamente, que o comportamento assintótico da taxa de
sobrevivência depende do número de barreiras acessíveis para o caminhante aleatório.
Se apenas uma delas estiver acessível, recuperamos o comportamento previsto pelo
teorema de Sparre-Andersen, e para o caso de duas barreiras acessíveis temos um
decaimento exponencial.

Em (12), o comportamento do tipo lei de potência foi obtido para o caso semi-infinito
com x0 → 0. Se fizermos L→ ∞ na Eq. (4.12), obtemos uma generalização para um
x0 6= 0 do resultado apresentado em (12).

Procedendo de maneira análoga à aqui apresentada, obtemos para o caminhante de
Cauchy,

S(t) ' I0(t/2τ)exp(−t/2τ) +
x0

b

∞

∑
n=1

(
t
τ

)n
1F1(n + 1/2;n + 1;−t/τ)

πn2Γ(n + 1)
. (4.74)

Este resultado é válido para x0� b e para um valor de t qualquer. O comportamento
assintótico para t� τ é, então,

S(t) ∼
( τ

πt

)1/2(
1 +

πx0

6b

)
, (4.75)

que é mais uma vez consistente com o teorema de Sparre-Andersen. Para o caso gaussi-
ano, recuperamos exatamente a taxa de sobrevivência expressa na Eq. (4.54), que, como
vimos, também possui um comportamento do tipo lei de potência. Vemos então que
as soluções via equações mestras são de fato consistentes com o teorema de Sparre-
Andersen. Dada a dificuldade de realizar as integrais em φ̂(ω,z) para ω 6= 0, apesar de
não termos obtido uma forma explícita para Q(x,t), que é a função análoga a P(2)(x,t)
na solução via método das imagens, obtivemos o comportamento assintótico da taxa
de sobrevivência e a mudança da lei de potência para a exponencial à medida que a
barreira mais distante se torna acessível.
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4.2 Validade da Solução via Equações Mestras
Na seção 4.1, argumentamos que realizamos uma aproximação ao desprezar os

termos R̂(x0)(ω,z) e R̂(L)(ω,z) na Eq. (4.7). Vamos, em seguida, verificar a qualidade
desta aproximação ao compararmos o nosso resultado com os de um problema modelo
que admite solução exata.

Em (45), somos apresentados ao problema de um caminhante aleatório com distri-
buição de tamanhos de passos exponencial, p(`) = e−|`|/d/2d, em um intervalo [−a,b].
Utilizando um método também baseado em equações mestras (45), que não discutire-
mos nesta tese, obtemos a seguinte relação,

Q̂(ω,z) =
1−

(
R̂(a)(ω,z) + R̂(b)(ω,z)

)
1− zp(ω)

, (4.76)

e a expressão exata,

R̂(a)(ω,z) + R̂(b)(ω,z) =
z

[eL
√

1−z/d(1 +
√

1− z)2 − e−L
√

1−z/d(1−
√

1− z)2]

×
{

e−iωa

(1 + iωd)

[
eb
√

1−z/d(1 +
√

1− z)− e−b
√

1−z/d(1−
√

1− z)
]

+
eiωb

(1− iωd)

[
ea
√

1−z/d(1 +
√

1− z)− e−a
√

1−z/d(1−
√

1− z)
]}

.

(4.77)

Vamos utilizar o resultado acima para verificar a validade da aproximação utilizada
neste capítulo. De fato, a partir da Eq. (4.6) temos

ln
[
1− R̂(x0)(ω,z)− R̂(L)(ω,z)

]
− ln

[
Q̂(ω,z)

]
= ln [1− zp̂(ω)] . (4.78)

Por simplicidade, vamos tratar o caso x0→ 0 de modo que garantimos que uma das
barreiras será sempre acessada pelo caminhante e o limite de uma barreira pode ser
tomado fazendo L→∞. Portanto,

ln
[
1− R̂(0)(ω,z)− R̂(L)(ω,z)

]
− ln

[
Q̂(ω,z)

]
= ln [1− zp̂(ω)] . (4.79)

Podemos expandir o termo da direita em série de Taylor e utilizar a relação p̂m(ω) =

P̂m(ω), como visto na Eq. (4.10), de modo que
∞

∑
m=1

zm

m

∫ 0

−∞
Pm(x)eiωxdx +

∞

∑
m=1

zm

m

∫ L

0
Pm(x)eiωxdx +

∞

∑
m=1

zm

m

∫ ∞

L
Pm(x)eiωxdx

= − ln
[
1− R̂(0)(ω,z)− R̂(L)(ω,z)

]
+ ln

[
Q̂(ω,z)

]
.

(4.80)

No caso L→∞, obtemos
∞

∑
m=1

zm

m

∫ 0

−∞
Pm(x)eiωxdx +

∞

∑
m=1

zm

m

∫ ∞

0
Pm(x)eiωxdx =

− ln
[
1− R̂(0)(ω,z)− R̂(∞)(ω,z)

]
+ ln

[
Q̂(ω,z)

]
.

(4.81)
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Podemos utilizar acima a fatorização de Wiener-Hopf (45) e separar uma função f
definida em todo plano complexo em duas funções, uma definida no semiplano superior,
f+, e a outra definida no semiplano inferior, f−. No espaço real, f+ está definida para
x > 0 e f− para x < 0. Logo, podemos separar as duas contribuições,

− ln
[
1− R̂(0)(ω,z)− R̂(∞)(ω,z)

]
=

∞

∑
m=1

zm

m

∫ 0

−∞
Pm(x)eiωxdx (4.82)

e

ln
[

Q̂(ω,z)
]
=

∞

∑
m=1

zm

m

∫ ∞

0
Pm(x)eiωxdx. (4.83)

Substituindo a Eq. (4.82) na Eq. (4.80), obtemos

− ln
[
1− R̂(0)(ω,z)− R̂(∞)(ω,z)

]
+

∞

∑
m=1

zm

m

∫ L

0
Pm(x)eiωxdx +

∞

∑
m=1

zm

m

∫ ∞

L
Pm(x)eiωxdx

= − ln
[
1− R̂(0)(ω,z)− R̂(L)(ω,z)

]
+ ln

[
Q̂(ω,z)

]
.

Logo,

ln
[

Q̂(ω,z)
]
=

∞

∑
m=1

zm

m

∫ L

0
Pm(x)eiωxdx +

∞

∑
m=1

zm

m

∫ ∞

L
Pm(x)eiωxdx

+ ln

[
1− R̂(0)(ω,z)− R̂(L)(ω,z)
1− R̂(0)(ω,z)− R̂(∞)(ω,z)

]
.

(4.84)

Observamos, então, que neste capítulo desprezamos os dois últimos termos do lado
direito da equação acima.

Vamos utilizar o resultado do problema do caminhante exponencial, dado na
Eq. (4.77), para verificar a relevância destes termos. Vamos analisar aqui o caso ω = 0,
relevante para o cálculo da taxa de sobrevivência. Temos, então, que

Pm(x) = F−1 {pm(ω)} = F−1
{(

1
1 + (ωd)2

)m}
=

(|x|/2d)m− 1
2 Km− 1

2

(
|x|
d

)
d
√

πΓ(m)
. (4.85)

Aqui, utilizamos a integral de Basset,

Kν(xy) =
Γ(ν + 1/2)(2y)ν

√
πxν

∫ ∞

0

cos(xt)dt
(t2 + y2)ν+1/2 ; Re{ν} > −1/2, x > 0,Arg{y} < π/2,

(4.86)
onde Kν(x) é a função de Bessel modificada do segundo tipo. Logo,

∞

∑
m=1

zm

m

∫ ∞

L
Pm(x)eiωxdx =

∞

∑
m=1

zm

m

∫ ∞

L

(|x|/2d)m− 1
2 Km− 1

2

(
|x|
d

)
d
√

πΓ(m)
eiωxdx. (4.87)

Tomando o limite ω = 0, obtemos

∞

∑
m=1

zm

m

∫ ∞

L
Pm(x)eiωxdx ' de−L/d

L

{
ezL/2d − 1

}
; L� d ω→ 0. (4.88)
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Representamos aqui o limite L� d, pois estamos interessados em espaços finitos
de tamanhos bem maiores que a variância da distribuição de passos. Em particular, no
caso específico da distribuição exponencial, temos 〈x2〉 = 2d2. Portanto, utilizando o
resultado da Eq. (4.77), obtemos

ln

[
1− R̂(0)(ω = 0,z)− R̂(L)(ω = 0,z)
1− R̂(0)(ω = 0,z)− R̂(∞)(ω = 0,z)

]
= ln

[
1 +

2

eLd
√

1−z(1 +
√

1− z)2

]
. (4.89)

No limite L� d, o resultado acima leva a

ln

[
1− R̂(0)(ω = 0,z)− R̂(L)(ω = 0,z)
1− R̂(0)(ω = 0,z)− R̂(∞)(ω = 0,z)

]
' 2e−Ld

√
1−z

(1 +
√

1− z)2
, (4.90)

de modo que, no limite ω = 0,

ln
[

Q̂(ω = 0,z)
]
= lim

ω→0

∞

∑
m=1

zm

m

∫ L

0
Pm(x)eiωxdx +

2e−L/d
√

1−z

(1 +
√

1− z)2

+
d
L

{
e−L/d(1−z/2d) − e−L/d

}
; L� d.

(4.91)

Observamos, portanto, que o erro cometido ao utilizar a aproximação mencionada decai
com exp(−L/d), de modo que os resultados apresentados para a taxa de sobrevivência
são confiáveis. De fato, na Fig. 28 mostramos uma comparação da solução exata do caso
exponencial, dada pela Eq. (4.76), e o resultado aproximado obtido pela Eq. (4.19).

Verificamos, então, que apesar de ser uma aproximação, a utilização da Eq. (4.19)
para o cálculo da taxa de sobrevivência leva a erros bastante pequenos e consegue
capturar a dinâmica do sistema. Podemos então afirmar que os resultados aqui apre-
sentados para a taxa de sobrevivência são válidos. Em outras palavras, de fato ocorre
uma mudança do comportamento do tipo lei de potência, obedecendo o teorema de
Sparre-Andersen, para exponencial à medida que o caminhante que realiza voos de
Lévy consegue acessar a barreira mais distante.
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Figura 28 – Comparação dos resultados para ln [Q(ω = 0,z)] dado pela equação exata,
Eq. (4.76), e pela aproximação que usamos nesta tese, Eq. (4.19).
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5 Conclusões e Perspectivas

Neste trabalho discutimos como a equação de difusão falha para modelar sistemas
que apresentam difusão anômala. Mostramos como o modelo de caminhante aleatório
de tempo contínuo (CTRW) pode dar origem a uma equação de difusão com a introdu-
ção de derivadas fracionárias. Processos subdifusivos tem uma derivada fracionária no
tempo e estão associados a caminhantes cuja distribuição de tempo de espera possui
momentos divergentes. Já os processos superdifusivos, possuem uma derivada fracio-
nária no espaço e estão associados a caminhantes com uma distribuição de tamanho de
passos com momentos divergentes.

Resolvemos as equações de difusão, para subdifusão e superdifusão, no espaço
livre expressando a solução em termos das funções de Fox. Calculando os segundos
momentos da distribuição de probabilidade associada, vimos que eles eram consistentes
com processos de difusão anômala. Após isso, discutimos um método baseado em
funções de Green para relacionar a solução para o problema com uma ou duas barreiras
absorventes, gerando espaços de busca semi-infinitos e finitos. Este método pode ser
diretamente relacionado com o Método das Imagens.

As soluções obtidas com a presença das barreiras absorventes, obedecem as condi-
ções de contorno para os casos subdifusivo e superdifusivo. Entretanto, o caso super-
difusivo viola um teorema fundamental da Estatística, o teorema de Sparre-Andersen.
Este teorema nos dá a forma assintótica da taxa de sobrevivência para os espaços
semi-infinitos, S(t) ∼ t−1/2.

Discutimos então um método para a solução da difusão com barreiras absorventes
via equações mestras. Esta solução nos permite obter o comportamento assintótico
da taxa de sobrevivência para o caso superdifusivo para uma e duas barreiras absor-
ventes. Verificamos o comportamento assintótico do tipo lei de potência para a taxa
de sobrevivência no caso de uma barreira absorvente e obtivemos um decaimento
exponencial para a taxa de sobrevivência no caso de duas barreiras. Verificamos que se
o tamanho L do intervalo de busca for feito infinito, recuperamos consistentemente o
limite de uma barreira. A validade do método apresentado nesta tese foi verificada pela
comparação com a solução exata da difusão para um caminhante com distribuição de
passos exponencial.

Como perspectivas para este trabalho, temos a obtenção da solução da equação
de difusão na presença de barreiras absorventes via o método de equações mestras,
impossibilitado no momento pela dificuldade na inversão das transformadas de Laplace
e Fourier que definem Q(x,t). Além disso, pretendemos obter uma solução da equação
de difusão fracionária para casos finitos, via o uso de uma definição de derivada
fracionária que permita derivadas para espaços finitos ou via métodos numéricos. Além
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disso, para o espaço livre, pretendemos analisar a competição entre o comportamento
subdifusivo e superdifusivo ao solucionar uma equação de difusão com derivadas
fracionárias no tempo e no espaço.
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APÊNDICE A – Função H de Fox

Neste apêndice enumeraremos algumas propriedades da Função H de Fox, utili-
zada nesta tese para expressar a solução das equações diferenciais fracionárias. As
propriedades aqui listadas estão presentes em (4, 39, 40).

1. Definição: A função de Fox pode ser definida pela integral,

Hm,n
p,q

[
z

∣∣∣∣∣ {ap,Ap}
{bq,Bq}

]
=

1
2πi

∫
L

∏m
j=1 Γ(bj − Bjs)∏n

j=1 Γ(1− aj + Ajs)

∏
q
j=m+1 Γ(1− bj + Bjs)∏

p
j=n+1 Γ(aj − Ajs)

zsds,

(A.1)

onde L é um contorno que separa os pólos de Γ(bj − Bjs) dos pólos de Γ(1− aj +

Ajs), ou seja, precisamos ter,

Aj(bh + ν) 6= Bh(aj − λ− 1) ; ν,λ = 0,1,2 . . . h = 1, . . . ,m j = 1, . . . ,n (A.2)

2. Para k > 0,

Hm,n
p,q

[
z

∣∣∣∣∣ {ap,Ap}
{bq,Bq}

]
= kHm,n

p,q

[
zk

∣∣∣∣∣ {ap,kAp}
{bq,kBq}

]
(A.3)

3. Para um σ ∈ <,

xσHm,n
p,q

[
z

∣∣∣∣∣ {ap,Ap}
{bq,Bq}

]
= Hm,n

p,q

[
z

∣∣∣∣∣ {ap + σAp,Ap}
{bq + σBq,Bq}

]
(A.4)

4. Forma computável da Função H,

Hm,n
p,q

[
z

∣∣∣∣∣ {ap,Ap}
{bq,Bq}

]
=

m

∑
h=1

∞

∑
ν=0

∏m
j=1,j 6=h Γ(bj − Bj(bh + ν)/Bh)

∏
q
j=m+1 Γ(1− bj + Bj(bh + ν)/Bh)

×

∏n
j=1 Γ(1− aj + Aj(bh + ν)/Bh)

∏
p
j=n+1 Γ(aj − Aj(bh + ν)/Bh)

(−1)νz(bh+ν)/Bh

ν!Bh

(A.5)

5. Casos especiais da função H,

B−1zb/Be−z1/B
= H1,0

0,1

[
z

∣∣∣∣∣ {b,B}

]
(A.6)

1
(1 + z)r = H1,1

1,1

[
z

∣∣∣∣∣ {1− r,1}
{0,1}

]
(A.7)

zβ

1 + azα
= a−β/αHm,n

p,q

[
azα

∣∣∣∣∣ {β/α,1}
{β/α,1}

]
(A.8)
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6. A seguinte é integral é válida para

∫ ∞

0
dt tρ−1 cos(kt)Hm,n

p,q

[
atµ

∣∣∣∣∣ {ap,Ap}
{bq,Bq}

]

=
π

kρ Hn+1,m
q+1,p+2

[
kµ

a

∣∣∣∣∣ {1− bq,Bq}{1+ρ
2 ,µ

2}
{ρ,µ}{1− ap,Ap}{1+ρ

2 , µ
2}

]
; kµ > 0,

(A.9)

7. A transformada de Mellin da Função H é expressa como,

M
{

Hm,n
p,q

[
at

∣∣∣∣∣ {ap,Ap}
{bq,Bq}

]}
=

a−s ∏m
j=1 Γ(bj + Bjs)∏n

j=1 Γ(1− aj − Ajs)

∏
q
j=m+1 Γ(1− bj − Bjs)∏

p
j=n+1 Γ(aj + Ajs)

,

(A.10)

onde,
M{ f (t)} =

∫ ∞

0
ts−1 f (t)dt. (A.11)

8. Podemos expressar transformadas de Laplace da Função H como,

L
{

tρ−1Hm,n
p,q

[
atσ

∣∣∣∣∣ {ρ,σ}
{0,1}

]}
= u−ρHm,n+1

p+1,q

[
au−σ

∣∣∣∣∣ {1− ρ,σ}{ap,Ap}
{bq,Bq}

]
, (A.12)

Desta forma, podemos expressar,

L−1
{

u−ρe−auσ
}
= tρ−1H1,0

1,1

[
at−σ

∣∣∣∣∣ {ρ,σ}
{0,1}

]
, (A.13)


	Dedicatória
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Sumário
	Introdução
	Equações de Fokker-Planck e Difusão
	Solução da Equação de Fokker-Planck
	Difusividade

	Teorema do Limite Central
	Teorema do Limite Central Generalizado
	Cálculo Fracionário
	Derivadas Fracionárias
	Derivada de Riemann-Liouville
	Derivada de Caputo
	Derivada de Riesz


	Sumário das Definições de Derivada Fracionária

	Equação de Difusão Fracionária
	Da CTRW à Equação de Difusão Fracionária
	Caso Difusivo
	Caso Subdifusivo
	Caso Superdifusivo

	Solução dos Casos Subdifusivo e Superdifusivo
	Caso Subdifusivo
	Caso Superdifusivo


	Difusão com Condições de Contorno
	Funções de Green e Método das Imagens
	Uma Barreira Absorvente
	Duas Barreiras Absorventes

	Taxa de Sobrevivência
	Caso Subdifusivo
	Caso Superdifusivo

	Teorema de Sparre-Andersen e Validade das Soluções

	Taxa de Sobrevivência para Espaços Finitos
	Difusão para Espaços Finitos
	Distribuição de Cauchy: Lg
	Distribuição Gaussiana: Lg
	Duas barreiras acessíveis: Lg
	Uma barreira acessível: Lg

	Caso geral: Lg 
	Limite assintótico para duas barreiras
	Limite de uma barreira


	Validade da Solução via Equações Mestras

	Conclusões e Perspectivas
	Referências
	Função H de Fox

