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Resumo

Esta tese tem como objetivo a investigagdo tedrica das propriedades estatisticas de um
caminhante aleatério cuja distribuicdo de passos é dada pela distribuigdo a-estavel de
Lévy. Este tipo de distribui¢do possui um comportamento assintético do tipo lei de
poténcia, P(¢) ~ ¢~#, £ > 1, que gera uma divergéncia de momentos, a depender do
expoente i = « + 1 da distribuigao, e introduz superdifusao no sistema. Inicialmente,
revisitamos a soluc¢do da equacdo de difusdo escrita em termos de derivadas fracio-
ndrias, visto que a equacdo de difusdo convencional ndo consegue modelar sistemas
subdifusivos ou superdifusivos. Obtemos a probabilidade P(x,t) de encontrar o ca-
minhante em uma posi¢do x no tempo t em termos das fun¢des de Fox. Em seguida,
mostramos como a solugdo para o espago finito, com barreiras absorventes, muitas vezes
obtida pelo Método das Imagens, viola o teorema de Sparre-Andersen. Abordamos
entdo o problema de difusdo andmala em espacos finitos via equa¢des mestras, método
anteriormente utilizado para o caso semi-infinito. Calculamos a taxa de sobrevivén-
cia do caminhante de Lévy e mostramos a mudanca do comportamento da taxa de
sobrevivéncia em seu limite de tempos longos. Finalmente, observamos que para duas
barreiras ela apresenta um decaimento exponencial, enquanto que no limite de uma
barreira obtemos a dependéncia do tipo lei de poténcia, como estabelecido pelo teorema
de Sparre-Andersen.

Palavras-chaves: Difusdo Andmala. Caminhante Aleatério. Derivadas Fracionérias



Abstract

This thesis has as objective the theoretical investigation of the statistical properties of
a random walker whose step distribution is given by the Lévy a-stable distribution.
This type of distribution has an asymptotic power law behavior, P(¢) ~ (7#, £ > 1,
which generates a divergence of moments depending on the exponent y = & + 1 of the
distribution, and introduces superdiffusion into the system. Initially, we revisit the solu-
tion of the diffusion equation in terms of fractional derivatives, since the conventional
diffusion equation cannot model subdiffusive or superdiffusive systems. We obtain
the probability P(x,t) of finding the walker in a position x in time ¢ in terms of Fox’s
functions. We also show how the solution in finite space with absorbent barriers, often
obtained by Image’s Method, violates Sparre-Andersen’s theorem. We then address the
problem of anomalous diffusion in a finite space via the master equation, a method
previously used for the semi-infinite case. We calculate the survival rate of the Lévy
walker and show the change in the behavior of the survival rate in the long time limit.
Finally, we observe that for two barriers it presents an exponential decay, whereas in
the limit case of a single barrier we obtain the power-law dependence, as established by

Sparre-Andersen’s theorem.

Keywords: Anomalous Diffusion. Random Walker. Fractional Derivatives
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1 Introducao

Na Fisica, diversos fendmenos ndo podem ser descritos de maneira exata. Por
diversas vezes, ndo conseguimos ter acesso a informacdes que nos permitam caracterizar
completamente o sistema ou ainda, podemos estar trabalhando com sistemas com
muitos componentes de modo que o grande niimero de graus de liberdade torna
impraticdvel analisar o sistema. Para contornar essa situagdo, técnicas da Estatistica sdo
empregadas para tratar esse tipo de sistema e descrever suas propriedades médias. Um
exemplo cldssico é o emprego de caminhantes aleatérios para modelar gases e assim
obter diversas propriedades termodindmica, por exemplo, temperatura e pressao, como
funcdo da velocidade média das moléculas que o compoem (1).

Caminhante aleatério é a denominagdo para um modelo onde a movimentagdo
dos componentes do sistema é realizada através de distribui¢des de probabilidade que
regem a dire¢do e/ou tamanho do deslocamento e em alguns casos, o tempo entre um
passo e outro. Uma aplicagdo desse modelo é o estudo da difusdo, que é o estudo do
transporte de um material através de um meio. Aqui, a densidade de matéria obedece a
chamada equagdo de difusdo que pode ser relacionada com a probabilidade de encontrar
um caminhante aleatério em uma dada posi¢do e em um dado tempo (2).

Voos e caminhadas de Lévy, tipos particulares de caminhante aleatério, tém sido apli-
cados para modelar a difusdo andmala, caracterizada por uma difusdo "mais lenta"ou
"mais rapida"que o usual. Definiremos mais precisamente estes termos a seguir. Este
tipo de processo estd presente em uma série de fendmenos, como o movimento de
particulas em escoamento irregular de fluidos, dindmica de polimeros, movimento
de grdos em pilhas de criticalidade auto-organizada, generaliza¢des do modelo de
Drude, movimentac¢do de animais em busca de alimentos, 6ptica quantica e espectrosco-
pia (3, 4). Estes modelos de caminhadas aleatérias sdo caracterizados pela presenca de
uma distribui¢do de “longa cauda” que permite a alternancia entre alguns raros saltos
muito longos e um grande ntimero de saltos curtos. Esta caracteristica pode levar a uma
divergéncia do segundo momento da distribuicdo e a emergéncia de comportamentos
superdifusivos. Processos regidos por distribuigdes com segundo momento divergente
convergem para a distribui¢do de Lévy a-estavel apds um grande ntimero de passos,
conforme o Teorema do Limite Central generalizado (5, 6). Lembramos que processos
com segundo momento finito convergem para a distribui¢do Gaussiana, conforme o
Teorema do Limite Central, e possuem um comportamento difusivo (1). O grau de
superdifusdo nos processos de Lévy é governado pelo indice de Lévy, 0 < a <2, com o
limite gaussiano sendo obtido para o valor limite x = 2 (7).

E possivel diferenciar os voos das caminhadas de Lévy por uma simples propriedade.

No primeiro, a durac¢do dos passos independe do seu comprimento, estando associado
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com uma “velocidade infinita” do caminhante. J4 no segundo os passos sdo realizados
com velocidade finita, geralmente considerada constante. Esta diferenga aparentemente
sutil gera uma correlagdo espaco-temporal nas propriedades das caminhadas de Lévy.
Nesse caso, sabemos que, para um intervalo de tempo At, o caminhante em duas di-
mensdes estard dentro de um circulo de raio vAt, onde o centro do circulo é sua posi¢do
inicial e v sua velocidade (8). Deste modo, o segundo momento de uma caminhada de
Lévy s6 diverge no limite de tempo infinito se ele estiver no espaco livre, sem barrei-
ras (8). Entretanto, quando restrito a um dominio finito, os processos de Lévy (voos ou
caminhadas) mostram um comportamento superdifusivo limitado pelo tamanho do
dominio que, neste caso, pode ser atingido em um tempo finito (7, 9). Como exemplos,
citamos que processos de Lévy tém sido utilizados para modelar diversos fendmenos
de transporte e sistemas econdmicos (4, 10). Para o caso de uma caminhada aleatéria
realizada entre barreiras absorventes, uma quantidade importante é a taxa de sobrevi-
véncia, ou seja, a probabilidade de que o caminhante aleatério permanega ativo (ndo
absorvido) ap6s um tempo t ou apés um dado ntimero de passos (11). Curiosamente, o
comportamento assintético desta quantidade para tempos longos depende mais das
condi¢des de contorno associadas a presenca de uma ou mais barreiras, distancia até o
inicio da caminhada, etc., do que propriamente do indice de Lévy a. Por exemplo, para
um espaco semi-infinito unidimensional, a taxa de sobrevivéncia para voos de Lévy
simétricos tem um comportamento assintético do tipo lei de poténcia com o namero n
de passos na forma 1/+/n, independentemente do valor de &, como veremos a seguir.
Este resultado é conhecido como o teorema de Sparre-Andersen (12, 13, 10). A impor-
tancia de se calcular esta quantidade também se da pela sua relagdo com o tempo médio
de primeira passagem pelos sitios da fronteira, que corresponde ao nimero médio
de passos e ao comprimento médio da caminhada para voos e caminhadas de Lévy,
respectivamente (11).

Nesta tese, nds focaremos no estudo de caminhantes de Lévy unidimensionais com
barreiras absorventes. Vamos discutir algumas das técnicas utilizadas para abordar este
problema, como o Método de Wiener-Hopf, equacdes mestras e derivadas fracionarias,
estas dltimas discutidas ja no presente capitulo. Mostraremos a ocorréncia de uma
transi¢do do comportamento exponencial da taxa de sobrevivéncia no caso de espago
finito para o comportamento do tipo lei de poténcia no espago semi-infinito. Apesar de
em diversos fendmenos as caminhadas aleatérias ocorrerem em duas ou trés dimensdes
(14, 15), esse tipo de processo é de dificil tratamento analitico e numérico possuindo
alguns resultados aproximados (16).

Este capitulo constitui, portanto, de uma revisdo da equagdo de Fokker-Planck cano-
nica e também de suas versdes utilizando derivadas fraciondrias. A principal intencdo

aqui é preparar o terreno para a abordagem do problema via equagdes diferenciais.
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1.1 Equacoes de Fokker-Planck e Difusao

Iniciamos nossa discussdo considerando a equagdo candnica de Fokker-Planck,
a qual veremos estar conectada a dindmica normal (difusiva ou browniana) de um
caminhante aleatério.

Consideremos inicialmente o problema cldssico do movimento browniano, em
que uma particula se difunde devido as flutuagées térmicas associadas aos choques
com outras particulas geralmente de menor extensdo. O nosso objetivo a seguir é
calcular como a probabilidade P(x,t)dx de encontrar esta particula em uma posicao
entre x e x + dx varia no tempo t. Vamos assumir que P(x,f) pode ser completamente
determinada sabendo que, num tempo f( anterior, a particula encontrava-se na posicdo

xo. Em outras palavras, escrevemos que
P(x,t)dx = P(x,t|xo,to)dx = P(x,s|x0)dx, s=t—t. (1.1)

A mudanga t — s acima é feita uma vez que, como ndo existe dependéncia com a
origem temporal do sistema, entdo P = P(x,s). Ou seja, vamos calcular a probabilidade
de encontrar a particula em uma posicdo x sabendo que, em s unidades de tempo
anteriores, ela se encontrava em uma posicdo xo. Notamos ainda que para um intervalo
de tempo T > s a varia¢do na densidade de probabilidade P é igual ao decréscimo
devido a particulas no intervalo [x, x + dx] que mudam para o intervalo [x1,x71 + dxq]
somadas ao acréscimo dado por particulas no intervalo [x1,x1 + dx;] que mudam para

[x,x 4 dx]. Temos entdo que

—T-dx= —/ P(x,s|xg)dx - P(x1,T|x)dx1 + | P(v,T|x1)dx - P(x1,5|x0)dxq
X1

H (1.2)
= —P(x,s|x0)dx/ P(x1,T|x)dxq —i—dx/ P(x,t|x1)P(x1,8]x0)dx1,
x1

X1

de modo que

oP
BT —P(x,s|x0)/ P(x1,T|x)dxq +/ P(x,T|x1)P(x1,5|x0)dx1, (1.3)
X1 X1
=1, por normalizacao
e
oP
FL P(x,s|x0) +/ P(x,t|x1)P(x1,8]x0)dx1 x1=x—2¢

(1.4)
— —Plasi) = [ Pl = ©)P(x — Eslxo)dd

Expandindo em seguida o integrando em série de Taylor, obtemos

(_ng!)”aa:n [P(x,s]xo)P(x‘i‘é,T’x)]. (1.5)

P(x — &8l0) Pl rx — &) = 3
n=0
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Dai ficamos com

e plestn) + [~ 3 T b (sl P(x + ol

ds —o n!  ox"
n=0
= —P(x,8|x0) + Z g / P(x,s|xg)P(x + &, t|x)g"dE|,
=0 n X —o00
que leva a
oP o0
ST =—P(xs]x%) +p(x,s\x0)/_oop(x+g,ryx)dg
) =1, por n(;;malizagﬁo ’
= (-1 o [ :
+) ' - P(x,s|x0)P(x + ¢,7|x)g"de| (1.7)
=1 n! ox —o0
) d (=1)" o"
P 1& (-1 o0 :
=== Z R {P(x,s|xo)/_oop(x+§,r|x)§ dg’]
oo”‘(l_l)n - (1.8)
:nz::l 3y [P(x,s|x0) M) .
Aqui, definimos
1 [ " Ax)"
M, = ;/_OOP(x+C,T|x)§ gz = T) ), (1.9)

Pode-se mostrar (1) que, quando T — 0, ou seja, considerando um intervalo curto
entre colisdes, entdo ((Ax)") — 0 mais rapido do que T para n > 2. Vamos entdo utilizar
apenas os dois primeiros termos no somatorio acima, de modo que

oP 9 1 02

F _a[Mlp(erpCO)] + Ew[MZP(x/SMO)]' (1.10)

Para os coeficientes M; e M, temos

M, — <ATx> _%<x—x1> = Z(x(t+7) —x(t)) i
e M, — <(A:)2> :%<(x_x1)2> :%<x2+x%—2xx1>
= %(x2(t +7) + x3(t) — 2x(t+ 1)x(t))
= 1@+ +20) 2500 [+ + 7] | o
-1 <x2(t +1) — (1) — 2x(8) [raa—f t] > .
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Por outro lado, podemos realizar também a seguinte manipulagao:

o2 ) _ 0 o ox?2 _ox 0x?
=k —%%) = <§[x2—2xx+x2]> = <§—2x$+3—;>
=0
— <%[x2(t+r) —x2(t)] - ?[x(tﬂ) —x(t)]> (1.13)
— %([xz(iH—T) —x3(1)]) — 2§<[x(t) +raa—ﬂt—x(t)]>
= () ) | =M

Os resultados acima permitem a interpretacdo das quantidades M; e M. De fato,
M, é comumente chamado de coeficiente de difusdo, estando associada a uma forga
F externa ao sistema, tal como, por exemplo, a forga de atrito ou a viscosidade. J4 a
grandeza M, é chamada de coeficiente de difusdo, D, e conecta-se com a dindmica da

varidncia no tempo. Com estas consideragoes, a Eq. (1.10) torna-se

P 3 19
== = —5-[F(x) Pl + 555[D(x) P]. (1.14)

Se usarmos o fato que ds = dt, chegamos a forma mais conhecida da equacgao de
Fokker-Planck (1):

oP J 10°
T —g[F(x) Pl + EB_xZ[D(x) P. (1.15)
Observamos acima que se fizermos F = 0 obtemos a famosa equacao de difusao:
oP 1 0

1.1.1 Solucao da Equacao de Fokker-Planck

A solugdo geral da equagao de Fokker-Planck, Eq. (1.15), para os casos de barreiras
absorventes e reflexivas, pode ser encontrada em (17). Vamos resolver a seguir o caso

em que F e D sdo constantes,

2
submetido as condi¢des de contorno,
P(x,t =0)=0d(x — xp), P(x = too,t) =0. (1.18)
Tirando a transformada de Laplace da Eq. (1.17), temos
sP(xs) — P(x,0) = —FOP(s) | D 9°P(xs) (1.19)

ox 2 ox2
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dP(x,s) n D 0?P(x,s)

sP(x,s) —6(x — x9) = —F . > 2 (1.20)
Aplicando agora a transformada de Fourier, obtemos
, ik)?
sP(k,s) — e~ "0 = —FikP(k,s) + @P(k,s). (1.21)
Logo,
e—ikxo
Pks) = —————. 1.22
o) = i b (-2
Utilizando as transformadas,
1
F yf(t)=e " 12
(5) = flty=e", (1.23)
e
F(k) kb2 ( ) ef(xfa)Z/(élb) (1.24)
— —_— .
/ 2y 7th
Temos que,
¢~ (x—(x0+Ft))?/(2Dt)
P(x,t) = . (1.25)

1.1.2 Difusividade

A equacgdo candnica de Fokker-Planck possui uma caracteristica importante: as
solucdes P(x,t) acima sdo difusivas no sentido de que (x?(t)) ~ t, conforme esperado
para um caminhante aleatério browniano.

Para demonstrar este fato, inicialmente multiplicamos a Eq. (1.17) por x?> e em

seguida integramos, temos que

00 aP oP ,0°P
2 _ 2 ~ -
/_ Srdr=—F / Sdxt = / 2z, (1.26)
ou ainda,
o(x2(t)) D | 0P| * o
5 =3\ ¥ a‘m—ZxP oo+2/_oode(x,t)
+F{x2P +2/ xP(x,t)dx}. (1.27)
Admitindo que xggmxzp(x,t) =0= xligmng—i, ou seja, que {x) e (x?) sdo bem
definidos, entdao
2
a<xat(t)> = D + 2F{(x(t)). (1.28)

Observamos que se a particula se difunde num ambiente homogéneo, P(x,t) é uma
funcdo par e (x) é zero. Logo,
(x*(t)) = Dt, (1.29)

como esperado.
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1.2 Teorema do Limite Central

A solugdo para a equagdo de Fokker-Planck dada pela Eq. (1.25) paraocaso F =0 é
—(x—x9)?/(2Dt)
V2nrDt

Esta é uma distribuicdo gaussiana (1), com uma variancia 0> = Dt. Sabemos que a

P(x,t) = ¢

(1.30)

distribui¢do gaussiana ocorre em diversos fendmenos na natureza (7, 1). Esta ocorréncia
se deve principalmente ao Teorema do Limite Central. Este teorema garante que a
soma de um grande ntimero de varidveis aleatérias, com média e varidncia finitas, é
distribuida de acordo com uma funcdo gaussiana. Vamos a seguir deduzir este teorema
seguindo a discussdo apresentada em (1).

Seja x a soma de um conjunto de varidveis aleatérias s;, regidas por uma distribuicado
de probabilidade w(s). Estamos interessados em saber qual é a distribuigdo de pro-
babilidade P(x) que rege a varidvel x. Se cada uma das variaveis é estatisticamente
independente das demais, a probabilidade de ocorréncia de uma sequéncia de valores
de N destas varidveis, com cada uma pertencente ao intervalo especifico [s;,s; + ds;], é
dada pelo produto da probabilidade de ocorréncia de cada termo da sequéncia, isto é

w(s1)dsrw(sy)dsy ... w(sy)dsN. (1.31)

Para obter a probabilidade de que x esteja no intervalo [x, x + dx], temos de somar sobre

todos as sequéncias consistentes com esta condicdo, de modo que

P(x)dx = // .../w(sl)w(sz)...w(sN)dsld52...dsN. (1.32)
]

X€E[x,x+dx

Surge entdo o problema de como realizar as integrais acima levando em conta os
limites de integragdo e a restrigdo sobre a soma x. Vamos primeiramente remover essa

dependéncia dos limites e coloca-la no integrando utilizando uma funcao delta de Dirac,

P(x)dx = /_O:O /_o;/_o;w(sl)w(sz)w(sN) [(5 ( 3 S — x) dx] dsqds;...dsy.

i=1
(1.33)
Precisamos incluir o termo dx acima para manter correta a dimensionalidade da equagéo,
visto que a delta de Dirac tem dimensdo de dx~!. Usando a representacdo integral da

funcado delta,

d(x—a) ! /oo ekx=a) g, (1.34)

:E .
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obtemos
/ / / w(s1)w(sy)...w(sN) zln / R (E15-%) gk ds, ds, ... dsy (1.35)
= E/ dke_lkx/ w(sl)elksldsl/ w(sz)eikszdsz.../ w(sy)e*Ndsy (1.36)
(o] oo N (0]
= L/ dke =k~ / w(s)e®ds | = i/ dke QN (k). (1.37)
27T J—oo —0o0 27T J -0
=0(k)

A equacgdo acima nos permite, portanto, encontrar P(x) a partir de transformadas de
Fourier de w(s).

Vamos agora analisar o comportamento de P(x) no limite N > 1,

Q(k):/iw( ) fksazs—/ i (iks)" s — i(is!)n/_o;w(s)s”ds (138)
i —1+1k<>—%k< )+ (1.39)

Inicialmente, estudemos o comportamento da integral que define Q(k). Tomando um

intervalo [a, b] , |41 (b — a) < w, mas que contém

vdrias oscilagdes, de modo que (b — a)k > 1, entdo

b etks

iks _ . e_ _d_w

/a w(s)e"ds| = |w(s ) = +/ 7 ( s )ds (1.40)
eiks b b piks dw piks b b | eiks || doo

< - —(-== < S | e ,

S[@EE| T [ % ( ds) < @5 | % | w)e o
etks b w(a) b | piks etks b w(a)

< w(s)? a ‘(b—a) /a T |ds= w(s)? a —1—‘ pt (1.42)

Assim, se fizermos k > 1 podemos estender o intervalo [a,b] para o intervalo (—oco,00)

e, da equacdo acima, Q( ) kl> 0. Por isso, vamos tomar o limite k < 1, de modo que,

admitindo que w(s) possui primeiros momentos finitos, entdo

InON (k) = NInQ(k) = NIn [1 + ik(s) — %k2<s2> + } (1.43)
~N [ik<s> 2R - %(ik(s))z} N [ik(s) - %k%(m)ﬂ L (144)
Aqui, usamos que
In(1+y) =y — 2y’ + .., y<1 (As)2) = (2) — (s)2, (1.45)
e assim

QN(k) _ eN[z’k(s)f%kz((As)Z)]’ (1.46)
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de modo que

/ dke*ON (k) = / dketk(—x+N(s) = FNK3((85)?) (1.47)
—(N(s)—x)2 —(m—x)2
1 21 e 2N((8s)2) — 1 e (202) , (1.48)

T 27 N{(As)?) V2mo?

onde o primeiro e o segundo momentos de P(x) sdo dados em func¢do do primeiro e do

segundo momentos de w(s) através de

m =N(s) 02 = N{(As)?), (1.49)

/°° due 1 +bu — ,/Eelﬂ/‘l“. (1.50)
—00 a

Temos, entdo, que a varidvel x é regida por uma distribuigdo de probabilidade

com o uso do resultado

gaussiana, P(x), como visto acima. Note que ndo foram feitas restri¢des para a forma
funcional de w(s), exceto pelo fato desta possuir os dois primeiros momentos finitos.
Se pensarmos em um caminhante aleatério executando uma sequéncia de passos {s;},
entdo, se estes forem distribuidos por uma fun¢do de momentos bem definidos, a
probabilidade de encontrar o caminhante em uma dada posicdo x serd gaussiana.
Contudo, existe uma versdo mais geral desse teorema onde ndo requeremos a finitude
dos primeiros momentos da distribuigdo. E o chamado Teorema do Limite Central

Generalizado (18), que estudaremos a seguir.

1.3 Teorema do Limite Central Generalizado

Nos trabalhos de Paul Lévy (19), foi mostrado que a distribuigdo de probabilidade
que rege a soma de varidveis aleatdrias é, de forma geral, uma distribuicdo estavel (18).
De fato, uma distribuicdo é dita estdvel se, para uma sequéncia de varidveis aleatérias
regidas por ela, a distribui¢do de um dos elementos é, a menos de um fator de escala, a

mesma distribui¢do da soma dos elementos. Matematicamente, escrevemos que

x1+x2+x3+...+xnicnx+dn. (1.51)

. ; d . .. ~ ~ . ~
Acima, o simbolo = significa que as duas expressdes sdo regidas pela mesma funcao de
probabilidade. Gaussianas obedecem esta propriedade, como pode ser visto a partir da
Eq. (1.2):

—(m—s)* s) 1 —(m—x)2

w(s) = ! e 22 = Q(k)= / — ¢ 27 s, (1.52)
2 —o0 \/ 27102
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de modo que

Q) = e i [T )t oo Lt [T e,
(1.53)
m? i m 2 c2k2 | ikm _& L
:e_ﬁeﬁ(lkJrﬁ) /2 :e_Tk+kT, QN (k) 26< P >N' (1.54)
Assim,

P(x) = Zi/“ ke re(~EHEIN Zi/m are (il =) (1.55)
7T J—o0 7T J—c0

1 7T : - N2 2 1 2 2
- = (iNm—ix)"/2No* _ —(Nm—x)“/2N¢ ) 1.56
27\ No2/2° \ 27No2° (1.56)

A mudanga de escala é realizada fazendo 0> — N¢?. Contudo, a gaussiana nio é a
tnica fungdo que obedece essa propriedade. De forma geral, uma distribuigdo é estavel

se sua fungdo caracteristica ¢ (k) tiver a forma,

r exp(—[k|*[1 - iptan(%)sgn(K)]), & #1;
k) = (™) = [ M P(x)dx =

exp(—|k|[1+iB2sgn(k)log([k|)]), a=1.
(1.57)

Acima, 0 <a <2, —1 < B <1esgn(k) é afungdo sinal. O pardmetro B controla a simetria
de ¢(k): para p = 0 temos uma fungdo simétrica em k com respeito ao ponto k =0, de
modo que

p(k) = e k", (1.58)
Exemplos da fungéo caracteristica acima sdo os limite @ = 1, que corresponde ao caso
particular da distribuicdo de Cauchy, e « =2, que corresponde a distribui¢do gaussiana:

¥2

1 1 e T

P(x) = P(x) = N

T o1+ a2
O caso geral, expresso na Eq. (1.58), define a chamada distribui¢do de Lévy a-estavel,

(1.59)

ilustradas nos graficos a seguir. Na Fig. 1 mostramos o comportamento da distribuigao
estavel para B = 0 e diferentes valores de «. Jd na Fig. 2 mostramos como o parametro 3
d4 uma medida da assimetria (skewness) da distribuicao.

Uma caracteristica das distribui¢des estaveis que é importante para o presente
trabalho é o seu comportamento assintético do tipo lei de poténcia, que também pode
ser verificado na Fig. 3:

I'(a)sin(%F)

P(+x) ~a (1£p)x~ ), x5 o, (1.60)
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Figura 1 — Graficos da distribui¢do de Lévy paraa =1/2,1,3/2,2e f =0.

~
[\

0,6 - _

|
IR

~
[\
1

(-)10 -5

Figura 2 — Graficos da distribuicdo de Lévy paraa =3/2e p = —1,0,1.
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Temos, em suma, o seguinte resultado: ao se retirar a exigéncia de convergéncia dos
primeiros momentos presente no Teorema do Limite Central, a soma de varidveis alea-

torias deixa de ter a sua probabilidade de ocorréncia regida por uma func¢do gaussiana
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Figura 3 — Comparacdo da distribuicdo de Lévy, curva continua, com o seu limite assin-
totico dado pela Eq. (1.60), curva tracejada, paraa =1/2,1,3/2e p=0.

100 T T IIIIII| T T IIIIII| T T IIIIII| T T T T TTTT
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10

10

0,1 1 10 100 1000

e passa a ser descrita mais geralmente pela distribui¢cdo de Lévy. Este fato é um dos
motivos de nosso interesse por esse tipo de funcdo. O seu comportamento assint6tico
do tipo lei de poténcia, comumente também chamado de “longa cauda”, permite atestar
facilmente a divergéncia de alguns momentos da distribui¢do, dependendo do valor do
expoente da lei de poténcia. Note também que com variacdo do parametro a é possivel
passar do regime difusivo para o superdifusivo, como veremos adiante.

Para estudar sistemas com difusdo andmala, serd necessario reformular a equagao
de Fokker-Planck, introduzindo ingredientes que ndo constam na formulagdo candnica
apresentada acima. Uma tentativa nesse sentido (20, 4) se d4 no contexto do célculo

envolvendo derivadas fraciondrias (21, 22, 23), como veremos a seguir.

1.4 Calculo Fracionario

O ramo da Matematica denominado Calculo Fraciondrio surgiu em 1695 com uma
pergunta feita por L'Hospital a Leibniz quando este apresentava a notagdo d"y/dx": "E
se n for 1/2?" (24). Desde entdo, grandes nomes da Matematica, além dos ja citados,
devotaram sua atencdo para o assunto, como J. Bernoull, J. L. Lagrange, P. S. de Laplace
e ]. B. ]. Fourier. Uma das primeiras aplicagdes do conceito de derivada fracionéria se

deu com a solugdo de Abel para o problema da tautécrona, que consiste em determinar
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a forma da trajetéria que uma massa pontual sob a acdo da gravidade deve descrever
de forma que o seu tempo de queda seja independente do ponto inicial.
Posteriormente, com os trabalhos de Mandelbrot em 1982, onde surgem as dimen-
sOes fractais que podem assumir valores ndo inteiros, os fisicos comegaram a utilizar
conceitos de cdlculo fraciondrio para abordar problemas de difusdo andmala, dada a
relagdo das trajetérias dos caminhantes aleatérios com a geometria fractal apresentada
por Mandelbrot. Podemos citar como aplicagdes mais recentes a equagdo de onda fraci-

ondria, a equagdo de Schrodinger fraciondria e a teoria de campos fraciondria (22, 25).

1.4.1 Derivadas Fracionarias

Como citado anteriormente, a derivada fraciondria é uma extensdo da defini¢ao
usual de derivada, d*y/dx*, para valores de a ndo inteiros. Observamos que uma das
principais dificuldades desta linha de pesquisa ainda em expansdo é que a defini¢do
de derivada fracionaria nao é tinica. De fato, varios matematicos desenvolveram sua
propria definicdo de derivada. Destacamos a seguir as derivadas fraciondrias de Caputo,
Riemann-Liouville e Riesz (21, 22), que, dadas as suas propriedades, como veremos a
seguir, possuem diversas aplica¢des na Fisica. Contudo, vejamos inicialmente algumas

propriedades mais gerais das derivadas fraciondrias (21, 26, 24):

* Linearidade: sejam 8 e y duas constantes. Entédo,

o

dx®

(Bf(x) +15(x)) = pL) F8W) (L61)

dx® dx«

* Se & é um ntimero inteiro 71, a derivada usual é recuperada:

ar dar
dx“f(x) = dx”f(x)' (1.62)

* No limite « = 0, recuperamos a funcéo:

o

f(x) = f(x). (1.63)

lim
a—0 dx®

* Regra de Leibniz: para derivadas inteiras, temos que

ar & (n\difdig
Tl f8l= ];) (]) T (1.64)

A generalizagdo desta tiltima equacao para derivadas fraciondrias, ao contrario
das propriedades citadas anteriormente, é que depende da defini¢do de derivada
que se utiliza. Por exemplo, para a derivada de Riemann-Liouville,

Q& )\ dif dig
Ty 8] —Jg (])m@ (1.65)
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Ja para a derivada de Caputo (27),

e 0 d-ifdig "= fma gk
=L (1) i - T a0 e

j=0

Vemos entdo que a Regra de Leibniz ndo pode ser expressa de forma tinica para
as derivadas fraciondrias, sendo necessario analisar cada defini¢do para encontrar

a sua forma especifica.

¢ Comutatividade: Para derivadas usuais, temos que

dxm dxm  dxm dxn dxntm’ (1.67)
Poderiamos esperar que para as derivadas fraciondrias,
(14 n n % a+n
- i (1.68)

dx®dx® — dxmdx®  dxetn
Contudo, esta propriedade nédo é vdlida para todas as defini¢des de derivadas

fraciondrias. De fato, utilizando mais uma vez como exemplo as derivadas de

Riemann-Liouville e de Caputo, temos

dl’l daf da—‘r?’lf le dﬂf

T dat = geatn 7 gex gens  Para Riemann-Liouville; (1.69)
dd'f _dp
dx® dxn ~ dxatn 7 dxn dye’ P Caputo. (1.70)

Logo, deve ser necessario também analisar individualmente como a aditividade
dos indices da derivada é realizada e se a comutac¢do pode ou nao ser verificada,

embora uma andlise detalhada destes aspectos fuja ao escopo desta tese.

Vamos a seguir discutir algumas das defini¢cdes de derivada fracionédrias mais em-
pregadas na Fisica e suas propriedades mais relevantes. Esta lista esta longe de ser
completa ou abranger todas as propriedades de cada uma das derivadas. As referén-
cias (28, 29, 23, 24, 22, 21, 26, 30, 27) possuem uma extensa discussdo acerca deste
tema e nos basearemos nelas para as discussdes a seguir. Ao final do presente capitulo,

apresentaremos um resumo das principais expressoes.

1.4.1.1 Derivada de Riemann-Liouville

Seja n um ndmero inteiro e 2 um ntmero real arbitrdrio. A derivada de Riemann-

Liouville de ordem « é definida como

(5) — i [0 @ e1<a<m a7
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Note que, no limite « =n — 1,

(A f\ 1 ar ot e (n—1)—
aﬂffll(dta)a_r(n—(n—mﬁ/a(t_T) " f(de

_ ! d—/t(t — ) f(r)dr
[(1)dt" Ja
ar ot ) d
= o |, F(Ddr seja f(x) =25 (1.72)
_da t_dnt (dg(t)  dg(a)
- Wg(T)’ T ( at 4t )
dnflf
dim—1-°
Para analisar o limite « = 1, vamos voltar para a Eq. (1.71) e realizar a integracdo por
partes,
5 YRR SO 0 ks o
dtv ) T(n—a)dt n—uw e Jo mn—wa dt

1 4 {f(”)(t —a)"" +/ Mdfdr} (1.73)

I'(n—wa)dt n—u n—a dt

_m;;{f( ey [t oy de}

Entdo, escrevemos

lim
K—n

i ( v J, at

_df
= L0~ fy =TT

Logo, para um valor de « inteiro recuperamos as derivadas usuais. Vejamos a derivada

(d"‘f) = . & (1.74)

de uma fungdo especifica (21, 26, 31):

d*(t—c)?\  (a—c)b . a—t .
( At )a_l"(l—oc)(t_a) 2F1<1,—b,1—zx, ) ; a—c>0 (1.75)

No limite b =0,

d*1 1"(1) a (t _ a)—tx
(dt“)u: F(l—a)<t_“) :_m- (1.76)

Logo, para « inteiro obtemos que a derivada usual de uma constante é nula, pois
I'(—a) = co. Note que a definigdo de derivada da Eq. (1.71) depende de um parametro 4,
e que este parametro se reflete na derivada de algumas fung¢des, como visto na equagao
acima. Tal parametro representa um limite inferior de um intervalo no qual assumimos
que a fungdo f(t) que estamos derivando é integravel (21, 30). Para a derivada de
Riemann-Liouville e de Caputo, que discutiremos a seguir, temos que no limite t — a a

derivada é nula, independentemente da fungéo.
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Fisicamente, este parametro pode ser interpretado, por exemplo, como a origem
temporal do sistema. De fato, veremos neste trabalho que, ao tratar com derivadas no
tempo, a escolha usual de t > 0, ou seja, a = 0, vai nos permitir obter uma relacdo para a
transformada de Laplace de derivadas fraciondrias. Da mesma forma, ao trabalhar com
derivadas no espago, faremos a = —oo para representar este “ponto” como a origem
do sistema de coordenadas espaciais. Veremos ainda que esta escolha de parametros
permitird o uso do teorema da convolugédo para as transformadas de Laplace e Fourier,
que analisamos abaixo.

Se fizermos a = —oo, podemos expressar a transformada de Fourier na forma

.

= lf(;i—cj);f{/tm(t — T)”_”‘_lf(r)dr}.

Precisamos entdo calcular a transformada de Fourier acima. Se usarmos o fato de que

(1.77)

/ e lemStg =T (n — ) s*77, (1.78)
0

podemos definir uma funcéo k(t), tal que

0, t<0;
h(t) =q ot
Entao, se fizermos s = —iw temos
/ h(t)etdt = F{h(t)} = (—iw) ™. (1.79)

Logo, escrevendo a convolucdo

/f h(t—t dT—/_t (tI,—(TLHf(T)dT, (1.80)

n—au)

FU @)+ h(t)} = FLF () }F{R(E)) = FLf (D) H—iw)™ ™, (1.81)

entao

o
f{ (fztic) } = (—iw)"F{f(t)}(—iw)* ™" = (—iw)* F{f(t)}. (1.82)
Para analisar a transformada de Laplace, vamos analisar o caso a =0,

c{(50)) -]

k-1g
=u"L{g(t)} — Zu k—ddtkg)

(1.83)

7
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onde definimos

2(t) = ﬁ /0 (£ — 7)o f()dr (1.84)
Logo,
£l = g £ [ =0 | = s e et -
B 1 mea1) _ 1 = T(n—oc)_Au '
=gt PO = e f = = o
de modo que
d“f 0 dk—1
£{<df“>o}_ Zu k = 1! >t—0
. n-1 gn—m—1 =N —1 ga—m—1
=) = T fimes) =wf - T )|
- t?i).86)
lembrando ainda que, para derivadas usuais,
d”f n—1 dn k-1
£ {5 | =0~ Tt g ) - (187

Aqui, utilizamos a seguinte notagdo para a transformada de Laplace,

LU} = Flu) = [ ety (1.89)

Note que a transformada de Laplace de uma derivada fraciondria de Riemann-Liouville
envolve um somatério de derivadas fraciondrias, o que gera uma grande dificuldade
no uso desta definicdo de derivada na solucdo de equagdes diferenciais fraciondrias via
transformadas de Laplace, um método comumente aplicado para esse tipo de problema.
Surge, entdo, a necessidade de uma defini¢do alternativa de derivada fraciondria que na
verdade envolva derivadas usuais para esta transformada: a derivada fraciondria de

Caputo.

1.4.1.2 Derivada de Caputo

A derivada fraciondria de Caputo é definida como:

(LZ{)f‘r( 1—)/at<t—r>"—“-1f<">(r>dr ; (n=1<a<n). (1.89)

n—uw

Se realizarmos uma integragdo por partes na integral acima, podemos expressa-la na

forma

(5.~ {42 -

) "‘+/ yre flnt ) (¢ )dT}. (1.90)
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Vamos verificar agora os limites para valores de a inteiros:

i () -l {d’;fzﬁ

=1

nn+/ nnfn—i-l()dT}

_d'f(x / f) (e = O] @ @) G
dT” arh arh "
a t a
_4f
oo
Similarmente,
: d“f _ 1 dnf( ) n n+1 / n n+1 g(n+1)
Jm, (dt“ >a “T(2) { dTn + frimde
N a
=1
n t
:df(T) (t—ﬂ)+/f(n+1)(r)(t—T)dT
dTn a
dl/l T I/l d?’l t "
20 -0 B0 A0 L A
a t
@] | e d”f
=0 | T g e / £
a t
: rl  em| s
:/a f(”)(r)dr T dnT B e R |
(1.92)
Calculando a derivada de algumas fungdes especificas, temos que
astPy 1 f nea_1d"TP . B
(dt"‘ >a_F(n—oc)/a(t_T) T dt ; (p>n-—1). (1.93)
Entretanto, notamos que
artp _ I'(p+1) _
= — — (n — Y S S—
T pip—1)...(p—(n—1))t F(p—n+1)T , (1.94)
de modo que
d*tv _ 1 r(p + 1) ! p—n n—a—1
(W)a_l"(n—zx)l“(p—n—i—l)/ar (t—1) dat. (1.95)

Notamos o seguinte resultado

F(p—n+1)F(n—oc)}

t
/a Pt — T)nftx—ldr =P {—Ba/t(P —n+1ln—a)+ T(p—atl)
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onde B;(a,b) é a fungdo beta incompleta (32). Para o caso a = 0, a fung¢do beta se e anula

e temos entao

<ﬁ> 1 I'(p+1) tp_al“(p—n—l—l)l“(n—oc)

datt* ), T(n—a)T(p—n+1) I(p—a+1) (1.96)
_ Ip+1) e '
I'p—a+1)

Observe que pela defini¢do da derivada de Caputo, Eq. (1.89), a derivada fraciondria de
uma constante é sempre nula, ao contrario da derivada de Riemann-Liouville.
Vejamos agora como esta defini¢do de derivada se comporta sob as transformadas

de Laplace e Fourier. Mais uma vez, para o caso a = 0 temos

c{(48)) - e oo

- F(nl— i G F(nl— ge{rpedr

B 1 F(n lx) ; n—1 kdnfkfl
- I‘(n _ lX) un—u [u f(u) - k;()u dtn—l—kf(t) t_O] (1.97)
« (= a+k—n dnikil
— 1 flu) = Y (1)
k=0 t=0

t=0
Note que a relacdo acima envolve derivadas usuais, diferentemente da Eq. (1.86), justifi-
cando o uso desta definicdo de derivada para aplicagdes em problemas fisicos, onde, em
muito casos, como nos problemas de difusdo, tém-se valores iniciais para a distribui¢do
de probabilidades e para suas derivadas como condi¢des de contorno.

Analisando agora a transformada de Fourier, vamos novamente escolher 4 = —oo.

Escrevemos, entdo,

AA(3) Y-t rmond

1 n n—a— }"{f(”)(t)}f-'{t”ﬂ"*l}
ST TR ORI o (1.98)
(—ieo)" F{f ()T (1 — @) (—iew)* "

= T(n _ DC) = (_Zw)af{f(t)}

As derivadas de Riemann-Liouville e Caputo sdo normalmente definidas para um
parametro « tal que « € (0,1), podendo ser estendidas para « € (n,n — 1) (22), abordagem
que utilizamos neste trabalho. Estas defini¢des de derivadas sdo normalmente utilizadas
para derivadas no tempo (28). Isto se deve ao seu comportamento sob transformadas de
Laplace para a = 0, que como dito anteriormente, representa a origem da coordenada
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temporal. Veremos no préximo capitulo que as derivadas de Riemann-Liouville serdo

utilizadas para tratar processos subdifusivos, que serd modelado por equacdes de

Fokker-Planck com derivadas fraciondrias no tempo. Para derivadas espaciais, sdo

normalmente utilizadas para aplicagdes em fisica a derivada de Riesz, por ter o limite

« — 2 garantido. Esta derivada é definida para toda a reta real, sem a necessidade de

uma mudanca de origem, como feito anteriormente. Esta derivada também se comporta

bem sobre transformadas de Fourier, como veremos a seguir.

1.4.1.3 Derivada de Riesz

A derivada de Riesz de ordem & pode ser definida como (23, 28, 29)

a1 /“mdt (teZel>a),

Wf(x) 1) [T
onde
2—a7.L_3/2 . 14 P
W) = a1+ )2 sinar /) ) 1(k)k
e

/
(867 00) = L (1) (§ )t~ ko).

k=0
Utilizando a defini¢do acima, obtemos para 0 < a < 1 (33)

dd;“f(x) _ra+ a);in(m/z) /_";[f(x) — flx—1t)] ‘tﬁia,
eparal <a <2,
e (0 = IR [ ) = 2 -0+ £l 20

(1.99)

(1.100)

(1.101)

(1.102)

(1.103)

Vejamos agora como esta derivada se comporta sob a transformada de Fourier.
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Temos que, para o caso geral a > 0,

= a0 ()P UL

“aim 5 () 7L )

{|Z‘1+a f(X)}

(i) K F{f(x {’Z’%} (1.104)

QU

)

/\
Faula

= |w[*F{f(x)}
= |w[*F{f(x)}

>k“]-"{f Zsin(—n(1+oc)/2)F(—(x)
+a

2

«)

N an /

|w|
I(—a)I(14+a/2)T
(—2)sin(%*) cos(%F)

(15%)(=2)sin(*F) cos(*F")
2—a3/2
[(—a)2~*/7l(1+
2 3/2
=1

= |w[*F{f(x) -

Note que, no limite « = 2, temos uma diferenca de sinal para a transformada de Fourier
da derivada segunda,

FlE i@} = - F ). (1.105)

Isto faz com que, em alguns artigos publicados por fisicos (4, 34), a derivada de Riesz
seja definida com um sinal de menos extra para recuperar o limite acima. Utilizaremos
esta definigdo com o sinal de menos adicional para escrever a equacdo de Fokker-Planck
com derivadas fraciondrias no espago que modelardo processos superdifusivos, como
veremos no capitulo seguinte. Destacamos que até onde vai o0 nosso conhecimento, ndo
conseguimos encontrar informagdes sobre a transformada de Laplace da derivada de
Riesz. Esta é construida de modo a obedecer a equagdo (1.105). Gostarfamos também de
destacar o uso da derivada de Riesz na solucdo de equagdes de Schrodinger fraciondrias
devido a sua hermiticidade (25).

Listamos abaixo as derivadas fraciondrias de Riesz de algumas fun¢des (22):

it
d ik

e = —|k|*e™, (1.106)
o
T sin(kx) = —|k|*sin(kx), (1.107)
d* K/ 1 1
dxaekaz == sin (%) T(—a/2)T(1+0a),F (%5 - kxz) . (1.108)
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Com esta introdugdo ao conceito de derivadas fracionarias, vamos no préximo
capitulo aplicar estas ferramentas para resolver a equagdo de difusdo fracionaria. Mas,
antes disso, vamos finalizar o presente capitulo sumarizando as defini¢des de derivada
fraciondria estudadas acima, bem como o seu comportamento sob as transformadas de

Laplace e Fourier.

1.5 Sumario das Definicoes de Derivada Fracionaria

e Derivada de Riemann-Liouville:

(‘Zf ) iy o[-0 @ar ; (n-1<a<n)

A{(5).}-cmrroon

c{(5),} =i - & S0

t=0

* Derivada de Caputo:

() = Fg [ =@ 5 -1<a<m);

n—uw

c{(42) =i e

m=0

F{(G) }=iorFim).

t=0

¢ Derivada de Riesz:

dle(x): 1 /Oo (Aff)(x)dt (leZel>u),

dxt d(ln) J—oo [t[ITe
onde
B 2—047.[3/2 k—1 V4 «
W) = 0T /2T 4 a) /2y sin(an/2) ) (k>k
e

J4
(8600 = L (1§ )t~ ko)
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2 Equacao de Difusao Fracionaria

Este capitulo faz uma revisdo da equagdo de difusado utilizando derivadas fraciona-
rias. Como veremos a seguir, tais equagdes levam naturalmente a processos de difusdo
andmala (super e subdifusdo), bem como ao limite de difusdo usual, que é recuperado
sob condicdes apropriadas.

2.1 Da CTRW a Equacao de Difusao Fracionaria

Como o titulo desta segdo sugere, vamos deduzir em seguida a equagdo de difusdo
fraciondria partindo de uma generalizagdo (4) do modelo de caminhadas aleatérias
conhecido como caminhada aleatdria de tempo continuo (continuous-time random walk -
CTRW) (35). Este modelo é caracterizado pela introdu¢do de um tempo generalizado de
espera entre os passos do caminhante, ndo sendo, portanto, mais possivel o mapeamento
perfeito entre o ntimero de passos e o tempo. Como veremos a seguir, esta caracteris-
tica confere a possibilidade de dindmicas andmalas (isto é, sub ou superdifusivas) a

caminhada aleatdria.

Figura 4 — Grafico esquemdtico de uma CTRW: as linhas continuas representam os des-
locamentos espaciais do caminhante aleatério, enquanto as linhas tracejadas
ilustram o tempo de espera (4).

X

Vamos iniciar a formulagdo do problema da CTRW a partir da defini¢do de duas
distribui¢des de probabilidade, ¢(t) e P(r), que vdo reger respectivamente o tempo
de espera entre os passos consecutivos do caminhante e o tamanho dos passos. Como
deduziremos a seguir, serd a partir destas duas distribui¢des que surgird a difusdo
andmala do caminhante aleatério. De fato, em processos subdifusivos o tempo médio
entre passos, T, diverge, enquanto que processos superdifusivos sdo caracterizados pela

varidncia no tamanho dos passos, ¢, divergente (4).
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O nosso objetivo primeiro é achar uma forma de representar a fungéo P(r,t), que dé
probabilidade de encontrar o caminhante na posi¢do r no instante de tempo ¢. Podemos

escrever que
P(rt) =Y Pu(r) / o (T)¥ (£ — T)dT. 2.1)
n=0 0

A equagdo acima pode ser entendida da seguinte forma. Inicialmente, notamos que
P, (r) é a probabilidade do caminhante estar na posi¢ao r no n-ésimo passo. Por outro
lado, ¢, (7) é a probabilidade de que o n-ésimo passo seja executado no tempo 7 e
¥ (t — 1) é a probabilidade do caminhante permanecer parado durante um tempo maior
que t — 7. Ou seja, estamos somando todos os deslocamentos que levam a r em um
tempo 7, fazendo o caminhante esperar t — T.

Em seguida, vamos transformar a Eq. (2.1) para o espago de Fourier-Laplace, onde

ela possui uma forma mais tratavel:

Blru)= Y Po(r)L { / o (T)¥ (£ — T)d‘r} | 2.2)

n=0

Pelo teorema da convolugéo,

Plra) = Y. Palr)C {(t)} £{F(D)} 23)
n=0
= ioPn(r)g@n(u)‘T’(u). (2.4)

Y(t) = tootp(T)dT =¥Y(u) = /Ooodt e_”t/tootp(r)dt (2.5)
Logo,
. e—ut 00 oo oo e—ut
Y=y | wiar] = [ 26)
= [Ty — [T = 01— g}, 7)

Note, entretanto, que da mesma forma que ¥ rege o tempo entre passos, P, (t) pode ser
interpretado como a distribuicdo da soma dos tempos de espera de todos os passos,

desde o primeiro até o n-ésimo. Além disso, é possivel escrever ainda que

G = [T p(ne it = () = fa(n) = ) = (i) 2g)

=[Te™) =9" (). (29

=1
Acima usamos o fato de que os passos sdo estatisticamente independentes e por isso

a média do produto é igual ao produto das médias, assim como a média também é

independente da ordem numérica do passo.
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Usando o Teorema do Limite Central, podemos expressar P,(r) na forma

P(r) = % /_ Ooe’i“”p”(w)dw, (2.10)

onde a posi¢do do caminhante é expressa como a soma dos passos, ¥ =711 + 12+ ... +14.
Assim, voltando a Eq. (2.1) escrevemos

15(1’,1/!) = ZO% /_O:og—iwr pn(w) dw 4}”(”)%{1 — g@(u)} (2.11)
- %1 _Z)(u) /_o; eiwg(p(W)¢(u))”dw. (2.12)

Usando o fato de que |P(w)| < 1e |(u)| < 1 sdo as transformadas de Laplace e Fourier

das distribui¢des de probabilidade,

< / IP(x)e |dx

—00

B(w)| = ‘ / OZOP(x)eiwxdx

g/oo|P(x)||ei“’x|dx:/oo|P(x)]dx:1 (2.13)

| wmear) < [T (e ar

o0 _ut B o0 -
< [l = [lpoli=1, @14

entao temos

P(ru) = 1-9@ 1 /Oo e iwr Adw (2.15)

o que leva a
s 1—1 1
P(w,u) = plu) —.
uo 1=Plw)p(u)
A Eq. (2.16) é conhecida como equacdo de Montroll-Weiss (36) e serd o ponto de partida

(2.16)

para deduzirmos a equagdo de difusdo fraciondria. O que faremos a seguir € partir das
equagdes para () e P(x), que admitiremos conhecidas, para calcularmos as transforma-
das 1(s) e P(w), e em seguida substituirmos na Eq. (2.16). Finalmente, transformando

de volta para o espaco (x,t) obteremos uma equagéo diferencial fraciondria para P(x,tf).

2.1.1 Caso Difusivo

Vamos inicialmente resolver um exemplo conhecido para demonstrar o método geral.

Seja um caminhante aleatério que tenha P(x) e () com momentos bem definidos. Por
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exemplo, sejam uma distribui¢do gaussiana de passos e uma distribui¢do exponencial

para os tempos de espera,

P(x) — #efo/Zgzl l[J(t) _ le—t/r. (2.17)
2702 T
Note que a nossa escolha para a distribuicdo de passos €, de certa forma, bastante
geral. De fato, impondo uma distribuigdo de passos com momentos bem definidos,
esta converge para uma distribui¢do gaussiana, conforme o Teorema do Limite Central
discutido no capitulo anterior.

Tomando as transformadas de Laplace e Fourier das distribui¢des acima,

A _ _1((00)2 _ 1
P(w) = e 3, P = 17—

(2.18)

estamos interessados no limite em que u — 0 e w — 0, pois estes correspondem aos

limites t — oo e x — o0 quando qualquer tipo de transiente ja foi superado. Temos, entdo,

L 1— ¢ 1 1—(1-— 1

Pw,u) = Z’(”) = ( : TH) —— (219)
T 1
~ = ) 2.20
TU+w0?/2 g4 9 (2.20)
Desse modo,
2 2

uP(w,u) + wzj P(w,u) =1. (2.21)

Tirando, agora, a transformada inversa de Fourier e Laplace da expressdo acima e

usando as propriedades

FH(iw)" f(w)} = , FH1} =6(x),

L7Huf(u) = f(0)} = £ (1), L7H1}=4(1),

de modo que obtemos

w?o?

- p(w,u)} = F 1}, (2.22)

F! {uﬁ(w,u) +

w? 3P (x,u)

uP(x,u) — T 32 d(x). (2.23)
Aplicamos a transformada inversa de Laplace,
232
4 R B w_a Plxu) .1
L {uP(x,u) Tl G L7{6(x)}, (2.24)
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tal que
oP(x,t) 1 w? 2P (x,t)
Usando agora a condi¢do inicial P(x,0) = §(x), encontramos
dP(x,t) w?9?P(xt)

de modo que
OP(xt)  w?d?P(xt)
ot 2T Ox2
Chegamos, entdo, a famosa equacdo de difusdo (1.16), j& discutida no capitulo anterior,

(2.27)

com D/2 = w? /27, correspondendo ao caso particular da equagdo de Fokker-Planck e
que estd associada a um CTRW cujas distribui¢des tém momentos finitos.

Nas proximas subse¢des vamos mostrar que se considerarmos distribui¢des com mo-
mentos divergentes obteremos equagdes envolvendo derivadas fraciondrias associadas

a processos de difusdo andémala.

2.1.2 Caso Subdifusivo

Vamos partir agora da mesma distribui¢do de passos do caso anterior, porém agora
com uma distribui¢do de tempos de espera () com momentos divergentes. Vamos
usar o limite assintético da distribui¢do de Lévy a-estavel para ¢(t), discutida no
capitulo anterior. Note que, como distribui¢des de momentos divergentes convergem
para a distribui¢cdo de Lévy, conforme estabelecido pelo Teorema do Limite Central
generalizado, esta escolha é bem geral.

Temos, entdo,

a+1
P(x) = ——e ¥/27, H~ (), 228
(x) = ——¢ p(t)~ () (2.28)
ou ainda,
5 —w?c?/2 w?o? 2 —(ut)* Pt
Plw)=e ~1— 5 P(u)=e ~1—(ut)*. (2.29)
Novamente, tomamos os limites u — 0 e w — 0, e substituindo na Eq. (2.16), ficamos
com,
N 1— ¢ 1 1—(1-— a 1
By 1200 11— @) .
u  1—P(w)P(u) u 1—-(1—-w?0?/2)(1— (ut)%)
_ (ut)® 1 _ 1 _
u (un)*+w?202/2  u+ wul~K,’ Yo
(2.30)
de onde obtemos ,
Plwu) + Ky P(w,u)w?u™ = =, (2.31)

u
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Tirando as transformadas inversas de Laplace e Fourier e usando a seguinte proprie-

dade
1, t>0;
L1 {1} =0(t) = (2.32)
u 0, t<0,
obtemos .
FUP(wu) + Kyw®u "Plw,u)} = ]—"*1{;}, (2.33)
de onde podemos escrever
P(xu) — K u_"‘a—zp(x u) = 1(S(x) (2.34)
’ oox2 Y u '

Aplicando agora a transformada inversa de Laplace,

L1 {P(x,u) — K“u_“aa—;p(x,u)} =71 {%} 5(x), (2.35)
entao )
P(x,t) — KQ%El {u="P(xu)} = O(t)é(x). (2.36)

Acima, O(t) é a fungdo teta de Heaviside. Entretanto, como usualmente ¢ > 0, entdo
O(t) =1.
Neste ponto, se utilizamos a defini¢do de derivada fraciondria de Riemann-Liouville,

podemos escrever

dﬁf _ 1 ar ot g B dr dﬁ—nf
(dtﬁ>0_1"(n_‘3)ﬁ/o (t—T) p 1f(T)dT—ﬁ(dtﬁ_n>o, (2.37)

onde pay t
n 1
= _ \n—p—1
(dtﬁ—n )0 T T(n-p) /0 (t =)= f(r)dz. (2.38)
Utilizando o resultado da Eq. (1.85),
PN g
£{<dtﬁ—n)0}—” L{f(t)}, (2.39)
de modo que
L7Hu Plru)} = (—d df(f 2 ) - (2.40)

Mostramos o resultado acima apenas para o caso 0 < a < 1. Contudo, em (21) este

resultado é generalizado para todo « real. Temos, portanto,

P (A P(xt)\
axZ( At )0—@(15)5(96), (2.41)

P(x,t) - K[X

ou ainda,

d*P(x,t) 02 [ d* d=“P(xt)\ d“o(t)
( A« )O_lew (ﬁ)o(dt—“)o—(s(X) ( e )0. (242)
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Note que, como estamos assumindo ¢ > 0, a derivada da funcao teta pode ser expressa

como a derivada da unidade, calculada na Eq. (1.76). Se usarmos a seguinte proprie-

dade (21, 28),
d* d=*f(t)\
(), (27 ) =00 )
Temos,
d*P(x,t) 02 _ ) .
<7> . — Kaﬁp(x,t) = mt . (244)
Para o caso x # 0, ,
d*P(x,t)\ __ 0
(T>o = Kaz5P(xt) (2.45)

A equacdo acima representa a equacdo de difusdo com derivada fraciondria no tempo
e derivada espacial candnica. Note que, se compararmos com a Eq. (1.16), observamos
que K, esta relacionado com a constante de difusdo via K, = D /2. Podemos citar como
exemplos de fendmenos subdifusivos o moviemento de células em meios biolégicos
(37) que pode ser modelada pela (2.45). Podemos citar como exemplo de processos

subdifusivos o transporte de cargas em semicondutores (38).

2.1.3 Caso Superdifusivo

Vamos agora considerar um exemplo diverso do caso estudado na subsecdo anterior,
isto é, uma caminhada aleat6ria com distribuicdo de passos superdifusiva, novamente
a de Lévy a-estavel, e uma distribui¢do de tempos de espera poissoniana, governada

pelo Teorema do Limite Central. Teremos entdo

B 1 rys o\ a+1
P = 7, Px)~ () (2:46)
com
~ ]. A o
= ~1— P(w) =e (@) ~q — £, 2.47
B = — =1, (w) =e (jwlo) 247)
Substituindo na Eq. (2.16),
. 1—1P(u) 1 1—(1—ur) 1
p , = — = =
(wm) U 1-D(w)p(u) u o 1= —ut)(1 - (Jwlo)®)
| (2.48)
ut 1 I | P
Cuut+ (lwle)r 4 (el w4+ Ky |wl®? T
T
de onde obtemos
1=P(wu)u+ Plwu)Ky|wl|*. (2.49)

Aplicando novamente as transformadas inversas de Laplace e Fourier e utilizando as

mesmas propriedades dos casos anteriores,

L1y = 7Y P(wu)u + P(w,u)Ky|w|*}, (2.50)
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entao 3
5(t) = Eﬁ(w,t) + P(w,t)Ky|w]™. (2.51)
Aplicando agora a transformada de Fourier,
FUo(0)) = F 2 Pwh) + PlwhKdwl*), (252)
obtemos 3
d(t)o(x) = EP(x,t) + FHP(w,t)Ky|w|"}. (2.53)

Utilizando a derivada de Riesz, comumente definida em problemas em fisica, como

discutido no capitulo anterior,

ad ar
5(H)o(x) = gP(x,t) ~ T (P(x,t)Ky). (2.54)
Para t # 0 e x # 0, escrevemos
9 plat) = L (P(xb)Ky) (2.55)
ot Tyt VTS '

A equagdo acima representa a equagdo de difusdo com derivada fraciondria no espacgo e
derivada temporal canonica. Mais uma vez, ressaltamos a relacdo entre o parametro
K, e a constante de difusdo D /2 presente na Eq. (1.16). Vamos, em seguida, resolver as

equagdes diferenciais fraciondrias para os casos subdifusivo e superdifusivo.

2.2 Solucao dos Casos Subdifusivo e Superdifusivo

2.2.1 Caso Subdifusivo

A partir da Eq. (2.30), escrevemos
1 1 1

P(w,u) = = . 2.56
(co,u) u+ wul=*K, ul=*K, (w? 4+ u*/Ky) (2.56)
Voltando para o “espaco real”,
N 1 1
P(x,u) = F1 . 2.57
(o) = g { (@2 + ut/Ky) } (2.57)
Utilizando
1 e*\/u’x/K,x|x\
F1 { 5 } = ) (2.58)
(w?+u*/Ky) 2/ u* /K,
logo
. e*\/u”‘/Kﬂx\
Plxu)= ———n. 2.59
(x,u) T2 R (2.59)
Aplicando agora a transformada inversa de Laplace, obtemos
L a1, -2 TR x|
P(x,t) = 2\/K_pc£ {u e } (2.60)
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A equacdo acima pode ser expressa na forma (39)

£ ey <t o

{oo}
(0.1} ] , (2.61)

{ap,Ap}

{g,Bq}

onde Hy 7' [z
dades da fun¢do de Fox no Apéndice desta tese, de onde podemos deduzir que

] é a funcdo de Fox (39, 40, 4). Discutiremos algumas proprie-

1 x| {1—a/2,a/2}
P(xt) = ——t %21V | Lo p0/2
(x:8) 2K, U VK, {01}
(2.62)
_ 1 10| x| | {1—a/2,a/2}
VAK VK {01} '
A solugdo acima pode ser expressa na forma computdvel como (4, 39, 40)
—a\Y —(v+1)/2
P 1 i (_1)V|x’1/ (t 2) K, (v+1)/ N
x,t) = .
ViR & wT(-F-§+0)

a partir da qual fazemos o grafico da solugdo no caso subdifusivo, Fig. 5.
No limite « =1, a Eq. (2.45) se torna a equacdo de difusdo normal e, consistentemente,

a partir da Eq. (2.63) temos que

P(xt) = ﬁe—xz/%ﬁ (2.64)
Recuperamos, entdo, a solu¢do gaussiana apresentada na Eq. (1.30). Na Fig. 6, apre-
sentamos uma comparagao entre as solugdes da equacgado de difusdo para diferentes
valores de « e mesmo t. Note que quanto maior o valor de «, mais a particula se difunde.
Isto pode ser entendido pela forma de ¢ (t). De fato, como 9(t) ~ t~(®+1) entdo quanto
maior o valor de &, menor a probabilidade de que o caminhante fique um longo tempo
parado sem executar passos e, portanto, se difunde mais.

O comportamento subdifusivo também pode ser verificado se observarmos que

(x®)(u) =/ x?P(x,u)dx = lim x2P(x,u)e* dx

e @0 oo 2 (2.65)
T 25 T Y5
= 3;11—1}0]: X P(x,u)} = 6%}11_11)0( 1)dw2P(w,u).
Como
P(w,u) = ! ! (2.66)
! - ulilxKa (CL)Z + ua/le)’ )
entao ) ( 2)2
. d . _2 M“/K‘X - 360 _ZKDC
Iim —P(w,u) =1 = , 2.67
w530 de? (o) w20 ul=eK, (w?+4u*/Ky)3 ylte (2.67)
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Figura 5 — Gréfico da probabilidade P(x,t), dada pela Eq. (2.63), em func¢do do tempo
para « = 1, que representa o limite da equagao de difusdo normal, para
t=0.0502,1,ea=1/2parat=0.1,1,10, ambos utilizando K, = 1.
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Figura 6 - Comparagdo da probabilidade P(x,t) dada pela Eq. (2.63) para diversos
valoresdeaxemt=1com K, = 1.

0,5 T T T T T T

de modo que, finalmente,

2K,

2K, t*

<x2)(u)u1+a —  (x*)(t) = A +a) (2.68)

Vemos, entdo, que o comportamento subdifusivo apresentado na Fig. 6 é verificado
no regime 0 < & < 1, onde temos um caminhante aleatdrio cujos tamanhos dos passos
sdo sorteados segundo uma distribuigdo gaussiana e os tempos de espera segundo a
distribuigdo de Lévy, gerando tipicamente longos tempos de espera.

2.2.2 Caso Superdifusivo
Vamos agora analisar o caso superdifusivo. A partir da Eq. (2.48), temos que

1

Plwu)=————.
((,du) M—‘—K“’a]’a

(2.69)
Invertendo as transformadas de Fourier e Laplace,

5 1 I O T L
Plwt)=L  {P(wu)} =L {LH—K,X]aJ]“ =e , (2.70)
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de modo que
P(x,t)=F " {P(wt)} = %/ e iwxe—Kalwf g,
_ 1 oo —Kyw™t
= %/0 cos(wx)e dw @2.71)
= — Oocos wx)HW | w(Kt)V* dw,
art Jo (wx)Hyy |w(Kat) {0,1/a}
onde usamos a propriedade (4, 39, 40)
HW |z = | =B '2"Bexp (zl/ B). 2.72)
’ {b,B}
Ao usarmos o seguinte resultado (41),
®© A
/ dt 1 cos(kt)Hy' [at” Lap, Ay}
0 {bg,By}
1+
_ Tt [k_y {1- bquq}{Tpé} ] S kS0,
@RI | | (o) (1= ap A 5
(2.73)
podemos escrever (4)
1 x 1,1/a}{1,1/2
P(x,t) = —H,, b |1 r /e {1172} (2.74)
ax == | (Kyt) {11}{1,1/2}
ou ainda, na forma computavel,
1
| e (-x)veos (3T (422)
P(x,t) = — 2.75
(x ) ‘XVEO V!T((Kat)(w_l)/“ ( )
Como casos particulares temos, paraa =1,
1 Kyt
Pxt)=— —F5—, 2.76
(xt) T (Kyt)? + x2 (2.76)
e para ocasoa =2,
1 2
P(xt) = — e ¥ /4K, 2.77
(xt) =3 NN (2.77)

Note que no limite & = 2 temos uma distribuigdo gaussiana, como esperado. Este

resultado é consistente com o fato de que nesse limite a Eq. (2.55) se torna a equacéo de

difusdo normal, que, como vimos anteriormente, tem, de fato, a gaussiana como solugao.

Além disso, a partir da Eq. (2.70) vemos que P(w,t) também pode ser relacionada

com a fungdo caracteristica da distribuicdao de Lévy a-estdavel, de modo que P(x,t) é

identificada, portanto, com a prépria distribuicdo de Lévy a-estavel (4). Este resultado
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também é consistente com o Teorema do Limite Central generalizado. De fato, se um
caminhante aleatério possui os tamanhos de passos regidos pela distribuicdo de Lévy
n-estavel, entdo a probabilidade de encontrar o caminhante em uma posigdo x, apés um
grande ntiimero de passos, é dada por uma distribui¢cdo de Lévy a-estdvel. No limite
a =2, a distribui¢do gaussiana é recuperada, como esperado.

A solugdo do caso superdifusivo encontra-se ilustrada na Fig. 7. Por outro lado, a
Fig. 8 mostra uma comparagdo entre as solu¢des da equacdo de difusdo fraciondria para
diferentes valores de «. Note que quanto menor o valor de &, maior a probabilidade de
encontrar o caminhante em pontos distantes da origem da caminhada, se comparada
com o caso gaussiano, demonstrando assim a superdifusividade para o < 2.

O comportamento superdifusivo também pode ser verificado calculando os momen-
tos da distribui¢do. O momento de ordem g é dado por

(x1)(t) = /oo xTP(x,t)dx = 2/0c>o xTP(x,t)dx

—00
2 [
el
a Jo /

x|

) (2.78)

{1115}

Temos, acima, uma transformada de Mellin (4, 39), definida por

MAf(H)} = /0 =L ()dt. (2.79)
As fungdes H se transformam segundo Mellin da seguinte forma (4, 39):

|y TR B
N q P .
[T ysa T = bj = Bjs) I, 1 T(aj + Ajs)

{aprAp}
M HM gt
{ M[ {bg,By}

LOgO, escrevemaos

(2.80)

() (£) = %(Kat)q/“rf(_lqu‘?rr((l f; ‘;‘)2) _ %r(q)r (1= ) sin (I0) (kat)?'*. @281)
Para o caso g — 2~, temos que (x2)(t) ~ t*/%, o que implica em superdifusdo para
o caso & < 2. Temos, portanto, uma verificagio do comportamento superdifusivo da
solugdo acima da equagdo de difusdo fraciondria (2.55). Como exemplo de processo
superdifusivo, temos o movimento de elétrons em semicondutores que foi foi verificado
experimentalmente em (42). Além disso, pequenas modifica¢des da (2.55) permitem
escrever a uma equagdo de Schrodinger fraciondria (25).

Neste capitulo, vimos como as derivadas fraciondrias podem ser usadas para mode-
lar a difusdo andmala no espago livre. No préximo capitulo, vamos discutir o uso do
Método das Imagens para a obtengdo de solugdes em espacos finitos, e analisaremos os

casos em que esta solugdo é de fato valida.
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Figura 7 — Gréfico da probabilidade P(x,t) dada pela Eq. (2.75), em fung¢do do tempo

paraa =1lea =3/2,parat=1,5,10, ambos utilizando K, = 1.
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Figura 8 - Comparacdo das probabilidade P(x,t) para t = 10 dadas pela Eq. (2.75) para
diversos valores de « utilizando K, = 1.
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3 Difusao com Condicoes de Contorno

Neste capitulo, vamos discutir como relacionar a difusdo em espagos finitos e semi-
infinitos, onde precisamos introduzir condi¢des de contorno, com a solug¢do para o caso
livre, discutida no capitulo anterior. A validade destas solucdes serd analisada a luz do
teorema de Sparre-Andersen.

3.1 Funcoes de Green e Método das Imagens

Vamos, inicialmente, obter a func¢do de Green (43, 44) da equagdo de difusdo normal
para o caso livre e relacionéd-la com a func¢do de Green do espago finito (45). Seja a

equacdo de difusdo normal com a condigdo inicial P(x,t =0) = f(x),

oP 9P
g _— @. (3.1)
Tirando a transformada de Laplace,
P 9’
5 * 5 (3.2)
uP(x,u) —P(x,0)=A Wp(x,u) :
-~ 0% -
uP(xu) — A wp(x,u) = f(x),
podemos entdo escrever,
Pru)= [ Glxyiw)f(y)dy, 63
onde G(x,y;s) é a fun¢do de Green. Observamos (43) que, para uma equacao da forma
m d}’l
D:P(x) = f(x) Dy = Z Ly (3.4)
n=0 x
a solucdo pode ser expressa como
Px)= [ Glxa)f )y, (35)
onde
D,G(x,y) =6(x —y). (3.6)

Ao mesmo tempo, podemos definir uma probabilidade de transi¢do T(x,y;t), que
determina a probabilidade de que o caminhante saia da posi¢do y e chegue na posigdo
x, percorrendo esta distancia num tempo . Temos, entdo, que

Pet) = [ Tyt f )iy, (37)

—00



Capitulo 3. Difusio com Condigdes de Contorno 50

Podemos relacionar a probabilidade de transi¢do com a func¢do de Green pela relacao,

Pl = (P} = £{ [ T(x,y;wf(y)dy}
* (3.8)
= / dyf(y) C{T (xy;t)} = / (ey;u) f(y)dy,
de modo que
Gloy;u) = L{T(xy;t)}. (3.9)
Observe, ainda, que podemos escrever a probabilidade de transi¢do como
t
T(x,y;t) = / T(x,z;t —T)F(z,y;7)dT,, (3.10)
0

onde F(z,y;T) é a probabilidade de atingir a posicao z pela primeira vez no tempo T,
partindo de y. Note, portanto, que estamos somando, para diferentes valores de 7, as
probabilidades do caminhante estar em uma posi¢do z em um tempo T e de ir para x,
demorando um tempo t — 7.

Tirando a transformada de Laplace da Eq. (3.10), obtemos

G(xy;u) = G(x,zu)F(zy;u). (3.11)

Note, contudo, que, dada a simetria do problema, T(x,y;t) = T(y,x;t), pois estamos
admitindo uma distribui¢do simétrica de passos para a direita e para a esquerda. Isto

também implica que G(x,y;u) = G(y,x;u). Entdo, podemos escrever

G(y,x;u) = G(z,x;u)F(z,y;u). (3.12)

Multiplicando a equagdo f(x) e integrando,

[e¢]

/_OOG(y,x;u)f(x)dx: 00G(z,x;u)lf(z,y;u)f(x)alx (3.13)

P(y,u) = P(zu) F(z,y;u).

Voltando, agora, para a Eq. (3.2), escrevemos

/\

& Bu) = F(x)

ox? (3.14)

u [Py By - 4 2 [P Fy )] = ().

Vamos supor que x esteja concentrado no intervalo (y,0), de modo que, para um

uP(xu) — A

valor de x fora desse intervalo, assumimos f(x) = 0. Em outras palavras, escrevemos

2

= ﬁ(y,u) [uf(y,x;u) — A %f(y,x;u)] . (3.15)

Temos de ter, entao,
~ 9% ~
”F(y/xm) =A WF(ylx;u)/ (316)
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de modo que
E(y,x;u) = Cly;u) exp (— %x) (3.17)

Aqui, C(y;u) é uma fungdo que depende apenas de y e u, que serdo determinados a
seguir.
A partir da Eq. (3.13), escrevemos

P(x,u) = P(y,u)E(y,x;u). (3.18)

Se tomarmos o limite x — v, temos de ter F(y,y;u) = 1. Portanto,

1=F(yy;u) = C(y;u) exp (—\/§y>

C(y;u) = exp ( %y).

E(y,x;u) = exp <— \/g(x — y)) . (3.20)

Contudo, mais uma vez, dada a simetria do problema, F (y,x;u) = F (x,y;u), pois a

(3.19)

Obtemos, entao,

distribuicdo de passos é simétrica. Logo, podemos escrever

F(y,x;u) = exp (—\/g|x—y|). (3.21)

Vamos agora determinar G(x,y;u). A partir da Eq. (3.11),

G(xyiu) = G(x,zu)F(zy;u). (3.22)
Para z = x, ficamos com
G(xy;u) = Gla,xu) F(xy;u). (3.23)

Dada a ja citada simetria de G(x,y;u), observamos que G(x,x;u) tem de ser uma fungdo
que depende apenas de u. Da Eq. (3.3), obtemos

Pleu) = [ Gy fdy = [ Gloxu) By fdy (624
- -
=C) [ E(xym)fy)dy. (3.25)

O resultado acima vale para todo f(x). Vamos, portanto, determinar C(u) usando
f(x) =1ecom isso determinar G(x,y;u):

Plxa) = C(u) [~ Flxysu)f(y)dy .26

=C(u) /iexp (—\/g|x—y|)dy:2C(u)\/§. (3.27)
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Substituindo de volta na Eq. (3.2),

2
1=uP(xu)— A a—P(x,u) =2C(u)V Au,

0x2
Clu) = —
2\/Au'

Entdo, podemos escrever G (x,y;u) tal que

G(x,y;u) = 2\/1Eexp <—\/g|x - y|) (3.29)

Com isso, podemos resolver a equagdo de difusdo para um f(x) arbitrario. Se, por

(3.28)

exemplo, fizermos f(x) = d(x — xg), recuperamos a solugdo obtida no comego desta

tese. Vamos verificar esse resultado a seguir. Escrevendo

~ oo 00 1
P(xu) = /_OOG(X/V}”)f(y)dy = /_oomexp <—\/ %|x - ]/|>(5(]/ — xo)dy  (3.30)
1 u
“ovau (_\/ Z‘x—xd)' 31

e, em seguida, invertendo a transformada de Laplace, obtemos

_ 1 u
P(xt)=L 1{2mexp (—\/;|x—xo|)} (3.32)
Ix—xo\)2 1] ¢~ (x—x0)?/4At

1
N 2+/ At P [_ ( VA 4t VAATTt

Esta é a mesma solugdo obtida na Eq. (1.25), identificando A = D /2. Podemos utilizar

(3.33)

o método discutido nesta se¢do para obter também a solucdo da equagdo de difusao
para espagos semi-infinitos e finitos (45). Com isso, precisaremos também introduzir as
condi¢des de contorno apropriadas ao problema. Vamos tratar, em seguida, as condi¢des
de contorno absorventes. Nesse caso, assumimos que, ao atingir a barreira, o caminhante
é retirado do sistema e a caminhada se encerra, de modo que a probabilidade de

encontrar o caminhante na barreira é nula (17).

3.1.1 Uma Barreira Absorvente

Vamos tratar nesta secdo o caso de uma barreira absorvente localizada em x = 0.
Nessa situagdo, o movimento do caminhante esté restrito ao semi-eixo positivo, ja que,
ao atingir a barreira, a caminhada termina, como mostrado na Fig. 9.

Podemos escrever a taxa de transi¢dao do caso semi-infinito, T (x,y;t), em fungdo
da taxa do caso livre, T(x,y;t), pela relagédo,

t
T (xy;t) = T(xy;t) — / T(x,0;t — T)F(0,y;7)dT. (3.34)
0



Capitulo 3. Difusio com Condigdes de Contorno 53

Figura 9 — Esquema da movimenta¢do de um caminhante aleatério em um espaco
semi-infinito com barreira absorvente. A caminhada inicia em x = xy e 0
caminhante é absorvido pela barreira se passa para o semi-eixo negativo.

-
-
.
A
L Y
A 4

Note que estamos subtraindo da taxa de transi¢do do caso livre a probabilidade de
que o caminhante, iniciando em y, atinja a origem e volte para x. Com isso, estamos
garantindo que a transi¢do de y para x s6 ocorre via trajetérias contidas no semi-eixo
positivo.

Tirando a transformada de Laplace da equacdo acima, obtemos

G (xy;u) = Gxy;u) — G(x,0;u)F(0,y;u). (3.35)

Utilizando os resultados da sec¢do anterior,

&) (2, 510) = 2\/_{exp< \f|x_y|) p(- \f|x|)exp( /- W)}
it ( ) e (560}

2
=G(xy;u) — G(—xy;u).
(3.36)
Podemos, entdo, inverter a transformada de Laplace e obter
Se utilizarmos P(x,0) = f(x) = é(x — xp), logo
P(l)x,t :/wT(l)x,;t d:/ooTx,;t —T(—xy;t)|0(y — xp)d
(xt) A (x ;1) f(y)dy O[(y) (—xy;t)]6(y o)y(3.38)

= P(x,x0,t) — P(—x,x0,t).

O resultado acima lembra em muito a solucdo via método das imagens para o potencial

eletrostatico (44). Podemos imaginar que estamos colocando um “caminhante imagem”
no eixo negativo, de modo que a condigio de contorno ¢ satisfeita ao notar que P(1) (x =
0,t) =0.
Utilizando o resultado da Eq. (3.33), temos
e—(x—x0)2/4At e—(x+x0)2/4At

PO == e~ aAmr (3.39)
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Na Fig. 10, mostramos um grafico da equacdo acima para varios valores de t e um xy
tixo. Note que, assim como no caso livre, a particula que estava localizada em x( se
difunde. Observe também que a probabilidade de encontrar o caminhante na origem é

sempre nula.

Figura 10 — Grafico da probabilidade P(!)(x,t) para o caso difusivo, dada pela Eq. (3.39),
parat=1,10,20 e xg = 5. A barreira absorvente estd localizada em x = 0.
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Na Fig. 11, mostramos o gréfico de P(V)(x,t) para diferentes valores de xy. Observe
que, para um xp proximo da barreira, a probabilidade de que o caminhante seja absor-
vido é maior. De fato, quanto maior o valor de x(, menor o efeito da barreira a medida

que o tempo passa.
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Figura 11 — Grafico da probabilidade P(!) (x,t) para o caso difusivo, dada pela Eq. (3.39)
t=1ex9=1,5,10. A barreira absorvente esta localizada em x = 0.
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Podemos utilizar o mesmo formalismo para o caso da caminhada subdifusiva.
Substituindo a solugdo do caso livre, expresso pela Eq. (2.62), na Eq. (3.38), temos que

PO (x) = 1 0 [x —xo|| {1—a/2,a/2}
T VAK T VKR {01}
(3.40)
1 1,0 | [x + xo|

VAK VK {0,1}

Na Fig. 12, observamos o grafico da equagdo acima para « = 1/2. Note que, mais

{1—wa/2a/2} ] |

uma vez, o comportamento esperado para a barreira é observado, e que a medida
que o tempo passa a particula vai sendo absorvida pela barreira. Se compararmos a
Fig. 12 com a Fig. 10, que representa o caso gaussiano, vemos que a absor¢ao do caso
subdifusivo é mais lenta, ja que o tempo que o caminhante difusivo leva para chegar a

barreira é em média maior.

Figura 12 — Gréfico da probabilidade P(V)(x,t) para o caso subdifusivo dado pela
Eq. (3.40) para w = 1/2 e xg = 1, para vérios t = 0.2, 2,20. A barreira ab-
sorvente estd localizada em x = 0.

Na Fig. 13, observamos o grafico da Eq. (3.40) para vérios valores de a. Note que
quanto menor o valor de &, o que implica em uma maior subdifusdo do caminhante,

maior a probabilidade de o caminhante néo ter sido absorvido pela barreira.
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Figura 13 — Gréfico da probabilidade P (x,t) para o caso subdifusivo dado pela
Eq. (3.40) paraax =1/4,1/2,3/4,1, xo =1 e t = 1. A barreira absorvente
estd localizada em x = 0.
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Passemos agora para o caso do caminhante superdifusivo. Utilizamos a solu¢do do
caso livre, Eq. (2.74), em conjunto com a Eq. (3.38), para expressar a solugao do caso
superdifusivo com uma barreira absorvente na forma

(1) _ 1 11| [x—xol | {1,1/a}{1,1/2}
P (x't)_DC(X—Xo)HZ'z (Kat)l/“ {1’1}{1,1/2}
(3.41)
1 | x| {L1/aj{1,1/2}
a(x+x0) 22 | (KeH)Ve| {113{1,1/2} |

A partir das Figs. (14) e (15), vemos que o efeito da barreira é maior se comparado aos
casos difusivo e subdifusivo, justamente pelo fato de que o caminhante atinge a barreira

em média mais rapidamente quanto menor for o valor de «.

Figura 14 — Gréfico da probabilidade P() (x,t) para o caso superdifusivo dado pela
Eq. 341) paraa = 3/2, xo =1 e t =1, 2, 5. A barreira absorvente esta
localizada em x = 0.

0,25 . I . . . i .
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Figura 15 — a probabilidade P()(x,t) para o caso superdifusivo dado pela Eq. (3.41)
paraxg=1,t=1ea =1,3/2. A barreira absorvente estd localizada em x =
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Vamos a seguir mostrar como tratar, via o método de func¢des de Green que discuti-
mos anteriormente, o caso de duas barreiras absorventes, situacdo associada a difusao

do caminhante em um espago finito.

3.1.2 Duas Barreiras Absorventes

Vamos analisar o caso de um caminhante limitado ao intervalo [0, 4], com as barreiras

absorventes localizadas nos extremos deste intervalo conforme mostrado na Fig.16.

Figura 16 — Esquema da movimentac¢do de um caminhante aleatério em um espago
finito com barreira absorvente. A caminhada inicia em x = x e 0 caminhante
é absorvido pela barreira em x = 0 se passa para o semi-eixo negativo e pela
barreira em x = a se um passo o leva a uma posi¢do x > a.

Utilizando o resultado da segdo anterior, podemos escrever a taxa de transigao na

forma

TO) (xy;t) = (x,y;1) /T (x,a;t — T)F(a,y;T)dT. (3.42)

Note que o termo T() (x,y;t) garante que o caminhante nio vai estar em um x negativo,
a esquerda da barreira localizada em x = 0. Ja o segundo termo acima garante que o
caminhante ndo passa para a regido em que x > g, a direita da barreira localizada em
x = a. Em outras palavras, subtraimos da taxa de transi¢do do caso de uma barreira
a probabilidade de que o caminhante, iniciando em y, atinja a e volte para x. Com
isso, garantimos que a transigdo de y para x s6 ocorra com por trajetdrias contidas no
intervalo [0,4].
Tirando a transformada de Laplace da equagdo acima,

é(z)(x,y;u) = @(1)(x,y;u) — @(1)(x,a;u).f(a,y;u) (3.43)

Mas, a partir da Eq. (3.23), escrevemos

—~ ;1) .
Fay;u) = W (3.44)
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Entao,

. R é(l)(xu u)G ()( 1)
(2) ) — A o) ay,u
60 i) = S ) = =5

Gxyu) = G(=xy;u)
[ xa;u) — G(—x, a'u)] [é( yu) — @(—a,y;u)}
S

a,a;u) a,a;u)]

T 2VAu[1 - eip (—/%24)] {eXp (_\/;’x ‘y‘)
—exp (— (Za—x—y)) —exp (—\/>(x+y)>

+ exp (— (2a—|x—y]))}.
Usando, agora, que
(1 — exp (— 2a)) 2 exp ( \/> 2an> (3.46)

G (xy;u Z{eXP{ \/%(!x—ylﬂan)}
—exp [~/ (-x —y+ 2000+ 1) .
B ST,
+exp [/ atn+1) - -] }.

Se fizermos a mudanga n — —n — 1 nos segundo e quarto termo, podemos escrever

C i) = Y- exp [~/ g2+ 15—

_\/E]Zan+x+yq

(2an + |x —y\)}

(3.45)

N

NEINE
| =

| =

obtemos

—exp
Z exp{

VAU
— exp [—\/>(2an+x+y)}.

P(x,u) = /_o:o G (xy;u) f(y)dy. (3.49)

(3.48)

D>|:|—|

| =

Podemos, entdo, obter P(2) (x,u),
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Para o caso do caminhante iniciando na posigdo xg, f(x) = é(x — xp), temos que

PP (x,u) = (2an + |x—x0|)}

> =

2\/A_u n_z,ooeXp {

(3.50)
—exp {—, / %(2&171 +x+ xo)} .
Invertendo a transformada de Laplace,
PP (x,t) = Ve [ 4At (2an + |x — xo|) }
1
—exp [—E(Zan + x+ x0) } (3.51)

o0

= Y P(|x —xo| +2an,t) — P(x + xo + 2an,t).
n=—oco

A Eq. (3.51) representa a solugdo da equagao de difusdo normal no intervalo [0,a]. Note,
mais uma vez, a relacdo com o método das imagens no contexto do eletromagnetismo.
Temos agora infinitos “caminhantes imagem”, que garantem que as condic¢des de
contorno P (x = 0,t) = 0 = P?)(x = a,t). Podemos verificar este fato nas Figs. 17 e 18.

A Fig. 17 representa o grafico da Eq. (3.51) para um tempo fixo e diferentes valores
de xo. Note que a proximidade de qualquer uma das barreiras altera a forma da distri-
buicio P? (x,t). Ja na Fig. 18,temos o grafico da Eq. (3.51) para um valor de xq fixo e
diferentes valores de tempo. Observe que as condi¢des de contorno continuam validas,
independente do tempo, e que a medida que o tempo passa a particula é absorvida
pelas barreiras.
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Figura 17 — Grafico da probabilidade P(?) (x,t) para o caso difusivo dada pela Eq. (3.51)
parat=1,a=10e xy =2, 5 e 8. As barreiras absorventes estdo localizadas
emx=0ex=a.

T | T T T T | T
- — x,=2| |
025} — x,=5|
L _ x0=8 i
o2 a=10
Il - i
R0 I51- .
ol
~ L _
Q
R o1 _
0,05 |
0 | Il 1 Il | 1
0 2 4 8 10 12

=

Figura 18 — Grafico da probabilidade P(?) (x,t) para o caso difusivo dada pela Eq. (3.51)
paraa =10, xg =5et =1, 5 e 15. As barreiras absorventes estdo localizadas
emx=0ex=a.
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Podemos utilizar as Egs. (3.51) e (2.62) no caso do caminhante subdifusivo no espaco

finito:
1 > |x — xo +2an|| {1 —a/2,a/2}
p@) x,t) = HY
(xt) VAK, n;,m 11 VK {0,1}

(3.52)

1,0
_Hl,l

|x +xo+2an|| {1 —a/2,a/2}
VK {0,1} '

Na Fig. 19, vemos o gréfico da Eq. (3.52) para um valor de ¢ fixo e diferentes valores

de xp. As curvas mostradas correspondem a soma de apenas trés termos na Eq. (3.52).
De fato, diferentemente dos casos anteriores, a medida que maiores valores de n sdo
considerados, surgem problemas de convergéncia numérica das func¢des de Fox. Apesar
disso, note que as condi¢des de contorno sdo satisfeitas e que o comportamento qua-
litativo da curva é idéntico ao das referéncias (4, 46). Destacamos também que nestes
trabalhos a distribuicdo P(?)(x,t) é calculada apenas para xy = 0, em um intervalo finto
[—a,a)]. Por outro lado, a nossa soluc¢do dada na Eq. (3.51) é vélida para um xo qualquer
no intervalo [0,4].

Na Fig. 20, temos o gréfico da Eq. (3.52) para um valor de xg fixo e diferentes
valores de t. Note que, apesar da dificuldade computacional mencionada, as condi¢des
de contorno sdo mantidas para os diferentes valores de ¢, e que o comportamento
qualitativo de absor¢do do caminhante pelas barreiras 8 medida que o tempo passa é

identificado.
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Figura 19 — Gréfico da probabilidade P (x,t) para o caso subdifusivo dada pela
Eq. (3.52) paraa =10, a =1/2,t =1e xop =2, 5 e 8. As barreiras absor-
ventes estdo localizadasem x =0e x = a.
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Figura 20 — Gréfico da probabilidade P@) (x,t) para o caso subdifusivo dada pela
Eq.(3.52) paraa =10,a =1/2,x90 =5et=1,5e 15. As barreiras absorventes
estdo localizadasem x =0 e x = a.
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Passando, agora, para o caso superdifusivo com duas barreiras, podemos utilizar as
Egs. (3.51) e (2.74) para escrever P(?) (x,t) na forma

2) _ > 1 11 | |x —xo| +2an| {1,1/a}{1,1/2}
T B e e | o |
B 1 11| x+x0+2an| {1,1/a}{1,1/2} .
a(x+x0+2an) 22| (Kut)l/e {113 {1,1/2} |

Na Fig. 21, temos o gréfico da Eq. (3.53) para um valor de ¢ fixo e diferentes valores de
xo. Uma vez mais, note que a proximidade da barreira altera a forma da distribuicao e
que as condig¢des de contorno sdo satisfeitas.

Por outro lado, na Fig. 22 observamos o grafico da Eq. (3.53) para um valor de xj fixo
e diferentes valores de t. Observe que as condi¢des de contorno sdo satisfeitas para os
diferentes valores de t, e que o caminhante vai sendo absorvido a medida que o tempo

passa.

Figura 21 — Gréfico da probabilidade P(?)(x,t) para o caso superdifusivo dada pela
Eq. 3.53) paraa =10,a =1,t =1e xo = 2, 5 e 8. As barreiras absorventes
estdo localizadasem x =0 e x = a.
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Figura 22 — Gréfico da probabilidade P(?)(x,t) para o caso superdifusivo dada pela
Eq. 3.53) paraa =10,a =1, xg =5 et =1,2 e 5. As barreiras absorventes
estdo localizadasem x =0 e x = a.
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3.2 Taxa de Sobrevivéncia

Na secdo anterior, apontamos que para um caminhante em espagos semi-infinito e
finito, o caminhante é absorvido pelas barreiras. Podemos calcular a chamada taxa de
sobrevivéncia, S(t), que é a probabilidade em funcdo do tempo de que o caminhante se
mantenha “ativo”, ou ainda, que ele ndo cruze as barreiras.

Para o caso semi-infinito, podemos escrever (46)

_ /0 P (x,t)dx. (3.54)

Por outro lado, a seguir vamos analisar separadamente os casos subdifusivo e

superdifusivo.

3.2.1 Caso Subdifusivo

Podemos tirar a transformada de Laplace da Eq. (3.54) e escrever

= /Oo P (x,u)dx. (3.55)
0

Mas, da Eq. (2.59),
uzx/Z—l B
e

e Kl (3.56)
14

P(xu) =
Logo, podemos escrever P() (x,u) como

P (x,u) = P(x — xg,u) — P(—x — xo,u)

/2= 1{ \/EM wl \/g(erxO)}. (3.57)
\/4K,X

Desse modo, ficamos com

2-1 m
u/ / /Ka\x xo| e ,/}*(—“(on)dx

V4K,

:l 1—e Vil
u

Podemos, entdo, calcular a taxa de sobrevivéncia do caso subdifusivo,

s(h) =L {8} = {1} . {1e737“”2} (3.59)

u u

X0 —qy2| {1a/2}
Vi (o1} ] (3.60)

Acima, usamos a transformada de Laplace da Eq. (A.12). Usando a forma computavel

(3.58)

=0(1) - Hy}

da fungdo de Fox, Eq. (2.63), e o fato de que estamos admitindo apenas ¢t > 0, podemos
escrever S(f) como

. v (=Y x \"
S(t)_l—ng:ﬂnlr(l_%)< _Kit“) . (3.61)
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No limite ¢ > (x3/K,)'/*, podemos usar apenas os primeiros termos do somatério, e

entdo (10, 46)

3.2.2 Caso Superdifusivo

Para o caso superdifusivo, temos que (13)

- /0 " PO () = / ma‘!xr1 {PU(wh}

—/ dx / dw e P (1),
onde

P (wt) = F{P(x = x0t)} = F {P(—x —xo.0)}
=F{P(x —xo,t)} — F{P(x +x0,t)}.
Acima, usamos que P(x,t) = P(—x,t). Logo, obtemos
PW(w,t) = e F {P(x,t)} — e 0 F {P(x,t)}

= ¢/ WX P (w,t) — e WP (e, t)
= 2isin (wxg) P(w,t).

Tirando a transformada de Laplace da Eq. (3.64),

/ dx / dw e *PM) (w,u)
—/ dx / dw e~ "*2isin (wxg) P(w,u).

A partir da Eq. (2.48), escrevemos

sin (wxo)

Q _ —iwx SHL\AQ)
S(u) = /d"/ dw e K

_ _/ _sin (wxp) /°° —iwx
u+Ka|w|“ '

Contudo, note que

o o )
/ e %y =lim [ e @ gy ; e>0
0 e—0.J0
o 1 i
= lim =gy = lim ——— = —,
e—0.J0 e—0 (—iw—€) w

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)
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de modo que

UL sin(wxp) (=1 _ z/‘” sin (wx)
S(u)_n/_wdwu+Ka|w|“(w>_n 0 dww(u-i—Kan"‘)

_ 2 (%, sin(wx) i/“’ sin (zxg(uKq)/®)
~ mu o w (1 + Kyw®/u) — 7tu Jo z(1+z%)

(3.70)

Tomando, agora, o limite u < 1, que corresponde ao limite ¢ > 1, temos que

Y o0 1/0( %—1 o0
S(u)wi/ iz zxo(uKa)' " 2xqu / gy 1 (3.71)
0 0

T tu z (14 z%) KL/« 14 z%

11 11

_ Zou = — /2x0 u . (3.72)
nKY® asin(m/a)  KY%xsin(7/a)
Invertendo a transformacgao, obtemos (13, 10)

1(a 2xot /%

S =18} = — . (3.73)
aKy “sin(rt/a)T(1—1/a)

Vemos, portanto, que o indice a da distribuicdo de Lévy a-estavel estd diretamente
ligado com a absorcdo pela barreira. Para o caso superdifusivo, quanto menor o &, mais
rdpido o caminhante é absorvido, o que estd de acordo com o fato de que valores de «
menores estdo associados a maior difusdo do caminhante.

Ja para o caso subdifusivo ocorre o inverso. Quanto maior o valor de &, menor
a chance de caminhante ser absorvido, visto que a difusdo dele é menor. Apesar de
bastante intuitivos, precisamos analisar esses resultados a luz do teorema de Sparre-
Andersen.

3.3 Teorema de Sparre-Andersen e Validade das SolucGes

O teorema de Sparre-Andersen (10, 47, 48, 49) estabelece que, para um processo esto-
castico markoviano regido por uma distribui¢do de passos simétrica e continua, a taxa
de sobrevivéncia S para uma caminhada no espago semi-infinito escala assintoticamente
com o ntimero de passos como 1~ /2,

Em um processo markoviano, o estado futuro do sistema depende apenas do estado
atual (50). Nesse caso, podemos fazer a correlagdo n < t, e o teorema de Sparre-Andersen
continua vélido também para processos realizados no tempo continuo, de modo que
S(t) ~ t~1/2 (10).

Note, entretanto, que esta correlacdo é quebrada (e, portanto, o teorema de Sparre-
Andersen néo vale) para as caminhadas subdifusivas e para as caminhadas de Lévy,
pois estas apresentam grande correlagdo espaco-temporal que torna o processo nao-

markoviano. Por outro lado, como discutido na Introdugdo da tese, os voos de Lévy ndo
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apresentam estas correla¢des espaco-temporais, de modo que a eles se aplica de fato o
teorema de Sparre-Andersen.

Podemos entdo dizer que a solugdo do caso superdifusivo no espaco semi-infinito,
apresentada na sec¢do anterior, ndo é vélida para voos de Lévy, uma vez que a forma
assintdtica de S(t) depende do expoente &, violando, desse modo, o teorema de Sparre-
Andersen. Neste contexto, diversas andlises numéricas foram realizadas e provaram
tanto que a solugdo do caso subdifusivo obedece S(t) ~ t~%/2, quanto que o caso
superdifusivo dos voos de Lévy obedece o comportamento S(t) ~ t~1/2, de acordo com
o teorema de Sparre-Andersen (10).

Chegamos, portanto, a conclusdo de que é necessario estabelecer um novo for-
malismo para obter a solu¢do da equagdo de difusdo fraciondria para voos de Lévy

superdifusivos em espacos finitos ou semi-infinitos. Faremos isso no préximo capitulo.
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4 Taxa de Sobrevivéncia para Espacos

Finitos

Os resultados apresentados neste capitulo encontram-se publicados em (51). Vamos
aqui tentar obter uma forma de expressar a distribui¢do P(x,t) para o caso de um cami-
nhante de Lévy superdifusivo em um espaco finito. Neste contexto, a falha, discutida
no capitulo anterior, do Método das Imagens, ou de fun¢des de Green, para resolver
esse problema ¢é oriunda do fato de que a derivada fraciondria é ndo-local, ou seja, a
derivada da fungdo em um dado ponto depende de uma integral da fungdo sobre um
intervalo, como visto na Introducdo desta tese. Isto faz com que definir a condic¢do de
contorno em um ou mais pontos especificos em que a funcdo seja nula ndo seja mais
suficiente (13, 51). Por isso, vamos tentar resolver esse problema usando o método de
equagdes mestras (12, 45).

As equacgOes mestras sdo equagdes que descrevem a evolugdo do estado de um
sistema a partir das chamadas matrizes de transi¢do (17). Esse tipo de equagdo é muito
utilizado para modelar reagdes quimicas. Nesse caso, o estado do sistema é a concentra-
¢do de cada um dos seus componentes e este estado em um tempo t depende do estado
em um tempo anterior. Poderiamos entdo, descrevé-lo através da equagdo 0P /dt = AP,
onde A é a matriz de transi¢do. Contudo, esta evolu¢do ndo precisa ser necessariamente
para um tempo continuo. Podemos descrever, por exemplo, a probabilidade de en-
contrar um caminhante aleatério em uma dada posicdo x no n-ésimo passo na forma
Py(x) = [ A(y)Py—1(y) (17, 50). Utilizaremos esse formalismo para estudar a difusdo

andmala em espacos finitos, como veremos agora.

4.1 Difus3o para Espacos Finitos

Vamos admitir um caminhante aleatério executando voos de Lévy, cujos passos
tém tamanhos ¢ regidos por uma distribui¢do de Lévy a-estavel que denotaremos por
pa(?). O caminhante se difunde a partir da origem, em um intervalo [—xo, L — xp], com
barreiras absorventes nos extremos, como ilustra a Fig. 23.

Vamos considerar no presente cdlculo que:

* Qu(x) é a distribuigdo de probabilidades de que o caminhante nédo tenha sido
absorvido até o n-ésimo passo e esteja na posi¢do x apds n passos, com —xg < X <

L—XO,'

. R,SL) (x) é a distribuicdo de probabilidades de que o caminhante néo tenha sido

absorvido até o (n — 1)-ésimo passo e seja absorvido pela barreira em L — xp no
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Figura 23 — Representagdo da movimentagdo de um caminhante aleatério em um espaco
finito com barreiras absorventes. No exemplo mostrado, o caminhante inicia
0 seu percurso na origem e é absorvido pela barreira da esquerda, uma vez
que o seu terceiro passo o levaria para uma posi¢do x < —xy.

N

r—=—x. =0 r=L—=z,

n-ésimo passo, ja que este o levaria para x > L — xp;

. R,(qx()) (x) é a distribui¢do de probabilidades de que o caminhante néo tenha sido
absorvido até o (n — 1)-ésimo passo e seja absorvido pela barreira em —xp no

n-ésimo passo, ja que este o levaria para x < —xo.

Com base nestas defini¢des, podemos escrever a equacdo mestra,

R () + RIL () + Quia(0) = [ Quwpalx = )y @)

Do lado direito, temos a soma das probabilidades de que o caminhante esteja em uma
posicdo —xp < y < L — xp no passo n, e que execute um passo que o leve a posigao x.
Como este passo pode levé-lo, ou ndo, para fora do intervalo finito, igualamos a soma do
lado direito com a soma da probabilidade de que ele seja absorvido, REZ +%( )+ R;SL+)1 (x),
e ndo absorvido, Qy+1(x). Com R(()XO) (x) = R(()L) (x) =0e Qo(x) =d(x), a equagdo acima
estd definida para todo n.

Tirando a transformada de Fourier da equacdo acima, temos

R (w) + RY) (@) + O (@) = On (@) Pu(w). (42)

"+1 e somamos em 7, onde z é um pardmetro com |z| < 1.

Multiplicamos a equagdo por z
Estas operagdes nos permitem utilizar o formalismo de fungdo geratriz (45). De fato,

escrevendo

i e [R1(1+%( ) + ﬁ,(ﬁgl(w) + /Q\nJrl(w)} = i Zn+1@n(w)ﬁa(w)

n=0 n=0
= (@) Y. 2"On(w), &
n=0 .
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obtemos
2Pa@)Qw) = ¥ 2 [RI(@) + R (@) + Quia ()]
= ¥ 2[R (@) + R (@) + Qu(e0)]
m=1
i ~ ~ ~ 4.4
=) z" RJO)(aJ)—i—R,(ﬂL)(w)—{—Qm(w)] “4
m=1
+2° [R{™ (@) + R(P (@) + Qo(w)]
— 2 [R§ () + R{Y () + Qo(w)],
tal que
2P (0)Q(w,z) = R (w,z) + R (w,z) + Q(w,z) — 1 45)
Q(w,2) [z (w) — 1] = R%)(w,2) + RV (w,z) — 1 '
Tirando o logaritmo de ambos os lados da equagdo acima,
In [1 — R0 (e,z) — RW) (w,z)} ~In [Q(w,z) (1- zﬁa(w))]
N (4.6)
~In [Q(w,z)] +1n[l — zpa(w)].
Logo,
1 ~ 1

Estamos interessados em calcular Q(w,z) para, a partir desta quantidade, obter
informagdes sobre Q(x,t). Como Q(x,t) estd definida para —xy < x < L — xp, vamos
aqui desprezar os termos envolvendo R(x0) (w,z) e R(L) (w,z), pois no espago real estas
fungdes estdo definidas fora do intervalo citado. Na verdade, esta operagdo constitui
uma aproximagdo, que mostraremos ao final deste capitulo ser de fato bastante boa.

Portanto, ficamos com

In [Q(w,z)} ~In [ ! } 2

——— | =) —Pi(w). 4.8
1—ZP0¢(CU) ;npa( ) ( )

Vamos, agora, fazer a seguinte analise. Seja P, (x) a densidade de probabilidades de
que o caminhante esteja na posi¢do x no passo n para o caso sem barreiras. Nesse caso,

podemos escrever

Poa(d) = [ pale—p)Pulydy 5 Polx) = () (49)
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Logo,
Pri1(w) = pa(w) Pu(w)
Pi(w) = pa(k)Po(cw) = i (@) w10
Py(w) = Pu(k)Pr(w) = Pa(w)
An( ) = pa(w).

o 1 X ~n rL—xg

n [Q(w,z)} =Y Zhw=Y= Py (x)e'“ dx. (4.11)
n—=1 1 n—=1 ™ J=xo
Note que estamos integrando apenas no intervalo em que Q(x,) estd definida. Desse
modo,
2 _ o Z L= iwx 1 -
In [Q(w,z)} = . 1; —xO xe g_[/_ooe P, (k)dk
0 _n 00 R L—x .
=y 2L [ kb k) [ axelen 4.12)
= n2n) o —xg
© _n 0 R i(w—k)(L—xo) (w—k)xg
-y 2L T ap,m0)° ¢
=n2n ) i(w—k)

Vamos agora fazer uma pequena digressdo sobre o valor principal de Cauchy para

uma integral (43). Estimulados pela equagdo acima, queremos calcular uma integral

/ dx 22 xO 4.13)

Para isso, vamos passar para o plano complexo e integrar no contorno esquematizado

real com a forma

abaixo, que denotaremos I™:
Xp—€
/d _/0 dex)+/ FMRACIR +/df (4.14)
zZ— 2 — 00 X — Xp Xo+e€ X — Xo Ty —

Figura 24 — Representac¢do do contorno I', utilizado para a integragdo no plano complexo
definida na Eq. (4.13). Imagem retirada de (43)

To

T

L J
Xo—€ Xo Xot+e

Temos que (43)

fx0+ee 0 _‘/0 o
To Z—Xo / T e a0 =1 nf(xo—l—ee )d0 = —inf(xp).  (4.15)
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Se definirmos o valor principal da integral como

—1i e f(¥) ©  fx)
/Oox—xo _}:IE(IJ{/_OO dxx—x0+/,co+edxx_x0}' (4.16)

podemos, finamente, escrever

/. dx_xO—hm e — _P/wx_xo x—inf(x).  (417)

e—0

Terminada essa digressao, podemos voltar a Eq. (4.12) e fazer

5 o2 1 [ —inPuw) )y —i(0)(L-x0)
n [Q(w,z)] =R { i(k—w) L ¢ )

P o " 1/5 L ei(w—k)(L—xo) . e—i(w—k)xo (4 18)
+ /— n(K) i(w—k) '
Z 1 i(w—k)(L—xp) _ e—i(a)—k)xo
= pa z—n P dk P =)
Logo,
Q(wz) =exp (iP(w,z)), (4.19)
onde
. 1 & on o0 ez(w—k)(L—xo) e—z(w—k)xo
<p(w,z)—EnZl?P/_oodkPn(k) o)
- (4.20)
1 & n 0 el(w—k)(L—xo) —e (w—k)xq il
= — — ph 7 — o blK|
ang n P _oodkp“(k) (k—w) i Pa(k)=e :

Temos, portanto, uma forma de calcular @(w,z). Contudo, precisamos agora relacionar
esta funcdo geratriz com a distribuicdo Q(x,t). Para isso, vamos usar novamente o
modelo de CTRW (11, 12), discutido na Introducao.

Seja () a distribui¢do de probabilidades de que o n-ésimo passo ocorra no tempo
t. Esta distribuigdo obedece a seguinte relagdo de recorréncia,

— /Ot¢(r)1pn1(t — 1)dT, (4.21)

onde (t) é a distribuigdo que rege o tempo de espera entre dois passos. Se definirmos
J(x,t) como a probabilidade de o caminhante chegar em uma posicéo x, dentro do espaco

entre as barreiras, no tempo ¢, esta pode ser expressa como

Y QB ot = o(1), w22)
n=0

que é a da probabilidade de o caminhante estar em x no passo n e que 0 passo n ocorra

no instante de tempo ¢. Podemos usar esta expressdo para representar Q(x,f) como

Q(xt) = /O () (E — T)dT, (4.23)
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onde ¥ (t) é a distribuigdo que rege a probabilidade de o caminhante ficar parado um

tempo t. Tirando a transformada de Laplace,
Q(xu) = J(x,u) ¥ (u) Z Qu(x (4.24)

Note, contudo, que, a partir da Eq. (4.21),

P (1) =F ()P (1) = Pu(u) = 9" (u). (4.25)

Assim, temos que

Qlx ZQn u) =¥ (u)Q(x,z=P(u)), (4.26)

ou ainda, tirando a transformada de Fourier,

Qlewu) =¥ ()Q(w,z =P(u)). (4.27)
Com isso, dada uma distribuigio (t) de tempos de espera, podemos calcular ¥ (u)
e, com a fungdo geratriz Q(w,z), dada pela Eq. (4.19), podemos obter a representa-
¢do de Q(x,f) no espaco de Laplace-Fourier. Podemos, também, calcular a taxa de

sobrevivéncia, discutida no capitulo anterior, ao notarmos que

S(u) = /Oo Q(x,u)dx = Q(w = 0,u) (4.28)

—00
Usamos, em seguida, uma exponencial como distribuicdo de tempos de espera, que,

como vimos na secdo 2.1.3, é consistente com a equacgdo de difusdo fraciondria para

superdifusdo. Com isso, escrevemos

0 001 ~
¥ = [ ywiy= [ ey =TS ) = L{EO} = 7 429)

de modo que

Y(u)=L{¥(t)}= Hw (4.30)

Estamos agora prontos para utilizar este formalismo para alguns casos concretos. Dada

a dificuldade de calcular as integrais na Eq. (4.19) devido a sua grande complexidade ,

vamos focar a seguir no calculo da dependéncia temporal da taxa de sobrevivéncia.

4.1.1 Distribuicao de Cauchy: a =1

Se fizermos « = 1 na distribuigdo de Lévy a-estavel, p,(k), recuperamos a distribui-

¢do de Cauchy, como discutido anteriormente:

b

Pa(k) = e bkl — Pa(x) =
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A partir da Eq. (4.20), escrevemos

i 0 z" ) —blK eilw=k)(L—xo) _ p—i(w—k)xo
P(w,z) = nZnP/mdke = . (4.32)

Para o caso w = 0, temos

P(w=0z2) = % wl—{ln[nb—z( —x0)] —In[nb +i(L — xp)]

+1In[nb — ixg| — In[nb + ixg] }

n

Z— arctan (x > + arctan L= x
n nb nb (4.33)

n

z arctan L
n nb — xo(L — xg)/nb

+; {1+sgn(W—1)] }

Acima, usamos as seguintes relagdes (52):

N.

o
— )
n:l
Z‘ (0]
=—)

n=1

arctan(x) + arctan(y) = arctan <1x—+xyy) + %sgn(x) [1+sgn(xy —1)] (4.34)

2iarctan(x) = In(1 + ix) — In(1 — ix). (4.35)

Logo, da Eq. (4.19) temos que

~ 1 & 2" L
Q(w=0,z) =exp (— Yy = {arctan ( — — )
T nb (xO(L )x(’)/ nb (4.36)
7T X0 L— X0
+§ {1+sgn(—nb —1)} })
Substituindo, agora, na Eq. (4.28),
N T 2 (1+Tu)™" L
S(u) = < Z {arctan( )
(1+Tu T = n | nb — xo(L — xo)/nb 437)
o5 [ (M ) ),
Tomando o limite de u < 1,
~ T 1 & (1—ntu) L
S(u) ~ 1+ ) exp (;n;l—n {arCtan(nb—xo(L—xo)/nb>
L Xo(L—x) _ (4.38)
—i—2 {1+sgn( b 1)] })
— T eAe—TuB’

(1+ Tu)
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onde
131 L
A= Enzlﬁ {arctan (nb —xo(L — xo)/nb)
= (L xo) (4.39)
7T XolL — Xp
+5 ll + sgn <—nb 1)} }
e
2o (=)
B=— arctan
T n;l nb — xo(L — J(Cz)/i’lb) (4.40)
7T X0 — X0
+E {1+sgn(T—1)} }
Tirando, finalmente, a transformada de Laplace,
S(t)=L"1 {§(u)} = ABet/T, (4.41)

Vemos pela equacgdo acima que a taxa de sobrevivéncia possui um decaimento expo-
nencial no caso do caminhante de Cauchy. Note que na Eq. (4.33) temos a simetria
xo <> L — xo, dada a dependéncia em xy(L — xp), 0 que é natural, j& que a absor¢ado do
caminhante deve depender das distancias iniciais até as barreiras.

O comportamento exponencial é confirmado via simulagdo numérica. Estas cons-
tituem em simular um caminhante aleatério com distribui¢do de Cauchy para os ta-
manhos dos passos, de modo que a caminhada é encerrada se um passo o levar a
uma posigdo x < —xp ou x > L — xp. As médias foram tomadas com 108 realizacoes de
caminhadas.

Verificamos o comportamento exponencial da taxa de sobrevivéncia pelo compor-
tamento linear observado no gréfico log-linear da Fig. 25. Ressaltamos a 6tima con-
cordancia do parametro do ajuste de nossos graficos, 1/t = 2,31/L, com o obtido em
(53), onde a equacdo de difusdo fraciondria é resolvida via uma discretizagdo das inte-
grais envolvidas na defini¢do dos operadores diferenciais. Nesse trabalho, a solugao
da equacdo é entdo obtida como uma série autofungdes e autovalores (53). O nosso
pardmetro T pode ser relacionado com o menor, e mais relevante, autovalor encontrado,
1/t=—-A=3m/(4L) = 2,36/L (53).
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Figura 25 — Taxa de sobrevivéncia para o caso Cauchy, a« = 1, para L = 10> (a) e L =
103 (b), posicdo inicial xo/L = 0,002,0,02,0,1 e b = 1. O ajuste é realizado

coml/t=231/L.
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4.1.2 Distribuicao Gaussiana: & =2

Vamos agora considerar o caso a« = 2, que corresponde ao limite gaussiano da

distribuigdo de tamanhos de passos do caminhante, como vimos anteriormente:

Sy bk _ 1 _x_2>
Pl = o =52 e (3 @42)

Note que, se compararmos com a defini¢do usual da distribui¢do gaussiana (1), iden-
tificamos b = ¢2/2, onde ¢? denota a variancia da distribuicdo. Como sabemos, as
distribui¢Ges gaussianas possuem segundos momentos finitos e introduzimos uma
escala no problema, que é o parametro b. Vamos analisar o caso xyp < L, ou seja, o
caminhante inicia a caminhada préximo da barreira da esquerda, como esquematizado
na Fig. 23. Note que se tivermos L > b, o sitio da esquerda se torna praticamente inalcan-
cavel, e obtemos, desse modo, o limite de uma barreira, calculado no capitulo anterior.
No entanto, é certamente possivel considerar valores de b suficientemente grandes, de
modo que o sitio da esquerda ainda pode ser acessado. Calculando ¢(w = 0,z) através
da Eq. (4.20), obtemos

—ik(L—xg) _ pikxg

k

_ ;;% {Erf(g_—\/nibo> +Erf(2xT(;_b)] (4.43)
:_?i;%[“(iw—)%%ar)]

Podemos, entdo, analisar os seguintes casos.

00 n 00
Plw=0,z) = — % P/ dk ek €
n=1 -

4.1.2.1 Duas barreiras acessiveis: xg < o,L > o, L > xy.

Nesta situagao, temos que
—i i — X0 X0
Plw=02) n;n [ (2\@)%&(2\@)1
—i 2, z" L 2 X0
; " { =(avm) vRam)] e

Aqui, usamos o primeiro termo da expansao (52)

3 5
Erf (x) = \2/’% - 32;; + 5’\6/% +0(+). (4.45)

Substituindo na Eq. (4.28),

N (L+x0) & (T4 7u)™"
S(u)—1+Tuexp< Ve Y. ey ) (4.46)

n=1
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Tomando, agora, o limite u < 1,

crn T (L+x0) & (1—ntu)
o Egen (L2 £ 0

_ T (L+x) | o= 1 o 1 (4.47)
S e )

n=1 n=
_ T —Bu
= 1+TuAe
onde
_ (L+x) o= 1 |)_ ((L+x0) (§>>
A =exp <—2\/E {Enwz}) =exp —2@ 4 > (4.48)
e
. (L+XO) <1
B= b n;nm. (4.49)

Logo, obtemos a taxa de sobrevivéncia
S(t) = £ {§(u)} — AeB/Tet/T (4.50)

Este comportamento assint6tico exponencial pode ser verificado no gréafico log-linear da
Fig. 26(a), onde mostramos também os resultados de simula¢do numérica com médias

sobre 108 realizag¢Oes e parametros L = 102, x9/L =10.01,0.1,0.2, e ¢ = 1. Neste regime, as

duas barreiras podem ser atingidas pelo caminhante. Nosso parametro de ajuste, 7! =

9.55/L2 é bem préximo do autovalor mais relevante, 1/7 = —A = 72 /L% ~ 9.87/12,
obtido em (53).

4.1.2.2 Uma barreira acessivel: xo < ¢ < L.

Neste caso, escrevemos
~ —i &z L—xo) ( X0 >:|
w=0,z)=— — | Erf + Erf
M /=3 ; n { (2\/1119 2v/nb
_. 0 n
S {HL(L)}
2 =n V7T \2/nb
i g xo | & z" 451
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de modo que

~ ~ T 1 (14 Tu)™"
S(u) = Qlw=0u) = ;- = { Z eyl }
—+TUu
(4.53)

B VT X0 (1+tu)™"
B u(1+ru){1+2ﬂ,§ 1372 }

Invertendo, agora, a transformagao,

S(t) =1Io(t/27)exp(—t/27) +

i(_) 1F1(Tl+1/21’l+1 t/T) (454)

\/_(Tn 1 n3/2T(n+1) ,

onde Ip(x) e 1F;(a;b;x) denotam, respectivamente, a fun¢do de Bessel modificada de
ordem 0 e a funcdo hipergeométrica. Note que o resultado acima é vélido para varias
escalas de tempo, como pode ser visto na Fig. 26(b). Para t > 7, o primeiro termo
domina e podemos escrever,

S(t) =~ Ip(t/27)exp(—t/2T) , t>T. (4.55)

Utilizando o limite assint6tico da fungdo de Bessel (44),

Ip(x) —exp(x)/V2nx , x>1, (4.56)
temos que
1/2
S(t) ~ (%) . (4.57)

O contraste entre o caso acima e o comportamento do caso com uma barreira evidencia
uma grande mudanga no comportamento da taxa de sobrevivéncia para tempos longos.
De fato, observamos uma mudanga do comportamento exponencial para o de lei de
poténcia, dependendo apenas se a barreira mais distante estd ou ndo acessivel para o
caminhante.

Mais precisamente, a medida que a razdo entre as probabilidades de ser absorvido
pela barreira mais distante e pela mais préxima vai a zero com L/0 — oo, a forma
funcional de S(t) para tempos longos muda progressivamente de S ~ e~ para S ~ 1/+/t.

Mostraremos a seguir que essa mudanga é valida ndo apenas para o caso gaussi-
ano, mas também se aplica para um caminhante aleatério de Lévy generalizado entre
barreiras absorventes.

O comportamento do tipo lei de poténcia, S(t) ~ t~1/2, pode ser verificado na
Fig. 26(b), quando a barreira mais distante se torna inacessivel com os parametros
L=10%>> 0> xp e xg = 0.05,0.5. Nestes casos, utilizamos 10% termos na Eq. (4.54) e
T = 1 (observamos em alguns casos que os resultados permanecem inalterados para
5 x 103 termos). Com o0s parametros acima, verificamos numericamente que o niimero
de caminhantes absorvidos pela barreira localizada em L — x( é nula.
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Figura 26 — Taxa de sobrevivéncia para o caso gaussiano « = 2. Os resultados em (a)
sdo obtidos para L = 102, posicgdo inicial xo/L = 0.01,0.1,02 e c =1. O
comportamento exponencial é verificado com o parametro de ajuste T =
9.55/L2. Os resultados em (b) sdo obtidos para L = 103, xg/L =5 x 107°,5 x

10~* e o0 = 1. A Eq. (4.54) é representada em linhas tracejadas.
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4.1.3 Caso geral: 0 < a < 2.

Vamos aqui generalizar a analise anterior para o caso de um caminhante executando
voos de Lévy com 0 < & < 2.
Calculando inicialmente a fase pela Eq. (4.20), temos

R T T
— — ~ — — ()) . lkX()
d(w =0,2) ) » P/ dk——— {e e }

27T = e
n=1
— &, oo —nb|k|*
:2_;,1:1%1’ |k {sin(k(L — x0)) +sin(kxo)}
iy Pl d e MBI ) (4.58)
T o by sin ‘
2 = n L y Yy
© e—nb]y/x()]“
+P d}/ sin(y
S (L 30) 4 Tnal30)}
— —_ In,a L—XO +In,a Xo)},
27T = n
onde definimos
e—nbly/al*
Ina(a) =P / ————sin(y). (4.59)

Logo,

L5 (L= x0) + T )]) e
=exXp | 5= 2, — — X0) + Ina(X0
27_[ = n n,n n,u
Escrevemos, entdo,
ey T o (T +Tu)™"
5(“)—mexp{r§17[hﬂ@ xo)+In,,x(xo)]}. (4.61)

Podemos agora analisar o comportamento assint6tico da equagdo acima para u < 1,
e verificar o comportamento exponencial da taxa de sobrevivéncia para tempos longos

e o comportamento do tipo lei de poténcia no limite de uma barreira, L — oo.
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4.1.3.1 Limite assintético para duas barreiras

Consideramos neste caso,

(1—ntu)

§(u) ~ ﬁexp { 2 127 [Ina(L — x0) + In,a(xo)]}

(1‘1‘—”‘ { i —x0) + In,a(xo)]} X

(4.62)
exp{ Z L — xg +1M(xo)]}
T —BTu
(1 + Tu)
onde definimos
1
n=1
e
1 (0]
:_7'( Z ,m(L—xo —|—Ina(X0)] (464)
Invertendo a transformacado, obtemos
S(t) = L7YS(u)} = AeP/Te /T (4.65)

Verificamos, entdo, que o comportamento exponencial é uma caracteristica geral da
taxa de sobrevivéncia, dependendo apenas do fato de o caminhante poder acessar a
barreira mais distante. Na Fig. 27, podemos observar o decaimento de I, , com n para
diversos valores de a, garantindo assim a convergéncia das somas acima e a validade
do resultado encontrado.

4.1.3.2 Limite de uma barreira

Para analisar este caso, vamos considerar o limite L — oo na Eq. (4.61), de modo que

~

S(u) = ﬁexp { i (+zu)™ [L,0(00) 4 Iy o (x0)] } i (4.66)

= 2nn

A partir da defini¢do de I, o (x), temos

a—co o0

_ o p—nbly/al* sin(y
Iy a(00) = lim P dy y sin(y P/ dy——= =1 (4.67)
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O mesmo resultado pode ser verificado numericamente, como visto no detalhe da
Fig. 27. Portanto,

() = T 1°° (14 Tu)™" o © (14 Tu)™" .

S( ) (1—|—Tu) p{zﬂZ:l n } P{T; S Inzx( 0)}
e +Tru) P {—%m {1 Tw} }eXp {n; %In,a(xo)} (4.68)
~ N\ u(l + ) p{g(l —;;Z)_nlna(x())}

Figura 27 — Integrais I, ,(x) em fun¢do de n. Note o decaimento monoténico com n,
representado para a« = 0.5,1.0,1.5,2.0, e x = 1. No detalhe, vemos o limite
Lyo(x — 00) = 71.

2 :

x=1 |
oo =0.5
1.5F ocoa=1.0 ]
= copq=1.5 A
N— oo =2.0
3 IF I
-5 *
0.5r .

0 5 10 15 ~20
n

Tomando o limite u < 1 acima,

§(u) ~ u(lﬁ { i _ ITl,IX(xO)}

S e a— 1yl Ty 4.69
B u(1+ru)exp{znrgnln’“(x())}exp{ 27 n;ll”""(x‘))} (4.69)

} (4.70)

T
— A —Bu
u(1+ tu) ¢

onde definimos

3|>—‘

—exp{inz
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T o0
B= 7 ;Inl,x(xo). 4.71)

Invertendo a transformagéo,

S(t) :£—1{§(u)} = Aexp (%) Io (‘g:t). (4.72)

Parat > T, podemos novamente usar o limite da fungdo de Bessel, expresso na Eq. (4.56),

e finalmente obter
S(t) ~ 7172, (4.73)

Este resultado é consistente com o teorema de Sparre-Andersen, discutido no final
do capitulo anterior. Vemos, novamente, que o comportamento assintético da taxa de
sobrevivéncia depende do nimero de barreiras acessiveis para o caminhante aleatério.
Se apenas uma delas estiver acessivel, recuperamos o comportamento previsto pelo
teorema de Sparre-Andersen, e para o caso de duas barreiras acessiveis temos um
decaimento exponencial.

Em (12), o comportamento do tipo lei de poténcia foi obtido para o caso semi-infinito
com xg — 0. Se fizermos L — oo na Eq. (4.12), obtemos uma generalizagdo para um
xop # 0 do resultado apresentado em (12).

Procedendo de maneira andloga a aqui apresentada, obtemos para o caminhante de
Cauchy,

S(8) = Ip(t/27) exp(—t/27) +—2( ) 1h ”friﬁ(ﬁi) LRI

Este resultado é valido para xp < b e para um valor de t qualquer. O comportamento
assintotico para t > T €, entdo,

S(t) ~ (%)m (1 n %) (4.75)

que é mais uma vez consistente com o teorema de Sparre-Andersen. Para o caso gaussi-
ano, recuperamos exatamente a taxa de sobrevivéncia expressa na Eq. (4.54), que, como
vimos, também possui um comportamento do tipo lei de poténcia. Vemos entdo que
as solugdes via equacdes mestras sdo de fato consistentes com o teorema de Sparre-
Andersen. Dada a dificuldade de realizar as integrais em ¢(w,z) para w # 0, apesar de
ndo termos obtido uma forma explicita para Q(x,t), que é a funcao anéloga a P?)(x,t)
na solugdo via método das imagens, obtivemos o comportamento assintético da taxa
de sobrevivéncia e a mudanca da lei de poténcia para a exponencial a medida que a

barreira mais distante se torna acessivel.
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4.2 Validade da Solucao via Equacoes Mestras

Na secdo 4.1, argumentamos que realizamos uma aproximacdo ao desprezar os
termos R0 (w,z) e R™Y) (w,z) na Eq. (4.7). Vamos, em seguida, verificar a qualidade
desta aproximacdo ao compararmos o nosso resultado com os de um problema modelo
que admite solugdo exata.

Em (45), somos apresentados ao problema de um caminhante aleatério com distri-
buicdo de tamanhos de passos exponencial, p(¢) = e~ 1/ /2d, em um intervalo [—a,b].
Utilizando um método também baseado em equagdes mestras (45), que ndo discutire-
mos nesta tese, obtemos a seguinte relagdo,

1- (ﬁ(“)(w,z) + ﬁ(b)(w,z)>

Qw,z) = T 2p(@) , (4.76)

€ a expressao exata,
z

[elV1=2/d(1 4 /T —2)2 — e LVI-2/d(1 — \/T — 2)?]
X {(el [ebm/d(l +vV1—2z)— e*b‘/g/d(l -1 —z)]

R (w,z) + R®) (w,z) =

1+iwd)
+(1 im;id) [ea\/ﬁ/d(l FV1—z)—eVIE/d(q \/E)} }

(4.77)

Vamos utilizar o resultado acima para verificar a validade da aproximacao utilizada
neste capitulo. De fato, a partir da Eq. (4.6) temos

In [1 ~ R0 (w,z) — RW (w,z)} ~In [Q(w,z)} =In[l-zp(w)].  (478)

Por simplicidade, vamos tratar o caso xyp — 0 de modo que garantimos que uma das
barreiras serd sempre acessada pelo caminhante e o limite de uma barreira pode ser

tomado fazendo L — co. Portanto,
In [1 ~ RO(w,z) — RW) (w,z)} “In [Q(w,z)} = In[1 - zp(w)]. (4.79)

Podemos expandir o termo da direita em série de Taylor e utilizar a relagdo p™(w) =
P,y (w), como visto na Eq. (4.10), de modo que

00 M 0 . 00 M L . o) ZM 0 .
Z _/ Pm(x)ezwxdx-|_ Z —/ Pm(x)elwxdx+ Z _/ Pm(x)e“"xdx
m—1 M J—co m—=1 M JO m=—1 M JL

— —n[1- R9(wz) - RD(w,2)] +1n [Q(w2)].

(4.80)

No caso L — oo, obtemos
oz 0 iwx o z" [ iwx
) —/ Py (x)e'“Ydx + Y —/ Py (x)e"“*dx =
m=1 1M J—eo m=1 " /0 (4.81)
—In [1 — RO(w,z) — ﬁ(‘”)(w,z)] +1In [Q(w,z)] :
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Podemos utilizar acima a fatorizagdo de Wiener-Hopf (45) e separar uma fungdo f
definida em todo plano complexo em duas fung¢des, uma definida no semiplano superior,
f+, e a outra definida no semiplano inferior, f_. No espaco real, f estd definida para

x> 0e f_ para x < 0. Logo, podemos separar as duas contribui¢des,

~In[1- RO (wz) — R Z / Py (x)e“¥dx (4.82)
e N
In [Q(w,z)] = ,E1%/0 P (x)e¥dx. (4.83)
Substituindo a Eq. (4.82) na Eq. (4.80), obtemos
0) R() o 2"t wx g N 2 [ o
_1n[1—R (w,z) — R*™( )} +mZ1Z/0 Pu(x)e dx+mglz/L Py (x)e"*dx
=—In [1 — RO(w,z) — ﬁ(L)(w,z)] +1In [Q(w,z)]
Logo
A oz k iwx o 2" [ iwx
n[Q(ws)] = Y —/ Pu(x)e dx + Y —/ Py (X)€% dx
m=1 0 m=1 "M JL 4 84)
|- RO (.2 @

Observamos, entdo, que neste capitulo desprezamos os dois tltimos termos do lado
direito da equacgao acima.

Vamos utilizar o resultado do problema do caminhante exponencial, dado na
Eq. (4.77), para verificar a relevancia destes termos. Vamos analisar aqui o caso w = 0,

relevante para o cdlculo da taxa de sobrevivéncia. Temos, entdo, que

Pu(x) = F {p"(w)} = F ! { (H(l_m)zy} _ (!x|/2¢;)3;§:1_)

Nl—
~~
Y
N—
—~
~
0]
Q1
N

Aqui, utilizamos a integral de Basset,

rv+1/2)2y)" r* t)dt
K, (xy) = (v \/EXZ( y) /0 (tzcis](;)3+l/2; Re{v} > —1/2,x > 0,Arg{y} < /2,
(4.86)

onde K, (x) é a funcdo de Bessel modificada do segundo tipo. Logo,

(|x|/2d)™ “IK <%

;%Aoopm(")emd Z = [T fr(m)z Jorge. )

Tomando o limite w = 0, obtemos

oz [ (WX 30 L de~L/d zL/2d .
Z_;Z/L Pu(x)edx = = — fe 1} L>d w0 @89)
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Representamos aqui o limite L >> d, pois estamos interessados em espagos finitos
de tamanhos bem maiores que a variancia da distribuigdo de passos. Em particular, no
caso especifico da distribuicdo exponencial, temos (x?) = 2d2. Portanto, utilizando o
resultado da Eq. (4.77), obtemos

— RO (= _ R (w =
1= R0 =02) = R0 =02) | _} 1y 2 (4.89)
1-RO(w=0;z) — R(®(w=0,2) eldvi-z(14 /1 —z)2
No limite L > d, o resultado acima leva a
C RO (e =0.2) — R (w = —Ldy/T-2
In | 1=R(w=02) - RHw=02) | 2 , (4.90)
1-RO(w=0z)-R®(w=0z)| (1++1-2z)2

de modo que, no limite w =0,

R | 0 7 L i 2e L/d\/ﬁ
In |Qw =0,2)] —Ji‘bn;ﬂ/o Fn e (491)

Observamos, portanto, que o erro cometido ao utilizar a aproximag¢do mencionada decai
com exp(—L/d), de modo que os resultados apresentados para a taxa de sobrevivéncia
sdo confidveis. De fato, na Fig. 28 mostramos uma comparacdo da soluc¢do exata do caso
exponencial, dada pela Eq. (4.76), e o resultado aproximado obtido pela Eq. (4.19).
Verificamos, entdo, que apesar de ser uma aproximacao, a utilizagdo da Eq. (4.19)
para o calculo da taxa de sobrevivéncia leva a erros bastante pequenos e consegue
capturar a dinamica do sistema. Podemos entdo afirmar que os resultados aqui apre-
sentados para a taxa de sobrevivéncia sdo validos. Em outras palavras, de fato ocorre
uma mudanga do comportamento do tipo lei de poténcia, obedecendo o teorema de
Sparre-Andersen, para exponencial a medida que o caminhante que realiza voos de

Lévy consegue acessar a barreira mais distante.
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Figura 28 — Comparagédo dos resultados para In [Q(w = 0,z)] dado pela equagdo exata,
Eq. (4.76), e pela aproximagdo que usamos nesta tese, Eq. (4.19).

3 T | T | T | T | T

— L/d =100 Eq.(4.19)
237 -~ L/d = 100 Exato

~ | — L/d=10 Eq. (4.19)

g 21 -- L/d = 10 Exato
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5 Conclusdes e Perspectivas

Neste trabalho discutimos como a equagédo de difusdo falha para modelar sistemas
que apresentam difusdo andmala. Mostramos como o modelo de caminhante aleatério
de tempo continuo (CTRW) pode dar origem a uma equagao de difusdo com a introdu-
¢do de derivadas fraciondrias. Processos subdifusivos tem uma derivada fracionaria no
tempo e estdo associados a caminhantes cuja distribuicdo de tempo de espera possui
momentos divergentes. Ja os processos superdifusivos, possuem uma derivada fracio-
naria no espago e estdo associados a caminhantes com uma distribuicdo de tamanho de
passos com momentos divergentes.

Resolvemos as equagdes de difusdo, para subdifusdo e superdifusdo, no espago
livre expressando a solu¢do em termos das fung¢des de Fox. Calculando os segundos
momentos da distribuicdo de probabilidade associada, vimos que eles eram consistentes
com processos de difusdo andmala. Apds isso, discutimos um método baseado em
fung¢des de Green para relacionar a solucdo para o problema com uma ou duas barreiras
absorventes, gerando espagos de busca semi-infinitos e finitos. Este método pode ser
diretamente relacionado com o Método das Imagens.

As solugdes obtidas com a presenga das barreiras absorventes, obedecem as condi-
¢Oes de contorno para os casos subdifusivo e superdifusivo. Entretanto, o caso super-
difusivo viola um teorema fundamental da Estatistica, o teorema de Sparre-Andersen.
Este teorema nos d4 a forma assintdtica da taxa de sobrevivéncia para os espagos
semi-infinitos, S(t) ~ t~1/2.

Discutimos entdo um método para a solugdo da difusdo com barreiras absorventes
via equagdes mestras. Esta solu¢do nos permite obter o comportamento assintético
da taxa de sobrevivéncia para o caso superdifusivo para uma e duas barreiras absor-
ventes. Verificamos o comportamento assintético do tipo lei de poténcia para a taxa
de sobrevivéncia no caso de uma barreira absorvente e obtivemos um decaimento
exponencial para a taxa de sobrevivéncia no caso de duas barreiras. Verificamos que se
o tamanho L do intervalo de busca for feito infinito, recuperamos consistentemente o
limite de uma barreira. A validade do método apresentado nesta tese foi verificada pela
comparag¢ao com a solugdo exata da difusdo para um caminhante com distribui¢do de
passos exponencial.

Como perspectivas para este trabalho, temos a obtencdo da solugdo da equagéao
de difusdo na presenca de barreiras absorventes via o método de equagdes mestras,
impossibilitado no momento pela dificuldade na inversdo das transformadas de Laplace
e Fourier que definem Q(x,t). Além disso, pretendemos obter uma solugéo da equagéo
de difusdo fraciondria para casos finitos, via 0 uso de uma definicdo de derivada

fraciondria que permita derivadas para espagos finitos ou via métodos numéricos. Além
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disso, para o espago livre, pretendemos analisar a competicdo entre o comportamento
subdifusivo e superdifusivo ao solucionar uma equacdo de difusdo com derivadas

fraciondrias no tempo e no espago.
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APENDICE A - Funcio H de Fox

Neste apéndice enumeraremos algumas propriedades da Fungdo H de Fox, utili-
zada nesta tese para expressar a solucdo das equagdes diferenciais fraciondrias. As

propriedades aqui listadas estdo presentes em (4, 39, 40).

1. Defini¢do: A fungdo de Fox pode ser definida pela integral,

[ {ap,Ap}
{bg,Bq}

7

1/ ;”11“(b-—B~s) i T(1—a;+ Ajs)
~ 2 T T(1—b +Bs)H] ap1L(aj— Ajs)

(A1)

onde L é um contorno que separa os p6los de I'(b; — B;s) dos p6los de T'(1 — a; +

A]'s), ou seja, precisamos ter,

(bh+v)7éBh( —A=1) ; v,A=012... h=1,...m j=1,...n (A2)

2. Parak >0,
kA
Hy' [z tap Ap) | _ kHy'" [zk X (A.3)
{bg,By} {bg,kBgy}
3. Paraumo € R,
xUHthl]n [Z {aP’AP} mmn [Z {aP +UAP’AP} (A4)
4. Forma computédvel da Func¢do H,
| {apAp} 1,21 L (bj — Bj(by, +v)/By)
prip Z 2 ] /] X
{bquq} 1= on ma1 L (L =0+ Bj(by, +v)/By) (A5)
7.1 I'(1—a; —|—A bh+v /Bh) -1 Vz(bh‘H/)/Bh '
1 j (1)
Hf niq T(aj— Aj(by +v)/By) V!B,
5. Casos especiais da func¢do H,
B*lzb/Be*Z HlO [ ‘ {b B} ] (A6)
1 11 {1-r1}
I = Hl,l [z (0,1} (A7)
zP —B/ {B/a,1}
= P (A9)
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6. A seguinte é integral é vélida para

/ dt t#~" cos(kt) Hp'" [at” Lap, Ay}
{bq,By}

_omam | K {1 bq/Bq}{pr’l} : kH >0

ket {oH{1 —ap A {25} ' '

(A9)

7. A transformada de Mellin da Funcdo H é expressa como,

PA {bg,By} n;?:mH r(1 b B i5) n] nia L(aj+ Ajs)

(A.10)

onde, -
M{f(t)} = /0 ()t (A.11)

8. Podemos expressar transformadas de Laplace da Func¢do H como,
Lt~ 1Hm n| 1o {p/U} _pHernl+1 au~ {1 - p/U}{aP’AP} , (A.12)
{01} P {bg,Bq}
Desta forma, podemos expressar,
E_l {u—pe—au‘f} o~ 1H1 0 o {p,O’} , (A.13)
1,1 {0,1}
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