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RESUMO 

 

 

Existe uma velocidade máxima na qual as motocicletas podem fazer curvas, dependendo do 

raio de curvatura, do coeficiente de atrito e da configuração do veículo. Essa velocidade em 

geral deve ser alcançada antes do início da curva, já que durante a trajetória curvilínea boa 

parte do atrito é usado pela força centrípeta, sendo indisponível para a frenagem. Neste traba-

lho, modelamos a dinâmica das motocicletas em linha reta e em curva, considerando as forças 

inerciais, as forças resistivas, e as forças controladas pelo piloto (propulsão e frenagem). Os 

modelos matemáticos são então usados para estudar a capacidade do motor em vencer as re-

sistências, as diferenças entre os modelos com aplicação da força de frenagem, apenas, na 

roda traseira e aplicação da força de frenagem nas duas rodas, a velocidade máxima em curva 

e a distância na qual a frenagem deve ser iniciada na reta que antecede tal curva, considerando 

limites de adesão e a possibilidade de perda de contato de uma das rodas. Como resultado, 

concluímos que, o motor deve aplicar uma força maior ou igual as forças de resistência e de 

inércia para movimentar a motocicleta, a influência da geometria em aplicar as manobras de 

whellie e stoppie. Do ponto de vista da segurança, é importante a consideração das forças re-

sistivas no modelo da velocidade máxima em curva, mas não no cálculo da distância mínima 

de frenagem. Outro resultado importante é que a técnica ótima de frenagem (proporção do 

freio dianteiro e traseiro) é função do coeficiente de atrito, não sendo interessante recomendar 

aos pilotos uma proporção universal. 

Palavras-chaves: motocicleta. frenagem. dinâmica na curva. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

ABSTRACT 
 

 

There is a maximum speed in which a motorcycle can make turns, depending on the radius of 

curvature, on the friction coefficient, and on the vehicle configuration. This speed generally 

must be achieved before the curve, since during the curved path much of the available friction 

is used by the centripetal force, being unavailable to breaking. In this dissertation, we model 

the dynamics of motorcycles on straight and curved paths, considering the inertial forces, re-

sistive forces and the forces controlled by the rider. Mathematical models are then used to 

study the engine's ability to overcome resistances, the different between the models with ap-

plication of braking force only in the rear wheel and applying braking force on both wheels, 

the maximum cornering speed and the distance at which the braking must start on the straight 

stretch that precedes such a curve, considering the limits of adhesion and the possibility of 

loss of contact of one of the wheels. As a result, we conclude that the engine should apply a 

force greater or equal to resistive forces and inertia forces to move the motorcycle, the influ-

ence of the geometry in applying whellie and stoppie. From a safety point of view, that it is 

important to consider the resistive forces on the model of maximum cornering speed but not 

in calculating the minimum braking distance. Another important result is that the optimum 

braking technique (ratio of front and rear braking) is a function of the friction coefficient, so it 

is not interesting to recommend to the riders a universal proportion. 

Keywords: motorcycle. breaking. curve dynamics. 
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1 INTRODUÇÃO 

 

1.1  Motivação  

No Brasil, na década de 1990, políticas públicas do governo federal incentivaram a fabrica-

ção, a compra e o uso da motocicleta. A frota de motocicletas aumentou de 1,5 milhões em 

1990 para 17 milhões de veículos no final de 2012. Infelizmente, o aumento no número de 

motocicletas foi acompanhado pelo aumento no número de acidentes com esses veículos 

(VASCONCELLOS, 2013).  

 A motocicleta é hoje um meio de transporte, trabalho, lazer, expressão cultural e ativi-

dade econômica. Isso se deve principalmente ao fato de ter alta velocidade efetiva, um índice 

que leva em conta o tempo de deslocamento somado com o tempo de trabalho para pagar o 

veículo, o combustível, taxas, estacionamento, e outros custos mensais (PUCHER; BUEH-

LER, 2012).  

 Comparando a quantidade de emplacamentos de carros e motocicletas de 2006 a 2015, 

na figura 1 observamos que a quantidade de carros é superior ao de motocicletas, mesmo com 

o incentivo do governo federal em facilitar a compra da motocicleta. Vemos ainda que de 

2012 a 2015 existiu uma queda no número de emplacamento dos veículos devido à crise eco-

nômica que ocorreu nesse intervalo de tempo.  

 

Figura 1: Emplacamentos de carros e motocicletas entre 2006 e 2015 

 

Fonte: (FENABRAVE, 2016) 
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Do ponto de vista do desempenho, comparando carros e motos, uma das maiores diferenças é 

a capacidade da velocidade máxima do veículo, intimamente ligada à relação entre peso e 

potência. Conforme a tabela 1, quanto menor for esta relação maior será a capacidade do veí-

culo apresentar uma velocidade máxima maior para uma mesma quantidade de energia forne-

cida pelo motor. Por exemplo, utilizando os dados da potência do automóvel de tamanho mé-

dio e da motocicleta de Grand Prix, temos que a motocicleta atinge uma velocidade máxima 

maior, pois a relação peso/potência é menor.  

 

Tabela 1: Relação peso/potência e velocidade final para carros e motocicletas 

Tipo de Veículo 
Cilindrada  

cc 

Peso com 

piloto 

 kg 

Potência  

 

kW (CV) 

Razão pe-

so/potência 

kg/kW 

Velocidade 

máxima 

km/h 

automóveis 

     Tamanho médio 2000 1415 97 (132) 14,2 190 

Alta potência 2800 1570 142 (193) 11,1 230 

Carro esportivo 3200 1515 236 (321) 6,4 250 

Alta potência sp. 3500 1500 280 (380) 5,35 295 

motocicleta 

     Baixa potência  125 215 24,2 (33) 9 175 

Média potência  600 272 70 (95) 3,9 244 

Alta potência  1100 300 101 (138) 3 275 

Grand Prix 900 270 98 (133) 2,7 270 

Fonte: Adaptado (COCCO, 2013) 

                                                  

 Portanto, com a vida das pessoas cada vez mais corrida, a motocicleta acaba por ser 

uma excelente escolha para quem não tem tempo a perder. Isso devido à velocidade média 

(função principalmente da agilidade em trafegar entre os carros) e à velocidade efetiva (variá-

vel que inclui os custos). Agora, o principal problema das motocicletas são os acidentes. 

 O número de acidentes com motocicletas no Brasil são bem conhecidos. Segundo o 

Ministério da Saúde (2015), os acidentes com motos foram responsáveis por um aumento de 115% 

no número de internações em hospitais públicos. Por ano, essas internações custam quase R$ 30 

milhões para o SUS (Sistema Único de Saúde). No entanto, não há muitos estudos técnicos so-
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bre as reais causas desses acidentes. A grande maioria dos trabalhos é feita nos leitos dos hos-

pitais ou então baseados nos registros dos acidentes, não permitindo portanto nada mais que 

conjecturas sobre as suas causas. No mundo todo, os dois únicos trabalhos completos sobre as 

causas dos acidentes são Hurt (1981) e MAIDS (2009). Nesses trabalhos, equipes de médicos 

e de engenheiros se deslocavam aos locais dos acidentes para analisar quantitativamente o que 

acontecera. Os resultados eram então comparados com situações de outras vias próximas. 

 Em 2010, a Organização Mundial de Saúde foi convidada por alguns países a preparar 

um relatório com a avaliação do estado de segurança rodoviária global e para monitorar o 

progresso ao longo da década (OMS, 2013). Essa ação indicou a preocupação dos governantes 

ao redor do globo com os efeitos devastadores dos acidentes de trânsito. 

 As causas dos acidentes são variadas: configuração dos veículos, imprudência, imperí-

cia, além do projeto e das condições das vias. Em relação ao projeto das vias, na concepção e 

na implantação da segurança no trânsito, a sinalização é um fator básico que influência a per-

cepção dos usuários para as condições da via. De acordo com o CONTRAN (2007), a sinali-

zação de regulamentação tem por finalidade transmitir aos usuários as condições, proibições, 

obrigações ou restrições no uso das vias urbanas e rurais. Assim, o desrespeito aos sinais de 

regulamentação constitui infrações no Código de Trânsito Brasileiro (CTB, 1997).   

 Como boa prática de segurança, a redução da velocidade regulamentada para um tre-

cho, em relação ao trecho imediatamente anterior, deve ser feita com base em estudos de en-

genharia que levem em conta diversos fatores, tais como: tempo de reação do condutor e dis-

tância de frenagem em função da redução desejada.  Por ser universal, a placa de sinalização 

deve levar em conta os diversos veículos que circulam pelas vias, como automóveis, motoci-

cletas e caminhões. 

 No caso das motocicletas, há um complicador nessa análise, pois os freios traseiro e 

dianteiro são acionados de forma independente. Conforme o documento Pilotando Conscien-

te-Frenagem, encontrado no site da Honda e Cossalter (2006), explicam que o domínio de 

uma boa técnica de frenagem (i.e., escolher a proporção correta entre a aplicação do freio di-

anteiro e do traseiro) permite reduzir em mais de 50% a distância de parada. Por outro lado, 

conclui-se que o uso de uma má técnica pode aumentar muito a distância de frenagem, po-

dendo ocasionar queda ou colisão. Isso é comprovado neste estudo. 

 A capacidade da frenagem das motocicletas depende diretamente da aderência entre o 

pneu e o pavimento da pista, e, desta forma, deve-se evitar a todo custo que a utilização da 

aderência seja reduzida. Algumas das situações que provocam a redução da aderência são o 
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bloqueio das rodas durante as frenagens e o deslizamento durante a aceleração, casos em que 

o pneu, ao invés de rolar, passa a escorregar sobre o pavimento da pista. 

 Assim, explicar o comportamento de uma motocicleta durante a frenagem não é trivi-

al, pois envolve tanto a modelagem da dinâmica do veículo quanto das escolhas que o piloto 

realiza.  

 As referências clássicas para o estudo da dinâmica de veículos de duas rodas são 

Bradley (1996), Cossalter (2006) e Cocco (2013) no caso das motocicletas, e Wilson (2004) e 

Baird (2010) para as bicicletas.  O presente trabalho é baseado nesses clássicos, sobre os quais 

propomos três contribuições. Em primeiro lugar, a inclusão das forças resistivas nos modelos 

de aceleração, de frenagem e de curva. Segundo, o acoplamento, em um mesmo modelo ma-

temático, de três manobras (aceleração, frenagem e curva) para o estudo do problema especí-

fico da segurança. Terceiro, a consideração integrada de fenômenos indesejáveis, como o 

wheelie (empinar a roda dianteira ao acelerar), o stoppie (suspender a roda traseira na frena-

gem), e a perda de aderência (deslizamento da roda, podendo ocorrer na aceleração, frenagem 

ou curva). 

 Além dessas bibliografias clássicas, este estudo da dinâmica da motocicleta se apoiou 

nos trabalhos desenvolvidos pelo Laboratório de Otimização de Sistemas Térmicos e de Estu-

dos Sobre Bicicletas e Motocicletas (LOST) da Universidade Federal de Pernambuco, que 

vem nos últimos anos publicando trabalhos acadêmicos e apostilas. Por exemplo, temos o 

trabalho de mestrado de Garcia Neto (2014), que analisou o comportamento de motocicletas 

no tráfego urbano. Também, temos dois trabalhos de graduação, um de Silva Júnior (2014), 

que estudou a influência de pequenas mudanças no projeto dos motores de combustão interna 

sobre o consumo de combustível, e Lima (2014), que otimizou a estratégia de mudança de 

marchas e as relações de transmissão de uma motocicleta, com a finalidade de diminuir o seu 

consumo de combustível. Todos esses trabalhos têm em comum a utilização de um modelo 

matemático computacional, que descreve o comportamento do motor, da motocicleta e do 

tráfego, desenvolvido originalmente nas disciplinas de “Propulsão de Bicicletas e Motocicle-

tas” (pós-graduação) e “Engenharia da Motocicleta” (graduação), ministradas na Universida-

de Federal de Pernambuco pelos professores Fábio Santana Magnani (ambas) e Ramiro Brito 

Willmersdorf (Engenharia da Motocicleta). 

 Nesta dissertação, aprimoramos este modelo computacional (modelando as duas rodas 

separadamente, permitindo a aplicação diferenciada dos dois freios e monitorando os efeitos 

indesejáveis) e aplicamos o mesmo na simulação de uma motocicleta em situação de acelera-

ção, frenagem e curva. Adicionalmente, estudamos a influência das várias resistências ao mo-
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vimento (arrasto aerodinâmico, resistência à rolagem, peso) no comportamento da motocicle-

ta. 

 

1.2 Objetivo geral 

 

O objetivo geral deste trabalho é realizar a análise do comportamento das motocicletas no 

tráfego urbano, em especial o comportamento dinâmico nas acelerações, frenagens e nas per-

das de aderência dos pneus com a pista.  

 

1.3 Objetivos específicos  

 

Os objetivos específicos deste trabalho podem ser listados da seguinte forma: 

 

 Aprimorar o modelo computacional de simulação do comportamento da motocicleta, conside-

rando as duas rodas e os dois freios separadamente. 

 Estudar a ocorrência de fenômenos indesejáveis (stoppie, wheelie e perda de aderência nas 

rodas) durante o movimento da motocicleta. 

 Calcular a distância mínima de frenagem e a velocidade máxima de entrada nas curvas. 

 Estudar a influência da técnica de frenagem na distância para a redução da velocidade. 

 Estudar a importância das forças resistivas na distância de frenagem e na velocidade de curva.  

 Propor uma metodologia para o posicionamento das placas para redução de velocidade nas 

entradas de curvas. 

 

1.4 Estrutura da dissertação 

 

Neste Capítulo 1, apresentamos a introdução, com a justificativa, contextualização e os obje-

tivos que levaram a desenvolver o trabalho. A fundamentação teórica para realização de al-

gumas análises e resultados estão no Capítulo 2. No Capítulo 3, apresentamos a revisão bibli-

ográfica de alguns estudos relacionados aos objetivos apresentados. Já no Capítulo 4, temos o 

modelo computacional geral, junto com os modelos simplificados apresentando suas equa-

ções, o algoritmo de cálculo e alguns exemplos didáticos do comportamento do piloto, do 

motor e a influência da geometria nos limites de wheelie, stoppie. No Capítulo 5 é apresentada 

a metodologia específica utilizada para estudar os fenômenos específicos, como a frenagem 

anterior à curva e a permanência ao longo dessa. Nos resultados e discussões desse capítulo 
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apresentamos os resultados da velocidade máxima que a motocicleta pode utilizar em uma 

curva para não perda a aderência dos pneus com a pista, a distância de frenagem anterior à 

curva, determinada pela técnica de frenagem, pelo atrito do pneu com o piso e pelas forças 

resistivas, para que com isso, possamos posicionar uma placa de redução de velocidade nas 

entradas de curvas. Por fim, no Capítulo 6, temos a conclusão do trabalho e a proposta de tra-

balhos futuros.  
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 

Neste capítulo, apresentamos a teoria do trabalho, começando com as características das cur-

vas dos motores de combustão interna, seguindo com as forças às quais uma motocicleta é 

submetida, e terminando com uma brevíssima apresentação de algumas manobras existentes 

nas motocicletas.  

2.1 Relação de curvas de potência, torque e força motriz 

Dada a curva de torque, a curva de potência pode ser prontamente obtida pela equação 1: 

 

𝑃 = 𝑇 ∙ 𝑤 (1) 

 

Existem várias potências em um motor, dependendo de onde são medidas: potência do com-

bustível, potência no pistão, potência no eixo do motor e potência na roda. 

 Conforme a figura 2 e a equação 1, a potência de um motor não é um valor único, pois 

varia com a rotação. Na figura 2 são apresentadas várias curvas de motores. Além da potência 

máxima, uma característica importante dos motores é a faixa útil de rotação. Por exemplo, a 

Honda VFR750R opera entre 5.000 e 13.000 rpm, enquanto a Honda 125 race opera apenas 

entre 9.500 e 12.000 rpm.  

 

Figura 2: Diferenças de potência entre motores distintos de motocicletas 

 

Fonte: (BRADLEY, 2003) 
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A figura 3 apresenta o comportamento do torque (T), da potência (P) e do consumo de com-

bustível em função da rotação. Vemos que as curvas do torque e da potência tem o compor-

tamento semelhante de crescer e diminuir com o aumento da rotação (equação 1).  

Um ponto importante a destacar é que essas curvas são de torque e de potência máxi-

mos para uma determinada rotação. Quando o piloto aciona o acelerador, mudando assim a 

posição da borboleta e consequentemente dificultando a alimentação do ar (isto é., reduzindo 

a eficiência volumétrica do motor), o motor opera em um ponto abaixo da potência máxima 

descrita na curva. Portanto, as curvas de torque e de potência devem ser vistas como envelo-

pes da região de operação do motor. Outro ponto importante é que é relativamente fácil injetar 

a quantidade correta de combustível no motor. A limitação na potência dos motores se dá 

principalmente pela aspiração de ar. Portanto, para aumentar a potência do motor, as seguintes 

medidas de projeto são comuns: aumentar o volume do cilindro (“cilindrada”), aumentar a 

rotação do motor, aumentar a eficiência volumétrica do motor (instalação de compressor de ar 

e/ou mudança na geometria dos dutos e dos cames). 

A curva de consumo em geral é dada apenas para a condição de potência/torque má-

ximos, mas na verdade essa informação é um mapa. Quer dizer, o consumo específico do mo-

tor, depende tanto da rotação quanto da carga do motor que é percentual da potência máxima 

que está sendo efetivamente utilizada em uma determinada rotação. 

 

Figura 3: Curvas características do torque, potência e consumo para um motor de combustão interna 
 

 

Fonte: (GILLESPE, 1992) 
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Como visto nas figuras anteriores, o motor opera apenas em uma faixa de rotação, comumente 

insuficiente para cobrir toda a faixa de velocidade do veículo. Para tanto, são utilizadas as 

marchas, que mudam a relação de transmissão entre o motor e a roda. Exemplificando, temos, 

na figura 4, o comportamento das marchas de um caminhão. Como se vê, na 1a marcha o mo-

tor opera somente até 20 km/h. Para poder continuar na faixa operacional do motor conforme 

a velocidade aumenta, o motorista precisa mudar de marchas. Outra informação interessante 

na figura 4 são as resistências ao movimento. 

 Durante o início do movimento do caminhão até atingir a velocidade de 20 km/h, a 

única forma de resistência presente é a força de rolagem no pneus, já a força de tração aplica-

da é maior e ocorre na 1a marcha. Temos um exemplo, com seis pontos que apresentam o 

comportamento do caminhão. 

 

Figura 4: Relação da força de tração e resistência com a marcha e velocidade 
 

 

Fonte: Adaptado (HEISLER, 2002) 

 

No ponto A, o caminhão está no plano a uma velocidade de 60 km/h, neste ponto, já temos a 

força de resistência aerodinâmica somada com a força de rolagem. No ponto B, o caminhão 

está na 6a marcha e pretende subir uma rampa com inclinação de 1:10. Ele aumenta sua velo-

cidade até o ponto C, mas a marcha não tem potência suficiente para vencer as resistência, 

então a velocidade diminui para o ponto D, onde o caminhão tem que mudar de marcha para o 
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motor não parar. Assim, o caminhão na 5a marcha tem potência suficiente para vencer as for-

ças de resistência, ponto E, e acelerar até o ponto F, mantendo a velocidade constante. Portan-

to, para que o caminhão possa continuar o movimento, a curva de potência do motor sempre 

deve ser superior à curva das resistências que são: a resistência à rolagem que é basicamente a 

força necessária para deformar o pneu, praticamente constante com a velocidade, a força de 

arrasto aerodinâmico que aumenta bastante com a velocidade e depende da velocidade relati-

va do caminhão com o vento e a força gravitacional que depende da inclinação da pista, sendo 

diferença entre as curvas é utilizada para acelerar o caminhão. 

2.2 Resistências externas 

As forças de resistência ao movimento de um veículo consomem grande parte da potência. 

Quer dizer, a potência do motor tem que ser suficiente para vencer a resistência de rolagem, a 

resistência aerodinâmica, a inclinação da pista e, também, a inércia para poder aumentar a 

velocidade, no caso de aceleração. Destacamos que a inércia e o peso são influenciadas pela 

massa total do conjunto, tanto a massa útil (piloto, passageiro e carga) quanto a massa inútil 

(veículo). Em outras palavras, se um veículo for muito pesado (característica comum dos au-

tomóveis), boa parte da energia é usada para movimentar o próprio veículo. 

 A seguir apresentamos algumas dessas forças resistivas, mostrando como elas agem 

durante o movimento da motocicleta.  

2.2.1 Resistência à rolagem nos pneus 

O diagrama de forças apresentado na figura 5 é utilizado para apresentar a força de rolagem 

do pneu em uma roda propulsora. Considerando um veículo que trafega com velocidade cons-

tante, dada a histerese na deformação do pneu, temos que a atuação da força normal (N) se dá 

em um ponto deslocado à frente do eixo da roda.  

 De acordo com Cossalter (2006), isso acontece porque, durante o rolamento, a parte do 

pneu sobre a pista sofre deflexão. A área de contato do pneu pode ser dividida em duas: uma 

área maior com escorregamento e outra área menor com aderência. A parte da energia que é 

gasta para deformar o pneu não é restaurada na fase seguinte de relaxamento, ou é restaurada 

depois da perda de contato. Causa-se assim uma mudança na distribuição das pressões de con-

tato, que não são simétricas, sendo maiores na área em frente ao eixo da roda, fazendo com 
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que a resultante da pressão de contato normal fique deslocada para frente com respeito ao 

centro do pneu.  

 Esse deslocamento da força normal, figura 5 é que ocasiona o que se denomina de 

resistência à rolagem. Se as deformações no pneu fossem elásticas, sem amortecimento, e se 

não houvesse qualquer histerese, a pressão seria distribuída uniformemente em relação ao 

centro da região de contato do pneu com a pista, fazendo com que a força normal ficasse exa-

tamente abaixo do eixo da roda.  

 

Figura 5: Diagrama de forças em uma roda propulsora 

 

Fonte: (Adaptado do COSSALTER, 2006) 

 

Além disso, Cocco (2013) afirma que a resistência à rolagem depende de outros parâmetros, 

como: pressão de calibragem do pneu, dimensões da roda, estrutura e material do pneu, carga 

sobre a roda, temperatura, superfície da estrada, e também da velocidade. Ele, explica que a 

força de resistência ao rolamento do pneu da motocicleta é da ordem de 2% do peso. A resis-

tência de rolagem é caracterizada pelo coeficiente (experimental) de rolagem CR, com o qual 

podemos determinar a força de rolagem em uma determinada pista pela equação 2: 

 

𝐹𝑅 = 𝐶𝑅𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃 (2) 
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Onde: 

 

CR é o coeficiente de rolagem 

m é a massa [kg] 

g a aceleração da gravidade [m/s²] 

cos 𝜃 é o cosseno da inclinação da pista com respeito a horizontal 

 

Pode-se perceber na figura 6 que o coeficiente de resistência ao rolamento cresce quase que 

exponencialmente para altas velocidades e que, para velocidades médias e baixas, pode-se 

considerá-lo constante para efeito de cálculo. Ainda, percebe-se a influência da pressão no 

valor do coeficiente de resistência ao rolamento; aumentando a pressão de calibragem do pneu 

reduz-se a região deformada e, assim, reduz-se também a resistência ao rolamento. Por outro 

lado, o aumento da pressão do pneu tem efeitos negativos, como reduzir o amortecimento e a 

adesão do pneu. 

 

Figura 6: Variação do coeficiente de rolamento em função da velocidade e pressão 
 

 

Fonte: (Adaptado de HOAG, 2006) 

 

Segundo Cossalter (2006), em consonância com Cocco (2013), valores típicos para o coefici-

ente de resistência ao rolamento para as motocicletas estão em torno de 0,02. 
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2.2.2 Resistência de arrasto aerodinâmico 

Durante o movimento, a motocicleta sofre a ação de uma resistência devido ao deslocamento 

do ar. Essa resistência, conhecida como força aerodinâmica ou força de arrasto, é dada pela 

equação 3: 

 

𝐹𝐴 = 𝐶𝐷
𝜌(𝑉 −𝑊)2𝐴

2
 

(3) 

 

Na qual: 

 

CD : coeficiente de arrasto, um número adimensional que indica a eficiência do projeto aero-

dinâmico do veículo.  

ρ, massa específica do ar (kg/m3)  

V, velocidade do veículo (m/s) 

W, velocidade do vento (m/s)  

A, área frontal do conjunto motocicleta/piloto (m²)  

 

Neste trabalho, chamaremos o termo  
𝜌𝐶𝐷𝐴

2
  de fator de arrasto (kA) dado em kg/m, assim, a 

equação 4 pode ser reescrita como 

 

𝐹𝐴 = 𝑘𝐴(𝑉 −𝑊)
2 (4) 

 

Em geral os carros possuem melhor aerodinâmica (menor CD  ) que as motocicletas. Mas, co-

mo essas últimas apresentam menor área frontal, o fator de arrasto, kA, é menor no caso das 

motocicletas. A figura 7 mostra como a força aerodinâmica varia com a velocidade e também 

como varia de uma motocicleta para outra.  

 A força aerodinâmica varia com produto do coeficiente de arrasto aerodinâmico (CD) 

com a área frontal do conjunto piloto/motocicleta (A). Esse produto é conhecido como drag 

area e as motocicletas apresentam valores diferentes. Por exemplo, a superbike apresenta fai-

xa de drag area de 0,25 a 0,35, e a sport apresenta faixa de 0,35 a 0,55. Portanto, para um 

mesma velocidade as motocicletas apresentam força de arrasto diferentes. 
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Figura 7: Variação da força de arrasto aerodinâmico em função da velocidade para cada tipo de moto-

cicleta 
 

 

Fonte: (COSSALTER, 2006) 

 

A força aerodinâmica é influenciada pelo formato da motocicleta e da posição do piloto na 

condução, conforme figura 8. Segundo Cocco (2013), para o piloto agachado, a área exposta 

ao fluxo de ar é menor do que com ele sentado ereto ou em pé, como acontece nas motos que 

fazem trilhas. Assim, para uma mesma motocicleta, pilotada em diferentes posições, teremos 

diferentes comportamentos dinâmicos. 

 

Figura 8: Área frontal composta por motocicleta e piloto 
 

 

Fonte: (COCCO, 2013) 
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Além disso, Cocco (2013) afirma que a carenagem da motocicleta tem papel fundamental na 

sua aerodinâmica, como pode ser visto na figura 9.  

 

Figura 9: Influência da carenagem no arrasto aerodinâmico 
 

 

Fonte: (COCCO, 2013) 

 

No projeto da carenagem, têm-se como objetivos diminuir o arrasto aerodinâmico e aumentar 

o conforto do piloto, objetivos muitas vezes contraditórios. Uma grande dificuldade no proje-

to da carenagem é que um bom projeto para vento frontal pode ser horrível para vento lateral, 

transformando a motocicleta em uma vela de barco, (FOALE, 2006).  

 A mudança da posição de condução acarreta na redução do coeficiente de arrasto, po-

dendo variar de 5 a 20%, dependendo do tipo de motocicleta e da estrutura corporal do condu-

tor, (COSSALTER, 2006). 

2.2.3 Resistência da força peso 

A figura 10 apresenta a aplicação da força gravitacional na motocicleta em um plano inclina-

do. O vetor da força peso (FG) é mostrado decomposto apenas na direção x, pois essa compo-

nente é que resiste ao movimento.  
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Figura 10: Aplicação da força peso na motocicleta em um plano inclinado 
 

 

 

Essa força de resistência gravitacional é a componente do peso na direção x (𝐹𝐺𝑥), aplicada no 

centro de gravidade da motocicleta (CG) e pode ser calculada pela equação 5:  

 

𝐹𝐺 = 𝑚𝑔𝑠𝑒𝑛𝜃 (5) 

 

Temos: 

 

m, massa do conjunto [kg]  

g, aceleração da gravidade [m/s²] 

𝑠𝑒𝑛 𝜃, seno do ângulo de inclinação [rad]  

 

Nos nossos modelos usaremos a inclinação do plano da pista (I), calculada pela equação 6. 

 

𝐼 = sen 𝜃 (6) 

 

O Departamento Nacional de Infraestrutura de Transporte (DNIT) faz recomendações para as 

inclinações máximas permitidas em rodovias, dependendo da classe da estrada. A determina-

ção da inclinação é calculada pela tangente do ângulo da inclinação. Em vias expressas, onde 

o volume de trafego é alto, recomenda-se, no máximo, inclinações de 5%, ou seja, cerca de 3o 
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Já em rodovias que possuem baixo volume de tráfego, as inclinações máximas recomendadas 

são de 9%, ou seja, cerca de 5o. 

2.3 Manobras nas motocicletas 

As motocicletas podem apresentar manobras indesejadas (com exceção das exibições e com-

petições) durante o seu movimento, como a perda de contato ou de adesão das rodas com o 

piso. Nas próximas seções descrevemos essas manobras. 

2.3.1 Manobra de stoppie ou babalu 

Durante a frenagem, a motocicleta pode realizar um movimento conhecido como stoppie, ou 

babalu, conforme apresentado na figura 11. Essa manobra ocorre quando a transferência de 

peso é tal que anula a força normal da roda traseira. É instável, porque o momento do peso 

diminuiu e o da força de inercia aumenta. 

 

Figura 11: Movimento conhecido como stoppie, ou babalu feito em motocicleta 
 

 

Fonte: (COCCO, 2013)  

 

2.3.2 Monabra de wheelie ou empinamento 
 

Quando a motocicleta realiza essa manobra, observa-se que o seu centro de gravidade tem 

uma elevação na sua altura, conforme figura 12. Assim, se o piloto continuar acelerando, a 

tendência é a de que o conjunto piloto e motocicleta percam o equilíbrio e caiam para trás. 
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Isso ocorre devido a transferência de peso, que aumenta a carga na roda traseira e diminui na 

roda dianteira até que ela perca o contato com a pista. 

 

Figura 12: Movimento conhecido como wheelie, ou empinamento feito em motocicleta 
 

 

Fonte: (COCCO, 2013) 

2.3.3 Perda de aderência 

No caso da aceleração, os limites de aderência também são fundamentais para a análise do 

movimento, podendo ocorrer inclusive a “patinação” da roda antes que se concretize a situa-

ção de wheelie. Isso vai depender obviamente dos parâmetros do caso a ser estudado, que irão 

determinar qual situação ocorrerá primeiro. O mesmo acontece durante a frenagem. Depen-

dendo os parâmetros, pode ocorrer primeiro o stoppie ou a perda de aderência da roda. 

 Na roda de tração a perda de aderência em linha reta tem como efeito principal dimi-

nuir a aceleração (positiva ou negativa). No caso de curvas, a perda de aderência é mais peri-

gosa, pois pode fazer com que a motocicleta perca a trajetória, saindo pela tangente. Alguns 

pilotos dominam a técnica do power slide, que pode ser usado para fazer curvas com perda de 

aderência, mas é uma manobra bastante especial e de difícil execução. Em geral o piloto deve 

entrar na curva já na velocidade correta, pois no caso de perda de adesão causada pela alta 

velocidade, qualquer tentativa de frenagem pioraria mais ainda a falta de adesão. 
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3 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

Nessa seção será feito um levantamento de publicações que tratam da dinâmica da motocicle-

ta. Apresentaremos alguns trabalhos que modelam o efeito dos freios da motocicleta durante a 

frenagem e a maioria desses trabalhos tem como objetivo relacionar a técnica de frenagem 

com a velocidade de segurança para entrada em curvas.   

3.1 Estudos sobre modelagem da dinâmica da motocicleta   

Um estudo feito com 24 motociclista e motocicletas com motores diferentes por Mortimer 

(1985), apresentou diferenças na distância de frenagem quando se utiliza-se o freio integrado 

e separado. Os resultados indicaram uma vantagem significativa no freio integrado em relação 

ao freio separado na redução da distância de frenagem.  

 Toyofuku et al. (1994), realizou teste com ABS (Anti-lock Breaking System) em moto-

cicleta e avaliou a sua eficácia tanto para os pilotos com experiência e sem experiência em 

termos de distância de frenagem e estabilidade do veículo.  

 Uma análise numérica no estudo feito por Cossalter, Lot e Maggio (2002), avaliou a 

importância do pneu na estabilidade da motocicleta, tanto em reta quanto em curvas. Foi utili-

zado um modelo detalhado do pneu considerando suas propriedades geométricas e físicas para 

verificar sua influência na vibração.  

 Utilizando um código de computador conhecido como FastBike, Cossalter, Lot e 

Maggio (2003) analisaram a dinâmica de veículos em duas rodas. Suas análises foram feitas 

para determinar o modo de vibração desses veículos no domínio do tempo e no domínio da 

frequência. Além disso, analisaram estaticamente e em situações de aceleração, frenagem e 

curvas. Com os resultados da análise, o código FastBike foi validado. 

 Cossalter, Lot e Maggio (2004) desenvolveram um modelo matemático não linear para 

determinar o comportamento modal de motocicletas na reta e na curva destacando a influência 

da força centrípeta na estabilidade. Eles, ainda, apresentam outro estudo sobre o comporta-

mento da motocicleta na frenagem. Inicialmente, fenômenos básicos em um modelo de moto-

cicleta simplificado. Em seguida, manobras que ocorrem na frenagem utilizando um modelo 

de motocicleta que considera as suas dimensões. As simulações são feitas variando as condi-

ções de atrito da pista para que, finalmente, apresente a melhor maneira de estabilizar a moto-

cicleta na frenagem. 
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 Um questionário que mede de forma confiável o comportamento de motociclistas e 

quais tipos de comportamento influenciam em riscos de acidentes foi desenvolvido por Elliott, 

Baughan e Sexton (2007) que apresentou 5 fatores que aumentam os ricos de acidentes com 

motocicletas por exemplos: erros de trânsito, erros de controle, violações de velocidade, ma-

nobras e uso de equipamentos de segurança. 

 Levando em conta a transferência de peso, o limite entre a perda de aderência e o 

stoppie, e o do arrasto aerodinâmico. Corno et al. (2008), apresentam uma discussão, usando 

um pacote comercial de simulação, como a variação do coeficiente de atrito com o desliza-

mento da roda e do movimento da suspensão na frenagem podem influenciar na dinâmica da 

motocicleta. 

 Um estudo apresentado por Popov, Rowell e Meijaard (2008) apresenta uma revisão 

sobre o controle da direção da motocicleta. Nele o controle é baseado em informações senso-

riais do piloto através de uma percepção visual de um alvo no trajeto. 

 O controle da direção de veículos de duas rodas em curvas é apresentado em Cossalter 

e Lot (2009), que modelou a motocicleta considerando as propriedades dos pneus. As equa-

ções não lineares são resolvidas numericamente onde os resultados são discutidos sobre a in-

fluência do pneu e da geometria no controle de direção.  

 A estabilidade, o controle e as respostas da motocicleta na direção são apresentadas 

em Sharp (2010). É discutido o comportamento da motocicleta quando é levado em conside-

ração o corpo do piloto como uma extensão da estrutura da motocicleta. 

 Cossalter, Doria e Lot (2010) modelaram uma motocicleta considerando a deformação 

do pneu que foi modelado em um código Fortran. A partir disso, simularam a motocicleta 

com manobras e movimentos na pista e os resultados numérico do programa apresentou boas 

concordâncias com os resultados experimentais.  

 Controladores eletrônicos são utilizados em sistemas de freio para melhorar a eficácia 

da frenagem em motocicletas comuns como apresentado no estudo de Formentin et al. (2010), 

que utilizou esses sistemas. A figura 13 apresenta a resposta do sistema de controle de frena-

gem para diferentes condições de atrito longitudinal (𝜇). Temos que o conrole i – VRFT ga-

rante o desempenho da frenagem com o aumento do tempo. 
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Figura 13: Sensibilidade para fricção longitudinal 

 

Fonte: (FORMENTIN et al., 2010) 

 

O estudo feito por Ohlhauser, Milloy e Caird (2011), comparou usuários de motocicletas utili-

zando carros para saber se seu comportamento no trânsito é diferente, chegando à conclusão 

que usuários de carros e motocicleta não se diferenciam quanto a resposta a frenagem. Além 

desse estudo, apresentou um segundo estudo comparando o desempenho na condução de mo-

toristas sem experiência e com experiência através de um simulador. Percebeu que os moto-

ristas sem experiência apresentam um tempo de percepção maior que os motoristas com expe-

riências durante a frenagem. 

 Um projeto de simulador de motocicleta é apresentado em Cossalter et al. (2011), com 

o propósito de desenvolver e testar dispositivos eletrônicos para melhor a segurança e o de-

sempenho da motocicleta. O simulador foi validado utilizando protocolos específicos que 

incluíam avaliação subjetivas e objetivas.  

 Özkan et al. (2012) apresentam em seu trabalho quais são os comportamentos do pilo-

to de motocicleta que podem apresentar perigo no trânsito. Eles estudaram erros de tráfego, 

erros no controle da motocicleta, violações de limite de velocidade, realização de manobras 

perigosas e o uso de equipamentos de segurança 

 Vlahogianni, Yannis e Golias (2012), discutem os riscos específicos do uso das moto-

cicletas. Em particular, destacamos a seção em que eles apresentam os riscos associados à 

infraestrutura, que incluem o tipo de piso, geometria das estradas, visibilidade do piloto e per-

da de controle durante frenagens e curvas. 
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 No estudo desenvolvido por Yuen, Karin e Saifizul (2014), são detalhadas as mudan-

ças no comportamento de condução, tais como mudanças na velocidade, bem como a força de 

freio e a força de aceleração aplicada, quando os motociclistas percorrem uma estrada de se-

ção curva usando uma motocicleta utilizando sensores. Eles verificaram que a velocidade di-

minui em uma taxa, maior que -1 km / h a partir de um ponto distante de 40 m da entrada da 

curva, como apresentado na figura 14.   

 

Figura 14: Freios traseiro e dianteiro sendo aplicados em função da distância da curva 

 

Fonte: (YUEN; KARIN; SAIFIZUL, 2014) 

 

Lemonakis et al. (2014) apresentam um estudo do comportamento das motocicletas em cur-

vas. Eles utilizaram o sistema de posicionamento global (GPS) para determinar a velocidade 

ótima que a motocicleta deve fazer a curva para um determinado raio de curvatura e compara 

com a velocidade na curva de motociclistas sem experiência, como mostra a figura 15.  Te-

mos duas curvas ótimas em função do raio de curvatura tanto a direita (RH) quanto a esquerda 

(LH) sendo comparadas com as velocidades feitas por motociclistas sem experiência feita a 

luz do dia.  
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Figura 15: Velocidade da curva ótima a direita e a esquerda em comparação com a velocidade feita 

pelos motociclistas sem experiência em dia claro 
 

 

Fonte: (LEMONAKIS et al., 2014) 

 

Apresentando um método de análise de frenagem durante a curva, manobra que pode ser faci-

litada no caso de motocicletas elétricas com tração nas duas rodas. Baumann et al. (2016), 

utiliza um modelo de algoritmo computacional que calcula o limite da força de frenagem na 

aderência do pneu e do ângulo de rolagem com a curva, conforme apresenta a figura 16. 

 

Figura 16: Comparação das forças de frenagem na motocicleta 
 

 

Fonte: (BAUMANN et al. 2016) 
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Um estudo feito por Baldanzini et al. (2016), investigou o comportamento de pilotos de mo-

tocicletas, que foram separados em grupos, identificando diferentes comportamento durante a 

frenagem nos diferentes grupos.   
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4 METODOLOGIA GERAL 

Neste capítulo, iremos apresentar as equações do modelo computacional que posteriormente 

será aplicado a estudos específicos. Adicionalmente à modelagem, mostraremos a discretiza-

ção das equações, o algoritmo de cálculo e alguns exemplos de aplicações. 

4.1   Modelo físico 

Os modelos apresentados a seguir são usados para determinar o comportamento da motocicle-

ta com a ação imposta pelo motociclista, motor e pista.   A figura 17 apresenta a ação das for-

ças que atuam na motocicleta. Percebe-se que as forças de resistência são (comumente) con-

trárias ao movimento da motocicleta. Ainda, temos a força de inércia (m.a) que, também, im-

pede (comumente) o movimento. No caso de inclinação negativa (descida) ou vento em popa, 

as forças “resistivas” auxiliam o movimento. Embora o nosso modelo inclua alguns desses 

fenômenos, não os estudaremos neste trabalho. 

 

Figura 17: Forças aplicadas no centro de pressão (CP), centro de gravidade (CG) e na roda traseira (T) 
 

 

 

Aplicando um balanço de forças na figura 17, ficamos com a equação 11. Essa equação está 

relacionando a força na roda (Froda,) que a motocicleta deve utilizar para poder vencer as força 

de resistência que são contrárias ao movimento (no caso de frenagem, a força na roda é nega-

tiva). Neste seção, consideraremos o termo Froda para representar a soma das forças tangenci-
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ais nas duas rodas sendo aplica, apenas, na roda traseira. Em seções posteriores, iremos sepa-

rar as forças na roda dianteira e traseira. 

 

𝐹𝑟𝑜𝑑𝑎 = 𝐹𝐴 + 𝐹𝑅 + 𝐹𝐺𝑥 +𝑚𝑎𝑥 (11) 

 

Como já visto, as forças de resistência são determinadas pelas equações 2, 4 e 5. Portanto, a 

força de resistência ao movimento da motocicleta tem a seguinte equação: 

 

𝐹𝑟𝑒𝑠𝑖𝑠𝑡ê𝑛𝑐𝑖𝑎 = 𝐹𝐴 + 𝐹𝑅 + 𝐹𝐺𝑥 (12) 

  

Analisando a operação interna à motocicleta, sabemos que a força da roda da motocicleta vem 

da ação do motor e/ou do freio. 

 

𝐹 𝑟𝑜𝑑𝑎 = 𝐹𝑚𝑜𝑡𝑟𝑖𝑧 + 𝐹𝑓𝑟𝑒𝑛 = 𝛼
𝜂𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑃𝑚𝑎𝑥,𝑚𝑜𝑡

𝑉
+  𝛽

𝑃𝑚𝑎𝑥,𝑓𝑟𝑒𝑛

𝑉
 

(13) 

 

Na equação 13, o primeiro termo é a força advinda do motor, chamada de força motriz (Fmo-

triz), que leva em conta a máxima potência do motor naquela rotação (𝑃𝑚𝑎𝑥,𝑚𝑜𝑡), a eficiência 

de transmissão (𝜂𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠), a velocidade da motocicleta (V), e a ação do piloto com o coeficiente 

de abertura do acelerador – 𝛼, que apresenta valores na faixa [0,1]. O segundo termo, força de 

frenagem, considera a velocidade da motocicleta (V), a potência máxima de frenagem 

(𝑃𝑚𝑎𝑥,𝑓𝑟𝑒𝑛). Essa potência é função do fator de atrito entre o pneu e o piso (f) multiplicado 

pela força normal (N), e também leva em conta a ação do piloto com o coeficiente de aperto 

do manete do freio traseiro pela variável 𝛽, que apresenta valores na faixa [0,1].  

 Um ponto importante deste modelo é que consideramos que o sistema de frenagem 

sempre é capaz de aplicar a força necessária na roda. Em outras palavras, assumimos que o 

limite da frenagem está entre o pneu e o piso, não entre a pastilha de freio e o disco de freio. 

Isso não é necessariamente verdade em motocicletas mais antigas (freio a tambor) ou em caso 

de disco de freio molhado. Nas bicicletas convencionais, é comum que o freio não seja capaz 

de travar a roda dianteira. Outro ponto importante é que estamos levando em consideração, 

nesta seção, que a força de frenagem é utilizada, apenas, na roda traseira, isto é, toda a força 

de frenagem é utilizada nesta roda.  
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 Substituindo as equações 2, 4, 5 e 13 na equação 11, podemos apresentar o modelo 

geral da dinâmica da motocicleta, equação 14, que modela matematicamente o movimento da 

motocicleta, (COSSALTER, 2006; COCCO 2013, BAIRD, 2010; WILSON 2004).  

 

 

𝑚
𝑑𝑉

𝑑𝑡
 = [ 𝛼

𝜂𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑃𝑚𝑎𝑥,𝑚𝑜𝑡

𝑉
+𝛽

𝑃𝑚𝑎𝑥,𝑓𝑟𝑒𝑛

𝑉
] − 𝑘𝐴(𝑉 −𝑊)

2 − 𝐶𝑅𝑚𝑔 cos 𝜃 − 𝑚𝑔 sin 𝜃 

 

(14) 

 

Os termos da equação 14 são apresentados na figura 18. Essa figura apresenta uma equação 

diferencial de primeira ordem na variável V, que é resolvida pelo método das diferenças fini-

tas explicitamente. O primeiro termo entre colchetes representa a força nas rodas e os outros 

termo representa as resistências.  

 

Figura 18: Modelo geral da dinâmica da motocicleta 

 

 

Das grandezas presentes no modelo geral, alguns devem ser dados, por exemplo: o fator de 

arrasto aerodinâmico (𝑘𝐴), a velocidade do vento (W), o coeficiente da força de rolagem nos 

pneus (𝐶𝑅), a inclinação da pista (𝜃), eficiência da transmissão (𝜂𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠) e a massa do conjun-

to piloto/motocicleta (𝑚). Outras fazem parte da solução: V, α, β, 𝑃𝑚𝑎𝑥,𝑚𝑜𝑡 e 𝑃𝑚𝑎𝑥,𝑓𝑟𝑒𝑛.  

 Aqui se faz necessário um comentário sobre a necessidade de resolver numericamente 

a equação 14 que representa o modelo geral. Primeiro, os valores de α e β dependem da velo-

cidade, pois em geral, como veremos mais adiante, o piloto tenta atingir uma determinada 

velocidade desejada (curva dada) ao longo do percurso. Segundo, há uma relação entre a po-

tência máxima 𝑃𝑚𝑎𝑥,𝑚𝑜𝑡 (que é função da rotação) e a velocidade da motocicleta. O problema 

é que essa relação entre P e V apresenta valores diferentes dependendo da marcha escolhida 
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pelo piloto. Por essas razões, embora seja possível resolver analiticamente o modelo geral 

para alguns casos especiais, em geral é necessária a solução numérica. 

 

4.1.1 Modelos físicos simplificados 

A equação 14 apresenta o modelo geral da motocicleta. Vamos considera-la de três formas 

diferentes. Primeiro, considerando todos os termos, chamando-a de modelo com resistência 

variável (RV). Segundo, considerando constante a velocidade da motocicleta no termo do 

arrasto aerodinâmico (usaremos uma velocidade de referência) – modelo com resistência 

constante (RC). Finalmente, iremos desprezar todas as resistências (modelo sem resistência, 

SR). Os modelos são organizados na tabela 2.  

 Há duas razões para essas aproximações. Em primeiro lugar, para podermos comparar 

nossos resultados com os modelos apresentados na literatura (muitas vezes usam o SR). Em 

segundo lugar, porque, na prática, conforme veremos, nem sempre é necessária a considera-

ção de todas as resistências. 

 

Tabela 2: Diferenças entre os modelos utilizados na simulação 

Modelos Condição 

Sem Resistência (SR) Fresistência = 0 

Resistencia Constante (RC) Fresistência = constante 

Resistencia Variável (RV) Fresistência = variável  

 

Esses modelos foram implementados em várias linguagens/pacotes no LOST. As linguagens 

C e C++ têm a vantagem do tempo de processamento, o Matlab tem a vantagem de apresenta-

ção em sala de aula, o Excel facilita bastante a análise dos resultados, e o EES (Engineering 

Equation Solver, um solver de sistemas de equações algébricas não lineares, que inclui tabelas 

termodinâmicas) ajuda bastante no algebrismo, pois não demanda a explicitação de variáveis 

e o ordenamento das equações, nem mesmo a implementação de um algoritmo de solução. As 

grandes limitações do EES são o número máximo de variáveis, 6.000, a organização do códi-

go e uma certa dificuldade em montar os gráficos.  

 Como no caso deste trabalho não há problema de tempo de processamento (é impor-

tante apenas quando o modelo do veículo é acoplado a um modelo de tráfego), escolhemos 

usar a implementação em Excel para o modelo RV no caso de movimento genérico. Para o 
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caso de curva com velocidade constante, ou frenagem (RC e SR), preferimos a implementa-

ção no EES (depois de verificarmos que apresentava os mesmos resultados que o modelo ge-

ral no Excel). 

4.1.2 Comportamento do piloto, do motor e do freio 

O comportamento da motocicleta depende intrinsicamente das decisões do piloto (coeficiente 

de abertura do acelerador-α e coeficiente de aperto do manete do freio-β), que aparecem na 

figura 19. 

 

Figura 19: Termos do modelo geral do comportamento do piloto, do motor e do freio 

 

 

Cada um desses termos apresentados na figura 19 são definidos e calculados separadamente. 

O valor do coeficiente de abertura do acelerador (𝛼) é definida pela equação 15. Se a potência 

da roda desejada na roda (𝑃 𝑟𝑜𝑑𝑎,𝑑𝑒𝑠) for maior que a potência máxima do motor disponível na 

roda (𝜂𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑃𝑚𝑎𝑥,𝑚𝑜𝑡), o seu valor é 𝛼 = 1. Isso significa que a potência máxima do motor 

está sendo utilizada para desenvolver uma determinada velocidade que é pedida. Quando a 

potência motriz desejada é menor que a potência máxima do motor, então 𝛼 é utilizada para 

modular o motor. Caso a potência motriz desejada seja negativa (redução de velocidade), en-

tão 𝛼 = 0. 

 

𝛼 = {

1
𝑃𝑟𝑜𝑑𝑎,𝑑𝑒𝑠

𝜂𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑃𝑚𝑎𝑥,𝑚𝑜𝑡
0

 

                 𝑃𝑟𝑜𝑑𝑎,𝑑𝑒𝑠 > 𝜂𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑃𝑚𝑎𝑥,𝑚𝑜𝑡        

0 ≤ 𝑃𝑟𝑜𝑑𝑎,𝑑𝑒𝑠 ≤ 𝜂𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑃𝑚𝑎𝑥,𝑚𝑜𝑡

                                      𝑃𝑟𝑜𝑑𝑎,𝑑𝑒𝑠 < 0     

 

 

               (15) 
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Outro termo a ser determinado é a potência máxima do motor, ou a potência disponível do 

motor numa rotação específica. Neste trabalho usaremos a correlação empírica de Ni e Hen-

clewood (2008, apud GARCIA NETO, 2014). Calculada pela equação 15, que depende das 

constantes 𝑐1 e 𝑐2, e da faixa de operação do motor – que opera entre a rotação mínima 

(𝛺𝑚𝑜𝑡,𝑚𝑖𝑛) e a rotação máxima (𝛺𝑚𝑜𝑡,𝑚𝑎𝑥).  

 No caso que a rotação é menor que a rotação mínima, primeira linha da equação 16, 

estamos modelando a embreagem, já a última linha modela o corte do motor. 

 

𝑃𝑚𝑎𝑥,𝑚𝑜𝑡(𝛺) = {

𝑐1𝛺𝑚𝑖𝑛 − 𝑐2(𝛺𝑚𝑖𝑛 − 𝛺𝑝𝑖𝑐𝑜,𝑡𝑜𝑟𝑞)
2
𝛺𝑚𝑖𝑛               𝛺 < 𝛺𝑚𝑜𝑡,𝑚𝑖𝑛

𝑐1𝛺 − 𝑐2(𝛺 − 𝛺𝑝𝑖𝑐𝑜,𝑡𝑜𝑟𝑞)
2
𝛺           𝛺𝑚𝑜𝑡,𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝛺 ≤ 𝛺𝑚𝑜𝑡,𝑚𝑎𝑥

               0                                                                  𝛺 > 𝛺𝑚𝑜𝑡,𝑚𝑎𝑥

 

 

(16) 

 

A determinação das constantes 𝑐1 e 𝑐2 é feita pelas equações 17 e 18:  

 

𝑐1 =
𝑃𝑚𝑜𝑡,𝑝𝑖𝑐𝑜

2𝛺𝑝𝑖𝑐𝑜,𝑝𝑜𝑡
2 (3𝛺𝑝𝑖𝑐𝑜,𝑝𝑜𝑡 − 𝛺𝑝𝑖𝑐𝑜,𝑡𝑜𝑟𝑞) 

 

(17) 

 

𝑐2 = 
𝑃𝑚𝑜𝑡,𝑝𝑖𝑐𝑜

2𝛺𝑝𝑖𝑐𝑜,𝑝𝑜𝑡
2(𝛺𝑝𝑖𝑐𝑜,𝑝𝑜𝑡 −𝛺𝑝𝑖𝑐𝑜,𝑡𝑜𝑟𝑞)

 
(18) 

 

Onde: 

 

𝑃𝑚𝑜𝑡,𝑝𝑖𝑐𝑜, potência em um ponto na curva de potência máxima do motor [kW] 

𝛺𝑝𝑖𝑐𝑜,𝑝𝑜𝑡, rotação do motor na potência de pico [rad/s] 

𝛺𝑝𝑖𝑐𝑜,𝑡𝑜𝑟𝑞, rotação do motor no torque de pico [rad/s] 

 

Os dados de entrada são (em geral) disponibilizados pelos fabricantes das motocicletas. Para 

nosso cálculo, escolhemos a motocicleta com as seguintes características dos dados do motor 

apresentados na tabela 3.  
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Tabela 3: Dados do motor da motocicleta 

Parâmetros Valor Valor no SI 

Potência máxima 30 CV 22,06 kW 

Rotação na potência máxima 8.500 rpm 890,12 rad/s 

Rotação no torque máximo 6.500 rpm 680,68 rad/s 

 

Voltando à figura 19, precisamos agora tratar do segundo termo, o freio. A aplicação do coe-

ficiente de aperto do manete do freio (𝛽) em cada momento se dá pela equação 19: 

 

𝛽 = {

0
𝑃𝑟𝑜𝑑𝑎,𝑑𝑒𝑠
𝑃𝑚𝑎𝑥,𝑓𝑟𝑒𝑛  

1

 

      𝑃𝑟𝑜𝑑𝑎,𝑑𝑒𝑠 >  0

𝑃𝑚𝑎𝑥,𝑓𝑟𝑒𝑛 ≤ 𝑃𝑟𝑜𝑑𝑎,𝑑𝑒𝑠 ≤ 0                

           𝑃𝑟𝑜𝑑𝑎,𝑑𝑒𝑠 < 𝑃𝑚𝑎𝑥,𝑓𝑟𝑒𝑛                  

 

 

               (19) 

 

Onde: 

 

𝑃𝑟𝑜𝑑𝑎,𝑑𝑒𝑠, potência desejada nas rodas [kW] 

𝑃𝑚𝑎𝑥,𝑓𝑟𝑒𝑛, potência máxima de frenagem na roda traseira para atrito máximo [kW] 

 

De forma similar ao caso do acelerador, o acionamento do freio ocorre apenas quando a po-

tência da roda desejada na traseira é negativa.  

 A potência máxima de frenagem na roda traseira é determinada pela equação 20, sen-

do necessário conhecer o valor do coeficiente de atrito entre o pneu e a pista (f), a massa do 

conjunto motocicleta/piloto (𝑚), ângulo da pista (𝜃) e da velocidade naquele momento (𝑉). 

Mais para a frente, neste trabalho, iremos considerar separadamente o freio na roda dianteira e 

traseira. Por enquanto, o modelo trata o freio como algo único.  

 

𝑃𝑚𝑎𝑥,𝑓𝑟𝑒𝑛 = −𝑓𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃𝑉 (20) 

  

Embora não indicado nas equações, é extremamente fácil considerar casos em que os parâme-

tros variam durante o trajeto, como por exemplo a velocidade do vento, W, a inclinação da 

pista, I, o coeficiente de atrito, f, e assim por diante. 
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4.1.3 Relação de transmissão 

Na mecânica, a relação de transmissão é a medida da relação entre as velocidades angular de 

duas ou mais engrenagens interligadas. Em geral, no caso de duas engrenagens, se a primeira 

(a que está recebendo o torque do motor) tem um diâmetro menor do que a segunda, esta irá 

girar mais rápido e vice versa. Podemos expressar esse conceito básico usando a equação 21. 

 

𝜙 =
𝑁1
𝑁2

=
𝐷2
𝐷1

 
(21) 

Onde: 

 

𝑁1 e 𝑁2, são as rotação das engrenagem, [rpm] 

𝐷1 e 𝐷2, são o diâmetro das engrenagem, [mm]  

𝜙, relação de transmissão [adimensional] 

 

Existem três relações de transmissão em uma motocicleta: na relação primária, entre o vira-

brequim e a entrada da caixa de marchas; no interior da caixa de marchas; e na relação final, 

entre o pinhão e a coroa. A relação total, entre a rotação do motor e da roda, é dada pela mul-

tiplicação dessas três. As relações primária e final são constantes, e a relação da caixa de mar-

cha depende da marcha selecionada. 

 A equação 22 relaciona a rotação (𝛺) do motor com o raio da roda (𝑅𝑟𝑜𝑑𝑎), a veloci-

dade da motocicleta (𝑉) e a marcha (𝛾) selecionada. A marcha selecionada é função da rela-

ção total (𝑟𝑡𝑜𝑡). Percebe-se que quanto maior a velocidade, maior é a rotação do motor.  

 

𝛺 =

{
 
 

 
 

𝑉

𝑅𝑟𝑜𝑑𝑎

60

2𝜋
𝑟𝑡𝑜𝑡(𝛾)

𝛺𝑚𝑖𝑛,𝑚𝑜𝑡                

 

𝑉

𝑅𝑟𝑜𝑑𝑎

60

2𝜋
𝑟𝑡𝑜𝑡(𝛾) ≥  𝛺𝑚𝑖𝑛,𝑚𝑜𝑡

𝑉

𝑅𝑟𝑜𝑑𝑎

60

2𝜋
𝑟𝑡𝑜𝑡(𝛾) <  𝛺𝑚𝑖𝑛,𝑚𝑜𝑡

 
 

(22) 

 

A tabela 4 apresenta os dados de relação usados em nossa motocicleta. Observa-se, em con-

junto com a equação 22, que a função de um aumento de marcha é diminuir a rotação do mo-

tor, mantendo-o dentro da faixa do operação. 
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Tabela 4: Termos do modelo geral do comportamento do piloto, do motor e do freio 

𝛾(𝑚𝑎𝑟𝑐ℎ𝑎) Relação da caixa de marcha Relação final 

1º 2,79 29,73 

2º 1,79 19,10 

3º 1,35 14,41 

4º 1,12 11,96 

5º 0,96 10,23 

 

4.2 Modelo computacional 

A partir de agora, explicamos como é resolvido o modelo geral da motocicleta. O espaço é 

discretizado em nx elementos (não necessariamente uniformes), em um vetor dado xi. Todos 

os parâmetros e todas as variáveis são explicitadas em função do espaço. Como condição ini-

cial, são dadas a velocidade inicial (V1) e a marcha inicial (𝛾1). São dados ainda os vetores de 

velocidade do vento Wi, da inclinação da pista θi, o coeficiente de atrito fi, a curva do motor, e 

as características do veículo (CR, kA, m).  

 Outro dado fundamental para o problema é a evolução da velocidade desejada durante 

o percurso, i.e., um vetor Vdes,i., figura 20. 

 

Figura 20: Comparação entre a velocidade desejada e a velocidade real em função da posição pelo 

método computacional 
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No caso deste trabalho, esse vetor é conhecido, mas em geral é dado pela evolução de um 

modelo de tráfego – afinal, no trânsito real, a velocidade do veículo é definida principalmente 

pelo tráfego, não pelo desejo do condutor. Importante salientar que não necessariamente a 

solução do modelo geral será igual à velocidade desejada, como mostra a figura 20, na qual o 

piloto desejou acelerar de forma instantânea, mas o veículo não tinha essa capacidade. 

4.2.1 Cálculo computacional 

O cálculo pode ser divido em duas partes. Primeiramente, vamos determinar quais devem ser 

os valores de αi e βi (acionamento do acelerador e do freio). Isto é, como se estivéssemos mo-

delando o piloto que deseja certo comportamento. Esses valores são calculados pelas equa-

ções 15 e 19, após determinarmos a potência desejada na roda, 𝑃𝑟𝑜𝑑𝑎,𝑑𝑒𝑠. Depois, com esses 

valores de αi e βi modelaremos o comportamento “real” da motocicleta. Resumindo o modelo 

completo, i.e, piloto e moto, conhecida a velocidade em um instante/posição i, Vi (calculada 

na posição anterior), e a velocidade desejada no instante/posição i+1, Vdes,i+1 (lembrando que 

conhecemos o vetor completo), tentaremos calcular a velocidade no instante/posição Vi+1. 

 

Modelo do piloto (acelerador e freio) 

 

Conhecidas a velocidade no instante/posição i e a velocidade desejada no instante/posição 

i+1, podemos calcular o tempo necessário para o deslocamento de um ponto a outro. 

 

𝛥𝑡𝑑𝑒𝑠,𝑖 =
𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖
𝑉𝑑𝑒𝑠,𝑖+1 + 𝑉𝑖

2

 
(23) 

 

Com a equação 24 calculamos a aceleração desejada:  

 

𝑎𝑑𝑒𝑠,𝑖 =
𝑉𝑑𝑒𝑠,𝑖+1 − 𝑉𝑖
𝛥𝑡𝑑𝑒𝑠,𝑖

 
(24) 

Com isso, podemos calcular a potência desejada na roda utilizando a equação 25 (modelo 

geral escrito de forma mais conveniente). Os dados do veículo estão na tabela 5. 

 

𝑃𝑟𝑜𝑑𝑎,𝑑𝑒𝑠,𝑖 = (𝑚𝑎𝑑𝑒𝑠,𝑖 + 𝑘𝐴(𝑉𝑖 −𝑊𝑖)
2 + 𝐶𝑅𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 +𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖)𝑉𝑖 (25) 
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Tabela 5: Parâmetros físicos da motocicleta inclinação da pista 

Parâmetros Valor 

Massa total 230 kg 

CR 0,02 

kA 0,36 

𝜃 5o 

 

Modelo da motocicleta (aceleração “real”) 

 

Determinada a ação do piloto (αi e βi) a partir da velocidade desejada, podemos agora deter-

minar a aceleração “real” da motocicleta, pela equação 26 (que é o modelo geral escrito de 

forma conveniente). 

 

𝑎𝑖 =
(𝛼𝑖

𝜂𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑃𝑚𝑎𝑥,𝑚𝑜𝑡,𝑖
𝑉𝑖

+ 𝛽𝑖
𝑃𝑚𝑎𝑥,𝑓𝑟𝑒𝑛,𝑖

𝑉𝑖
) − 𝑘𝐴(𝑉𝑖 −𝑊𝑖)

2 − 𝐶𝑅𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 −𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖

𝑚
 

 

(26) 

 

Com a aceleração calculada pela equação 26, o tempo que a motocicleta leva para se deslocar 

no trecho é determinado pela equação 27.  

 

𝛥𝑡𝑖 = 

{
 
 

 
 𝑉𝑖 +√𝑉𝑖

2 + 2𝑎𝑖(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)

𝑎𝑡
                  𝑎𝑖 > 0

(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)

𝑉𝑖
                                                𝑎𝑖 = 0

 

 

 

(27) 

 

Determinada a aceleração e o tempo, o método finalmente calcula a nova velocidade no ponto 

posterior (equação 28):  

 

𝑉𝑖+1 = 𝑉𝑖 + 𝑎𝑖∆𝑡𝑖 (28) 
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Modelo do piloto (mudança de marcha) 

 

Com a nova velocidade, podemos calcular a nova rotação do motor (equação 22). Caso essa 

rotação fique muito alta, o piloto deve aumentar a marcha, e se a rotação ficar muito baixa, o 

piloto deve diminuir a marcha. Essa operação de mudança de marcha é modelada matemati-

camente pela equação 29. 

 A rotação de mudança de marcha (𝛺𝑚𝑢𝑑) é uma estratégia do piloto para que a moto-

cicleta aumente ou diminua sua marcha variando a rotação do motor. 

 

𝛾𝑖+1 =

{
  
 

  
 

𝑚𝑎𝑥(𝛾𝑖 − 1,1)

𝛾𝑖

𝑚𝑖𝑛(𝛾𝑖 + 1, 𝑛𝑚𝑎𝑟)

 

     
𝑉𝑖+1
𝑅𝑟𝑜𝑑𝑎

60

2𝜋
𝑟𝑡𝑜𝑡(𝛾𝑖) < 𝛺𝑚𝑢𝑑,𝑖

𝛺𝑚𝑢𝑑,𝑖 ≤
𝑉𝑖+1
𝑅𝑟𝑜𝑑𝑎

60

2𝜋
𝑟𝑡𝑜𝑡(𝛾𝑖)  ≤ 𝛺𝑚𝑢𝑑,𝑖                

                       
𝑉𝑖+1
𝑅𝑟𝑜𝑑𝑎

60

2𝜋
𝑟𝑡𝑜𝑡(𝛾𝑖) > 𝛺𝑚𝑢𝑑,𝑖                  

 

 

                

 

(29) 

 

Onde: 

 

nmar, número de marcha 

𝛺𝑚𝑢𝑑,𝑖,  rotação de mudança de marcha, [rad/s] 

𝑟𝑡𝑜𝑡, relação total 

𝑅𝑟𝑜𝑑𝑎, raio roda, [m] 

𝛾𝑖, marcha 

 

Terminados os cálculos computacionais para um determinado tempo, o modelo passa para o 

tempo/posição posterior, calculando αi (coeficiente de abertura do acelerador) e βi (coeficiente 

de aperto do manete do freio), a (aceleração), e 𝛾𝑖 (marcha). 

4.3 Estudos sobre o modelo 

Nesta seção, vamos estudar limites de fenômenos indesejáveis, o refino da malha e analisar 

alguns exemplos.  
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4.3.1 Perda de contato ou de aderência das rodas em pista reta 

Embora o modelo ainda não leve em conta os fenômenos indesejáveis, podemos ao menos 

monitorar os seus limites. Para levar em conta esses fenômenos quantitativamente, teríamos 

que modelar a mudança do coeficiente de atrito no caso de deslizamento e a mudança do cen-

tro de gravidade no caso de perda de contato com o chão. Outro ponto importante a modelar 

no futuro é um controle de tração (eletrônico ou humano).  Um detalhe a destacar é que o mo-

delo, ao considerar que o coeficiente de atrito é constante e ao limitar β a um, implicitamente 

está considerando um sistema com ABS (Anti-lock Breaking System). 

 As equações apresentadas a seguir ampliam a modelagem da motocicleta vista nas 

seções anteriores. Por exemplo, nesta seção iremos considerar separadamente as duas rodas.  

 Na figura 21 temos as forças aplicadas na motocicleta. Para avaliar a falta de contato 

das rodas na pista, devemos determinar as forças normais em cada roda. Essas forças normais 

são indicadas na figura como (𝑁𝐷) que é a normal da roda dianteira e (𝑁𝑇) que é a normal da 

roda traseira.  

 

Figura 21: Forças existentes na aceleração e frenagem da motocicleta 

 

Para determinarmos uma equação para cada um desses termos foi feito um balanço de mo-

mento de forças no ponto de contato da roda traseira com o piso e, assim, ficamos com a 

equação 30. Essa equação relaciona as forças existentes na motocicleta com a sua geometria.  
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𝑁𝐷 =
1

𝑝
[𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃𝑏𝐶𝐺 −𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃ℎ𝐶𝐺 −𝑚𝑎ℎ𝐶𝐺 − 𝑘𝐴(𝑉 −𝑊)

2ℎ𝐶𝑃] 
(30) 

 

Os dois primeiros termos da equação são a força normal aplicada na roda se a motocicleta 

estivesse parada (o primeiro tentando “afundar” a moto no chão”, e o segundo tentando “virá-

la” para trás). O terceiro e quarto termos é a transferência de peso, que surge quando a moto-

cicleta sofre aceleração e a resistência com a velocidade do vento, que é composto pela força 

de inércia e a força de resistência aerodinâmica. 

 Voltando para figura 21, vemos que existem forças que são aplicadas em pontos dife-

rentes da motocicleta e que alguns desses pontos estão a uma certa distância da roda traseira. 

O ponto CG é o centro de gravidade onde atua a força peso e a inércia, o CP é o centro de 

pressão onde atua a força aerodinâmica. Essa força aerodinâmica pode apresentar sentido de 

aplicação diferente, por exemplo: quando temos uma velocidade do vento a favor ao movi-

mento o sinal da força de arrasto na equação 14 torna-se negativo, caso contrário, permanece 

o sinal.  

 O centro de gravidade sem o piloto varia de 0,4 a 0,55 m, mas com o piloto varia de 

0,5 a 0,7 m. Já a razão de h/p sem o piloto varia de 0,3 a 0,4 m. Neste caso, iremos utilizar os 

dados da tabela 6, esses dados são próximos de uma motocicleta comumente utilizada, (COS-

SALTER, 2006). 

Tabela 6: Valores geométricos da motocicleta 

Parâmetros Valor 

p 1,4 m 

hCG 0,75 m 

hCP 0,9 m 

bCG 0,73 m 

 

Com a equação 30, podemos determinar quando a motocicleta perde o contato da roda dian-

teira com a pista. Isto é, quando a equação apresentar 𝑁𝐷 = 0 é porque a motocicleta está ini-

ciando o whellie. 

 A equação 31 determina o valor da força normal na roda traseira, obtida pelo balanço 

de forças na direção perpendicular ao eixo y. 

 

𝑁𝑇 = 𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑁𝐷 (31) 



 

 

58 

 Com a equação 31 podemos determinar se a motocicleta perdeu o contato da roda tra-

seira com a pista. Quer dizer, quando a equação apresentar 𝑁𝑇 = 0 significa que a motocicleta 

está iniciando o stoppie. 

 Em geral, a maior responsável pela diferença entre as normais dianteira e traseira é a 

transferência de peso, causada pela aceleração (ou desaceleração) da motocicleta junto com a 

força aerodinâmica, destacada na equação 32 (terceiro e quarto termos da equação 30). Outros 

fatores que causam diferença de carregamento são geometria da moto e a inclinação da pista. 

  

𝑁𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 =
𝑚𝑎ℎ𝑐𝑔

𝑝
+ 𝑘𝐴(𝑉 −𝑊)

2ℎ𝐶𝑃 
(32) 

 

Determinadas as forças normais nas rodas, outra força importante é a força de atrito disponí-

vel. Esse força é importante, pois mantém a aderência com o solo. Depende do coeficiente de 

atrito (f) entre a pista e a roda, e da força normal. Em pista úmidas, molhadas, lamacentas, 

etc., o coeficiente de atrito é aproximadamente 0,4, já em pista seca esse coeficiente de atrito 

é aproximadamente 0,8 (COSSALTER, 2006). Quanto maior é o coeficiente de atrito maior é 

a força de atrito disponível nas rodas. As forças de atrito podem ser calculadas pelas equações 

33, para roda dianteira, e equação 34, para a roda traseira. 

 

𝐹𝑎𝑡,𝐷 = 𝑓𝑁𝐷 (33) 

 

𝐹𝑎𝑡,𝑇 = 𝑓𝑁𝑇 (34) 

Agora vamos apresentar as equações das forças tangenciais nas rodas para pista reta. Na 

equação 35 temos a força tangencial na roda traseira, causada pela aplicação da força motriz e 

do freio traseiro. Temos na equação que a força motriz na roda traseira depende do coeficiente 

de abertura do acelerador (𝛼), da eficiência de transmissão (𝜂𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠) e da potência máxima do 

motor (𝑃𝑚𝑎𝑥,𝑚𝑜𝑡). Já a força de frenagem depende do coeficiente de aperto do manete do freio 

(β), do coeficiente de atrito (f), da força normal (NT).  Para roda dianteira temos a equação 36. 

Diferente da roda traseira, a roda dianteira não apresenta força motriz, apenas, força de frena-

gem.  
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𝐹𝑟𝑜𝑑𝑎,𝑇 = 𝛼𝜂𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑃𝑚𝑎𝑥,𝑚𝑜𝑡  −   𝛽𝑓𝑁𝑇   (35) 

   

𝐹𝑟𝑜𝑑𝑎,𝐷 = 𝛽𝑓𝑁𝐷 (36) 

Percebe-se que a força de frenagem é máxima se o coeficiente de aperto no manete do freio 

for máximo, 𝛽 = 1. Essas equação 35 e 36 são alteradas quando a motocicleta está na curva, 

isso será apresentado mais à frente. 

 Para avaliar a perda de aderência da roda na pista reta, utilizamos a equação 37 para a 

roda dianteira e a equação 38 para roda traseira. Essas equações apresentam uma relação entre 

a força em cada roda e a sua força de atrito disponível.  

 

𝑢𝐷 =
𝐹𝑟𝑜𝑑𝑎,𝐷
𝑓𝑁𝐷

 
(37) 

 

𝑢𝑇 =
𝐹𝑟𝑜𝑑𝑎,𝑇
𝑓𝑁𝑇

 
(38) 

 

Para que a roda dianteira não perca a aderência na pista, temos que ter  𝑢𝐷 ≤ 1. Da mesma 

forma, 𝑢𝑇 ≤ 1 para que a roda traseira não perca a adesão. 

 Como o nosso modelo considera uma moto com ABS (Anti-lock Breaking System), 

no caso da frenagem a variável uso (u) não será nunca superior à unidade. Já no caso da acele-

ração isso pode ocorrer, já que o modelo não leva em conta o controle de tração. 

 Essas equações apresentadas servirão para apresentar o comportamento da motoci-

cleta em pista reta. Para pista curva, as equações serão um pouco modificadas mais à frente, 

levando em conta também a força centrípeta.   

4.4 Análise do grau de refinamento da malha 

Na utilização do modelo, uma das verificações necessárias em uma solução computacional é 

estudar a influência da malha na solução. Na tabela 7 apresentamos alguns resultados que 

justificam a nossa escolha do número de nós da malha em nossas simulações. Vemos que a 

solução da posição, que aumenta a velocidade de 50 km/h para 100 km/h, converge com 500 
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nós, no entanto, para valores maiores que 500 nós a solução da posição não se altera. Isso é 

confirmando para a solução da posição com 1.000 nós.  

 

Tabela 7: Estudo de convergência da solução da posição para que a motocicleta aumente sua velocida-

de de 50 km/h para 100 km/h 

Nós Solução da posição (m) 

2 125,00 

20 212,50 

200 218,75 

500 218,00 

1000 218,00 

    

4.5 Exemplos didáticos do funcionamento do modelo em pista reta 

Para avaliar qualitativamente o modelo, mostraremos a dinâmica da motocicleta em pista reta 

para casos de aceleração e de frenagem, em pista seca e úmida, para o modelo com resistência 

variável (RV). Veremos como é o comportamento da motocicleta, do motor e do piloto duran-

te um percurso.  

4.5.1 Comportamento do motor e piloto na aceleração 

A figura 22 apresenta o percurso feito pelo piloto. No trecho 1 (50m) a motocicleta está com 

velocidade constante de 50 km/h, e no trecho 2 o piloto acelera a moto até 100 km/h (250m). 

 

Figura 22: Aumento de velocidade de 50 km/h no trecho 1 para 100 km/h no trecho 2 
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Na figura 23 temos a comparação da velocidade desejada com a velocidade real da motocicle-

ta. Como comentado na explicação do modelo, a velocidade “real” da moto não foi a deseja-

da, já que o motor não tem potência infinita para garantir o degrau de velocidade. 

 

Figura 23: Comparação da velocidade desejada e velocidade real no percurso para o modelo com resis-

tência variável (RV) 

 

A figura 24 apresenta o comportamento do motor. Durante a aceleração, posição 50 m, vê-se 

que a motocicleta usa toda a potência disponível no motor, pois a curva da potência do motor 

que depende do coeficiente de abertura do acelerador, coincide com a curva de potência má-

xima. Percebe-se que a curva de potência do motor e a curva de potência da roda apresenta 

uma diferença devido a eficiência de transmissão. 

 

Figura 24: Comparação da potência máxima do motor coma potência na roda traseira utilizando o 

modelo com resistência variável (RV) 
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Comparando essas curvas de potência com a curva de potência desejada, vemos que o motor 

não tem potência suficiente para aumentar a velocidade instantaneamente (posição 50 m), 

pois, a potência desejada deve ser maior que 3.500 kW para alterar a velocidade de 50 km/h 

para 100 km/h. Aproximadamente aos 220m, quando alcança a velocidade desejada (anulando 

assim a resistência da inércia), o motor precisa de uma potência do motor e potência na roda 

menor, suficiente apenas para vencer as outras resistências (arrasto, rolagem e gravidade). 

 Na figura 25 vemos, o comportamento da rotação e da marcha. Nos primeiros 50 m a 

rotação do motor é constante e o piloto mantem a terceira marcha, pois é suficiente para ven-

cer as resistências. Durante a aceleração, conforme a rotação vai aumentando, o piloto aumen-

ta as marchas de forma a manter a rotação dentro do limite do motor. 

 

Figura 25: Comportamento da rotação com a marcha no percurso para o modelo com resistência variá-

vel (RV) 

 

Para analisarmos melhor o comportamento do piloto durante o percurso, a figura 26 apresenta 

a abertura da borboleta do acelerador, através do coeficiente de abertura do acelerador. Temos 

que nos primeiros 50 m, a borboleta fica aberta em 32%. Quando é necessário acelerar, o pilo-

to abre a borboleta completamente (100%) utilizando toda potência disponível no motor. Na 

figura 24, percebemos que mesmo com o coeficiente de abertura do acelerador totalmente 

aberto o motor da motocicleta não apresenta potência suficiente para variar a velocidade de 50 

km/h para 100 km/h na posição 50 m.  
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Figura 26: Abertura do acelerador pelo piloto no modelo com resistência variável (RV) 

 

4.5.2 Comportamento da motocicleta e do piloto na frenagem 

Agora vamos analisar o caso contrário. A motocicleta está a 100 km/h no trecho 2 e deve re-

duzir sua velocidade para 50 km/h no trecho 3 (figura 27). Estudamos esta situação com a 

pista seca com coeficiente de atrito (f) 0,8 e em pista úmida com coeficiente de atrito (f) 0,4.  

 

Figura 27: Redução da velocidade de 100 km/h no trecho 2 para 50 km/h no trecho 3 

 

  

Na figura 28, analisamos a distância de frenagem. Primeiro, percebemos, como no caso ante-

rior em que a velocidade real não é a desejada, já que o freio não tem potência infinita. Se-

gundo, quanto maior o coeficiente de atrito, menor a distância para a redução de velocidade 

desejada – como esperado. 
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Figura 28: Comparação da posição na redução da velocidade em pista seca e úmida para o modelo 

com resistência variável (RV) 

 

A figura 29 apresenta a relação da potência máxima de frenagem e da potência na roda para 

pista seca e pista úmida. Vê-se que, durante a desaceleração, a roda usa toda a potência dispo-

nível de atrito e, mesmo assim, não consegue atingir a velocidade desejada. Além disso, a 

potência de frenagem em pista seca é maior que a potência de frenagem em pista úmida, dessa 

forma, mostrando a importância do coeficiente de atrito na frenagem e, consequentemente, 

uma distância de frenagem em pista seca menor. 

 

Figura 29: Comparação da potência da roda e potência máxima de frenagem em pista seca e úmida no 

modelo com resistência variável (RV) 

 

 

Na figura 30, temos o acionamento do freio. Durante a frenagem, tanto em pista seca quanto 

em pista úmida, o piloto aperta o manete do freio totalmente. Por isso, durante a frenagem a 
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potência na roda é a mesma que a potência máxima de frenagem e temos toda a força de atrito 

sendo utilizada. 

 

Figura 30: Comparação do coeficiente de aperto no manete do freio para pista seca e úmida no modelo 

com resistência variável (RV) 

 

4.5.3 Influência da geometria no comportamento das forças normais 

No próximo exemplo, vamos analisar o comportamento da motocicleta no percurso apresen-

tado pela figura 31. A motocicleta está a 50 km/h no trecho 1, acelera a 100 km/h no trecho 2, 

e reduz novamente para 50 km/h no trecho 3. Este percurso é uma combinação dos percurso 

de aceleração e frenagem em pista seca já visto. 

 

Figura 31: Aceleração e frenagem em pista seca 

 

A figura 32 apresenta esse percurso para o modelo com resistência variável. Temos a motoci-

cleta com velocidade de cruzeiro de 50 km/h e na posição de 50 m deve aumentar sua veloci-
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dade para 100 km/h, depois, deve manter essa velocidade por 300 m e, na posição 400 m deve 

reduzir a velocidade para 50 km/h. 

 

Figura 32: Comparação da velocidade desejada com a velocidade real em função da posição no per-

curso de aceleração e frenagem no modelo com resistência variável (RV) 

 

Analisamos agora o comportamento das forças normais aplicadas nos pneus com a respectiva 

transferência de peso devido a aceleração e força aerodinâmica. A figura 33 mostra a ação da 

força de transferência de peso calculada pela equação 31, e as forças normais da roda diantei-

ra e traseira calculadas pelas equações 29 e 30.  

 

Figura 33: Comportamento da normal em relação a transferência de peso para o modelo com resistên-

cia variável (RV) 
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Inicialmente, com o percurso a velocidade constante, temos a transferência de peso e valores 

das normais constantes. Já na aceleração, a normal dianteira diminui e na frenagem a normal 

dianteira aumenta. Como exemplo apresentado na figura 33 em nenhum momento as normais 

se anulam, não há a ocorrência de stoppie ou wheelie. 

 Sabemos que a geometria da motocicleta tem influência direta no carregamento das 

forças normais, como visto na equação 30. Agora, iremos avaliar o comportamento das nor-

mais em uma motocicleta com alteração no centro de gravidade (bCG=0,3) com o piloto mais 

próximo da roda traseira. Portanto, a figura 34 mostra a ocorrência do wheelie na aceleração. 

 

Figura 34: Comportamento das normais em relação a transferência de peso com valor de bCG = 0,3 m 

no modelo com resistência variável (RV) 

 

Em outro exemplo, vamos analisar a alteração no centro de gravidade (hCG = 1m) do conjunto 

motocicleta/piloto. Essa mudança poderia ocorrer tanto por uma modificação no projeto da 

motocicleta ou com o piloto em pé sobre as pedaleiras.  

 Na figura 35, observamos a ocorrência do stoppie no início da frenagem (400m). Os 

ricos de acontecer essa manobra nas motos mais altas são maiores em comparação às motos 

mais baixas, pois, comparando as figura 33 com a figura 35, aproximadamente, a mesma for-

ça de transferência de peso faz com que a motocicleta perca o contato da roda traseira com o 

solo. 
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 Portanto, com a utilização do modelo com resistência variável (RV), vimos o compor-

tamento do motor e do piloto na aceleração e frenagem. Além disso, vimo a influência da ge-

ometria na ocorrência das manobras de wheelie e stoppie. 

 

 

Figura 35: Comportamento das normais em relação a transferência de peso com valor de hCG = 1 m no 

modelo com resistência variável (RV) 
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5 DINÂMICA DA MOTOCICLETA NAS FRENAGENS E CURVAS 

Neste capítulo, é apresentado um estudo específico sobre o comportamento dinâmico da mo-

tocicleta nas frenagens e curvas. Este estudo leva em conta a força de frenagem nas duas ro-

das, bem como possibilidade de usar técnicas distintas de frenagem (distribuição entre o freio 

dianteiro e traseiro).  

 O estudo apresentado neste capítulo, foi submetido e aceito em forma de artigo na 

Revista Brasileira de Ensino de Física (2016) tem como objetivo de engenharia apresentar 

uma metodologia para o posicionamento de placas de redução de velocidade nas entradas das 

curvas. 

5.1 Dinâmica da frenagem em motocicleta para entradas em curvas 

Nesta seção, primeiramente são apresentadas as equações da dinâmica das motocicletas e, em 

seguida, como foram arranjadas para o presente estudo sobre frenagens e curvas. Além disso, 

faz uma comparação dos resultados dos três modelos físicos simplificados. 

5.1.1 Fundamentos da dinâmica da motocicleta na reta 

Durante o movimento, a motocicleta sofre a ação de variadas forças, como apresentadas na 

figura 17. Algumas dessas forças provocam o movimento para frente, enquanto outras tendem 

a resistir ao movimento. 

 

Figura 17: Forças existentes na aceleração e frenagem da motocicleta 
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A força aplicada na roda traseira é apresentada pela equação 39. O primeiro termo do lado 

direito é a reação do piso à força vinda do motor, a qual depende da potência máxima do mo-

tor em uma determinada rotação (P), da velocidade da motocicleta (V) e do coeficiente de 

abertura do acelerador (𝛼). O segundo termo é a força de frenagem, que depende do coefici-

ente de utilização do freio (𝜇𝑇) e da força normal (𝑁𝑇). Dependendo da atuação do piloto no 

acelerador (𝛼) ou no freio (𝜇𝑇), ambos os termos à direita podem ser nulos ou não nulos. 

 

𝐹𝑟𝑜𝑑𝑎,𝑇 = 𝛼
𝑃

𝑉
− 𝜇𝑇𝑁𝑇 (39) 

 

A potência máxima do motor (P) é uma curva que varia com a rotação, mas essa informação 

não será importante especificamente neste trabalho, já que ou estudamos a motocicleta em 

curva com velocidade constante (P = cte) ou durante a frenagem (𝛼 = 0). No entanto, desta-

camos que as equações aqui apresentadas são gerais, podendo ser usadas em movimentos 

mais complexos. O coeficiente de utilização do acelerador (𝛼) pode variar de 0 a 1 (condição 

em que toda a potência do motor em uma determinada rotação está sendo usada). O coeficien-

te de utilização do freio (𝜇𝑇 , traseiro;  ou 𝜇𝐷 , dianteiro) varia de 0 a f, onde f é o coeficiente 

de atrito entre o pneu e o piso.  

 De forma similar, a equação 40 apresenta a força na roda dianteira. Como as motoci-

cletas, com raríssimas exceções, não têm tração dianteira, usamos apenas o termo de frena-

gem.  

 

𝐹𝑟𝑜𝑑𝑎,𝐷 = −𝜇𝐷𝑁𝐷 (40) 

 

Temos que as equações 39 e 40 são equivalentes as equações 35 e 36 em relação ao termo do 

coeficiente de atrito (f) e o coeficiente de utilização do freio (𝜇). Esses dois temos são relacio-

nados pela equação 41. Como o coeficiente de aperto do manete do freio varia de 0 a 1, o coe-

ficiente de utilização do freio apresenta valor nulo quando  𝛽 = 0, apresenta valor igual ao 

valor do coeficiente de atrito quando 𝛽 = 1 e apresenta uma proporção do coeficiente de atri-

to quando temos 0 < 𝛽 < 1. 

 

𝜇 = 𝛽𝑓 (41) 
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As outras forças que atuam sobre a motocicleta tendem a resistir ao movimento, como aquelas 

apresentadas na equação 42, na qual FA é a resistência aerodinâmica, FR é a resistência à de-

formação do pneu (resistência de rolagem), e FGx é a componente da força da gravidade na 

direção do movimento.  Em alguns casos particulares essas forças podem assumir valores 

negativos (i.e., auxiliam o movimento), como quando o vento sopra por trás ou nas descidas. 

 

𝐹𝑟𝑒𝑠 = −𝐹𝐴 − 𝐹𝑅 − 𝐹𝐺𝑥 (42) 

 

A equação 42 pode ser detalhada pela equação 43, expressando cada força a partir de seus 

parâmetros. 

 

𝐹𝑟𝑒𝑠 = −𝑘𝐴(𝑉 −𝑊)
2 − 𝐶𝑅𝑚𝑔 cos 𝜃 − 𝑚𝑔 sin 𝜃 (43) 

 

O primeiro termo do lado direito da equação 43 é a força aerodinâmica (FA), que depende da 

velocidade relativa entre a motocicleta (V) e o vento (W), e do fator de arrasto (kA), que, por 

sua vez, é função da forma do conjunto piloto/motocicleta e da massa especifica do ar. O fator 

de arrasto kA varia com a velocidade e com a posição do piloto, mas aqui iremos considera-lo 

constante. O segundo termo representa a resistência de rolagem dos pneus (FR), que é função 

do coeficiente de rolagem (CR), do peso da motocicleta (mg) e do ângulo da pista (𝜃). Em 

geral, o coeficiente de rolagem varia com a velocidade da motocicleta e com a construção e 

pressão do pneu, mas neste trabalho consideramos CR constante. Finalmente, há a influência 

do peso (FGx) no movimento, como indicado pelos últimos termos nas equações 42 e 43.  

 Os pontos de aplicação das forças resistivas são distintos. A força de arrasto (FA) é 

aplicada no centro de pressão (CP), a força da gravidade (FG) é aplicada no centro de gravida-

de (CG), e a força de rolagem dos pneus (FR) é aplicada na interface entre o pneu e a pista, 

como indicado na figura 17. O fato das forças terem pontos diferentes de atuação será impor-

tante posteriormente no cálculo dos momentos. Veremos adiante que a inércia da motocicleta 

(ma), agindo no centro de gravidade combinado piloto/motocicleta, também influencia o mo-

vimento. Por exemplo, quanto maior a massa do conjunto, menor será a aceleração para uma 

mesma força na roda. 

 Outras duas forças que existem na motocicleta durante a aceleração ou frenagem são 

as forças normais nas rodas. Essas forças não influenciam diretamente no movimento para 

frente, mas são importantes no cálculo da aderência. A equação 44 é a normal da roda diantei-

ra, e a equação 45 apresenta a normal traseira. As duas equações são obtidas fazendo um ba-
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lanço de forças em y e um balanço de momentos em relação ao ponto de contato da roda tra-

seira com o piso. 

 

𝑁𝐷 =
𝐹𝐺 b𝐶𝐺cos 𝜃 − 𝐹𝐴ℎ𝐶𝑃 −𝑚𝑎ℎ𝐶𝐺 − 𝐹𝐺 ℎ𝐶𝐺sin 𝜃

𝑝
 

(44) 

 

𝑁𝑇 = 𝑚𝑔 cos 𝜃 − 𝑁𝐷 (45) 

 

Interessante observar nas equações 44 e 45 que as normais não dependem apenas do projeto 

da motocicleta (massa e geometria) e da pista (inclinação), mas também do próprio movimen-

to da motocicleta. Isto é, quando há uma aceleração (a) positiva, por exemplo, há uma transfe-

rência de peso para a roda traseira. Já na frenagem, é a roda dianteira que tem a normal au-

mentada. Outra característica do movimento que pode interferir na normal é a velocidade da 

moto, que influencia a força aerodinâmica (aplicada no centro de pressão). 

 A equação 46 é a Segunda Lei de Newton aplicada ao movimento da motocicleta na 

direção x. No caso sem a utilização dos freios (𝜇𝐷 = 𝜇𝑇 = 0), se as forças resistivas forem 

menores (em módulo) que a força na roda traseira, a moto vai acelerar. Se as forças resistivas 

forem maiores que a força na roda traseira, a moto irá diminuir a sua velocidade. No caso ge-

ral, o balanço (positivo ou negativo) entre as forças na direção x depende se o piloto está ace-

lerando (𝛼 > 0), se está freando (𝜇𝐷 > 0 e/ou 𝜇𝑇 > 0), se há declive na pista (𝜃 ≠ 0), e se há 

velocidade relativa do vento (𝑉 −𝑊 ≠ 0), bem como dos parâmetros do conjunto pilo-

to/motocicleta, dados por kA, CR e m. 

 

𝑚𝑎 =  𝐹𝑟𝑜𝑑𝑎,𝐷 + 𝐹𝑟𝑜𝑑𝑎,𝑇 + 𝐹𝑟𝑒𝑠 (46) 

 

Sabemos que a aceleração é a derivada da velocidade com o tempo, resultando então na equa-

ção 47 - uma equação diferencial em V, que neste trabalho é resolvida pelo método das dife-

renças finitas.  

 

𝑚𝑎 =  𝑚
𝑑𝑉

𝑑𝑡
  =  𝛼

  𝑃 

 𝑉 
− 𝜇𝑇𝑁𝑇  −𝜇𝐷𝑁𝐷 −𝑘𝐴(𝑉 −𝑊)

2  − 𝐶𝑅𝑚𝑔 cos 𝜃 − 𝑚𝑔 sin 𝜃 (47) 

 

A solução computacional da equação diferencial 47, ao invés de uma solução analítica, é jus-

tificada para o caso geral porque P, ND e NT são funções não lineares da velocidade. No caso 

particular de P, a solução é mais complicada ainda, já que a relação entre P e V depende tam-



 

 

73 

bém da marcha escolhida pelo piloto, o que em geral depende da história da velocidade, não 

apenas do seu valor momentâneo. 

 A equação 47 é a equação 14, que representa o modelo geral, mas com os termos dos 

freios dianteiro (𝜇𝐷𝑁𝐷) e traseiro separados (𝜇𝑇𝑁𝑇), ou seja,  a equação 47, está consideran-

do a aplicação da força de frenagem nos dois pneus. 

 No caso de curva, a força centrípeta não influencia diretamente o movimento para 

frente, mas, como ela usa parcialmente o atrito disponível, acaba limitando indiretamente a 

força que pode ser aplicada na roda tanto para aceleração quanto para frenagem. A força cen-

trípeta aplicada sobre a moto é apresentada pela equação 48. Mais para frente iremos dividir 

essa força centrípeta entre as duas rodas.  

 

𝐹𝑐𝑒𝑛𝑡 =
𝑚𝑉2

𝑅
 

(48) 

 

5.1.2 Perda de aderência das rodas dianteira e traseira 

Considerando o movimento mais geral, i.e, durante uma curva, a força de atrito máxima entre 

um dos pneus e a pista (dada pelo coeficiente de atrito multiplicado pela normal, 𝑓𝑁𝑖) não 

pode ser superada pela força resultante composta pela força longitudinal na roda (equações 39 

ou 40)  e pela força centrípeta (equação 48), conforme mostrado na figura 36.  

 

Figura 36: Vista superior da área de contato, no plano xz entre o pneu traseiro deformado da motoci-

cleta e a estrada, apresentando a força centrípeta e a força aplicada roda 

 

 

O limite de uso do atrito é representado pela equação 49, onde o índice i é usado para indicar 

que a equação vale tanto para a dianteira (i=D) quanto para traseira (i=T). 
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𝐹𝑟𝑜𝑑𝑎,𝑖
2 + 𝐹𝑐𝑒𝑛𝑡,𝑖

2 ≤ (𝑓𝑁𝑖)
2 (49) 

 

O coeficiente de atrito (f) depende do material da pista, da construção e da calibragem do 

pneu, bem como das condições da pista (e.g., pista seca, pista molhada, pista suja, lama). Por 

exemplo, em pista seca o valor típico do coeficiente é 0,8, e, em pista úmida, 0,4. (COSSAL-

TER, 2006)  

 Caso a condição da equação 49 não seja satisfeita, ocorrem fenômenos indesejáveis. 

Nas curvas, a moto perde a aderência e sai pela tangente. Nas retas, o pneu desliza, provocan-

do uma diminuição no coeficiente de atrito (que passa de atrito estático para dinâmico) e di-

minuindo drasticamente a estabilidade da motocicleta. (COSSALTER, 2006) e (COCCO, 

2013) 

 Ainda analisando a motocicleta na curva, mas agora a observando frontalmente (figura 

37), vemos as forças que atuam no plano yz. Para que haja o equilíbrio entre a normal e o peso 

em y, e entre a força centrípeta (atrito) e a centrífuga (inércia radial), a moto precisa permane-

cer em um ângulo de rolagem 𝜙. Na prática, esse valor é limitado pela geometria da pedaleira, 

em geral com valor máximo de 50o. (COSSALTER, 2006) 

 A razão pela qual os pilotos profissionais se inclinam em direção da pista durante as 

curvas é para conseguir baixar o centro de gravidade (do conjunto piloto/motocicleta) sem que 

a pedaleira toque no chão. Neste trabalho, consideramos constante o centro de gravidade do 

conjunto. 

 

Figura 37: Vista frontal da motocicleta, no plano yz, apresentando as forças aplicadas no pneu e no 

centro de gravidade 
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5.1.3 Velocidade máxima na curva 

A velocidade máxima que a motocicleta pode permanecer em uma curva, em velocidade 

constante, sem perder a aderência, pode ser obtida substituindo a equação 48 na equação 49. 

A distribuição da força centrípeta entre as duas rodas é feita a partir do balanço dos momentos 

dessas duas forças radiais em relação a um eixo na direção z que passa pelo centro de gravi-

dade. Explicitando a velocidade, resultam as equações 50 para a roda dianteira e 51 para a 

traseira:  

 

𝑉𝐷
2 ≤ (

𝑝

𝑏𝐶𝐺

𝑅

𝑚
)√(𝑓𝑁𝐷)2 − 𝐹𝑟𝑜𝑑𝑎,𝐷

2 
 

(50) 

 

 

𝑉𝑇
2 ≤ (

𝑝 − 𝑏𝐶𝐺
𝑏𝐶𝐺

𝑅

𝑚
)√(𝑓𝑁𝑇)2 − 𝐹𝑟𝑜𝑑𝑎,𝑇

2 
 

(51) 

 

Vemos que tanto o coeficiente de atrito (f) quanto o raio da curva (R) são importantes para a 

velocidade máxima de curva. Quanto menor o atrito e menor o raio de curvatura, menor será a 

velocidade máxima possível.  Importante notar que a força na roda depende do arrasto aerodi-

nâmico, que por sua vez depende da velocidade da motocicleta. Logo, no caso geral, as equa-

ções 50 e 51 necessitam de uma solução numérica para a obtenção da velocidade máxima de 

curva. 

 A diferença entre a roda dianteira na equação 50 e a traseira na equação 51 é causada 

pela utilização do acelerador e dos manetes de freio (casos em que Froda,D ≠ Froda,T) e da distri-

buição da força centrípeta entre as duas rodas, que depende da posição do centro de gravida-

de. Neste trabalho, escolhemos como velocidade máxima para que a motocicleta consiga rea-

lizar a curva o menor valor obtido entre as equações 50 e 51. 

 No caso de aceleração nula, vemos pela equação 46 que a força nas duas rodas deve 

ser igual à força resistiva, calculada pela equação 43. Portanto, podemos ver que quanto maio-

res forem as resistências, maior terá que ser a força na roda e, consequente, menor a velocida-

de com que a moto poderá fazer a curva. É importante notar que mesmo com velocidade cons-

tante, o piloto em geral usa o acelerador para que a tração equilibre as resistências, ou então 

usa o freio, no caso de curva em descida. 

 Na seção de estudos de casos, nós vamos usar três modelos de curva baseados nas 

equações 48 e 49. O primeiro é o modelo de curva sem resistência (CSR) em que considera-
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mos kA = CR = 𝜃 =0. Nesse caso, pelas equações 43 e 446, vemos que Fres = Froda = 0. Então, as 

equações 50 e 51 se transformam na clássica equação 52. (COSSALTER, 2006) 

 

𝑉𝐷,𝑇
2 ≤ 𝑓𝑅𝑔         {

𝛼 = 0
 𝜇𝐷 = 𝜇𝑇 = 0
𝐹𝑟𝑒𝑠 = 0

 

 

(52) 

 

No segundo modelo de curva (CRC) consideramos que a resistência aerodinâmica é constan-

te, i.e., usamos uma velocidade de referência para o cálculo de 𝐹𝑟𝑒𝑠 na equação 43, o que per-

mite calcular V explicitamente nas equações 50 e 51, já que agora Froda não varia com a velo-

cidade.  

 O terceiro modelo de curva (CRV), com resistência variável, usa a velocidade real da 

motocicleta para o cálculo de 𝐹𝑟𝑒𝑠, obrigando que as equações 50 e 51 sejam resolvidas itera-

tivamente, uma vez que Froda (= Fres) é função da velocidade por causa do arrasto aerodinâmi-

co. 

 

5.1.4. Desaceleração e distância de frenagem  

 

A desaceleração da motocicleta é calculada pela equação 47, que é a equação 46 alimentada 

pelas equações 39, 40 e 43. Durante a frenagem, assim como no caso da curva em velocidade 

constante, consideramos três modelos distintos: sem resistência, resistência constante e resis-

tência variável. Para o modelo de frenagem sem resistência (FSR) e com resistência constante 

(FRC), consideramos que as forças resistivas (arrasto aerodinâmico em particular) não são 

função da velocidade, e, portanto, a equação 46 se transforma em uma equação algébrica sim-

ples para o cálculo da aceleração. No caso do modelo de frenagem com resistência variável 

(FRV), a variação da velocidade durante a frenagem implica em uma variação da resistência 

aerodinâmica, fazendo com que a equação 47 seja uma equação diferencial (aqui resolvida 

por diferenças finitas).  

 Considerando o caso específico em que o acelerador não é usado (𝛼 = 0), que os dois 

freios são usados com o mesmo coeficiente (𝜇𝐷 = 𝜇𝑇) e que a resistência aerodinâmica é 

constante (i.e., usando uma velocidade de referência), a equação 47 se transforma na equação 

53, que será chamada de modelo de frenagem com resistência constante (FRC). 
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𝑎 = −𝜇𝑔 cos 𝜃 +
𝐹𝑟𝑒𝑠

𝑚
                  {

𝛼 = 0
 𝜇 = 𝜇𝐷 = 𝜇𝑇
𝐹𝑟𝑒𝑠 = 𝑐𝑡𝑒

 

 

(53) 

 

Simplificando mais ainda, desprezando agora as resistências, obtemos a equação 54 (modelo 

de frenagem sem resistência, FSR).  

 

𝑎 = −𝜇𝑔              {
𝛼 = 0
 𝜇𝐷 = 𝜇𝑇
𝐹𝑟𝑒𝑠 = 0

 

 

(54) 

 

 

 

Para os casos FRC, equação 53, e FSR, equação 54, uma vez determinada a desaceleração (a), 

a distância de frenagem pode ser determinada pela equação 55, classicamente conhecida como 

Equação de Torricelli.  

 

𝑑𝑓𝑟𝑒𝑛𝑎𝑔𝑒𝑚 =
𝑉𝑖𝑛𝑖
2 −𝑉𝑓𝑖𝑛

2

−2𝑎
               𝑎 = 𝑐𝑡𝑒 

(55) 

 

No caso do modelo FRV, em que o valor da aceleração não é constante, a distância de frena-

gem é calculada resolvendo a equação 47 por diferenças finitas. 

 Um exemplo de frenagem pode ser visto na figura 38, para o caso em que a motocicle-

ta está com velocidade de cruzeiro de 100 km/h e reduz para 60 km/h, sendo a força de frena-

gem utilizada ao máximo (μD = μT = f = 0,8).  

 Temos que, para o caso sem resistência (FSR), a desaceleração é constante com valor 

de 0,8g, até tornar-se nula ao atingir os desejados 60 km/h, quando então o piloto desativa o 

freio. Já para o caso com resistência constante (FRC), a desaceleração é de 0,93g. Para o caso 

com resistência variável (FRV), o valor da desaceleração varia de 1,06g a 0,96g, já que quan-

do a velocidade diminui, diminui também o arrasto aerodinâmico que auxilia a desaceleração.  
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Figura 38: Desaceleração na frenagem em função da distância. 𝝁𝑫 = 𝝁𝑻 = 𝒇 = 𝟎, 𝟖. Redução de ve-

locidade de 100 km/h para 60 km/h. São considerados o modelo sem resistência (FSR), resistência 

constante (FRC) e resistência variável (FRV) 

 

 

Outro exemplo de frenagem pode ser visto na figura 39, para o caso de redução de velocidade 

com coeficiente de utilização do freio de 0,4 (μD = μT = f =0,4; o que fisicamente é análogo 

ao uso de 50% do freio com coeficiente de atrito de 0,8). Vemos que, para o caso sem resis-

tência (FSR), a desaceleração é constante com valor de 0,32g. Já para o caso com resistência 

constante (FRC), a desaceleração é 0,54g, e para o caso com resistência variável (FRV) a de-

saceleração fica na faixa 0,66g a 0,57g. 

 

Figura 39: Desaceleração na frenagem em função da distância. 𝝁𝑫 = 𝝁𝑻 = 𝒇 = 𝟎, 𝟒. Redução de ve-

locidade de 100 km/h para 60 km/h. São considerados o modelo sem resistência (FSR), resistência 

constante (FRC) e resistência variável (FRV) 

 



 

 

79 

Observa-se então o esperado, que uma menor utilização do freio (por desejo do piloto ou por 

uma diminuição no coeficiente de atrito entre o pneu e a pista) provoca uma maior distância 

necessária para a frenagem. 

 Outra forma de verificar a influência das simplificações nos modelos é fixando a pro-

porção da força do freio dianteiro em relação à força de frenagem total. A figura 40 mostra os 

resultados para o caso em que o motociclista escolhe μD e μT de forma que 70% da força de 

frenagem sempre seja proporcionada pela roda dianteira. Por exemplo, se o piloto desejar uma 

desaceleração de 0,4g, pelo modelo FRC ele terá que usar μT = 0,22 e μD = 0,29. Já pelo mo-

delo FSR, para a mesma frenagem (ag = 0,4g) esses valores seriam μT = 0,45 e  μD = 0,38. 

 

Figura 40: Uso dos freios dianteiro e traseiro em função da desaceleração desejada. Casos sem resis-

tência (FSR) e resistência constante (FRC) utilizando 70% da força do freio dianteiro. 

 

 

Assim, podemos concluir que, para um mesmo par de coeficientes de utilização do freio (μT e 

μD), o modelo com resistência constante (FRC) apresenta valores de frenagem maiores que o 

modelo sem resistência (FSR). Isso acontece porque as forças resistivas na equação (43) im-

põem uma desaceleração ao movimento da motocicleta. Neste caso, a desaceleração adicional 

causada pelas resistências tem valor aproximado de 0,16g, sendo esse o motivo das curvas do 

modelo com resistência constante (FRC) não partirem da origem na figura 40. 

 Além da distância de frenagem, que é a distância após o início do acionamento do 

freio, existe também uma distância percorrida entre o momento em que o piloto observa a 

placa e o momento em que ele atua sobre o freio da motocicleta. Essa distância é chamada de 

distância de reação do piloto, e é calculada pela equação 56, levando em conta o tempo de 
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reação 𝛿𝑡 e a velocidade de cruzeiro (Vcruz) em m/s. O CONTRAN (2007) considera nos seus 

cálculos 𝛿𝑡=2,5 segundos. 

 

𝑑𝑟𝑒𝑎çã𝑜 = 𝛿𝑡𝑉𝑐𝑟𝑢𝑧 (56) 

 

5.1.5 Limite de stoppie e técnica de frenagem 

Durante a frenagem, um dos limites para que o piloto fique em segurança é o limite de stop-

pie, que é a perda de contato da roda traseira com o chão. Esse limite pode ser determinado 

calculando o momento em que a normal traseira fica nula na equação 45. Se desconsiderar-

mos as resistências e considerarmos a mesma utilização dos dois freios, esse limite é expresso 

pela equação 57, na qual vemos que o valor máximo do coeficiente de utilização do freio para 

que não ocorra o stoppie é maior no caso de motos com menor altura do centro de gravidade 

(hCG) ou com centro de gravidade mais deslocado para a traseira (menor valor de bG, figura 

17) como já visto no Capítulo 4. 

 

𝜇 =
𝑝−𝑏𝐶𝐺

ℎ𝐶𝐺
                                          {

𝛼 = 0
 𝜇𝐷 = 𝜇𝑇
𝐹𝑟𝑒𝑠 = 0

 (57) 

 

Uma forma alternativa de representar a atuação dos freios é a partir da proporção da força do 

freio dianteiro (PD). Por exemplo, considerando um coeficiente de atrito unitário (f = 1), di-

gamos que uma motocicleta apresenta 1.000 N de força de atrito disponível na roda dianteira 

(fND) e 600 N na roda traseira (fNT). No entanto, durante a frenagem, são utilizados 800 N de 

força de frenagem na roda dianteira e 420 N na traseira.  O coeficiente de utilização do freio 

(µ) é calculado pela razão da força utilizada e da força disponível na roda, i.e., 𝜇𝐷 = 0,8 

(=800/1000) e 𝜇𝑇 = 0,7 (=420/600). Já a proporção do freio dianteiro (PD) é calculada pela 

razão da força utilizada na roda dianteira (800N) e a força total utilizada (800+420=1.220N), 

resultando em PD = 0,66. A atuação dos freios pode então ser caracterizada ou pelos dois μ’s 

ou por um dos dois μ’s juntamente com o PD. 

 Manipulando algebricamente as equações anteriores, os coeficientes de utilização do 

freio (dianteiro e traseiro, μD e μT) se relacionam com a proporção da força do freio dianteiro 

(PD) e com a aceleração (a) pelas equações 58 e 59, respectivamente: 
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𝑃𝐷 =
𝜇𝐷

𝜇𝐷 + 𝜇𝑇 (
𝐶1 − 𝐶2
𝑀𝑟𝑒𝑠

𝑚𝑔 cos 𝜃 − 𝐶1

− 1)

 
 

(58) 

 

 

         𝑎𝑔 = −
𝑎

𝑔
= 𝜇𝑇 cos 𝜃 + (

𝜇𝐷 − 𝜇𝑇
𝐶2 − 𝐶1

) (
𝑀𝑟𝑒𝑠

𝑚𝑔
− 𝐶1cos 𝜃) +

𝐹𝑟𝑒𝑠
𝑚𝑔

 
(59) 

 

Essas equações dependem do termo resistivo 𝑀𝑟𝑒𝑠, dado pela equação 60:  

 

𝑀𝑟𝑒𝑠 = 𝑚𝑔ℎ𝐶𝐺sin 𝜃 + 𝑘𝐴ℎ𝑐𝑝(𝑉 −𝑊)
2 (60) 

 

Nas equações 61 e 62 aparecem ainda dois parâmetros, C1 e C2, que são funções da geometria 

da motocicleta e da utilização dos freios. 

 

𝐶1 =
𝜇𝑇ℎ𝐶𝐺 + 𝑏𝐶𝐺
𝑝 − 𝑏𝐶𝐺

 
(61) 

  

𝐶2 =
𝜇𝐷ℎ𝐶𝐺
𝑝 − 𝑏𝐶𝐺

 
(62) 

 

No caso 𝜇𝐷 = 𝜇𝑇, considerando a força de resistência constante, a equação 59 torna-se a 

equação 53. No caso de resistência nula, torna-se a equação 54. Já a equação 58 transforma-se 

na equação 63 para o caso sem resistência e com valores de coeficientes de utilização de freio 

distintos. 

 

𝑃𝐷 =
𝜇𝐷(𝑏𝐶𝐺 + ℎ𝐶𝐺𝜇𝑇)

𝑝𝜇𝑇 + 𝑏𝐶𝐺(𝜇𝐷 − 𝜇𝑇)
                  {𝐹𝑟𝑒𝑠 = 𝑀𝑟𝑒𝑠 = 0    

(63) 

5.1.6 Metodologia de estudo de curvas e frenagens 

Para estudar todo o processo de curva de uma motocicleta, analisamos o caso apresentado na 

figura 41. A motocicleta está em velocidade de cruzeiro Vcruz no trecho 1. No início do trecho 

2 o piloto percebe a placa. Levando em conta o tempo de reação, somente no início do trecho 

3 é que o piloto inicia a frenagem, até alcançar a velocidade da curva no início do trecho 4. 
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Figura 41: Movimento completo da manobra. Trecho 1: velocidade de cruzeiro; trecho 2: distância 

para o piloto reagir; trecho 3: frenagem; trecho 4: curva em velocidade constante. 

 

Considerando a manobra completa da figura 41, queremos estudar (1) a distância mínima an-

tes do início da curva em que o piloto precisa observar a placa para que tenha tempo de reagir 

e desacelerar, e (2) o valor da velocidade máxima que deve estar escrito na placa para que a 

motocicleta consiga manter a aderência durante a curva. Em outras palavras, queremos deter-

minar onde deve estar a placa e qual o valor escrito nela. A motocicleta utilizada para o estu-

do tem as características apresentadas nas tabelas 3, 4, 5 e 6. 

 A pista tem inclinação (θ) de 5⁰ e o vento tem velocidade (W) contrária de -5 km/h. No 

trecho 1, a motocicleta tem velocidade de cruzeiro (Vcruz) de 100 km/h. Essa velocidade irá 

interferir na distância de frenagem, como apresentado na equação 55.  Já no início do trecho 

2, o piloto visualiza a placa de redução, levando uma certa distância até que inicie a frenagem, 

como calculada pela equação 56.  

 No trecho 3, com o manete de freio já acionado, a motocicleta sofre a desaceleração. 

Essa reação de frenagem é calculada utilizando as equações de desaceleração, considerando 

ainda os limites de stoppie e de perda de aderência. Nesta análise, usamos o modelo de frena-

gem com força de resistência constante (FRC).  Essa escolha foi feita porque permite o cálcu-

lo da dinâmica da moto sem a necessidade da solução da equação diferencial, equação 47, ao 

mesmo tempo em que apresenta resultados parecidos com o que obteríamos com aquele mo-

delo mais completo. 

 Por fim, no trecho 4, a motocicleta deve apresentar velocidade menor ou igual à velo-

cidade máxima possível permitida para fazer a curva sem perder a aderência.  
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5.2 Resultados da frenagem e velocidade em curvas 

A análise do movimento da motocicleta será apresentada no sentido inverso ao movimento, 

partindo do trecho 4 (cálculo da velocidade máxima na curva) e finalizando no trecho 2 (dis-

tância de percepção da placa). Nesses estudos, consideramos a influência da pista (coeficiente 

de atrito, raio de curvatura) e da técnica de frenagem usada pelo piloto. Todas as equações 

estão escritas no SI. No entanto, alguns gráficos e tabelas apresentam os resultados transfor-

mados para unidades mais comuns (e.g., km/h). 

5.2.1 Velocidade máxima na curva e raio de curvatura mínimo  

Utilizando as equações 50, 51 e 52 foi possível construir os gráficos apresentados nas figura 

42 e 43. A figura 42 apresenta a velocidade da motocicleta em função do raio de curvatura da 

pista considerando os modelos sem resistência (CSR), resistência constante (CRC) e resistên-

cia variável (CRV). Essa velocidade é em pista seca com coeficiente de atrito f = 0,8 e varian-

do o raio de curvatura de 110 m a 340 m.  

 

Figura 42: Velocidade na curva para motocicleta em pista seca em função do raio de curvatura para os 

modelos sem resistência, resistência constante e resistência variável 

 

 

Vemos que nos três modelos a motocicleta aumenta o valor da velocidade com o aumento do 

raio de curvatura e que o modelo sem resistência (CRS) apresenta velocidade maior, enquan-

to, o modelo com resistência variável (CRV) apresenta velocidade menor. Essas diferenças 

nos valores de velocidade nos modelos utilizados é por causa das forças resistivas que é utili-

zada nas equações 50 e 51. 
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 Já a figura 43, apresenta a variação da velocidade na curva em função do raio de cur-

vatura para pista úmida, ou seja, coeficiente de atrito f = 0,4 nos modelo sem resistência 

(CSR), resistência constante (CRC) e resistência variável (CRV). Comparando a figura 43 

com a figura 42, percebe-se que o atrito tem um influência significativa na velocidade na cur-

va. Por exemplo, em pista seca o modelo com resistência variável (CRV) apresenta valores de 

velocidade maiores em função do raio de curvatura que o modelo sem resistência (CSR) para 

pista úmida. Assim, com a redução do atrito, a velocidade na curva da motocicleta diminui 

fazendo com a motocicleta faça a curva numa velocidade menor quando poderia fazer se a 

pista estivesse seca.  

 Os gráficos das figura 42 e 43 apresentam a influência em considerar as resistência e o 

atrito da pista quando a motocicleta faz a curva para que o piloto faça a curva em uma veloci-

dade segura. 

 

Figura 43: Velocidade na curva para motocicleta em pista úmida em função do raio de curvatura para 

os modelos sem resistência, resistência constante e resistência variável 

 

 

Nos gráficos da figura 42 e 43 estamos levando em consideração que motocicleta perde a ade-

rência com a roda dianteira e/ou traseira com a pista durante a curva. Isso é visto na tabela 8 e 

9 que indicam com quais rodas a motocicleta é limitada para perde a aderência com a pista. 

 A tabela 8 apresenta a velocidade máxima da motocicleta na curva em função do raio 

de curvatura e do coeficiente de atrito f (0,4 para pista molhada; 0,8 para pista seca). A velo-

cidade máxima é dada pela equação 52 desconsiderando as resistências, e pelo mínimo entre 

as equações 50 e 51 quando consideramos as resistências. 
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Tabela 8: Velocidade máxima de entrada na curva em função do raio de curvatura e do coeficiente de 

atrito. Modelos sem resistência (CSR), resistência constante (CRC) e resistência variável (CRV) 

R [m] f 
V [km/h] 

CSR  CRC  CRV  

340 
0,4 132 (D, T) 123 (D)   87 (T) 

0,8 186 (D, T) 174 (D) 139 (D) 

200 
0,4 101 (D, T)   94 (D)   79 (T) 

0,8 143 (D, T) 133 (D) 116 (D) 

110 
0,4   75 (D, T)   70 (D)    65 (T) 

0,8 106 (D, T)   99 (D)   92 (D) 

 

O atrito disponível é determinada pelas equações 37 e 38, substituindo as forças nas rodas 

pelas equações 39 e 40, assim a variável uso (u), que determinam o quanto de atrito disponí-

vel as rodas da motocicleta utilizaram para pode fazer a curva, indica quais as rodas a motoci-

cleta perde aderência com a pista. 

 Pelo modelo sem resistência (CSR), a velocidade máxima na curva pode ser maior que 

nos modelos com resistência, pois a motocicleta não precisa de força na roda para vencer as 

forças contrárias ao movimento, sobrando mais do atrito para a força centrípeta. Para o mode-

lo sem resistência, o limite de velocidade é o mesmo para as duas rodas (D,T). No caso dos 

modelos com resistência (constante, CRC, ou variável, CRV), as velocidades máximas são 

diferentes para as duas rodas. Na tabela 9, a roda que perde primeiro a aderência, e que por-

tanto limita a velocidade da moto, é indicada no índice superior (D ou T). Por exemplo, para o 

modelo CRV, a moto sempre perde a traseira em pista molhada (f = 0,4) e perde a dianteira 

em pista seca (f = 0,8), para qualquer raio de curvatura. Já no caso CRC, a moto estudada 

sempre é limitada pela perda de aderência na dianteira. 

 Em geral, como esperado, quanto menor o coeficiente de atrito e menor o raio de cur-

vatura, menor a velocidade máxima na curva. Outro padrão na tabela 9 é que o modelo CRV é 

mais conservativo que o modelo CRC, que por sua vez é mais conservativo que o CSR. 

 A tabela 9 apresenta a mesma análise, mas agora especificando a velocidade desejada 

e calculando o raio mínimo de curvatura permitido para cada condição. Para o modelo CRV, 

no caso de baixo atrito (f = 0,4), a motocicleta não tem aderência a 100 km/h mesmo em linha 

reta, por isso o valor do raio de curvatura mínimo não é indicado na tabela 9.   
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Tabela 9: Raio mínimo em função da velocidade e do coeficiente de atrito. Modelos sem resistência 

(CSR), resistência constante (CRC) e resistência variável (CRV) 

V 

 (km/h) 
f 

R (m) 

CSR  CRC  CRV  

100 
0,4 196 (D, T) 226 (D) - 

0,8 98 (D, T) 113 (D) 137 (D) 

80 
0,4 125 (D, T) 144 (D) 216 (T) 

0,8 62 (D, T)  72 (D)   80 (D) 

60 
0,4 71 (D, T)  81 (D)   89 (T) 

0,8 35 (D, T)  41 (D)   42 (D) 

 

5.2.2 Limite na frenagem: stoppie 

Agora passamos a estudar o trecho 3, analisando primeiramente em que caso o limite da 

frenagem se dá por travamento nas rodas ou por stoppie (perda do contato da roda traseira 

com o chão). Neste caso, usamos o modelo com resistência constante (FRC) e o mesmo 

coeficiente de utilização do freio nas duas rodas (μ = μD = μT). A equação 51 é usada para o 

cálculo da (des)aceleração, e as equações 42 e 43 para o cálculo da normal traseira. A figura 

44 mostra que, até limite 𝜇 =  0,92 (ponto A), não há levantamento da roda traseira (NT>0). 

  

Figura 44: Variação da normal traseira em função do coeficiente de utilização do freio (𝝁𝑫 = 𝝁𝑻 = 𝐟). 
Modelo com resistência constante (FRC) em uma redução de 100 km/h a 60 km/h 

 

Logo, o limite da frenagem é dado pela perda de aderência. Caso o coeficiente de utilização 

do freio seja maior que 0,92 (desde que o atrito permita), a moto irá girar para frente (stoppie) 
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antes de perder a aderência. Quando ocorre o stoppie, não há mais sentido em falar em 𝜇𝑇, já 

que agora a normal traseira é nula. 

5.2.3 Influência da técnica de frenagem na desaceleração 

Até este momento, todas as análises (com exceção da figura 40) foram feitas considerando 

𝜇𝐷 = 𝜇𝑇. A partir de agora, iremos estudar a influência da técnica de frenagem na pilotagem. 

A figura 45 apresenta as desacelerações que são obtidas para cada par (𝜇𝐷 , 𝜇𝑇) pela equação 

59. São indicados, também, os valores PD (equação 58) para cada situação. Cossalter (2006) 

apresenta uma figura parecida com a figura 45, mas para o caso sem resistência e geometria 

um pouco diferente.  

 

Figura 45: Curvas de desaceleração e distribuição de frenagem (PD/PT). Modelo com resistência cons-

tante (FRC) para uma redução de 100 km/h para 60 km/h 

 

O ponto A é o mesmo apresentado na figura 44 e afirma que para valores 𝜇𝐷 = 0,92 e PD = 1 

(i.e., curva coincidente com o eixo y; 𝜇𝑇 = 0) a motocicleta apresenta a desaceleração de 

1,05g.  

 No ponto B, temos os valores de 𝜇𝐷 = 𝜇𝑇 = 0,4, que corresponde a uma frenagem 

máxima em pista úmida (f = 0,4) ou a utilização de 50% do freio em pista seca  (f = 0,8). Para 

esse caso, PD = 0,72, e a desaceleração é de 0,53g.   
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 Quando a motocicleta utiliza 100% da capacidade de frenagem em pista seca (𝑓 =

𝜇𝐷 = 𝜇𝑇 =  0,8), ela consegue uma desaceleração de 0,93g, com PD = 0,92, como mostra o 

ponto C.  

 Os pontos D e E mostram a diferença entre o uso de apenas um dos freios (no caso μ = 

0,5). Para o uso único do dianteiro (Ponto D, μD = 0,5, PD = 1), a desaceleração é de 0,5g. Já 

usando apenas o freio traseiro (Ponto E, μT = 0,5, PD = 0), a desaceleração é bem menor, 

0,35g. O freio dianteiro permite uma frenagem melhor porque, ao desacelerar, há uma transfe-

rência de peso para a roda dianteira, o que aumenta a normal e, consequentemente, a força de 

atrito disponível. No entanto, embora o travamento de qualquer uma das rodas seja perigoso, 

o travamento da roda dianteira é bem mais desestabilizante para movimento, merecendo bas-

tante cuidado por parte do piloto. (COCCO, 2013) 

 Agora, na figura 46 temos a área máxima disponível que indica a faixa de utilização 

do freios para a pista úmida e pista seca.  

 

Figura 46: Limites de desaceleração na frenagem de motocicleta para pista úmida e seca no modelo 

com resistência constante (FRC) para um a redução de velocidade de 100 km/h pra 60 km/h 

 

Em pista úmida onde o valores máximos dos coeficientes de utilização são 𝜇𝐷 = 𝜇𝑇 = f =  0,4 

com desaceleração máxima que a motocicleta pode alcançar de ag = 0,53g com uma propor-

ção de força do freio dianteiro sendo PD = 0,72. Já em pista seca o valores máximos dos coe-

ficientes de utilização dos freios são 𝜇𝐷 = 𝜇𝑇 = f =  0,8 com desaceleração máxima de ag = 

0,93g e PD = 0,92. Portanto, essas área que incluem pista seca e pista úmida representam o 

domínio de utilização do coeficiente dos freios com as respectivas proporções do freio dian-

teiro e com a desaceleração que podem ser facilmente obtidas na figura 45. 
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5.2.4 Técnica ótima para distância de frenagem mínima  

Na figura 47, podemos escolher a técnica de frenagem que possibilita a menor distância de 

frenagem. Os pontos analisados são os mesmos da figura 45. Na figura 47, a linha contínua 

mostra a distância mínima de frenagem para cada uso de freio (𝜇𝐷 = 𝜇𝑇 = 𝑓). A linha trace-

jada mostra a qual deve ser a distribuição das forças, PD, para aquela frenagem ótima. 

 

Figura 47: Distância de frenagem mínima e PD para 𝝁𝑫 = 𝝁𝑻 = 𝒇. Modelo de resistência constante 

(FRC) para redução de 100 km/h para 60 km/h 

 

 

Para o ponto B, caso de pista úmida (𝜇𝐷 = 𝜇𝑇 = 0,4), a distância mínima de frenagem que a 

motocicleta deve ter para reduzir a velocidade de 100 km/h a 60 km/h é aproximadamente 47 

m. Já no ponto C, caso de pista seca (𝜇𝐷 = 𝜇𝑇 = 0,8), a distância mínima de frenagem neces-

sária é aproximadamente 27 m.  O valor de PD ótimo para o caso de pista úmida é 0,72, en-

quanto no caso de pista seca é 0,92. Ou seja, quanto maior o coeficiente de atrito maior a im-

portância relativa do freio dianteiro. Observamos então que não é possível recomendar uma 

técnica única de frenagem para todos os casos. 
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5.2.5 Influência da técnica na distância de frenagem 

A figura 48 apresenta a distância de frenagem para várias distribuições de força de frenagem, 

PD, considerando pista seca (f = 0,8) e pista úmida (f = 0,4). Nas duas curvas percebe-se um 

ponto de mínimo (frenagem ótima), à esquerda do qual a frenagem é limitada pela perda de 

aderência da roda traseira e à direita pela roda dianteira.  

 Esse limite de perda de aderência na frenagem é determinado pelo atrito disponível (u) 

que existe entre a pista e o pneu. Temos na figura 48 que a roda traseira utiliza todo atrito, 

tanto em pista úmida quanto em pista seca até o ponto de inflexão das curvas, a qual, passa a 

ser limitada pela roda dianteira sendo essa, agora, a utilizar todo atrito disponível.  

 Duas observações são importantes. Primeiro, como já discutido, o valor ótimo de PD 

depende do coeficiente de atrito. Segundo, uma técnica incorreta de frenagem pode significar 

uma distância muito maior para a diminuição da velocidade. Na figura 48 estão indicados os 

casos B e C (ótimos) que já haviam aparecido nas figuras 45, 46 e 47. 

 

Figura 48: Distância mínima de frenagem em função do PD para 𝒇 = 0,4 e f = 0,8. Modelo de resistên-

cia constante (FRC) para redução de 100 km/h para 60 km/h. 

 

5.2.6 Distância da placa 

Nesta subseção estudamos o posicionamento da placa de velocidade. Consideramos que o 

piloto, inicialmente em velocidade de cruzeiro de 100 km/h, avista a placa indicando a exis-

tência de uma curva. O raio de curvatura neste caso é de 110 m. Então, pela tabela 9, sabemos 
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que 60 km/h é uma velocidade segura tanto com baixo quanto com alto atrito. Pelo modelo 

CRV, que é o mais conservativo, a moto sairia de traseira apenas se estivesse acima de 65 

km/h com f = 0,4, e sairia de frente com f = 0,8 somente acima de 92 km/h. 

 Para essa condição (Vcruz = 100 km/h = 27,8m/s), utilizando a equação 56 para calcular 

a reação do piloto, a distância percorrida até o início da frenagem é de 69 m.  

 Para avaliar a distância de frenagem da motocicleta, consideramos duas situações: μ = 

0,4 (que pode significar 100% do freio em pista úmida ou 50% do freio em pista seca) e μ = 

0,8 (100% do freio em pista seca). As distâncias são retiradas da figura 47 (μD = μT = μ).  

 A tabela 10 mostra a distância de reação do piloto, a distância de frenagem da motoci-

cleta, e a soma das duas, que é a distância mínima na qual a placa precisa ser percebida. Para 

as duas condições de atrito estudadas, consideramos que o piloto ajusta o uso do freio (PD) de 

forma a obter a melhor frenagem possível (μD = μT = μ = f).  

 

Tabela 10: Distância de observação da placa em relação ao início da curva para PD ótimo (μD= μT= 

μ=f). Redução 100 km/h a 60 km/h. 

R 𝜇 Distância (m) 

(m)    Reação  Frenagem  Placa 

110 
0,8 69 27 96 

0,4 69 47 116 

 

Para essa redução de velocidade, o CONTRAN (2007) recomenda que a distância de frena-

gem deve ser considerada 123 m (usando Torricelli para uma redução de 100 km/h para 60 

km/h com desaceleração de 2 m/s2) Esse cálculo do CONTRAN (2007) corresponde ao nosso 

modelo de frenagem sem resistência (FSR), equação 55. Portanto, vemos que essa recomen-

dação é segura, principalmente porque o piloto irá observar a placa antes de chegar ao local 

onde está posicionada. O modelo com resistência variável (FRV) apresenta uma distância de 

frenagem de 25 m, valor bem parecido com o obtido pelo modelo FRC (27 m, tabela 10). O 

modelo sem resistência resulta em uma distância de frenagem de 32 m. Portanto, dos três mo-

delos, o modelo sem resistência (FSR) é o mais conservativo. 
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6 CONCLUSÕES  

O trabalhou mostrou que existem variadas considerações que podem ser feitas na análise da 

dinâmica da motocicleta. Foram apresentados modelos matemáticos que determinaram o 

comportamento da motocicleta em aceleração, frenagem e curvas através do modelo geral da 

dinâmica da motocicleta.  

 Com o modelo que considera, apenas, a força motriz e de frenagem na roda traseira é 

possível determinar a potência do motor da motocicleta para que se possa vencer as forças de 

resistência e alcançar a velocidade desejada. Esse modelo é muito apropriado para isso, pois 

com as curvas de potências, determinamos os limites de capacidade do motor, desde que seja 

considerada a variação da potência máxima do motor, P, com a rotação do motor. 

 Com a variação da distância entre eixos das rodas e do centro de gravidade, vemos a 

influência da geometria em algumas manobras na motocicleta. Temos que, para motocicletas 

com o valor bCG próximo da roda traseira é mais fácil, durante, a aceleração acontecer a ma-

nobra de wheelie. Agora, com motocicleta que apresenta centro de gravidade mais elevado é 

fácil acontecer, durante a frenagem, a manobra de stoppie.  Ainda, nesse modelo, foi visto a 

capacidade de frenagem da motocicleta utilizando a força total de frenagem na roda traseira. 

Confirmarmos que, para a motocicleta reduzir sua velocidade, é mais fácil fazer em pista seca 

do que em pista molhada, pois a distância de frenagem é menor em pista seca.  

 Com o modelo que considera a separação da força total de frenagem nas duas rodas, 

apresentamos uma metodologia de posicionamento de uma placa de redução de velocidade 

para entrada em curvas. 

 Na dinâmica da velocidade em curvas, o trabalho mostrou algumas considerações que 

devem ser feitas no cálculo da velocidade máxima de curva.  Vimos que no caso da curva, do 

ponto de vista da segurança, é importante levar em conta as resistências. e, ainda, comparando 

o nosso modelo de velocidade máxima na curva com o estudo feito por Lemonaski et al. 

(2014), temos que os gráficos das velocidades ótimas da figura 15 são próximas das figuras 

43 no caso do modelo do gráfico com resistência variável (CRV).   

 Já no caso de frenagem em linha reta, o modelo sem resistências é mais conservativo, 

podendo ser utilizado. Outro resultado importante é que os modelos com resistência constante 

ou com resistência variável apresentam resultados parecidos, permitindo o uso do primeiro, 

que não necessita a solução de uma equação diferencial. Agora, considerando a distância de 

frenagem na tabela 10, com a distância de entrada na curva no trabalho de Yuen, Karin e Sai-

fizul (2014), apresentada na figura 14, temos que, para uma frenagem em pista seca, ou acio-
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nando 100% os freios a nossa distância de entrada na curva é menor, já quando em pista úmi-

da, ou acionamento de 50% dos freios a nossa distância de frenagem é maior. Essas diferenças 

deve-se que no nosso trabalho estamos considerando que todo atrito disponível é utilizado. 

 Do ponto de vista físico, como esperado, confirmamos que quanto menor o atrito e 

menor o raio de curvatura, menor a velocidade máxima possível na curva. Ainda estudamos 

os vários limites durante curvas e frenagens, que podem ser a perda de adesão na roda diantei-

ra, a perda de adesão na roda traseira ou a perda de contato da roda traseira através da variável 

uso (u), determinada pelas equações 37 e 38, que apresentam as velocidades limites nas tabe-

las 8 e 9.  

 Vimos também como a técnica de frenagem (proporção dos freios dianteiro e traseiro) 

influenciam na desaceleração e, consequentemente, na distância de frenagem. Um ponto im-

portante é que a técnica ótima de frenagem depende do coeficiente de atrito, o que desaconse-

lha a recomendação de uma técnica universal para todas as situações. Portanto, o nosso mode-

lo de frenagem é apenas um indicativo da distância desejada para frenagem para que o piloto 

tenha uma distância segura para alcançar a velocidade de entrada na curva e não perda a ade-

rência dos pneus na frenagem, isso é muito explorado em Baumann et al. (2016).  

 Além disso, apresentamos uma metodologia para o cálculo da posição e da velocidade 

máxima de uma placa em função das condições de atrito, do raio de curvatura e da utilização 

do freio. Esses cálculos demonstraram que a recomendação do Conselho Nacional de Trânsito 

(CONTRAN) é segura. 

 Por fim, os modelos apresentados neste trabalho estão bem consistentes com alguns 

resultados apresentados no Capítulo 3, mesmo com algumas simplificações sobre aplicações 

de forças. Portanto, concluímos que existem modelos específicos para cada tipo de situação e 

podem ser simplificados; algumas manobras em motocicletas podem ocorrer por causa de um 

péssimo projeto na geometria; que existe uma distância mínima de frenagem para que o piloto 

de motocicleta faça uma curva com segurança; não existem uma técnica ótima de frenagem; 

para algumas situações reais as forças de resistências devem ser consideradas. Assim, espero 

que o trabalho tenha contribuído com a dinâmica da motocicleta, apresentando variados mo-

delos que foram aplicados em algumas condições reais de uso e que seja o ponto inicial para 

uma validação dos resultados encontrados.   

 

Para o desenvolvimento de trabalhos futuros que venham analisar a dinâmica da motocicleta 

na aceleração, frenagem e velocidade em curvas. 
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 Considerar a aceleração na curva. 

 Considerar o acionamento dos manetes dos freios variáveis na distância de frenagem. 

 Considerar a variação de todas as forças resistivas durante o movimento da motocicle-

ta. 

 Avaliar para qual tipo de solo a frenagem em motocicletas apresenta distância de fre-

nagem menores. 

 Utilizar a força de arrasto lateral para calcular a velocidade na curva. 

 Comparar os resultados do trabalho na prática para validar os modelos utilizados. 
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O estudo das motocicletas apresenta um interessante exemplo de ensino que combina teoria, tecnologia e prática. Neste artigo, apresen-

tamos um estudo dinâmico típico efetuado na disciplina Engenharia da Motocicleta, UFPE. O problema em questão é determinar quando 

uma motocicleta deve iniciar a sua frenagem e qual é a máxima velocidade em que pode fazer uma determinada curva. Para estudar esse 

movimento, modelamos a dinâmica da motocicleta em linha reta e depois em curva, considerando as forças inerciais, as forças resisti-

vas, e as forças controladas pelo piloto (propulsão e frenagem). Os modelos matemáticos são então usados para estudar a mínima distân-

cia para iniciar a frenagem e a máxima velocidade possível na curva, considerando limites de aderência e a possibilidade de perda de 

contato de uma das rodas. Como resultado, concluímos que, do ponto de vista da segurança, é importante a consideração das forças 

resistivas no modelo da velocidade máxima em curva, mas não no cálculo da distância mínima de frenagem. Outro resultado importante 

é que a técnica ótima de frenagem (proporção do freio dianteiro e traseiro) é função do coeficiente de atrito, não sendo interessante 

recomendar aos pilotos uma proporção universal. 

Palavras-chaves: motocicleta; frenagem; dinâmica na curva 

 

 

 

The study of motorcycles presents an interesting example of teaching that combines theory, technology and application. In this paper, we 

present a typical dynamic study conducted in the discipline of Motorcycle Engineering, UFPE. The problem is to determine when a 

motorcycle should begin its breaking and what would be the maximum speed to make a curve. To study this phenomenon, we model the 

dynamics of the motorcycle on straight and curved paths, considering the inertial forces, resistive forces and the forces controlled by the 

rider (propulsion and braking). The models are then used to study the minimum distance to start the braking and the maximum possible 

cornering speed, considering the limits of adhesion and the possibility of loss of contact of one of the wheels. As result, we conclude, 

from a safety point of view, that it is important to consider the resistive forces on the model of maximum cornering speed, but not in the 

calculation of the minimum braking distance. Another important result is that the optimum braking technique (ratio of front and rear 

braking) is a function of the friction coefficient, so it is not interesting to recommend to the riders a universal proportion. 
Keywords: motorcycle; braking; curve dynamics 

1. Introdução 

 

Desde 2010, a disciplina Engenharia da Motocicleta vem 

sendo oferecida pelo Curso de Graduação em Engenharia 

Mecânica da UFPE. A disciplina começa estudando os 

problemas gerais ligados às motocicletas, como acidentes, 

poluição, preconceito e monopólio, e, logo depois, descre-

ve a tecnologia do veículo, incluindo motor, quadro, dire-

ção, pneus, etc. Concluídos esses 20% da disciplina, come-

ça a parte principal, dedicada à modelagem matemática da 

motocicleta: propulsão, frenagem, manobras e amorteci-

mento. Essa combinação é bastante rica do ponto de vista 

pedagógico, pois revisa os conceitos teóricos da dinâmica 

que os estudantes aprenderam em disciplinas preliminares, 

inclui as limitações tecnológicas encontradas na prática, e, 

principalmente, mostra como uma modelagem relativa-
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mente simples pode ser usada para auxiliar na solução de 

problemas práticos. Do ponto de vista didático, um ponto 

interessante é que a motocicleta é um veículo bastante 

atraente entre os jovens, o que ajuda muito na motivação 

durante as aulas, trabalhos e avaliações. 

Neste artigo, iremos mostrar como um modelo simples, 

basicamente de balanço de forças e de momentos, pode 

explicar o comportamento das motocicletas em frenagens e 

curvas. Adicionalmente, esse modelo pode ainda proporci-

onar respostas práticas, como a melhor técnica para o pilo-

to usar durante a frenagem, a distância mínima para a re-

dução de velocidade e a máxima velocidade na qual uma 

motocicleta consegue fazer uma determinada curva. Mas, 

antes de começar a apresentação do modelo dinâmico, 

iremos contextualizar o problema geral.  

O número de acidentes com motocicletas no Brasil, 

bem como as suas consequências, são bem conhecidos. No 

entanto, não existem muitos estudos técnicos sobre as reais 

causas desses acidentes. A grande maioria dos trabalhos é 

feita nos leitos dos hospitais ou então baseados nos regis-

tros dos acidentes, não permitindo, portanto, nada mais que 

conjecturas sobre as reais causas dos acidentes. No mundo 

todo, os dois únicos trabalhos completos sobre as causas 

dos acidentes são de Hurt et al. [1] e ACEM [2]. Nesses 

trabalhos, equipes formadas por médicos e engenheiros se 

deslocavam aos locais dos acidentes para analisar quantita-

tivamente o que realmente acontecera. Os resultados eram 

então comparados com situações de controle em vias pró-

ximas. 

Em 2010, a Organização Mundial da Saúde foi convi-

dada por alguns países a preparar um relatório com a avali-

ação do estado de segurança rodoviária global e para moni-

torar o progresso ao longo da década [3]. Essa ação indicou 

claramente a preocupação dos governantes ao redor do 

globo com os efeitos devastadores dos acidentes de trânsi-

to. 

No Brasil, na década de 1990, políticas públicas do go-

verno federal incentivaram a fabricação, a compra e o uso 

das motocicletas. A frota desses veículos aumentou de 1,5 

milhão em 1990 para 17 milhões no final de 2012. Por 

causa da sua versatilidade, baixo custo e conveniência 

pessoal, as motos passaram a ser usadas intensamente no 

transporte de pequenas mercadorias e pessoas, para o tra-

balho e para a escola, em áreas urbanas e rurais. Infeliz-

mente, o aumento no número de motocicletas foi acompa-

nhado pelo aumento dos acidentes com esses veículos [4]. 

As causas dos acidentes são variadas: configuração dos 

veículos, imprudência e imperícia dos condutores (tanto 

das motocicletas quanto dos automóveis), além do próprio 

projeto e das condições das vias. Em relação ao projeto das 

vias, na concepção e na implantação da segurança no trân-

sito, a sinalização é um fator básico que influencia a per-

cepção dos usuários para as condições da via. De acordo 

com o CONTRAN [5], a sinalização de regulamentação 

tem por finalidade transmitir aos usuários as condições, 

proibições, obrigações ou restrições no uso das vias urba-

nas e rurais. Assim, o desrespeito aos sinais de regulamen-

tação constitui infrações previstas Código de Trânsito 

Brasileiro [6].   

Como boa prática de segurança, a redução da velocida-

de regulamentada para um trecho, em relação ao trecho 

imediatamente anterior, deve ser feita com base em estudos 

de engenharia que levem em conta diversos fatores, tais 

como o tempo de reação do condutor e a distância de fre-

nagem em função da redução desejada.  Por ser universal, 

a placa de sinalização deve levar em conta os diversos 

veículos que circulam pelas vias, como automóveis, moto-

cicletas e caminhões. 

No caso das motocicletas, há um complicador nessa 

análise, pois os freios traseiro e dianteiro são acionados de 

forma independente. Fabricantes [7] e acadêmicos [8] 

defendem que o domínio de uma boa técnica de frenagem 

(i.e., escolher a proporção correta entre a aplicação do freio 

dianteiro e do traseiro) permite reduzir em mais de 50% a 

distância de parada.  Inversamente, conclui-se que o uso de 

uma má técnica pode então aumentar muito a distância de 

frenagem, podendo ocasionar queda ou colisão. 

A capacidade da frenagem das motocicletas depende 

diretamente da aderência entre o pneu e o pavimento da 

pista, e, desta forma, deve-se evitar a todo custo que a 

utilização da aderência seja reduzida. Algumas das situa-

ções que provocam a redução da aderência são o bloqueio 

das rodas durante as frenagens e o deslizamento durante a 

aceleração, casos em que o pneu, ao invés de rolar, passa a 

escorregar sobre o pavimento da pista. 

Assim, explicar o comportamento de uma motocicleta 

durante a frenagem não é trivial, pois envolve tanto a mo-

delagem da dinâmica do veículo quanto das escolhas que o 

piloto realiza.  

As referências clássicas para o estudo da dinâmica de 

veículos de duas rodas são Cossalter [8] no caso das moto-

cicletas e Wilson [9] para as bicicletas. O presente trabalho 

é baseado nesses autores clássicos, mas com três contribui-

ções. Em primeiro lugar, a inclusão das forças resistivas 

nos modelos de frenagem e de curva. Segundo, o acopla-

mento das duas manobras (frenagem e curva) para o estudo 

do problema específico de segurança. Terceiro, a conside-

ração integrada de fenômenos indesejáveis, como a perda 

de aderência e o stoppie (perda de contato da roda traseira 

com o piso durante a frenagem). 

Na Seção 2 apresentamos a modelagem matemática dos 

fenômenos. Depois, na Seção 3, esses modelos são usados 

para determinar a distância mínima de frenagem e a máxi-

ma velocidade da motocicleta em curva. Na Seção 4 discu-

timos em que casos é importante a consideração das forças 

resistivas e concluímos que as recomendações para coloca-

ção de placas sinalizadoras frenagem são seguras. 

 

2. Materiais e métodos 

  

Nesta seção, primeiramente são apresentadas as equações 

básicas da dinâmica das motocicletas e, em seguida, como 

essas equações são arranjadas especificamente para o pre-

sente estudo sobre frenagens e curvas. 

 

2.1. Fundamentos da dinâmica da motocicleta na reta 

 

Durante o movimento, a motocicleta sofre a ação de varia-

das forças, como apresentadas na Fig. 1. Algumas dessas 
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forças provocam o movimento para frente, enquanto outras 

tendem a resistir ao movimento. 

 
Figura 1 – Forças existentes no movimento e frenagem da moto-

cicleta 

 

A força aplicada na roda traseira é apresentada pela equa-

ção (1). O primeiro termo do lado direito é a reação do piso 

à força vinda do motor, a qual depende da potência máxi-

ma do motor em uma determinada rotação (P), da veloci-

dade da motocicleta (V) e do coeficiente de abertura do 

acelerador (𝛼). O segundo termo é a força de frenagem, 

que depende do coeficiente de utilização do freio (𝜇𝑇) e da 

força normal (𝑁𝑇). Dependendo da atuação do piloto no 

acelerador (𝛼) ou no freio (𝜇𝑇), ambos os termos à direita 

podem ser nulos ou não nulos. 

 

𝐹𝑟𝑜𝑑𝑎,𝑇 = 𝛼
𝑃

𝑉
− 𝜇

𝑇
𝑁𝑇 (1) 

 

A potência máxima do motor (P) é uma curva que varia 

com a rotação, mas essa informação não será importante 

especificamente neste trabalho, já que ou estudamos a 

motocicleta em curva com velocidade constante (P = cte) 

ou durante a frenagem (𝛼 = 0). No entanto, destacamos 

que as equações aqui apresentadas são gerais, podendo ser 

usadas em movimentos mais complexos. O coeficiente de 

utilização do acelerador (𝛼) pode variar de 0 a 1 (condição 

em que toda a potência do motor em uma determinada 

rotação está sendo usada). O coeficiente de utilização do 

freio (𝜇𝑇 , traseiro;  ou 𝜇𝐷, dianteiro) varia de 0 a f, onde f 

é o coeficiente de atrito entre o pneu e o piso.  

De forma similar, a equação (2) apresenta a força na 

roda dianteira. Como as motocicletas, com raríssimas ex-

ceções, não têm tração dianteira, usamos apenas o termo de 

frenagem. 

 

𝐹𝑟𝑜𝑑𝑎,𝐷 = −𝜇𝐷𝑁𝐷 (2) 

 

As outras forças que atuam sobre a motocicleta tendem a 

resistir ao movimento, como aquelas apresentadas na 

equação (3), na qual FA é a resistência aerodinâmica, FR é a 

resistência à deformação do pneu (resistência de rolagem), 

e FGx é a componente da força da gravidade na direção do 

movimento.  Em alguns casos particulares essas forças 

podem assumir valores negativos (i.e., auxiliam o movi-

mento), como quando o vento sopra por trás ou nas desci-

das. 

 

𝐹𝑟𝑒𝑠 = −𝐹𝐴 − 𝐹𝑅 − 𝐹𝐺𝑥  (3) 

 

A equação (3) pode ser detalhada pela equação (4), expres-

sando cada força a partir de seus parâmetros. 

 

𝐹𝑟𝑒𝑠 = −𝑘𝐴(𝑉 −𝑊)
2 − 𝐶𝑅𝑚𝑔 cos 𝜃 − 𝑚𝑔 sin 𝜃 (4) 

 

O primeiro termo do lado direito da equação (4) é a força 

aerodinâmica (FA), que depende da velocidade relativa 

entre a motocicleta (V) e o vento (W), e do fator de arrasto 

(kA), que, por sua vez, é função da forma do conjunto pilo-

to/motocicleta e da massa especifica do ar. O fator de ar-

rasto kA varia com a velocidade e com a posição do piloto, 

mas aqui iremos considera-lo constante. O segundo termo 

representa a resistência de rolagem dos pneus (FR), que é 

função do coeficiente de rolagem (CR), do peso da motoci-

cleta (mg) e do ângulo da pista (𝜃). Em geral, o coeficiente 

de rolagem varia com a velocidade da motocicleta e com a 

construção e pressão do pneu, mas neste trabalho conside-

ramos CR constante. Finalmente, há a influência do peso 

(FGx) no movimento, como indicado pelos últimos termos 

nas equações (3) e (4).  

Os pontos de aplicação das forças resistivas são distin-

tos. A força de arrasto (FA) é aplicada no centro de pressão 

(CP), a força da gravidade (FG) é aplicada no centro de 

gravidade (CG), e a força de rolagem dos pneus (FR) é 

aplicada na interface entre o pneu e a pista, como indicado 

na Fig. 1. O fato das forças terem pontos diferentes de 

atuação será importante posteriormente no cálculo dos 

momentos. Veremos adiante que a inércia da motocicleta 

(ma), agindo no centro de gravidade combinado pilo-

to/motocicleta, também influencia o movimento. Por 

exemplo, quanto maior a massa do conjunto, menor será a 

aceleração para uma mesma força na roda. 

Outras duas forças que existem na motocicleta durante 

a aceleração ou frenagem são as forças normais nas rodas. 

Essas forças não influenciam diretamente no movimento 

para frente, mas são importantes no cálculo da aderência. 

A equação (5) é a normal da roda dianteira, e a equação (6) 

apresenta a normal traseira. As duas equações são obtidas 

fazendo um balanço de forças em y e um balanço de mo-

mentos em relação ao ponto de contato da roda traseira 

com o piso. 

 

𝑁𝐷 =
𝐹𝐺 b𝐶𝐺cos 𝜃 − 𝐹𝐴ℎ𝐶𝑃 −𝑚𝑎ℎ𝐶𝐺 − 𝐹𝐺 ℎ𝐶𝐺sin 𝜃

𝑝
 

(5) 

 

𝑁𝑇 = 𝑚𝑔 cos 𝜃 − 𝑁𝐷 (6) 

 

Interessante observar nas equações (5) e (6) que as normais 

não dependem apenas do projeto da motocicleta (massa e 

geometria) e da pista (inclinação), mas também do próprio 

movimento da motocicleta. Isto é, quando há uma acelera-

ção (a) positiva, por exemplo, há uma transferência de 

peso para a roda traseira. Já na frenagem, é a roda dianteira 
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que tem a normal aumentada. Outra característica do mo-

vimento que pode interferir na normal é a velocidade da 

moto, que influencia a força aerodinâmica (aplicada no 

centro de pressão). 

A equação (7) é a Segunda Lei de Newton aplicada ao 

movimento da motocicleta na direção x. No caso sem a 

utilização dos freios (𝜇𝐷 = 𝜇𝑇 = 0), se as forças resistivas 

forem menores (em módulo) que a força na roda traseira, a 

moto vai acelerar. Se as forças resistivas forem maiores 

que a força na roda traseira, a moto irá diminuir a sua velo-

cidade. No caso geral, o balanço (positivo ou negativo) 

entre as forças na direção x depende se o piloto está acele-

rando (𝛼 > 0), se está freando (𝜇𝐷 > 0 e/ou 𝜇𝑇 > 0), se há 

declive na pista (𝜃 ≠ 0), e se há velocidade relativa do 

vento (𝑉 −𝑊 ≠ 0), bem como dos parâmetros do conjun-

to piloto/motocicleta, dados por kA, CR e m. 

 

𝑚𝑎 =  𝐹𝑟𝑜𝑑𝑎,𝐷 + 𝐹𝑟𝑜𝑑𝑎,𝑇 + 𝐹𝑟𝑒𝑠 (7) 

 

Sabemos que a aceleração é a derivada da velocidade com 

o tempo, resultando então na equação (8) - uma equação 

diferencial em V, que neste trabalho é resolvida pelo mé-

todo das diferenças finitas.  

 

𝑚𝑎 =  𝑚
𝑑𝑉

𝑑𝑡
  =  𝛼

  𝑃 

 𝑉 
− 𝜇𝑇𝑁𝑇  −𝜇𝐷𝑁𝐷                                       

 
       −𝑘𝐴(𝑉 −𝑊)

2  − 𝐶𝑅𝑚𝑔cos𝜃 − 𝑚𝑔 sin𝜃 (8) 

 

A solução computacional da equação diferencial (8), ao 

invés de uma solução analítica, é justificada para o caso 

geral porque P, ND e NT são funções não lineares da velo-

cidade. No caso particular de P, a solução é mais compli-

cada ainda, já que a relação entre P e V depende também 

da marcha escolhida pelo piloto, o que em geral depende 

da história da velocidade, não apenas do seu valor momen-

tâneo. 

No caso de curva, a força centrípeta não influencia di-

retamente o movimento para frente, mas, como ela usa 

parcialmente o atrito disponível, acaba limitando indireta-

mente a força que pode ser aplicada na roda tanto para 

aceleração quanto para frenagem. A força centrípeta apli-

cada sobre a moto é apresentada pela equação (9). Mais 

para frente iremos dividir essa força centrípeta entre as 

duas rodas.  

 

𝐹𝑐𝑒𝑛𝑡 =
𝑚𝑉2

𝑅
 

(9) 

 

2.2. Perda de aderência das rodas dianteira e traseira 

 

Considerando o movimento mais geral, i.e, durante uma 

curva, a força de atrito máxima entre um dos pneus e a 

pista (dada pelo coeficiente de atrito multiplicado pela 

normal, 𝑓𝑁𝑖) não pode ser superada pela força resultante 

composta pela força longitudinal na roda (equações 1 ou 2)  

e pela força centrípeta (equação 9), conforme mostrado na 

Fig. 2.  

 

 
Figura 2 – Vista superior da área de contato, no plano xz, entre o 

pneu traseiro deformado da motocicleta e a estrada, apresentando 

a força centrípeta e força aplicada na roda. 

 

O limite de uso do atrito é representado pela equação (10), 

onde o índice i é usado para indicar que a equação vale 

tanto para a dianteira (i=D) quanto para traseira (i=T). 

 

𝐹𝑟𝑜𝑑𝑎,𝑖
2 + 𝐹𝑐𝑒𝑛𝑡,𝑖

2 ≤ (𝑓𝑁𝑖)
2 (10) 

 

O coeficiente de atrito (f) depende do material da pista, da 

construção e da calibragem do pneu, bem como das condi-

ções da pista (e.g., pista seca, pista molhada, pista suja, 

lama). Por exemplo, em pista seca o valor típico do coefi-

ciente é 0,8, e, em pista úmida, 0,4 [8]. Caso a condição da 

equação (10) não seja satisfeita, ocorrem fenômenos inde-

sejáveis. Nas curvas, a moto perde a aderência e sai pela 

tangente. Nas retas, o pneu desliza, provocando uma dimi-

nuição no coeficiente de atrito (que passa de atrito estático 

para dinâmico) e diminuindo drasticamente a estabilidade 

da motocicleta [8,10]. 

Ainda analisando a motocicleta na curva, mas agora a 

observando frontalmente (Fig. 3), vemos as forças que 

atuam no plano yz. Para que haja o equilíbrio entre a nor-

mal e o peso em y, e entre a força centrípeta (atrito) e a 

centrífuga (inércia radial), a moto precisa permanecer em 

um ângulo de rolagem 𝜙. Na prática, esse valor é limita-
do pela geometria da pedaleira, em geral com valor 
máximo de 50o [8]. A razão pela qual os pilotos profissi-
onais se inclinam em direção da pista durante as curvas 
é para conseguir baixar o centro de gravidade (do con-
junto piloto/motocicleta) sem que a pedaleira toque no 
chão. Neste trabalho, consideramos constante o centro 
de gravidade do conjunto. 
 

 
Figura 3 – Vista frontal da motocicleta, no plano yz, apresentan-

do as forças aplicadas no pneu e no centro de gravidade. 

 

2.3. Velocidade máxima na curva  

 

A velocidade máxima que a motocicleta pode permanecer 

em uma curva, em velocidade constante, sem perder a 
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aderência, pode ser obtida substituindo a equação (9) na 

equação (10). A distribuição da força centrípeta entre as 

duas rodas é feita a partir do balanço dos momentos dessas 

duas forças radiais em relação a um eixo na direção z que 

passa pelo centro de gravidade. Explicitando  a velocidade, 

resultam as equações (11) para a roda dianteira e (12) para 

a traseira:  

 

𝑉𝐷
2 ≤ (

𝑝

𝑏𝐶𝐺

𝑅

𝑚
)√(𝑓𝑁𝐷)

2 − 𝐹𝑟𝑜𝑑𝑎,𝐷
2 

 

(11) 

 

 

𝑉𝑇
2 ≤ (

𝑝 − 𝑏𝐶𝐺

𝑏𝐶𝐺

𝑅

𝑚
)√(𝑓𝑁𝑇)

2 − 𝐹𝑟𝑜𝑑𝑎,𝑇
2 

 

(12) 

 

Vemos que tanto o coeficiente de atrito (f) quanto o raio da 

curva (R) são importantes para a velocidade máxima de 

curva. Quanto menor o atrito e menor o raio de curvatura, 

menor será a velocidade máxima possível.  Importante 

notar que a força na roda (equação 7) depende do arrasto 

aerodinâmico (equação 4), que por sua vez depende da 

velocidade da motocicleta. Logo, no caso geral, as equa-

ções (11) e (12) necessitam de uma solução numérica para 

a obtenção da velocidade máxima de curva. 

A diferença entre a roda dianteira na equação (11) e a 

traseira na equação (12) é causada pela utilização do acele-

rador e dos manetes de freio (casos em que Froda,D ≠ Froda,T) 

e da distribuição da força centrípeta entre as duas rodas, 

que depende da posição do centro de gravidade. Neste 

trabalho, escolhemos como velocidade máxima para que a 

motocicleta consiga realizar a curva o menor valor obtido 

entre as equações (11) e (12). 

        No caso de aceleração nula, vemos pela equação (7) 

que a força nas duas rodas deve ser igual à força resistiva, 

calculada pela equação (4). Portanto, podemos ver que 

quanto maiores forem as resistências, maior terá que ser a 

força na roda e, consequente, menor a velocidade com que 

a moto poderá fazer a curva (equação 11 e 12). É impor-

tante notar que mesmo com velocidade constante, o piloto 

em geral usa o acelerador para que a tração equilibre as 

resistências, ou então usa o freio, no caso de curva em 

descida. 

Na seção de estudos de casos, vamos usar três modelos 

de curva baseados nas equações (11) e (12). O primeiro é o 

modelo de curva sem resistência (CSR) em que conside-

ramos kA=CR=𝜃=0. Nesse caso, pelas equações (4) e (7), 

vemos que Fres = Froda = 0. Então, as equações (11) e (12) se 

transformam na clássica equação (13) [8]. 

 

𝑉𝐷,𝑇
2 ≤ 𝑓𝑅𝑔         {

𝛼 = 0
 𝜇𝐷 = 𝜇𝑇 = 0
𝐹𝑟𝑒𝑠 = 0

 

 

(13) 

No segundo modelo de curva (CRC) consideramos que a 

resistência aerodinâmica é constante, i.e., usamos uma 

velocidade de referência para o cálculo de 𝐹𝑟𝑒𝑠 na equação 

(4), o que permite calcular V explicitamente nas equações 

(11) e (12), já que agora Froda não varia com a velocidade.  

O terceiro modelo de curva (CRV), com resistência va-

riável, usa a velocidade real da motocicleta para o cálculo 

de 𝐹𝑟𝑒𝑠, obrigando que as equações (11) e (12) sejam resol-

vidas iterativamente, uma vez que Froda (= Fres) é função da 

velocidade por causa do arrasto aerodinâmico. 

 

2.4. Desaceleração e distância de frenagem  

 

A desaceleração da motocicleta é calculada pela equação 

(8), que é a equação (7) alimentada pelas equações (1), (2) 

e (4). Durante a frenagem, assim como no caso da curva 

em velocidade constante, consideramos três modelos dis-

tintos: sem resistência, resistência constante e resistência 

variável. Para o modelo de frenagem sem resistência (FSR) 

e com resistência constante (FRC), consideramos que as 

forças resistivas (arrasto aerodinâmico em particular) não 

são função da velocidade, e, portanto, a equação (7) se 

transforma em uma equação algébrica simples para o cál-

culo da aceleração. No caso do modelo de frenagem com 

resistência variável (FRV), a variação da velocidade duran-

te a frenagem implica em uma variação da resistência ae-

rodinâmica, fazendo com que a equação (8) seja uma 

equação diferencial (aqui resolvida por diferenças finitas).  

Considerando o caso específico em que o acelerador 

não é usado (𝛼 = 0), que os dois freios são usados com o 

mesmo coeficiente (𝜇𝐷 = 𝜇𝑇) e que a resistência aerodi-

nâmica é constante (i.e., usando uma velocidade de refe-

rência), a equação (8) se transforma na equação (14), que 

será chamada de modelo de frenagem com resistência 

constante (FRC). 

 

𝑎 = −𝜇𝑔 cos 𝜃 +
𝐹𝑟𝑒𝑠

𝑚
                  {

𝛼 = 0
 𝜇 = 𝜇𝐷 = 𝜇𝑇
𝐹𝑟𝑒𝑠 = 𝑐𝑡𝑒

 
 

(14) 

 

        Simplificando mais ainda, desprezando agora as resis-

tências, obtemos a equação (15) (modelo de frenagem sem 

resistência, FSR).  

 

𝑎 = −𝜇𝑔              {
𝛼 = 0
 𝜇𝐷 = 𝜇𝑇
𝐹𝑟𝑒𝑠 = 0

 
 

(15) 
 

 

Para os casos FRC, equação (14), e FSR, equação (15), 

uma vez determinada a desaceleração (a), a distância de 

frenagem pode ser determinada pela equação (16), classi-

camente conhecida como Equação de Torricelli.  

 

𝑑𝑓𝑟𝑒𝑛𝑎𝑔𝑒𝑚 =
𝑉𝑖𝑛𝑖
2 −𝑉𝑓𝑖𝑛

2

−2𝑎
               𝑎 = 𝑐𝑡𝑒 

(16) 

 

No caso do modelo FRV, em que o valor da aceleração não 

é constante, a distância de frenagem é calculada resolvendo 

a equação (8) por diferenças finitas. 

Um exemplo de frenagem pode ser visto na Fig. 4, para 

o caso em que a motocicleta está com velocidade de cru-

zeiro de 100 km/h e reduz para 60 km/h, sendo a força de 

frenagem utilizada ao máximo (μD=μT=f=0,8). Temos que, 

para o caso sem resistência (FSR), a desaceleração é cons-

tante com valor de 0,8g, até tornar-se nula ao atingir os 
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desejados 60 km/h, quando então o piloto desativa o freio. 

Já para o caso com resistência constante (FRC), a desacele-

ração é de 0,93g. Para o caso com resistência variável 

(FRV), o valor da desaceleração varia de 1,06g a 0,96g, já 

que quando a velocidade diminui, diminui também o arras-

to aerodinâmico que auxilia a desaceleração.  

 

 
Figura 4 - Desaceleração na frenagem em função da distância. 

𝜇𝐷 = 𝜇𝑇 = 𝑓 = 0,8. Redução de velocidade de 100 km/h para 60 

km/h. São considerados o modelo sem resistência (FSR), resis-

tência constante (FRC) e resistência variável (FRV). 

 

Outro exemplo de frenagem pode ser visto na Fig. 5, para o 

caso de redução de velocidade com coeficiente de utiliza-

ção do freio de 0,4 (μD=μT=f=0,4; o que fisicamente é 

análogo ao uso de 50% do freio com coeficiente de atrito 

de 0,8). Vemos que, para o caso sem resistência (FSR), a 

desaceleração é constante com valor de 0,32g. Já para o 

caso com resistência constante (FRC), a desaceleração é 

0,54g, e para o caso com resistência variável (FRV) a de-

saceleração fica na faixa 0,66g a 0,57g. 

 

 
Figura 5 - Desaceleração na frenagem em função da distância. 

𝜇𝐷 = 𝜇𝑇 = 𝑓 = 0,4. Redução de velocidade de 100 km/h para 60 

km/h. São considerados o modelo sem resistência (FSR), resis-

tência constante (FRC) e resistência variável (FRV). 

 

Observa-se então o esperado, que uma menor utilização do 

freio (por desejo do piloto ou por uma diminuição no coe-

ficiente de atrito entre o pneu e a pista) provoca uma maior 

distância necessária para a frenagem. 

Outra forma de verificar a influência das simplificações 

nos modelos é fixando a proporção da força do freio dian-

teiro em relação à força de frenagem total. A Fig. 6 mostra 

os resultados para o caso em que o motociclista escolhe μD 

e μT de forma que 70% da força de frenagem sempre seja 

proporcionada pela roda dianteira. Por exemplo, se o piloto 

desejar uma desaceleração de 0,4g, pelo modelo FRC ele 

terá que usar μT=0,22 e μD=0,29. Já pelo modelo FSR, para 

a mesma frenagem (ag=0,4g) esses valores seriam μT=0,45 

e  μD=0,38. 

 

 
Figura 6 – Uso dos freios dianteiro e traseiro em função da desa-

celeração desejada. Casos sem resistência (FSR) e resistência 

constante (FRC) utilizando 70% da força do freio dianteiro. 
 

Assim, podemos concluir que, para um mesmo par de 

coeficientes de utilização do freio (μT e μD), o modelo com 

resistência constante (FRC) apresenta valores de frenagem 

maiores que o modelo sem resistência (FSR). Isso acontece 

porque as forças resistivas na equação (7) impõem uma 

desaceleração ao movimento da motocicleta. Neste caso, a 

desaceleração adicional causada pelas resistências tem 

valor aproximado de 0,16g, sendo esse o motivo das curvas 

do modelo com resistência constante (FRC) não partirem 

da origem na Fig. 6. 

Além da distância de frenagem, que é a distância após 

o início do acionamento do freio, existe também uma dis-

tância percorrida entre o momento em que o piloto observa 

a placa e o momento em que ele atua sobre o freio da mo-

tocicleta. Essa distância é chamada de distância de reação 

do piloto, e é calculada pela equação (17), levando em 

conta o tempo de reação 𝛿𝑡 e a velocidade de cruzeiro 

(Vcruz) em m/s. O CONTRAN [5] considera nos seus cálcu-

los 𝛿𝑡=2,5 segundos. 

 

𝑑𝑟𝑒𝑎çã𝑜 = 𝛿𝑡𝑉𝑐𝑟𝑢𝑧 (17) 

 

2.5. Limite de stoppie e técnica de frenagem 

 

Durante a frenagem, um dos limites para que o piloto fique 

em segurança é o limite de stoppie, que é a perda de conta-

to da roda traseira com o chão. Esse limite pode ser deter-

minado calculando o momento em que a normal traseira 

fica nula na equação (6). Se desconsiderarmos as resistên-

cias e considerarmos a mesma utilização dos dois freios, 
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esse limite é expresso pela equação (18), na qual vemos 

que o valor máximo do coeficiente de utilização do freio 

para que não ocorra o stoppie é maior no caso de motos 

com menor altura do centro de gravidade (hCG) ou com 

centro de gravidade mais deslocado para a traseira (menor 

valor de bG, Fig. 1). 

 

𝜇 =
𝑝−𝑏𝐶𝐺

ℎ𝐶𝐺
                                          {

𝛼 = 0
 𝜇𝐷 = 𝜇𝑇
𝐹𝑟𝑒𝑠 = 0

 (18) 

 

Uma forma alternativa de representar a atuação dos freios é 

a partir da proporção da força do freio dianteiro (PD). Por 

exemplo, considerando um coeficiente de atrito unitário 

(f=1), digamos que uma motocicleta apresenta 1000 N de 

força de atrito disponível na roda dianteira (f.ND) e 600 N 

na roda traseira (f.NT). No entanto, durante a frenagem, são 

utilizados 800 N de força de frenagem na roda dianteira e 

420 N na traseira.  O coeficiente de utilização do freio (µ) 

é calculado pela razão da força utilizada e da força dispo-

nível na roda, i.e., 𝜇𝐷 = 0,8 (=800/1000) e 𝜇𝑇 = 0,7 

(=420/600). Já a proporção do freio dianteiro (PD) é calcu-

lada pela razão da força utilizada na roda dianteira (800N) 

e a força total utilizada (800+420=1220N), resultando em 

PD = 0,66. A atuação dos freios pode então ser caracteriza-

da ou pelos dois μ’s ou por um dos dois μ’s juntamente 

com o PD. 

Manipulando algebricamente as equações anteriores, os 

coeficientes de utilização do freio (dianteiro e traseiro, μD e 

μT) se relacionam com a proporção da força do freio dian-

teiro (PD) e com a aceleração (a) pelas equações (19) e 

(20), respectivamente: 

 

 

𝑃𝐷 =
𝜇𝐷

𝜇𝐷 + 𝜇𝑇 (
𝐶1 − 𝐶2
𝑀𝑟𝑒𝑠

𝑚𝑔 cos 𝜃
− 𝐶1

− 1)

  
(19) 

 

 

         𝑎𝑔 = −
𝑎

𝑔
= 𝜇𝑇 cos 𝜃 + 

                    (
𝜇𝐷−𝜇𝑇

𝐶2−𝐶1
) (

𝑀𝑟𝑒𝑠

𝑚𝑔
− 𝐶1cos 𝜃) +

𝐹𝑟𝑒𝑠

𝑚𝑔
 (20) 

 

Essas equações dependem do termo resistivo 𝑀𝑟𝑒𝑠, dado 

pela equação (21):  

 

𝑀𝑟𝑒𝑠 = 𝑚𝑔ℎ𝐶𝐺sin 𝜃 + 𝑘𝐴ℎ𝑐𝑝(𝑉 −𝑊)
2 (21) 

 

Nas equações (19) e (20) aparecem ainda dois parâmetros, 

C1 e C2, que são funções da geometria da motocicleta e da 

utilização dos freios. 

 

𝐶1 =
𝜇𝑇ℎ𝐶𝐺 + 𝑏𝐶𝐺
𝑝 − 𝑏𝐶𝐺

 
(22) 

  

𝐶2 =
𝜇𝐷ℎ𝐶𝐺
𝑝 − 𝑏𝐶𝐺

 
(23) 

 

No caso 𝜇𝐷 = 𝜇𝑇, considerando a força de resistência 

constante, a equação (20) torna-se a equação (14). No caso 

de resistência nula, torna-se a equação (15).  

Já a equação (19) transforma-se na equação (24) para o 

caso sem resistência e com valores de coeficientes de utili-

zação de freio distintos. 

 

𝑃𝐷 =
𝜇𝐷(𝑏𝐶𝐺 + ℎ𝐶𝐺𝜇𝑇)

𝑝𝜇𝑇 + 𝑏𝐶𝐺(𝜇𝐷 − 𝜇𝑇)
              

 

                                                         {𝐹𝑟𝑒𝑠 = 𝑀𝑟𝑒𝑠 = 0    (24) 

 

 
Figura 7 – Movimento completo da manobra. Trecho 1: veloci-

dade de cruzeiro; trecho 2: distância para o piloto reagir; trecho 3: 

frenagem; trecho 4: curva em velocidade constante. 

 

2.6. Metodologia de estudo da velocidade máxima em 

curva e de frenagem em linha reta 

 

Para estudar todo o processo de curva de uma motocicleta, 

analisamos o caso apresentado na Fig. 7. A motocicleta 

está em velocidade de cruzeiro Vcruz no trecho 1. No início 

do trecho 2 o piloto percebe a placa. Levando em conta o 

tempo de reação, somente no início do trecho 3 é que o 

piloto inicia a frenagem, até alcançar a velocidade da curva 

no início do trecho 4. 

Considerando a manobra completa da Fig. 7, queremos 

estudar (1) a distância mínima antes do início da curva em 

que o piloto precisa observar a placa para que tenha tempo 

de reagir e desacelerar, e (2) o valor da velocidade máxima 

que deve estar escrito na placa para que a motocicleta 

consiga manter a aderência durante a curva. Em outras 

palavras, queremos determinar onde deve estar a placa e 

qual o valor escrito nela.  

        A motocicleta utilizada para o estudo tem as caracte-

rísticas apresentada na Tabela 1. 

A pista tem inclinação (θ) de 5⁰ e o vento tem velocidade 

(W) contrária de -5 km/h. No trecho 1, a motocicleta tem 

velocidade de cruzeiro (Vcruz) de 100 km/h. Essa velocida-

de irá interferir na distância de frenagem, como apresenta-

do na equação (16).  Já no início do trecho 2, o piloto visu-

aliza a placa de redução, levando uma certa distância até 

que inicie a frenagem, como calculada pela equação (17).  
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Tabela 1 – Características físicas e geométricas da motocicleta 

Características  

 m 230 kg 

P  22,06 kW 

kA  0,4 kg/m 

CR 0,02 

hCG  0,75 m 

hCP  0,9 m 

p  1,4 m 

bCG 0,73 m 

         

No trecho 3, com o manete de freio já acionado, a mo-

tocicleta sofre a desaceleração. Essa reação de frenagem é 

calculada utilizando as equações de desaceleração, consi-

derando ainda os limites de stoppie e de perda de aderên-

cia. Nesta análise, usamos o modelo de frenagem com 

força de resistência constante (FRC).  Essa escolha foi feita 

porque permite o cálculo da dinâmica da moto sem a ne-

cessidade da solução da equação diferencial, equação (8), 

ao mesmo tempo em que apresenta resultados parecidos 

com o que obteríamos com aquele modelo mais completo 

(Fig. 4 e 5). 

        Por fim, no trecho 4, a motocicleta deve apresentar 

velocidade menor ou igual à velocidade máxima possível 

(equações 11, 12 e 13) permitida para fazer a curva sem 

perder a aderência.  

 

3. Resultados e discussões 

 

A análise do movimento da motocicleta será apresentada 

no sentido inverso ao movimento, partindo do trecho 4 

(cálculo da velocidade máxima na curva) e finalizando no 

trecho 2 (distância de percepção da placa). Nesses estudos, 

consideramos a influência da pista (coeficiente de atrito, 

raio de curvatura) e da técnica de frenagem usada pelo 

piloto. Todas as equações estão escritas no SI. No entanto, 

alguns gráficos e tabelas apresentam os resultados trans-

formados para unidades mais comuns (e.g., km/h). 

 

3.1. Velocidade máxima na curva e raio de curvatura 

mínimo 

 

A Tabela 2 apresenta a velocidade máxima da motocicleta 

na curva em função do raio de curvatura e do coeficiente 

de atrito f (0,4 para pista molhada; 0,8 para pista seca). A 

velocidade máxima é dada pela equação (13) desconside-

rando as resistências, e pelo mínimo entre as equações (11) 

e (12) quando consideramos as resistências. 

Pelo modelo sem resistência (CSR), a velocidade máxima 

na curva pode ser maior que nos modelos com resistência, 

pois a motocicleta não precisa de força na roda para vencer 

as forças contrárias ao movimento, sobrando mais do atrito 

para a força centrípeta. Para o modelo sem resistência, o 

limite de velocidade é o mesmo para as duas rodas (D,T). 

No caso dos modelos com resistência (constante, CRC, ou 

variável, CRV), as velocidades máximas são diferentes 

para as duas rodas. Na Tabela 2, a roda que perde primeiro 

a aderência, e que portanto limita a velocidade da moto, é 

indicada no índice superior (D ou T). Por exemplo, para o 

modelo CRV, a moto sempre perde a traseira em pista 

molhada (f=0,4) e perde a dianteira em pista seca (f=0,8), 

para qualquer raio de curvatura. Já no caso CRC, a moto 

estudada sempre é limitada pela perda de aderência na 

dianteira. 
 

Tabela 2 – Velocidade máxima de entrada na curva em função 

do raio de curvatura e do coeficiente de atrito. Modelos sem 

resistência (CSR), resistência constante (CRC) e resistência 

variável (CRV). 

R [m] f 
V [km/h] 

CSR  CRC  CRV  

340 
0,4 132 (D, T) 123(D)   87 (T) 

0,8 186 (D, T) 174 (D) 139 (D) 

200 
0,4 101 (D, T)   94 (D)   79 (T) 

0,8 143 (D, T) 133 (D) 116 (D) 

110 
0,4   75 (D, T)   70 (D)    65 (T) 

0,8 106 (D, T)   99 (D)   92 (D) 

 

Em geral, como esperado, quanto menor o coeficiente 

de atrito e menor o raio de curvatura, menor a velocidade 

máxima na curva. Outro padrão na Tabela 2 é que o mode-

lo CRV é mais conservativo que o modelo CRC, que por 

sua vez é mais conservativo que o CSR. 

A Tabela 3 apresenta a mesma análise, mas agora es-

pecificando a velocidade desejada e calculando o raio 

mínimo de curvatura permitido para cada condição. Para o 

modelo CRV, no caso de baixo atrito (f=0,4), a moto não 

tem aderência a 100 km/h mesmo em linha reta, por isso o 

valor do raio de curvatura mínimo não é indicado na Tabe-

la 3.           

 
Tabela 3 – Raio mínimo em função da velocidade e do coeficien-

te de atrito. Modelos sem resistência (CSR), resistência constante 

(CRC) e resistência variável (CRV) 

V 

 (km/h) 
f 

R (m) 

CSR  CRC  CRV  

100 
0,4 196 (D, T) 226(D) - 

0,8 98 (D, T) 113(D) 137 (D) 

80 
0,4 125 (D, T) 144(D) 216 (T) 

0,8 62 (D, T)  72 (D)   80 (D) 

60 
0,4 71 (D, T)  81 (D)   89 (T) 

0,8 35 (D, T)  41 (D)   42 (D) 

 

3.2. Limite na frenagem: stoppie  

 

Agora passamos a estudar o Trecho 3, analisando 

primeiramente em que caso o limite da frenagem se dá por 

travamento nas rodas ou por stoppie (perda do contato da 

roda traseira com o chão). Neste caso, usamos o modelo 

com resistência constante (FRC) e o mesmo coeficiente de 

utilização do freio nas duas rodas (μ=μD=μT). A equação 

(14) é usada para o cálculo da (des)aceleração, e as 
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equações (5) e (6) para o cálculo da normal traseira. A Fig. 

8 mostra que, até limite 𝜇 =  0,92 (ponto A), não há 

levantamento da roda traseira (NT>0). Logo, o limite da 

frenagem é dado pela perda de aderência. Caso o 

coeficiente de utilização do freio seja maior que 0,92 

(desde que o atrito permita), a moto irá girar para frente 

(stoppie) antes de perder a aderência. Quando ocorre o 

stoppie, não há mais sentido em falar em 𝜇𝑇, já que agora a 

normal traseira é nula. 

 

 
Figura 8 – Variação da normal traseira em função do coeficiente 

de utilização do freio (𝜇𝐷 = 𝜇𝑇 = f). Modelo com resistência 

constante (FRC) em uma redução de 100 km/h a 60 km/h 

 

3.3. Influência da técnica de frenagem na desaceleração 

 

Até este momento, todas as análises (com exceção da Fig. 

6) foram feitas considerando 𝜇𝐷 = 𝜇𝑇. A partir de agora, 

iremos estudar a influência da técnica de frenagem na 

pilotagem. A Fig. 9 apresenta as desacelerações que são 

obtidas para cada par 𝜇𝐷 , 𝜇𝑇 pela equação (20). São indi-

cados, também, os valores PD (Equação 19) para cada 

situação. Cossalter [8] apresenta uma figura parecida com 

a Fig. 9, mas para o caso sem resistência e geometria um 

pouco diferente. 

 

 
Figura 9 – Curvas de desaceleração e distribuição de frenagem 

(PD/PT). Modelo com resistência constante (FRC) para uma redu-

ção de 100 km/h para 60 km/h 
 

O ponto A é o mesmo apresentado na Fig. 7 e afirma que 

para valores 𝜇𝐷 = 0,92 e PD = 1 (i.e., curva coincidente 

com o eixo y; 𝜇𝑇 = 0) a motocicleta apresenta a desacele-

ração de 1,05g.  

No ponto B, temos os valores de 𝜇𝐷 = 𝜇𝑇 = 0,4, que 

corresponde a uma frenagem máxima em pista úmida (f = 

0,4) ou a utilização de 50% do freio em pista seca  (f = 

0,8). Para esse caso, PD = 0,72, e a desaceleração é de 

0,53g.   

Quando a motocicleta utiliza 100% da capacidade de 

frenagem em pista seca (𝑓 = 𝜇𝐷 = 𝜇𝑇 =  0,8), ela conse-

gue uma desaceleração de 0,93g, com PD = 0,92, como 

mostra o ponto C.  

Os pontos D e E mostram a diferença entre o uso de 

apenas um dos freios (no caso μ=0,5). Para o uso único do 

dianteiro (Ponto D, μD=0,5, PD = 1), a desaceleração é de 

0,5g. Já usando apenas o freio traseiro (Ponto E, μT=0,5, 

PD = 0), a desaceleração é bem menor, 0,35g. O freio dian-

teiro permite uma frenagem melhor porque, ao desacelerar, 

há uma transferência de peso para a roda dianteira, o que 

aumenta a normal e, consequentemente, a força de atrito 

disponível. No entanto, embora o travamento de qualquer 

uma das rodas seja perigoso, o travamento da roda diantei-

ra é bem mais desestabilizante para movimento [10], mere-

cendo bastante cuidado por parte do piloto. 

  

3.4. Técnica ótima para distância de frenagem mínima  

 

Na Fig. 10, podemos escolher a técnica de frenagem que 

possibilita a menor distância de frenagem. Os pontos anali-

sados são os mesmos da Fig. 9. Na Fig. 10, a linha contí-

nua mostra a distância mínima de frenagem para cada uso 

de freio (𝜇𝐷 = 𝜇𝑇 = 𝑓). A linha tracejada mostra a qual 

deve ser a distribuição das forças, PD, para aquela frena-

gem ótima. 

 

 
Figura 10 – Distância de frenagem mínima e PD para 𝜇𝐷 = 𝜇𝑇 =
𝑓. Modelo de resistência constante (FRC) para redução de 100 

km/h para 60 km/h 

 

Para o ponto B, caso de pista úmida (𝜇𝐷 = 𝜇𝑇 = 0,4), a 

distância mínima de frenagem que a motocicleta deve ter 

para reduzir a velocidade de 100 km/h a 60 km/h é apro-

ximadamente 47 m. Já no ponto C, caso de pista seca (𝜇𝐷 =

𝜇𝑇 = 0,8), a distância mínima de frenagem necessária é 
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aproximadamente 27 m.  O valor de PD ótimo para o caso 

de pista úmida é 0,72, enquanto no caso de pista seca é 

0,92. Ou seja, quanto maior o coeficiente de atrito maior a 

importância relativa do freio dianteiro. Observamos então 

que não é possível recomendar uma técnica única de frena-

gem para todos os casos. 

 

 
Figura 11 – Distância mínima de frenagem em função do PD para 

𝑓 = 0,4 e f = 0,8. Modelo de resistência constante (FRC) para 

redução de 100 km/h para 60 km/h. 

         

3.5. Influência da técnica na distância de frenagem 

 

A Fig. 11 apresenta a distância de frenagem para várias 

distribuições de força de frenagem, PD, considerando pista 

seca (f=0,8) e pista úmida (f=0,4). Nas duas curvas perce-

be-se um ponto de mínimo (frenagem ótima), à esquerda 

do qual a frenagem é limitada pela perda de aderência da 

roda traseira e à direita pela roda dianteira. Duas observa-

ções são importantes. Primeiro, como já discutido, o valor 

ótimo de PD depende do coeficiente de atrito. Segundo, 

uma técnica incorreta de frenagem pode significar uma 

distância muito maior para a diminuição da velocidade. Na 

Fig. 11 estão indicados os casos B e C (ótimos) que já 

haviam aparecido nas Figs. 9 e 10. 

 

3.5. Distância da placa 

 

Nesta subseção estudamos o posicionamento da placa de 

velocidade. Consideramos que o piloto, inicialmente em 

velocidade de cruzeiro de 100 km/h, avista a placa indi-

cando a existência de uma curva. O raio de curvatura neste 

caso é de 110m. Então, pela Tabela 2, sabemos que 60 

km/h é uma velocidade segura tanto com baixo quanto com 

alto atrito. Pelo modelo CRV, que é o mais conservativo, a 

moto sairia de traseira apenas se estivesse acima de 65 

km/h com f=0,4, e sairia de frente com f=0,8 somente aci-

ma de 92 km/h. 

        Para essa condição (Vcruz = 100 km/h = 27,8m/s), 

utilizando a equação (17) para calcular a reação do piloto, 

a distância percorrida até o início da frenagem é de 69 m.  

Para avaliar a distância de frenagem da motocicleta, 

consideramos duas situações: μ=0,4 (que pode significar 

100% do freio em pista úmida ou 50% do freio em pista 

seca) e μ=0,8 (100% do freio em pista seca). As distâncias 

são retiradas da Fig. 10 (μD= μT= μ).  

A Tabela 4 mostra a distância de reação do piloto, a 

distância de frenagem da motocicleta, e a soma das duas, 

que é a distância mínima na qual a placa precisa ser perce-

bida. Para as duas condições de atrito estudadas, conside-

ramos que o piloto ajusta o uso do freio (PD) de forma a 

obter a melhor frenagem possível (μD= μT= μ=f).  

 
Tabela 4 – Distância de observação da placa em relação ao início 

da curva para PD ótimo (μD= μT= μ=f). Redução 100 km/h a 60 

km/h.  

R 𝜇 Distância (m) 

(m)    Reação  Frenagem  Placa 

110 
0,8 69 27 96 

0,4 69 47 116 

 

Para essa redução de velocidade, o CONTRAN [5] reco-

menda que a distância de frenagem deve ser considerada 

123 m (usando Torricelli para uma redução de 100 km/h 

para 60 km/h com desaceleração de 2 m/s2) Esse cálculo 

do CONTRAN [5] corresponde ao nosso modelo de frena-

gem sem resistência (FSR), equação (16). Portanto, vemos 

que essa recomendação é segura, principalmente porque o 

piloto irá observar a placa antes de chegar ao local onde 

está posicionada. O modelo com resistência variável 

(FRV) apresenta uma distância de frenagem de 25 m, valor 

bem parecido com o obtido pelo modelo FRC (27 m, Tabe-

la 4). O modelo sem resistência resulta em uma distância 

de frenagem de 32 m. Portanto, dos três modelos, o modelo 

sem resistência (FSR) é o mais conservativo.  

 

4. Conclusões  

 

O trabalho mostrou algumas considerações que devem ser 

feitas no cálculo da distância de frenagem e da velocidade 

máxima de curva.  Vimos que, no caso da curva, do ponto 

de vista da segurança, é importante levar em conta as resis-

tências. Já no caso de frenagem em linha reta, o modelo 

sem resistência é mais conservativo, podendo ser utilizado. 

Outro resultado importante é que os modelos com resistên-

cia constante ou com resistência variável apresentam resul-

tados parecidos, permitindo o uso do primeiro, que não 

necessita a solução de uma equação diferencial.  

Do ponto de vista físico, como esperado, determinamos 

que quanto menor o atrito e menor o raio de curvatura, 

menor a velocidade máxima possível na curva. Ainda 

estudamos os vários limites durante curvas e frenagens, 

que podem ser a perda de aderência na roda dianteira, a 

perda de aderência na roda traseira, ou a perda de contato 

da roda traseira (stoppie).  

Destacamos que o modelo matemático apresentado po-

de ser usado também no caso de acelerações, desde que 

seja considerada a variação da potência máxima do motor, 

P, com a rotação do motor. 

Vimos também como a técnica de frenagem (proporção 

dos freios dianteiro e traseiro, PD) influencia na desacele-

ração e, consequentemente, na distância de frenagem. Um 
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ponto importante é que a técnica ótima de frenagem de-

pende do coeficiente de atrito, o que desaconselha a reco-

mendação de uma técnica universal para todas as situações. 

        Por fim, apresentamos uma metodologia para o cálcu-

lo da posição e da velocidade máxima de uma placa em 

função das condições de atrito, do raio de curvatura e da 

utilização do freio. Esses cálculos demonstraram que a 

recomendação do CONTRAN [5] é segura. 

Os modelos apresentados neste trabalho são introdu-

tórios. Em passos seguintes da carreira de engenheiro de 

motocicletas, o estudante poderá considerar outros fenô-

menos importantes. Para tanto, citamos alguns trabalhos 

mais avançados. Corno et al. [11] apresentam uma discus-

são parecida com a aqui apresentada, levando em conta a 

transferência de peso, o limite entre a perda de aderência e 

o stoppie, e a influência do arrasto aerodinâmico. Adicio-

nalmente, usando um pacote comercial de simulação, eles 

estudam outros fenômenos mais complexos, como a varia-

ção do coeficiente de atrito com o deslizamento da roda e a 

influência do movimento da suspensão na frenagem. Toyo-

fuku et al. [12] mostram os resultados de experimentos de 

frenagem, comparando pilotos com e sem experiência. 

Baumann et al. [13] apresentam um método de análise de 

frenagem durante a curva, manobra que pode ser facilitada 

no caso de motocicletas elétricas com tração nas duas 

rodas. Özkan  et al. [14] mostram uma dimensão que não 

foi considerada neste trabalho, que é o comportamento do 

piloto. Eles estudam erros de tráfego, erros no controle da 

motocicleta, violações de limite de velocidade, realização 

de manobras perigosas e o uso de equipamentos de segu-

rança. Vlahogianni  et al. [15] discutem os riscos específi-

cos do uso das motocicletas. Em particular, destacamos a 

seção em que eles apresentam os riscos associados à infra-

estrutura, que incluem o tipo de piso, geometria das estra-

das, visibilidade do piloto e perda de controle durante 

frenagens e curvas. 

Um ponto muito importante a destacar é que no cálculo 

da distância mínima de frenagem e da velocidade máxima 

de curva, consideramos os casos limites. Na prática, com a 

exceção de pilotos profissionais, é muito difícil que um 

piloto consiga conduzir a motocicleta nesses casos extre-

mos. Ainda, mesmo um piloto profissional, no dia a dia, 

não usa a motocicleta em situação limite nas curvas e fre-

nagens. Outro ponto importante é que os valores calcula-

dos dependem fortemente dos parâmetros utilizados, não 

podendo, portanto, ser utilizados como regras gerais para 

qualquer caso. 

Voltando ao ensino na graduação, exemplos como o 

aqui apresentado levam cerca de seis horas para serem 

construídos na disciplina de Engenharia da Motocicleta. 

Incluem a apresentação da teoria, a construção do modelo 

físico e a análise dos resultados. Em geral, um exemplo de 

seis horas poderia ser considerado um tempo elevado para 

manter a atenção dos estudantes, mas, por se tratar de um 

fenômeno atraente e de fácil visualização, os estudantes 

apresentam um interesse contínuo, participando ativamente 

durante a formulação das hipóteses do modelo, e, posteri-

ormente, nas discussões das consequências do movimento 

modelado. Ainda, ao final da disciplina, os estudantes 

mostram-se bastante motivados tanto para estender o mo-

delo matemático para outras situações quanto para elaborar 

relatórios finais em forma de pequenas monografias. 
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