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Resumo

A tecnologia de radar de abertura sintética polarimétrico (Polarimetric Synthetic Aper-
ture Radar — PolSAR) vem sendo apontada como um indispensavel ferramental para
capturar e analisar informacdes aeroespaciais, em particular, da superficie da terra
[Freitas, C. C., Frery, A. C. & Correia, A. H. (2005), ‘The polarimetric G distribution
for SAR data analysis’. Environmetrics 16(1), 13-31]. O objetivo desta tese é a pro-
posta de métodos inferenciais baseados em Teoria da Informacgado para dados polari-
métricos. Assim, o trabalho de investigagdo desta tese estd dividido em duas areas de
estudo. Primeiramente, propor distancias estocdsticas bem como investigar seus com-
portamentos assint6ticos para as diferentes distribuicdes voltadas a imagens PolSAR.
Adicionalmente, visa propor outras medidas dentro da Teoria da Informacao direcio-
nadas aos contextos de imagens PolSAR, tal como entropia [Zografos, K. & Nadarajah,
S. (2005), ‘Expressions for Rényi and Shannon entropies for multivariate distributions’,
Statistics & Probability Letters 71(1), 71-84]. Em segundo lugar, realizar aplicagdes dos
ferramentais derivados aos contextos de classificacdo, segmentacado e detecgdo de bor-
das em tais imagens.

Inicialmente, na Secdo “Testes paramétricos e nio paramétrico para dados speckle”, uma
imagem SAR é o resultado de observar uma varidvel aleatéria com distribuicdo Q?.
Desta forma, recursos de Inferéncia Estatistica (tais como estimac¢do por méxima ve-
rossimilhanca - EMV, teste de hipétese e medidas descritivas das estimativas) tentam
mapear comportamentos e comparagdes entre as ferramentas desenvolvidas dentro
de uma imagem SAR. Ainda, os resultados sdo submetidos a um modelo de contami-
nagdo paramétrico espelho do fendmeno de reflexdo de canto.

Como um segundo estudo, a Secdo “Estimagcoes melhoradas no modelo Wishart com-
plexo escalonado” apresenta dois métodos de EMV melhorados para o nimero de equi-
valente de looks. Tais metodologias sdo baseadas na expressdo para o viés de segunda
ordem em EMV e em uma férmula para a verossimilhanga perfilada modificada. Fi-
nalmente, seus desempenhos sdo comparados com outros métodos cldssicos.

Um terceiro estudo é apresentado na Segdo “Expressoes para distdncias em dados Pol-
SAR”. Neste caso, os pixels sdo matrizes aleatérias pertencentes a familia de distribui-
¢oes Wishart complexa escalonada. Nesta perspectiva, esta segdo propde ferramentas
estocdsticas baseadas na Teoria da Informacdo (com respeito ao funcional (4, ¢), pro-
posto por Salicrti, Menéndez, Pardo & Morales [(1994), ‘On the applications of diver-
gence type measures in testing statistical hypothesis’, Journal of Multivariate Analysis
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RESUMO viii

51, 372-391]) para o contexto da distribuicdo Wishart complexa escalonada.

Posteriormente, na Secdo “Novas propostas de detecio de bordas em imagens Pol[SAR”,
nods aplicamos o ferramental derivado na Secdo “Expressoes para distidncias em dados
PolSAR” ao contexto de detec¢do de borda em imagens PolSAR. Como resultado prin-
cipal, as ferramentas derivadas sdo propostas como quatro novos detectores de bordas
e comparadas a uma abordagem usual.

Na Secdo “Andlise estatistica para dados PolSAR baseada em medidas de entropia”, um
quinto estudo considera a proposta de testes de homogeneidade em imagens PolSAR
por meio de entropias estocdsticas. Esta metodologia é uma especificagdo da classe
(h, ¢) de entropias proposta por Salicrti,, Mendéndez & Pardo [(1993), ‘Asymptotic dis-
tribution of (h, ¢)-entropy’, Communications in Statistics - Theory Methods 22(7), 2015-
2031] para a distribuigdo Wishart complexa escalonada e as entropias de Shannon e
Rényi.

Finalmente, na Secdo “Comparagio entre testes de homogeneidade em dados PolSAR”,
discute-se a comparagdo de trés testes de homogeneidade envolvendo ferramentas da
Teoria da Informagdo com a abordagem baseada na razdo de verossimilhangas pro-
posta por Conradsen, Nielsen, Schou & Skriver [(2003), ‘A test statistic in the complex
Wishart distribution and its application to change detection in polarimetric SAR data’,
IEEE Transactions on Geoscience and Remote Sensing 41(1), 4-19]. O desempenho dos tes-
tes é avaliado tendo como critérios de comparagdo seus poderes e tamanhos estimados
assim como outras medidas descritivas.

Palavras-chave: PolSAR; Teoria Estatistica da Informacado; Correcdo de Viés; Medidas
de Entropias; Medidas de Divergéncias; Deteccdo de Borda.



Abstract

The technology of Polarimetric Synthetic Aperture Radar (PolSAR) has been indicated
as an essential tool for capturing and analyzing aerospace informations, in particular,
obtained from the earth’s surface [Freitas, C. C., Frery, A. C. & Correia, A. H. (2005),
‘The polarimetric G distribution for SAR data analysis’. Environmetrics 16(1), 13-31].
The aim of this thesis is the proposal of statistical inference methods based on Infor-
mation Theory for polarimetric data. Thus, its research work is organized into two
segments. Firstly, propose stochastic distances and investigate its asymptotic beha-
viors for different distributions of PolSAR images. Additionally, others Information
Theory measures were considered and applied on PolSAR scenarios, such as entropy
[Zografos, K. & Nadarajah, S. (2005), “Expressions for Rényi and Shannon entropies for
multivariate distributions’, Statistics & Probability Letters 71(1), 71-84]. On the other
hand, propose methodologies of PolSAR image processing by means of the derived
tools, such as classification, segmentation, and edge detection methods.

Initially, in Section “Parametric and nonparametric tests for data speckle”, a SAR image
is a realization of a scalar random variable with Q? distribution. In this context, statis-
tical inference techniques (such as maximum likelihood estimation - MLE, hypothesis
test, and performance descriptive measures) are performed in order to identify beha-
vior as well as to compare different methods on SAR images. Moreover, the results are
submitted to a parametric contamination model which represents the corner reflection
phenomenon.

As a second study, two improved MLE methods for the equivalent number of lo-
oks are presented in the section “Modified profile likelihood and bias correction on the scaled
complex Wishart distribution”. Such methodologies are based on the expression for se-
cond order bias correction in MLE and on a formula for modified profile likelihood.
Finally, their performance are compared with others classical methods.

A third study is presented in Section “Expressions for distances in PolSAR data”. In
this case, the pixels are random matrices which belong the family of scaled complex
Wishart distributions. In this perspective, such section proposes stochastic tools based
on Information Theory (with respect to the (I, ¢) functional, proposed by Salicrd, Me-
néndez, Pardo & Morales [(1994), ‘On the applications of divergence type measures
in testing statistical hypothesis’, Journal of Multivariate Analysis 51, 372-391]) for the
context of the scaled complex Wishart distribution.

Subsequently, in the section “New proposals of edge detection in PolSAR images”, we
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ABSTRACT X

apply the derived tools in Section “Expressions for distances in PolSAR data” to edge
detection in PolSAR images. As main result, we propose four new edge detectors and
compare with an usual approach.

In Section “Statistical analysis for data PolSAR based on entropy measures”, a fifth study
considers the proposal of homogeneity tests in POISAR images by means of stochastic
entropies. This methodology is a specification of the (/, ¢) class of entropies proposed
by Salicrti, Mendéndez & Pardo [(1993), ‘Asymptotic distribution of (h, ¢)-entropy’,
Communications in Statistics - Theory Methods 22(7), 2015-2031] to the scaled complex
Wishart distribution and Shannon and Rényi entropies.

Finally, in Section “Homogeneity hypothesis tests on PolSAR images: Information Theory
vs. Likelihood Ratio”, it discusses a comparison of three homogeneity tests based on
Theory Information measures with the approach based on likelihood ratio proposed
by Conradsen, Nielsen, Schou & Skriver [(2003), ‘A test statistic in the complex Wishart
distribution and its application to change detection in polarimetric SAR data’, IEEE
Transactions on Geoscience and Remote Sensing 41(1), 4-19]. The performance of tests is
quantified and compared, considering as comparison criteria their estimated sizes and
powers as well as others descriptive measures.

Keywords: PolSAR; Statistical Information Theory; Bias Correction; Entropy Measu-
res; Divergence Measures; Boundary Detection.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Discussao geral

A tecnologia de radar de abertura sintética polarimétrico (Polarimetric Synthetic
Aperture Radar — PolSAR) vem sendo apontada como um indispensavel ferramental
para capturar e analisar informagGes aeroespaciais, em particular, da superficie da
terra (Freitas, Frery & Correia 2005). Dispositivos PolSAR trabalham com a emissao
de pulsos polarizados ortogonalmente em dire¢do a um alvo, cendrio real sob estudo.
Neste processo, as informacgdes fornecidas pelo sinal retornado sdo registradas para
cada polarizagdo. Aparelhos PolSAR fornecem meios para uma melhor captagdo de
atributos relativos a uma cena, quando comparados com sua versdo univariada bem
como com outras modalidades de sensoriamento remoto (Lee & Pottier 2009, Lépez-
Martinez, Fabregas & Pottier 2005).

Devido a utilizacdo de um processo de iluminagdo coerenteﬂ em sua configura-
¢do e a grande abertura sintética de sua antena, PolISAR pode alcangar alta resolugdo
espacial em suas imagens resultantes (Oliver & Quegan 1998). Um beneficio no uso
de tal sistema se deve a sua capacidade de operar independentemente das condi¢des
climaticas bem como de ultrapassar coberturas vegetais (dependendo de diversos fa-
tores, tais como das bandas de operacdo dos sensores), com vistas a compreensdo da
natureza do relevo. A caracteriza¢do de uma cena pelo PolSAR é realizada sob a pers-
pectiva de multiplos canais de polarizagdo, isto ¢, uma mesma informagdo é analisada
segundo vérias dimensdes. Além disso, esta metodologia considera a modelagem das
estruturas de covariancias entre tais canais. Pela significancia do uso de imagens Pol-
SAR, Boerner & Lee (2007) publicaram um artigo elencando os principais trabalhos
(artigos, livros e teses) realizados nesta drea e incentivando novos desenvolvimentos.
Nessa linha, além de contribui¢des te6érico computacionais, esta tese

1Em fungdo da caracteristica coerente do sensor, a amplitude e a fase do sinal retornado (de na-
tureza complexa) sdo resultantes de uma soma vetorial (coerente) dos diversos elementos de um alvo
natural (Freitas, Sant’Anna, Renné & Correia 2003).



1.1 DISCUSSAO GERAL 2

# avancga neste sentido uma vez que elenca um grande namero de livros e artigos volta-
dos a modelagem e ao processamento de dados PolSAR em suas referéncias biblio-
graficas.

Sistemas de imageamento que empregam iluminagdo coerente estdo sujeitos a um
padréo de interferéncia nas imagens resultantes, o “ruido speckle” (Oliver & Quegan
1998). Este ruido tem uma natureza ndo aditiva e ndo gaussiana, o que impossibilita o
uso de um grande nimero de técnicas de processamento que supdem comportamento
aditivos gaussianos nos dados. Além disso, este fendmeno dificulta significativamente
amodelagem, a interpretagdo e o processamento de imagens PolSAR (Lépez-Martinez
et al. 2005). Assim, métodos especializados de andlise do sinal retornado sdo normal-
mente requeridos no tratamento de imagens PolSAR.

Técnicas de processamento, tais como segmentacado (Beaulieu & Touzi 2004), classi-
ficacdo (Kersten, Lee & Ainsworth 2005) e detec¢do de bordas (Schou, Skriver, Nielsen
& Conradsen 2003) necessitam frequentemente de medidas confidveis de discrimina-
¢do de dados como uma etapa de pré-processamento. Mais uma aplicacdo da dis-
criminac¢do de dados é a deteccdo de mudangas, tal como apresentada por Inglada
& Mercier (2007). Medidas de discriminacdo também sido fundamentais em interfe-
rometria (Interferometric Synthetic Aperture Radar — InNSAR), conforme Gierull & Sika-
neta (2002), para a identificacdo de regides em que ndo houve alteragdes, pois elas
servem de referéncia para a obtencdo de diversos produtos. Tais medidas tém sido
usadas para quantificar diferenca entre as regides de uma imagem PolSAR (Goudail,
Réfrégier & Delyon 2004, Frery, Cintra & Nascimento 2011), sendo chamadas de “con-
traste” (Nascimento, Cintra & Frery 2010). A natureza de tais medidas tem um impor-
tante papel na proposta de algoritmos eficientes nos diversos ramos de processamento
em tais imagens (Goudail & Réfrégier 2004). Assim, a busca por ferramentas analiticas
e robustas de contraste é uma linha de pesquisa por si so.

Em anos recentes, o interesse em adaptar técnicas da Teoria Estatistica da Infor-
macdo aos contextos de processamento de imagens (Inglada & Mercier 2007, Nasci-
mento, Cintra & Frery 20095, Nascimento, Frery & Cintra 2009, Nascimento, Cintra
& Frery 2009a) tem crescido bastante. Paralelamente ao tratamento de imagens, al-
guns trabalhos no campo da Estatistica Matematica tém enderecado a proposta de tes-
tes paramétricos baseados em classes de divergéncias (Ali & Silvey 1996, Menéndez,
Pardo & Pardo 2007, Broniatowski & Keziou 2009). Adicionalmente, outros trabalhos
tém utilizado medidas de entropias como uma eficiente alternativa de quantificar va-
riagdo (ou a quantidade de informag¢do média em um evento), sendo a comparagdo
destas medidas em eventos diferentes uma proposta de contraste. Neste contexto,
Zografos e Nadarajah propuseram expressdes fechadas para as entropias de Shan-
non e Rényi para vdrias distribui¢des univariadas (Nadarajah & Zografos 2003), bi-
variadas (Nadarajah & Zografos 2005) e multivariadas (Zografos & Nadarajah 2005).
Além disso, medidas de entropia tém sido aplicadas a problemas de processamento
de imagens, tais como em mineracdo de dados, detec¢do, segmentacdo e classifica-
¢do (Basseville 1989, Maybank 2007, Liuni, Robel, Romito & Rodet 2011).
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Esta tese tem os seguintes objetivos:

# apresentar um resumo sobre modelos para imagens polarimétricas (incluindo também
detalhes sobre situagdes uni e bivariadas),

#» estudar a estimacao por maxima verossimilhanca (MV) dos parametros envolvidos
nas metodologias de testes de hipdteses consideradas e interpretar suas estimativas
quanto a fisica dos sistemas PolSAR,

#» aplicar os conceitos de testes de hipéteses baseados na classe de divergéncias (4, ¢)
proposta por Salicrd, Menéndez, Pardo & Morales (1994) e outros métodos baseados
em medidas de entropias (Salicru, Mendéndez & Pardo 1993, Pardo, Morales, Salicru &
Menéndez 1997) as familias de distribuicdes cujos parametros estao relacionados com
a natureza de uma imagem PoISAR e

# aplicar as ferramentas derivadas a métodos de processamento de imagens: classifica-
¢ao e deteccao de bordas.

Goudail & Réfrégier (2004) utilizaram essas medidas estocdsticas para caracteri-
zar o desempenho de algoritmos de detec¢do de bordas bem como de segmentagao
em processamento de imagens PolSAR. Neste estudo, tanto a distancia de Kullback-
Leibler quanto a de Bhattacharyya foram consideradas como instrumentos para quan-
tificar as diferencas entre distribui¢des gaussianas complexas. Como resultado, a me-
dida de Bhattacharyya revelou as melhores capacidades de contraste. Entretanto, as
propriedades estatisticas de tais medidas ndo foram consideradas explicitamente.

Teorias em processamento de imagens PolSAR prescrevem que o sinal retornado
é representado por uma matriz de covariancia hermitiana positiva definida. Good-
man (1963b) apresentou uma andlise abrangente sobre o modelo gaussiano complexo,
juntamente com a relacdo entre o estimador de MV para sua matriz de covariancia
complexa e a distribuicdo Wishart complexa. Esta distribui¢do tem alcangado bastante
éxito como uma forma de modelagem para dados polarimétricos (Conradsen, Nielsen,
Schou & Skriver 2003).

Conradsen et al. (2003) propuseram uma metodologia baseada no teste da razao
de verossimilhanga, objetivando a discriminacdo de duas imagens PolSAR distribui-
das segundo um modelo Wishart complexo. Testes de hipéteses para dados speckle
monopolarizados (informagdes relacionadas a apenas um canal de polarizagdo em da-
dos PolSAR) foram propostos por Nascimento et al. (2010). Como complemento aos
objetivos anteriormente mencionados, considera-se

# propor testes estatisticos via Teoria da Informagédo para avaliar homogeneidade em
imagens PolSAR distribuidas segundo uma lei Wishart complexa escalonada e

#» comparar estes testes com a metodologia proposta por Conradsen et al. (2003).

A seguir, sdo apresentadas as principais contribui¢des desta tese.
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1.2 Contribui¢oes

Esta tese avanca no tratamento de dados SAR polarimétricos, bivariados e univa-
riados através dos seguintes resultados:

1. Comparacgao da capacidade de discriminacao entre testes paramétricos baseados so-
bre a classe de divergéncias (h, ¢) e sobre o teste ndo-paramétrico de Kolmogorov-
Smirnov (Cintra, Frery & Nascimento 2011). Neste caso, considera-se dados tipo
speckle modelados conforme a familia de distribuigdes G?. Os desempenhos dos
testes sdo avaliados tendo como critério as estimativas de seus tamanhos e po-
deres. Além disso, um breve estudo de robustez é realizado para avaliar tanto
os tamanhos dos testes quanto os estimadores de MV para os parametros da dis-
tribuigdo GY, considerando diferentes graus de contaminagdo. Uma expressdo
analitica para a distancia de Kolmogorov-Smirnov entre fung¢des de distribuicdo
acumulada do tipo GY também é apresentada. No tocante a anélise monopo-
larizada (univariada) dados PolSAR, esta tese avangou na forma dos seguintes
trabalhos:

Artigos para periddicos [testes (h, ¢) e estudos comparativos]

2011 Cintra, R. J., Frery, A. C. & Nascimento, A. D. C. (2011), ‘Parametric and
nonparametric tests for speckled imagery’, Pattern Analysis and Applications,
1-21.
2010 Nascimento, A. D. C,; Cintra, R. J. & Frery, A. C. (2010), ‘Hypothesis testing
in speckled data with stochastic distances’, IEEE Transactions on Geoscience
and Remote Sensing, 48(1), 373-385.
Artigos para congressos

2010 Frery, A. C., Nascimento, A. D. C. & Cintra, R. J. (2010), Contrast in speckled
imagery with stochastic distances. in ‘International Conference on Image
Processing (ICIP)’, Hong Kong, China, September, pp. 26-29.

2009 Nascimento, A. D. C., Cintra, R. J. & Frery, A. C. (2009), Stochastic distances
and hypothesis testing in speckled data, in “XIV Brazilian Remote Sensing
Symposium (SBSR)’, 14, RN, Natal, pp. 7353-7360.

2009 Nascimento, A. D. C., Cintra, R. ]. & Frery, A. C. (2009), Measuring synthe-
tic aperture radar target differences with stochastic distances, in “TIC-STH
Symposium on Advances in Systems and Sensors’, Toronto, Canada, Sep-
tember, pp. 587-592.

2009 Nascimento, A. D. C; Frery, A. C. & Cintra, R. J. (2009), Analysis of speckled
imagery with parametric and nonparametric tests, in ‘Sibgrapi 2009 - Theses
and Dissertations’, R], Brazil, October.
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2. Corregao de viés e o uso de verrossimilhanca perfilada modificada em distribuicdes
Wishart complexa escalonada (Nascimento, Cintra & Frery 2012). Neste trabalho
generalizamos a abordagem de estimac¢do MV para o ntiimero de looks proposta
por Anfinsen, Doulgeris & Eltoft (2009). Apresentamos a expressdo para o viés
de segunda ordem conforme a proposta de Cox & Snell (1968) e, consequente-
mente, propomos um novo estimador com viés da ordem O(N~2) em que N re-
presenta o tamanho de amostra. Além disso, a expressdo para log-verossilhanga
perfilada modificada segundo Barndorff-Nielsen foi derivada, implicando em
um outro novo estimador com viés de ordem O(N—3/2). Os estimadores obtidos
sdo comparados com a abordagem de Anfinsen, Doulgeris & Eltoft (2009) por
meio de simulacdo de Monte Carlo, considerando como critério de comparagdo
trés medidas decritivas: erro quadréatico médio, viés e coeficiente de variacao.
Adicionalmente, os métodos sdo aplicados a dados reais.

Sugestao de artigo em produgéo [Inferéncia melhorada em dados PolSAR]

2012 Nascimento, A. D. C,, Cintra, R. J. & Frery, A. C. (2012), ‘Modified profile
likelihood and bias correction in Wishart complex distribution’.

3. Apresentacédo de expressdes analiticas para as distancias Kullback-Leibler, Rényi (de
ordem ), Bhattacharyya e Hellinger entre variaveis modeladas segundo a lei Wishart
complexa escalonada relaxada e em importantes casos particulares (Frery, Nasci-
mento & Cintra 2010a). Verificamos também que estas distancias apresentam
invariancia de escala em relacdo as suas matrizes de covariancia. Usando es-
tas medidas, obtivemos desigualdades que dependem de matrizes de covarian-
cia; duas dentre elas (as derivadas das distancias de Kullback-Leibler e Hellin-
ger) proporcionam formas alternativas para a obtencdo das distancias cldssicas
conhecidas como “revised Wishart” (Anfinsen, Jenssen & Eltoft 2007) e “Bar-
lett” (Kersten et al. 2005), respectivamente. Baseando-se em uma reparametriza-
¢do da distribuicdo Wishart proposta por Lee, Hoppel, Mango & Miller (1994),
propomos também medidas de contraste dependentes do coeficiente de corre-
lagdo complexo. Através de duas destas medidas (baseadas nas distancias de
Kullback-Leibler e Hellinger), propuseram-se regides de confianga para o coefi-
ciente de correlacdo. Finalmente, as medidas de dissimilaridade propostas sdo
incorporadas ao método k-médias, redundando em quatro novos métodos de
agrupamento em dados PolSAR.

Artigo submetido a IEEE TGRS [Medidas de similaridades em dados PolSAR]
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2012 A. C. Frery, A. D. C. Nascimento, and R. J. Cintra (2012), ‘Analytic Expres-
sions for Stochastic Distances Between Relaxed Complex Wishart Distribu-
tions’. Under review on IEEE Transactions on Geoscience and Remote Sensing,
2012.

Artigo para congresso

2011 Nascimento, A. D. C,, Cintra, R. J. & Frery, A. C. (2011), Polarimetric image
understanding by statistical information theory, in ‘Sibgrapi 2011 - Theses
and Dissertations’, Maceid, Brazil, October.

4. Propostas alternativas para deteccao de bordas em imagens PolSAR baseadas em
distancias estocasticas (Nascimento, Horta & Frery 2011). Os desempenhos de
cinco métodos de detecgdo de borda em uma imagem PolSAR, modelada pela
distribui¢do Wishart complexa escalonada, foram comparados: em que um é
o método classico de detec¢do proposto por Gambini, Mejail, Jacobo-Berlles &
Frery (2008) baseado na comparagdo de log-verossimilhancas; enquanto, os ou-
tros quatro sdo novas metodologias baseadas em distancias estocasticas. Um
estudo das performances dos detectores é realizado com dados PolSAR reais,
utilizando o algoritmo de k-médias modificado por Cao, Hong, Wu & Pottier
(2007) e a abordagem de deteccdo proposta por Gambini et al. (2008).

Artigos para congressos [Deteccéo de borda em dados PolSAR]

2011 Nascimento, A. D. C., Horta, M. M. & Frery, A. C. (2011), Boundary de-
tection with stochastic distance in polarimetric imagery, in ‘the 5th Inter-
national Workshop on Science and Applications of SAR Polarimetry and
Polarimetric Interferometry (POLinSAR2011)’, Frascati, Italy.

5. Proposta de uma estatistica baseada na distancia de Kullback-Leibler para avaliagao
de homogeneidade em imagem PoISAR multilook (Frery, Cintra & Nascimento 2011).
As influéncias de fatores importantes em imagem PolSAR sobre os estimadores
para os tamanhos de cinco testes de hip6teses sdo avaliadas. Esta simulacdo foi
baseada em replicagdes de Monte Carlo. Um breve estudo de robustez é ainda
realizado para mensurar o efeito de um modelo de contaminagdo sobre as esti-
mativas para os tamanhos dos testes e sobre os estimadores de MV para os para-
metros da distribuicdo Wishart complexa escalonada. Em carater complementar
ao estudo de simulagdo, uma aplicacdo com dados PolSAR reais é fornecida.

Artigo para periddico [Teste de hipotese e robustez em dados PolSAR]

2011 Frery, A. C., Nascimento, A. D. C. & Cintra, R. J. (2011), Information Theory
and Image Understanding: An Application to Polarimetric SAR Imagery,
Chilean Journal of Statistics, 2, pp. 81-99.
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Artigo para congresso

2011 Frery, A. C,, Cintra, R. J. & Nascimento, A. D. C. (2011). Hypothesis test in
complex Wishart distributions, in ‘the 5th International Workshop on Sci-
ence and Applications of SAR Polarimetry and Polarimetric Interferometry
(POLinSAR’2011)’, Frascati, Italy, January.

6. Andlise Estatistica baseada em entropia (Frery, Cintra & Nascimento 2012). Nos
derivamos expressdes analiticas para as entropias de Shannon, Rényi e Tsallis
para um escalonamento da distribuicdo Wishart complexa. Adicionalmente, as
varidncias assintéticas das entropias de Shannon e Rényi sdo obtidas, quando
substituimos seus parametros pelos estimadores de MV. As rela¢gdes das medi-
das derivadas com os paramateros da distribuigdo Wishart sdo quantificadas.
Subsequentemente, intervalos de confianga baseados nas medidas de entropias
também sdo propostos e indicados como uma nova metodologia para quanti-
ticar contraste. Adicionalmente, novas metodologias de teste de hip6teses em
homogeneidade sdo proposta e avaliadas via simula¢do de Monte Carlo.

Artigo submetido a IEEE TGRS

2012 A. C. Frery, A. D. C. Nascimento, and R. J. Cintra (2012), ‘Entropy-based
statistical analysis of POISAR data’. Under review on IEEE Transactions on
Geoscience and Remote Sensing, 2012.

7. Comparacao entre testes sobre teoria da informacéao e testes da razdo de verossimi-
lhangca (Nascimento, Frery & Cintra 2012b). Considerou-se também um estudo
da peformance de testes baseados na razdo de verossimilhanca e de testes base-
ados em medidas de distancia e entropias para a distribuicao Wishart complexa
escalonada. Utilizado experimentos de Monte Carlo, os testes sio comparado
adotando como critério de comparagao seus tamanhos e poderes estimados.

Sugestao de artigo em producao [Comparagao entre testes em dados PolSAR]

2012 Nascimento, A. D. C., Frery, A. C. & Cintra, R. J. (2012), ‘Parametric hy-
pothesis tests in PolSAR imagery: Information theory vs. likelihood ratio
statistics’.

8. Proposta de novas distribuicdes para imagens SAR monopolarizadas (Nascimento,
Frery & Cintra 20124). Neste artigo, nés estendemos a classe de distribui¢des G
que foi proposta por Frery, Muller, Yanasse & Sant’Anna (1997). Dois dos casos
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particulares da distribuicdo proposta estendem as distribuicdes cldssicas G e ;.
Finalmente, aplicacdes a dados SAR reais dao evidéncias de que as distribuigdes
propostas superam as cldssicas.

Sugestao de artigo em producao [Novas distribuicdes para imagens SAR]

2012 Nascimento, A. D. C,, Frery, A. C. & Cintra, R, J. (2012a), “An extension for
the family of G distributions’.

Estes estudos foram realizados utilizando as plataformas computacionais discutidas a
seguir.

1.3 Plataforma computacional

Esta tese utilizou o programa PolSARpro e as linguagens de programacdo R e Ox,
como acessOrios computacionais em seu desenvolvimento.

O software educacional Pol1SARpro (Polarimetric SAR Data Processing and Education
Tool) foi utilizado para obter imagens polarimétricas a fim de as utilizar nos estudos
préticos e para estimar os parametros nos estudos com dados gerados por simulagado
de Monte Carlo. Este programa fornece ferramentas para visualizagdo, andlise e pro-
cessamento de imagens PolSAR. Este projeto foi desenvolvido pela Agéncia Espacial
Européia (European Space Agency — ESA). Uma versdo deste programa bem como tuto-
riais e dados podem ser obtidos através do dominio http:/ /earth.eo.esa.int/polsarpro/.

A producdo de gréficos foi realizada utilizando a linguagem de programacado R
(Chambers 2008). O R também foi utilizado para fazer as aplicagdes e simulag¢des no
contexto polarimérico bem como produzir programas iterativos envolvendo medidas
de entropias e distancias em dados PolSAR. Esta linguagem tem sido bastante difun-
dida, principalmente no campo da Estatistica, por comportar fun¢des para uma grande
diversidade de linhas de estudos (Cribari-Neto & Zarkos 1999). Thaka & Gentleman
(1996) propuseram esta linguagem objetivando produzir um ambiente de uso similar
ao S, porém se desviando de seus problemas de demanda de memoria e desempenho.
Esta tese utilizou a versdo R 2.13.2 desta linguagem e uma versdo mais atual pode ser
obtida pelo sitio http:/ /www.r-project.org/.

Algumas das simulagdes e célculos foram realizados empregando a versdo 5.10 da
linguagem de programacdo Ox em um computador Intel Core 2 Duo sob o sistema
operacional Windows XP. Elas também utilizaram o gerador de nimeros pseudo-
aleatérios “multiply-with-carry” com 52bits e periodo aproximado de 28222, desen-
volvido por George Marsaglia. Baseada na linguagem de programacao C, esta flexivel
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linguagem foi proposta por Doornik (1999). Ela vem encontrando espaco entre es-
tatisticos, economistas e engenheiros, devido a sua enficiéncia quanto a velocidade
e manipulagdo. A versdo mais atual desta linguagem de programacéo esta disponi-
vel gratuitamente para uso académico no dominio http://www.doornik.com/index.-
html.

Um panorama completo desta tese é apresentado na seguinte secéo.

1.4 Objetivo e organizacao da tese

A seguinte discussdo visa agrupar os objetivos especificos destacados na primeira
secdo deste capitulo na forma de objetivos gerais.

O escopo desta tese é a modelagem e proposta de métodos inferenciais baseados
em Teoria da Informacdo para dados polarimétricos, com énfase especial nas apli-
cagOes de radar de abertura sintética. Assim, o trabalho de investigacdo desta tese
estd dividido em duas areas de estudo. Primeiramente, propor distdncias estocésticas
bem como investigar seus comportamentos assintéticos para as diferentes distribui-
¢des voltadas a imagens PolSAR. Adicionalmente, visa propor outras medidas dentro
da Teoria da Informac&o direcionadas aos contextos de imagens PolSAR, tal como en-
tropia (Zografos & Nadarajah 2005). Em segundo lugar, realizar aplica¢des dos ferra-
mentais derivados aos contextos de classificacdo, segmentacdo e deteccdo de bordas
em tais imagens.

O restante desta tese estd organizado na forma dos seguintes capitulos. O Capi-
tulo |2 apresenta uma discussdo sobre radar polarimétrico. A geometria de obtencao
de uma imagem SAR é explicada através de defini¢des e ilustragdes. O Capitulo
fornece uma discussdo dos principais tipos de modelagem estatistica para dados SAR
nas perspectivas de polarizacdo simples e multipla. As rela¢des de “convergéncia em
distribuigdo” entre essas leis sdo diagramadas e a interpretabilidade de seus parame-
tros é comentada e relacionada com processamento de imagens PolSAR. O Capitulo 4]
descreve a metodologia de teste de hip6teses baseado na classe de divergéncias (h, ¢)
proposta por Salicrt et al. (1994). Algumas distancias cldssicas sdo contextualizadas
em aplicagdes no campo da Inferéncia Estatistica. Adicionalmente, medidas de entro-
pias sdo consideradas bem como o estudo de seus comportamentos assintéticos. O
Capitulo |5/ aborda uma discussdo a respeito dos principais estudos realizados nesta
tese. As distribui¢des G? e Wishart complexa escalonada sdo submetidas a estudos
com dados obtidos via simulacdo de Monte Carlo e reais, obedecendo a estrutura esta-
tistica de uma imagem PolSAR. Em termos gerais, este capitulo fornece (i) estruturas
analiticas pertinentes ao contexto de discrimina¢do em imagens PolSAR e (ii) conclu-
sdes importantes na linha de modelagem e métodos inferenciais em dados PolSAR.
Finalmente, no Capitulo [}, nés concatenamos toda a tese na forma de um texto com
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as principais discussdes e conclusdes.

No tocante a notagdo utilizada nesta tese, empregaram-se as seguintes regras:

> Matrizes e vetores estocdsticos sdo representados por letras e simbolos negritos
maitsculos e mintsculos, respectivamente.

“Nas piginas 27 e 28| um vetor y distribuido com uma lei gaussiana com-
plexa multivariada e uma matriz com distribuicdo Wishart complexa escalo-
nada sio representados por y ~ N5 (Z,u) e Y ~ W(ZE, L), respectiva-
mente.”

> Asrealizagdes das matrizes e vetores aleatérios se distinguem dos mesmos pelo
uso do apostrofo (-)’. Exemplificando, seja um vetor aleatério e uma matriz
aleatéria X, entdo as realizagdes simples destas varidveis sdo representadas por
x’ e X', respectivamente.

“Nas pdginas 27)e[28] as densidades relativas as varidveis y, fy(y': -), e Y,
fy (Y': ), tém como realizacdes y’ e Y, respectivamente.”

> Mantendo a mesma légica, uma varidvel aleatéria escalar X tem por realizacdo a
varidvel X'.

“Na pagina[d2} a varidvel X com distribuicdo gaussiana inversa generalizada
e densidade fx(X';-) tem como realizagdo a varidvel X'.”

2 Ainda com relagdo ao apostrofo (-)/, quando relacionado a fungdes, ele represen-
tard a derivada de primeira ordem. Mantendo o mesmo raciocinio, (-)” indicara
a derivada de segunda ordem de uma funcéo.

“Na pdginal58 ¢' e ¢ representam as derivadas de primeira e segunda ordem
da fungio ¢ niicleo das medidas de divergéncias, respectivamente.”



Capitulo 2

Radar Polarimétrico

Comecaremos este capitulo tentando responder a seguinte pergunta:

O que é polarizacao?

Segundo Lee & Pottier (2009), trés autores desenvolveram as primeiras contribui¢ées
para compreensdo de tal termo. Em 1669, o primeiro trabalho quantitativo sobre a
observagdo da luz foi publicado por Erasmus Bartholinus. Seguidamente, Christian
Huygens, em 1677, prop6s importantes contribuicdes quanto a natureza da luz e,
mais pontualmente, sobre luz polarizada. Finalmente, Etienne-Louis Malus, em 1808,
provou a conjectura de Newton, que a polarizacdo é uma propriedade intrinseca da
luz (Lee & Pottier 2009).

Esta tese entende este termo tal como proposto por Freitas et al. (2003),

‘a orientagdo segundo a qual oscila, no tempo, o vetor de campo elétrico de onda
eletromagnética’.

A compreensdo deste termo é importante, pois as propriedades das imagens obtidas
pelos aparelhos de sensoriamente remoto estdo relacionadas a este efeito.

O sensoriamento remoto tem se mostrado uma boa ferramenta para mapear a su-
perficie da terra. As primeiras formas de sensoriamento, tais como fotografias aéreas
apresentaram altos custos de obtenc¢do (como discutido por Freitas et al. 2003). Além
disso, o levantamento aerofotogramétrico era realizado apenas em pequenas dreas e
demandava muito tempo. A consolidagdo de sensores orbitais permitiu que grandes
dreas pudessem ser imageadas com uma certa periodicidade. A partir deste instante,
os sensores foram se refinando e se organizando em diferentes classes. A seguinte
discussao objetiva delimitar o tipo de sensor trabalhado no decurso desta tese.

Diferentemente dos sensores 6pticos (que trabalham na faixa 6ptica de compri-
mento de onda, isto é, 0.3 um a 15 um conforme a Figura 2.1), os que trabalham na
faixa do espectro de microondas, de 1 mm até cerca de 1 m, sdo mais procurados pelas
seguintes vantagens:

11
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Figura 2.1 Faixas do comprimento de onda e da frequéncia para um espectro eletromagnético
(Fonte: Freitas et al. 2003, p. 2).
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a. Pela sua capacidade de adquirir dados independentemente da iluminagdo solar
bem como das condi¢des atmosféricas (por exemplo, opera em camadas atmos-
féricas nebulosas);

b. Realce do relevo do terreno, em virtude da possibilidade da visada inclinada;

c. Producdo de “Modelo Digital do Terreno” ou do “Modelo Digital de Supertficie”
por meio do uso das técnicas interferométricas.

Quanto a tais sensores, os radares (conhecidos como sistemas ativos) tém uma fonte
propria de energia e funcionam a emitindo em diregdo a um alvo sob estudo e, segui-
damente, capturando seu retorno. Por outro lado, os radidmetros (passivos) dependem
de recursos de iluminacdo naturais para detectarem a energia enviada pelos cendrios.

Sensores I

PN

Opticos Microondas

X

Radiometros Radares
Nao Imageadores Imageadores

&

Ant. Rotatoria SLAR

|

RAR SAR

Figura 2.2 Diagrama de sensores.

Os radares imageadores sdo um sensores de radio-freq éncia que permite analisar
informacoes sobre propriedades fSicas e elétricas dos cendrios em estudos. Tais siste-
mas, por sua vez, sdo divididos naqueles com antena rotatéria e os de visada lateral
(Side Looking Airbone Radar — SLAR). Finalmente, o SLAR se ramifica no radar de aber-
tura real (Real Aperture Radar —- RAR) e naquele de abertura sintética (Synthetic Aperture
Radar — SAR). Esta tese faz contribui¢des no contexto de imagens obtidas a partir de
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um SAR. Buscando situar esta tese na tecnologia de radares, o diagrama da Figura
traca um panorama das classes de sensores discutidas acima.

A seguir, a estrutura deste capitulo é apresentada. A Seg&o [2.1/ mostra os concei-
tos relativos aos sistemas de radares. O comportamento dos cendrios sob estudos é
observado na Secao Finalmente, o processo de formacdo de uma imagem SAR é
analisado na Seg&o

2.1 Sistemas de radar

O sistema SAR opera com o envio e captura de pulsos, polarizados circular (Rizki Ak-
bar, Tetuko S. S. & Kuze 2010) e linearmente (Woelder & Granholm 2010), em direcao
a um cendrio real. Esta tese se baseia na polarizac¢do linear:

‘Quando a orientagdo do vetor de onda eletromagnética varia sequndo uma linha
reta (horizontal ou vertical), a polarizagio é dita ser linear’.

Os sistemas de radares comumente utilizam polariza¢des paralelas, denominadas por
HH e VV, ou cruzadas, HV e VH (nestas notag¢des, a primeira e a segunda letra se refe-
rem as polariza¢des da radiagdo transmitida e recebida pela antena, respectivamente).
A seguir, discute-se sobre (i) os tipos de plataformas que transportam os radares e (ii) a
geometria de obtengdo de suas imagens.

2.1.1 Sistemas de satélites e areotransportados

Datando o ano de 1978, o primeiro satélite orbitando a terra com SAR foi o SEASAT,
que estava designado para o sensoriamento remoto dos oceanos e mares gelados (mos-
trado na Figura[2.3). Como resultado da experiéncia, verificou-se sua forte capacidade
de discriminar terrenos e de detectar formas. O SEASAT SAR operou na banda L (com
comprimento de onda 23.5 cm) com um canal de polarizagdo simples, HH (transmis-
sdo e recepcdo horizontais). Com o sucesso do seu langamento, o imageamento de ra-
dar se estabeleceu como uma ferramenta indispensédvel para o sensoriamento remoto
espacial.

A Tabela[2.1|traca uma retrospectiva da evolugao destes sistemas (Maiores detalhes
sdo dados por Filho & Crésta 2003). Portanto, o SEASAT SAR originou o desenvol-
vimento do radar polarimétrico, o qual é uma extensdo natural do sistema SAR.No
tocante ao envolvimento do Brasil em missoes de sensoriamento remoto, destaca-se a
missdo SSR (Satélite de Sensoriamento Remoto) e SABIA (Satélite Argentino-Brasileiro
de Informacdes sobre Aguas, Alimento e Ambiente)
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Figura 2.3 Satélite SEASAT (Fonte: European Space Agency 2009).

Além dos sistemas em que sensores sdo acoplados a satélites, existem aqueles que
trabalham fixados em avides, chamados de aerotransportados. Esta tese trabalha com
imagens fornecidas por estes sistemas. A Figura exibe os sistemas aerotranspor-
tados com suas principais informagdes (no sentido de cima para baixo, (i) o nome
do sensor, (ii) o orgdo gerenciador, (iii) 0 nome da aeronave transportadora e (iv) as
bandas utilizadas pelo sensor). O Apéndice |A|detalha trés destes sistemas que serdo
utilizados nesta tese: AIRSAR, EMISAR e ESAR.

2.1.2 Geometria de imageamento

Um sistema de obtencdo de imagens SAR consiste de um transmissor de microondas
em forma de pulsos, uma unidade receptora, uma antena (que é usada comumente
tanto para transmissdo como para recepgdo, sistemas monoest&iticos)ﬂ um modulador
e um processador. Tais radares sdio montados em uma plataforma mével operando
conforme uma configuragdo geométrica ilustrada na Figura O sistema de ima-
geamento SAR estd situado a uma altura ‘H’ e se move com uma velocidade ‘Vgar’.
A emissdo de pulsos é feita por uma antena ajustada perpendicularmente a diregdo de
voo. O feixe da antena cujo eixo é a reta r se dirige ao chdo numa incidéncia de incli-
nacdo . A abertura fisica do radar, de largura ¢x e comprimento {y, gera um feixe
eliptico centrado em Py e cujos comprimentos dos eixos sdo AX e AY. A drea imageda

1 Alguns casos utilizam sistemas biestiticos, que trabalham com duas antenas de configuracdes distin-
tas (Ulaby, Moore & Fung 1986).
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Tabela 2.1 Evolugdo de radares

Orgao Ano Radar
National Aeronautics and Space Administration (NASA) 1980 SIR-A

NASA 1990 SIR-B
European Space Agency (ESA) ESA 1992 ERS-1
Japanese Earth Resources Satellite (JERS) 1992 JERS-1

ESA 1995 ERS-2
Canadian Space Agency (CSA) 1995 RADARSAT-1
ISRO (Indian Space Research Organization) 1996 IRS-P3

KARI (Korea Aerospace Research Institute) 1999 Kompsat-1
NASA 1999 QuikSCAT
CSA 2001 RADARSAT-2
SPOT (Systéme Pour I'Observation de la Terre) 2002 SPOT-5

SSTL (Surrey Satellite Technology Ltd) 2005 TopSat

é definida pelas aberturas da antena, 6, e 6, que sdo dadas pelas aproximagoes

em que A é o tamanho de onda correspondente a frequéncia do sinal transmitido (Para
maiores detalhes, consultar Lee & Pottier 2009).

As Figuras 2.5(b)| e 2.5(c)| apresentam secc¢Oes transversais da Figura em ter-
mos dos eixos x e y, respectivamente. A partir delas, é possivel definir expressdes
aproximadas para AX e AY:

—~ ROGX
™ cos 0o

em que Ry é a distancia entre o radar e o centro do cendrio imageado, Dy.

Por fim, um modulador e um processador instalados na plataforma mével propor-
cionam a obtencdo dos dados e digitalizagdo da imagem, respectivamente. Assim, a
area coberta pelo feixe da antena nas direcdes x e y é, entdo, representada pela antena.

2.2 Comportamento dos alvos

A fisica de formagdo de uma imagem SAR é modelada pela equagdo de radar (Ulaby
& Elachi 1990). Essa expressdo resume a relagdo entre (i) os elementos que compdem
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Figura 2.5 Imageamento por SAR.
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o sistema de radar, (ii) o alvo sob analise e (iii) o sinal transmitido pela antena:

5 PA%G] ”1

"= lan)RE” @1)
em que P, é a poténcia média recebida pela antena (em watts), P; é a poténcia trans-
mitida pela antena, A é o comprimento de onda (em namdmetros, 102 metros), Gy é
o ganho maximo da antena (é uma quantidade adimensional representando a razdo
entre as tensdes de entrada e saida, medida, as vezes, em volt por volt), R é a distancia
entre a antena e o alvo (em metros) e ¢ é o coeficiente de retroespalhamento, “backscat-
ter” (metros quadrados). Primeiramente, note que o tinico elemento, do lado direito
desta igualdade, que se relaciona com o alvo é o, sendo o restante dos elementos des-
tinados a descrever o sistema de radar. Assim, a fisica de formacdo de uma imagem
SAR tem uma natureza multiplicativa, cujos fatores procuram modelar a estrutura do
radar e a resposta do relevo do cendrio sob estudo aos pulsos emitidos.

Quanto ao estudo de alvos em processamento de imagens SAR, existe uma rela-
¢do biunivoca entre os termos célula de resolucio e pixel de uma imagem. O primeiro
deles trata de um conjunto de difusores presentes na unidade especificada do terreno.
Por outro lado, um pixel pode ser definido como uma aproximacao da realidade de
uma dada célula de resolugdo. Desta forma, o dado associado a um pixel é resultante
da soma das contribui¢des dos difusores de uma célula de resolucédo e das reflexdes
multiplas entre eles. Maiores detalhes sdo descritos por Ulaby et al. (1986).

Ainda quanto a resposta dos alvos aos pulsos emitidos pelo SAR, os tipos de terre-
nos apresentam diferentes retornos. Estes efeitos sdo ilustrados na Figura

As superficies mais rugosas dispersam o sinal recebido para vdrias dire¢des. A
medida que as superficies vdo ficando mais lisas, os sinais retornados ficam menos
dispersos. Pode-se perceber ainda que as superficies lisas refletem quase toda a ener-
gia incidente em diregdo oposta ao sistema imageador. Esta reflexdo é denominada
por especular e da as regides homogéneas (tais como oceanos e pastos) de uma ima-
gem um tom mais escuro. Consequentemente, quanto mais rugosa é a superficie mais
energia é retornada ao radar, o que caracteriza as regides heterogéneas (como, por
exemplo, dreas urbanas) com um maior brilho. Nestes casos, os pulsos encontram
grandes obstdculos e sdo retornados ao radar, gerando um efeito conhecido como re-
flexdo de canto. No caso de florestas, ha uma dispersdo dos raios, mas uma quantidade
maior de energia é perdida com relacdo as areas de cidades. Tal reflexdo é conhecida
como difusa. As regides de florestas em uma imagem PolSAR sdo tipicamente carac-
terizadas por um brilho menor do que aquele de adreas urbanas e maior relativamente
as regides de oceanos e pastos. Além disso, algumas regides sdo caracterizadas pelo
fendmeno de “double bounce”: situagdes em que os pixels exibem altos valores as-
sociados aos pulsos retornados. Este evento é causado por comportamentos naturais
ou resultado de erros de mensuracao feito pelo homem e estdo presentes em cendrios
de areas urbanas e florestas densas. O estudo de pixels afetados por double bounce é
importante pois eles tendem a modificar as propriedades estatisticas da drea em torno
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Figura 2.6 Reflexividade em diferentes terrenos.

deles, produzindo estimativas e inferéncias mais viesadas do que o usual. Finalmente,
em complemento a discussdo anterior, é importante mencionar que a quantidade de
rugosidade depende do comprimento de onda; isto é, uma 4rea rugosa na banda C,
pode ndo o ser na banda L.

A Figura 2.7|apresenta duas imagens de uma mesma area em formatos diferentes
com tamanhos 150 x 150 pixels de uma imagem AIRSAR da cidade de Sdo Francisco,
discutida no Apéndice |Al A 4rea considerada exibe trés regides com diferentes graus
de rugosidade: oceano (parte superior a esquerda do leitor), floresta (superior a di-
reita) e urbana (parte inferior). Note que quanto mais heterogénea ¢é a regido mais
clara é a sua representacdo em uma imagem SAR. Por fim, a regido de floresta apre-
senta um ponto central destoante do conjunto, caracterizando o fenomeno de double
bounce.

2.3 Formacao de imagens PolSAR

O processamento do sinal coerente recebido é requerido para a formacdo de uma
imagem SAR. O sinal retornado (de natureza complexa) é submetido as seguintes eta-
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(a) Intensidade (b) Amplitude

Figura 2.7 Formatos em uma imagem SAR.

pas: (i) demodulado em fase (V) e quadradura (Q), (ii) discretizado (dada uma fungao
amostra) e (iii) convertido para o formato digital visando obter uma sequéncia de da-
dos. Neste passo, a taxa de amostragem empregada no sinal (iii.a) determina o niimero
de pixels que compord as linhas da imagem resultante e (iii.b) define o espagamento
entre os centros dos pixels. A medida que o sensor se desloca na direcdo de Vgar
na Figura o processamento dos pulsos emitidos compde as colunas da imagem
resultante. Quanto aos formatos em que uma imagem SAR pode ser tratada, tém-se
a intensidade (V> + Q%) ea amplitude (1/V? + Q?) além dos componentes V e Q. A
Figura2.7]exibe os aspectos de uma imagem nos formatos de intensidade e amplitude.



Capitulo 3

Modelos Multilook para Dados SAR
Polarimétricos, Bivariados e Univariados

Os sistemas PolSAR tém alcan¢ado uma posi¢do de destaque dentre as tecnolo-
gias de sensoriamento remoto (Lee & Pottier 2009). Este fato é justificdvel pois, em
resumo as varias vantagens sobre os sensores ativos elencadas no Capitulo 2} tais siste-
mas (i) tétm a capacidade de operar independentemente das condi¢des atmosféricas e
(ii) sdo capazes de prover imagens com altas resolu¢des espaciais. A seguir, apresenta-
se uma discussdo do sistema SAR quanto ao niimero de polarizagdes.

A versdo univariada do sistema SAR considera o mapeamento de uma &rea sob
estudo (frequentemente chamada de cena ou cendrio) através da emissdo e do registro
de pulsos sob uma dire¢do (ou polariza¢do) de onda, tendo como resultado imagens
monopolarizadas. Em anos recentes, o interesse em se estudar tais sistemas numa pers-
pectiva multidimensional tem crescido. Os dados obtidos nesta abordagem sao refe-
renciados por dados PolSAR. Neste caso, as informagdes polarimétricas sdo produzidas
pela emissao e obtengdo de sinais multivariados e complexos. Os dados resultantes
registram a amplitude e a fase dos sinais retornados por uma cena, considerando pos-
siveis combinag¢des das polarizagdes lineares de transmissdo e recep¢do: HH, HV, VH
e VV (H e V sdo representagdes para as polariza¢des horizontais e verticais, respecti-
vamente).

Devido a utiliza¢do de iluminagado coerente no seu processamento, as imagens Pol-
SAR sdo contaminadas com flutuagdes sobre as intensidades registradas. Este feno-
meno é chamado de ruido speckle.

O aparecimento do speckle em tais imagens se deve a interferéncia coerente do
sinal refletido a partir das muitas unidades elementares da area sob estudo. Isto &,
quando um radar ilumina uma superficie dspera, o sinal retornado consiste de ondas
refletidas pelos muitos elementos dentro de uma célula de resolugao (tal como ilus-

trado na Figura 3.1(a)), denominados de “scatters”.

As distancias entre as posi¢des dos scatters e a antena do radar variam aleatori-
amente de célula para célula, produzindo um vetor soma (vide Figura (3.1(b)) para
cada célula de resolucdo. Assim, uma imagem pode ser encarada como um conjunto
de variaveis aleatdrias (Nascimento et al. 2010), sendo cada célula de resolugao repre-

22
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Vetor soma
SAR

= —
]
&

Scatter

Célula de resolucio Area imageada Imagindario
(a) Formacao do speckle (b) Vetor soma dos scatterers

Figura 3.1 Natureza do speckle.

sentada por um pixel, que é modelado por uma varidvel estocastica. Essa variacdo
pixel-a-pixel manifesta um padrao de ruido granular sobre as imagens do tipo SAR. A
Figura [3.2 exibe uma é4rea da imagem AIRSAR (sensor discutido no Apéndice
de Flevoland, Holanda, em que se observa a presenca deste padrado de ruido.

Figura 3.2 Padrédo do ruido speckle em uma imagem SAR.

Além de dificultar a interpretacao e andlise de imagens SAR, o comportamento ndo
aditivo e estocasticamente ndo gaussiano do ruido speckle (Frery et al. 1997) reduz
a eficiéncia das técnicas usuais de processamento de imagens, tais como, classifica-
¢do (Frery, Correia & Freitas 2007), segmentagdo (Beaulieu & Touzi 2004) e deteccdo
de borda (Schou et al. 2003). Desta forma, a proposta de modelos adequados para
descrever dados contaminados pelo ruido speckle é um passo fundamental de pré-
processamento (Nascimento et al. 2010). As préximas se¢des objetivam satisfazer este



3.1 FISICA POLSAR E MODELOS BASICOS 24

requisito atrdves da apresentagdo e discussao dos principais modelos estatisticos para
dados PolSAR.

Este capitulo estd organizado na seguinte forma. Uma explanagdo sobre efeito
“multilook” e modelos polarimétricos bésicos abre este capitulo na forma da Se¢éo
Subsequentemente, modelos particulares bivariados conforme a proposta de Lee, Hop-
pel, Mango & Miller (1994) sdo considerados na Segéo Baseando-se na aborda-
gem de modelagem multiplicativa (Freitas et al. 2005, Gao 2010), a Secéo [3.3|finaliza
este capitulo apresentando um modelo compacto para varias distribuigdes PolSAR,
incluindo suas versdes univariadas.

3.1 Fisica PolSAR e modelos basicos

Conforme a apresentagdo inicial, imagens polarimétricas sdo representadas por da-
dos multivariados e complexos associados com as configuragdes de polarizacdo da an-
tena (HH — horizontal /horizontal, HV — horizontal /vertical, VH — vertical /horizontal
e VV — vertical /vertical). Neste caso, costuma-se atribuir, a cada célula da imagem,
uma matriz de elementos complexos,

s st &1

em que S;; é o elemento de transmisséo i e recepcdo j tal que i,j € {V,H}. Tais ele-
mentos sdo definidos por S;; = |Sz-j|ei¢”'f, em que |S;j| representa sua amplitude e ;;
indica sua fase (para maiores detalhes, consultar Sarabandi 1992). Adicionalmente,
outras formas de parametrizar células de dados polarimétricos sdo a matriz de Sto-
kes, a matriz de covariancia e a matriz de Mueller (Ulaby & Elachi 1990). Na prética,
sob as condi¢des do teorema de reciprocidade (Ulaby & Elachi 1990), pode ser
simplificada no vetor complexo

s=[Syv Sva Sunl, (3.2)

em que (-)! representa o operador de transposi¢do. Uma boa descricdo destes trés ele-
mentos foi apresentada por Freeman & Durden (1998). O vetor de coeficientes com-
plexos s é conhecido na literatura de radar como “dado PolSAR para um look”.

E comum se trabalhar com uma extensio desta metodologia denominada de pro-
cessamento “multilook”. Considerando o dominio espacial, o processo multilook é
definido como a computac¢do do valor médio de uma quantidade L de dados referen-
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tes a pixels adjacentes (Lee & Pottier 2009), resultando na forma

S =L"1 ; s(0)s(H)H

L 1Syv(€)[? Svv(€)Syu(f)  Svv(€)St(£)
=LY | Svm(O)Siv(0)  ISvu(OPF  Sva(O)Sim(0) |, (33)
(=11 Sp(0)Siv(€) Sun(0)Svu(€)  [Sun()]?

em que ()" representa o transposto conjugado de uma matriz e (-)* indica o conju-
gado de uma varidvel complexa. Note que para o caso em que temos uma tnica po-
larizacdo, a equagao resulta em Y5, [S;(¢)|?/L para i =HH, VV, VH; isto &, S se
reduz a uma variavel real positiva. A Figura 3.3|exibe uma ilustragdo deste principio.
Um feixe de radar foi dividido em L = 9 sub feixes caracterizando um processamento
multilook sob uma determinada drea. Assim, o dado capturado pelo pulso retornado
da area imageada é representado pela média dos retornos das células adjacentes, ilu-
minadas pelos sub feixes. Embora esta ilustragdo sugira a presenca de algum processo
estocdstico, para os resultados desta tese, os pixels sdo independentes e o efeito multi-
look é representado pela computacdo dada em (3.3).

H

SAR

AREA
IMAGEADA

Figura 3.3 Efeito multilook.

Este efeito é incorporado aos modelos descritos neste capitulo. Nas préximas sub-
se¢des, nds apresentamos as distribui¢des bdsicas para ajustar dados polarimétricos
sem e com o efeito multilook. Estas situa¢des serdo denominadas por “1-look” e “L-
looks”, respectivamente.
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3.1.1 Distribuicdo gaussiana complexa

Com o objetivo de construir um tratamento escocéstico da subsegdo anterior, admita
um sistema PolSAR com m elementos de polarizagao e representado por

y=1[55 - Sul" (3.4)

No tratamento de suas imagens, y é frequentemente descrito por uma distribuigéo
gaussiana complexa m variada com vetor de médias nulo cuja funcdo densidade de
probabilidade (fdp) é dada por

Ful6/5®) = e exp(—yE ), 35)
em que | - | é o determinante de uma matriz para argumentos matriciais e 0 médulo
para variaveis escalares complexas, X é a matriz de covariancia de y dada por

E(sls}t) E(Slsé) E E(SmS,}})
T — E(yy) = E(S?_Sl) E(SZZSZ) E(Sanm)
E(S,,S7) E(S,S3) --- E(S,S;)

e E(-) representa o operador de esperanca estatistica. Apresentando uma natureza
hermitiana positiva definida, a matriz de covaridncia X contém toda a informacao ne-
cessdria para caracterizar os dados retornados sob anélise (Lopez-Martinez et al. 2005).
Dada a importancia da classe de matrizes hermitianas na tecnologia PolSAR, conside-
remos sua defini¢do e algumas propriedades.

Defini¢ao 1 (Matrizes hermitianas: Seber (2007)). Considere uma matriz A. Se ela é
complexa, entdo ela pode ser escritacomo A = A; + 1Ay, em que A; e Ay sdo matrizes
reais. A matriz é dita ser hermitiana se A™ = A.

Para esta classe de matrizes, as seguintes propriedades se verificam: Seja A uma
matriz hermitiana m X m, entao

1. para A nao singular, A~! é uma matriz hermitiana.
Ak é hermitiana, parak=1,2,....
os autovalores de A sdo reais.

xH Az é real para todo x € C".

S N

SH AS é hermitiana para toda matrizm x m S.
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Em particular, se (i) A é uma matriz hermitiana e (ii) ' Az > 0 para todo x €
C", entdo A é dita ser hermitiana positiva definida. Neste caso, uma caracteristica
importante de A é que todos os seus autovalores e menores principais sdo positivos.
(O uso de autovalores destas matrizes para caracterizar propriedades estatisticas de
dados PolSAR foi discutido por Cloude & Pottier 1997).

A distribuicdo gaussiana complexa foi estudada por Goodman (1963b) para tra-
balhar com certas funcdes e com a transformada de Fourier (fun¢do caracteristica),
sendo, posteriormente, destinada a modelar o ruido speckle em cendrios ndo multi-
look (Goodman 1985). Sua defini¢do pode ser dada a partir da lei gaussiana multiva-
riada real, conforme discussdo a seguir.

Considere, inicialmente, que um vetor aleatérioh = [V; Q1 Vo Q2 -+ Vi Qmut
tem uma distribuicdo gaussiana real 2m-variada com pardmetros pu = [py, Ho, Hv,
1o, ' Mv, MHQ,leL, h ~ Nom(Z, ). Neste caso, os termos Vy e Qy, para £,k =
1,2,...,m, serdo usados para representar as partes real (em fase, vide Secéo e
imagindria (em quadradura), respectivamente, de uma varidvel complexa “Vj +iQ,”
(sinal retornado), em que i = v/—1 é a unidade imagindria. Admita ainda a seguinte
estrutura para a matriz de convariancia X:

el Me=py)(Ve—mv,) (Vi = py)(Qr — 1o,)
it =E( (0~ pe) (Vi — ) (0h— ey (Qr—iey )

N e
w3y A ks

tal que (i) ox/ V2 é o desvio padrdo associado aos elementos Vi e Qy do vetor h,
(ii) ax ¢ = Corr(Vy, V) = Corr(Qy, Q) representa o coeficiente de correlagdo definido
nos pares (Vi, Vy) e (Qk, Qy) e (iii) by y = Corr(Vy, Q) = Corr(Qy, V) é o coeficiente de
correlacdo definido nos pares (Vi, Q) e (Vi, Qy).

Satisfeitas as condi¢des acima, a varidvel gaussiana complexa multivariada é defi-
nida pelo vetor aleatério
y=[T T - T,

em que Ty = Vi +iQy (para k = 1,2,...,m). Esta distribui¢do é denotada por y ~
NE (X, 1) e sua densidade é

1 -
fo@'iE ) = e (- (' — W)Y — ),
em que p é o vetor de médias e X é a matriz de covariancia hermitiana dada por

2
_ 0, sek=1/,
(Z)k’é - { O'kU'g(ak/g + ibk,g), se k 75 L.
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Esta discussdo da obtencdo da gaussiana complexa multivariada a partir de sua versdo
real (frequentemente disponivel em software estatisticos, tais como R e Ox) é bastante
util para a geragdo de vetores complexos com distribui¢do N

3.1.2 Distribuicao Wishart complexa escalonada

Com o objetivo de melhorar a razdo sinal-ruido, L vetores aleat6rios independen-
tes e identicamente distribuidos (iid) sdo considerados e sua média é obtida visando
formar a matriz de retroespalhamento L-looks (Anfinsen, Doulgeris & Eltoft 2009):

Y =

==

L
Y iyl (3.6)
i=1

em que y;, para i=1,2,...,L, representa um vetor estocastico tal como na equa-
¢do com densidade dada por (3.5). A suposigdo de independéncia é assumida
com base no fato que o tempo de captura de um pixel para o outro é praticamente
negligivel.

Satisfeitas as hip6teses mencionadas acima, Z tem uma distribuicdo Wishart com-
plexa escalonada e suporte dado pelo cone ( Um cone é definido como um subconjunto
de um espago vetorial que é fechado em termos da operacdo de multiplicagdo por esca-
lar positivo. ) das matrizes hermitianas positivas definidas discutidas na Defini¢do
A={Y:Y = 0Y =Y € C""}, em que “Y = 0” significa que a matriz Y é
positiva definida. Definindo X e L como seus parametros, essa lei é caracterizada pela
seguinte fdp:

mL |YI|L—m
2| T (L)

em que L > m, etr(-) = exp(tr(-)), I',(L) é a fungdo gamma multivariada para o caso
complexo com expressdo dada por

fr(YSZ,L) = etr(—LZ 1Y), (3.7)

m—1
Tp(L) = /A Y/ |E M etr(—Y7)dY! = amm-D/2 T I(L — i),
i=0

como definido por Mathai (1997, defini¢do 6.1). A distribuicdo de Y é denotada por
W(Z,L) etem E(Y) = L, que é uma matriz positiva definida hermitiana (Anfinsen,
Doulgeris & Eltoft 2009).

A distribuicdo para Y é um escalonamento da lei Wishart complexa original estu-
dada por Goodman (1963b) cuja densidade é dada por

|C!|E " etr (— 21 C7)
C:Xy,L) =
felC5y. L) T (D) By |t

(3.8)
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E possivel provar que fy = fc(LY')|Jo_y|, em que |Joy| = L™ é o determinante
do Jacobiano da transformacdo C' = LY (Mathai 1997, Capitulo 3).

Os parametros X e L possuem uma interpretabilidade voltada a fisica de formacao
de imagens PolSAR: |X| esta relacionado ao brilho de uma imagem, enquanto L se
relaciona com a razdo sinal-ruido. A titulo de elucidacgdo dos efeitos destes parametros
na imagem formada, foi gerada uma imagem sintética, variando X e L. A Figura
exibe a influéncia destes parametros sobre imagens sintéticas de tamanhos 100 x 100
pixels com L € {3,12} (representando o menor valor considerado em casos com trés
canais de polariza¢do e um valor alto em situagdes praticas) e k € {0,5,10,15} tal que
L = (1+k)B, em que

360932 11050 4- 37591 63896 + 1581i
B = 98960 6593 + 6868i |, 3.9
208843

em que m = 3, os elementos Byy, By, e Bsz representam os canais HH, HV e VV, res-
pectivamente. Como a matriz X é hermitiana, apenas os elementos do tridngulo supe-
rior e da diagonal principal sdo apresentados. Essa matriz foi considerada por Frery,
Jacobo-Berlles, Gambini & Mejail (2010) para representar dreas de florestas. Seu valor
é resultado da média amostral dos pixels de uma regido selecionada. Note que, para
um valor de L fixado, quando o k aumenta, o coeficiente cresce e a “poténcia”, o brilho,
aumenta. Por outro lado, o aumento de L, dado um k fixo, diminue o efeito do ruido
sobre a imagem.

3.1.3 Estimacdo dos parametros usuais em PolSAR

Devido as suas propriedades assintéticas (tais como consisténcia e convergéncia em
distribui¢do a uma lei gaussiana), os estimadores de MV foram empregados nos estu-
dos com imagens reais e sintéticas desta tese. A seguir, apresenta-se uma discussdo
em torno das propriedades da fungdo de log-verossimilhaca da lei Wishart complexa
escalonada e da estimagdo por MV para parametros os X e L.

Seja Y uma matriz aleatéria que segue uma distribuicdo Wishart complexa es-
calonada com vetor de parametros 8 = [L,vec(X)!]' e dim(0) = 1+ m?, em que
vec(+) é operador de vetorizagdo e dim(-) é o tamanho de um vetor. A fungdo de
log-verossimilhanca de Y é dada por

¢(0) =mLlogL+ (L —m)log|Y| — Llog|XZ]|
_ m—1
- M logm— Y logT(L—k) — Ltr(E7'Y). (3.10)
k=0
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Figura 3.4 Imagens PolSAR (segundo a codificagdo de Pauli, tal como discutida no Apén-
dice |A.1.1) simuladas conforme uma lei Wishart complexa escalonada com pardmetros L =
{3,12} e X = (1 + k)B tal que k = {0,5,10,15}.

Baseando-se no resultado 9¢(6) /0 vec(X) = vec(d¢(6)/d¥L) proposto por Hjorun-
gnes & Gesbert (2007), as fun¢des escore em termos de L e vec(X) sdo dadas, respecti-
vamente, por

¢ =m(logL+1) +log|Y|—log|X| — 1[7,(,9)(L) —tr (£71Y)

lyec(z) = Lvec (E71ZZ71 —£7),

em que ¢,§? ) () representa o termo de ordem zero da fun¢do poligama multivariada de
v-ésima ordem dada por lpr(,f )(L) = Yt p@(L — i), p9)(-) é a funcdo poligamma
ordinaria dada por (@) (L) = 9"*11logT'(L)/9dL*t?, para v > 0 (neste caso, p()(.) é
conhecida como a funcdo digamma). Estes resultados estdo demonstrados no Apén-
dice [C} A fim de complementar o estudo sobre as propriedades da funcido de log-
verossimilhanca da Wishart, o seguinte pardgrafo apresenta uma discussdo sobre a
obtencdo de trés quantidades importantes: as matrizes de informacdo de Fisher obser-

vada ou Hes51ana (J(0)) e esperada (K(0)) e o limite inferior de Cramér-Rao (LCR)
v1esadoE| C(6

! Esta notagdo foi considerada por Anfinsen, Doulgeris & Eltoft (2009) para indicar a inversa da
matriz informacdo de Fisher esperada associada a um estimador MV viesado como uma boa proposta
de avaliar a performance dos estimadores. Este fato é justificavel pelos seguintes argumentos.
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Baseando-se nos resultados do Apéndice |C, as expressdes analiticas para J(6),
K(6) e C(0) sdo dadas por

7

m (1) -1 -1 —1\¢t
_ =1 (L) vec(LTYL T —X )
J(0) [ vec(Zlyz ! -z 1) Tss.

(1) m t
KO)=B(-g(@) = [ ¥n D% veclon)t

c(6) =K(6)" = [[‘P$)<L>—)%]‘1 vec(0y,)!

vec(0y,

em que 0, é a matriz nula de ordem m,
Joxs =L lortl-rlgrlzzl -z leorlzlz)

e ® representa o produto de Kronecker.

Anfinsen, Doulgeris & Eltoft (2009) derivaram o LCR viesado para a lei Wishart
complexa original. Naquela abordagem, encontrou-se que os parametros desta distri-
bui¢do sdo ndo ortogonais. Baseando-se sobre (@) da versdo escalonada, nés con-
cluimos que

# [, e X se tornam ortogonais, isto &, tem matriz informacao de Fisher bloco-diagonal
(Para maiores detalhes, consultar Cox & Reid 1987) baseado no seguinte escalona-
mento: multiplicagdo da distribuigdo Wishart complexa original por um fator L~1. Entre
outros beneficios, este escalonamento torna as equacdes de verossimilhanca separa-
veis, como mostrado a seqguir. Este resultado serd mais discutido e inserido no contexto
da Teoria da Informag&o na Segéo

Considere {Y1, Y5, ..., Yy} uma amostra iid de tamanho N obtidade Y ~ W(Z, L).

E conhecido que LCR fornece uma limite inferior para a matriz de covariancia do estimador 8. No
caso em que @ é um vetor de pardmetros complexos, Van den Bos (1994) prop0s a seguinte expressao
para o LCR:

9B(9)
367

Cov(8) = K1(8) +

/C71(9)+IC71(9){8B(9)]H 0B(0) aB(H)]H’

90r 505 < (6) [ 90"

em que B(-) é o viés do estimador e A = 0 representa que a matriz A é positiva semi definida. Note
que o LCR se reduz a K~!(8) para estimadores ndo viesados. Como o estimador MV para o ntimero de
looks é viesado, K ~!(8) nao representa o LCR, mas pode ser entendida como uma boa forma de avaliar
a performance de L, sendo nominada por LCR viesado.
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Uma vez que N1 YN | Vi (6) = 01,2, n6s temos que

~ 1 % —
L=— l/k - s
Nkzl
e
illy - 1) —
mlog L + N log |Y| —log|Y| — vy, (L) = 0. (3.11)
k=1

Assim, o estimador para I ¢ a média amostral, enquanto que L é dado pela solucio da
equacdo ndo linear (3.11). O método iterativo de Newton-Raphson (Gentle 2002) sera
utilizado para obter as estimativas MV nos experimentos desta tese (Um exemplo de
estimacdo na presenca de correlagdo é dado por Vorobyov, Gershman & Wong 2005).

' pasture-2

pasture-3 .

Figura 3.5 Imagem E-SAR (canal HH) com regides selecionadas.

# Ainda no contexto de estimacao dos parametros da distribuicdo Wishart complexa es-
calonada, esta teste avanca na proposta de dois métodos de estimacao melhorados
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para o parametro L na Segao O novos estimadores apresentam um viés de
ordem O(N~2) e O(N—3/2) (O(-) é a notagao de Landau para representar ordem
de magnitude) superando o relativo a versao nao corrigida, O(Nfl) (Cribari-Neto &
Cordeiro 1996). Para pequenas amostras recomenda-se o uso de estimadores melho-
rados.

A fim de contextualizar este processo de estimagdo, vamos considerar uma aplica-
¢do a dados reais. A Figura 3.5/ apresenta uma imagem SAR polarimétrica com seis
areas selecionadas obtidas utilizando a banda C-(5.3 GHz). Adotando um ntimero no-
minal de looks L = 3 em seu processamento, esta imagem foi obtida pelo sensor E-SAR
(cujas caracteristas serdo comentadas na Segao[5) visando analisar as regides de Muni-
que - Alemanha. As dreas selecionadas exibem dois tipos de cendrios: (i) homogéneos
(4reas de pasto, denominada por “pasture-i” para i=1,2,3) e (ii) heterogéneos (flores-
tas, “forest-i” para i=1,2,3). A Tabela[3.1|mostra os resultados das estimativas MV bem
como os tamanhos de amostra envolvidos. Neste caso, as diferencas dos tamanhos
de amostras envolvidos ndo redundam em estimativas pontuais muito diferentes das
apresentadas, em virtude do estimador MV se assintoticamente nao viciado.

Tabela 3.1 Estimativas dos parametros

Regides L IZ| N (# pixels)
pasture-1 1.005 784050.800 2106
pasture-2 1.121 143.437 2352
pasture-3  1.000 190.130 3340

forest-1  1.003  3854056.000 2870
forest-2  2.480 10752870.000 1020
forest-3  1.050 14568.150 2496

Como esperado da discussdo apresentada por Anfinsen, Doulgeris & Eltoft (2009),
as estimativas para L foram menores do que o namero de looks pré-especificado L = 3
e, para este caso, até menor do que o nimero de polariza¢des. Este fato sugere que o
modelo estatistico WW(X, 3) é inapropriado. Adicionalmente, a regido “forest-2” apre-
sentou maior estimativa para o nimero de looks em virtude de ser a menos conta-
minada de todas. Neste caso, Anfinsen, Eltoft & Doulgeris (2009) indicaram o rela-
xamento da restricdo L > m, como uma possivel solu¢do. No modelo resultante, o
parametro L é associado a forma da distribui¢do ao invés de ao nimero de looks. A
distribuicao Wishart escalonada resultante foi denominada como Wishart relaxada. A
partir deste momento, a distribuicdo Wishart complexa escalonada Wg (X, L), tal que
L > 0, representard sua versdo relaxada. Neste caso, vale-se a seguinte nota: Em algu-
mas situagdes na pratica (frequentemente em regides muito texturadas e com nimero
nominal de looks préximo de m) o ntiimero de looks estimado pode ser menor do que
a ordem da matriz, m. Para o tratamento destes casos, nds utilizaremos o ferramental
derivado da Wishart considerando as seguintes substitui¢des nas expressdes resultan-
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tes: as funcdes I'(A) e p(?)(A) assumirdo os valores 1 e 0, respectivamente, quando
A < 0. Estas atribui¢des preservam a positividade da forma da densidade.

Como complemento a discusdo das estimativas, consideremos a vizualizagdo dos
histogramas dos dados reais juntamente com as curvas das densidades ajustadas. Para
tal fim, Hagedorn, Smith, Bones, Millane & Pairman (2006) provaram que a distribui-
¢do Wishart complexa escalonada se reduz a distribuicdo gamma com densidade dada

por
Liztt
o?LF(L)
parai € {HHHV,VV}, em que (71.2 éaentrada (i,7) de Z e Z/ é a entrada (i, i) da matriz
Z. Afig\uraexibe os ajustes das distribui¢des Wishart original, W(f, 3), erelaxada,
Wz (X, L), aos dados reais.

fz(Z;L/d?, L) = exp(—LZ!/0?), (3.12)
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Figura 3.6 Densidades empiricas e ajustadas para as distribuigdes Wishart relaxada (sélida) e
original (tracejada longa) em fungdo da intensidade do canal HH.

A fim de quantificar a comparaco dos ajustes das distribuicdes W(Z,3) e Wg (Z, L),
nods obtivemos os valores do critério de informacdo de Akaike (Akaike Information Cri-
terion - AIC). Esta medida de bondade de ajuste indica o0 melhor modelo como aquele
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que apresenta o menor valor do AIC (Seghouane & Amari 2007). A Tabela 3.2 apre-
senta 0os AICs bem como a razdo entre eles para cada regido considerada. Em todos os

Tabela 3.2 AICs para o canal HH das distribui¢des Wihsart relaxada e original sobre dados
reais

AIC AIC(Wg)
Wr W AIC(W)

pasture-1 23881.52 27454.97 0,87
pasture-2 14885.62 17345.38 0,86
pasture-3 21998.75 22112.37 0,99
forest-1  36823.14 40464.83 091
forest-2  14108.18 14481.67 0,97
forest-3  22761.28 25630.94 0,89

Regides

casos, a distribuicdo WWg apresentou o melhor desempenho.

3.2 Modelos multilook SAR bivariados

Teoricamente, as componentes co-polarizadas (seguindo uma mesma orientagdo li-
near, HH e VV) sdo correlatas, enquanto que as cros-polarizadas (por exemplo, HV e
HH) tem correlagdo zero (Lee, Hoppel, Mango & Miller 1994). Na prética, tem-se que
a correlagdo é mais intensa entre co-polariza¢des do que em outros casos. A fim de
ilustrar este evento, consideremos uma drea com 150 x 150 pixels da imagem AIRSAR
de Sao Francisco, como descrita no Apéndice|Al A Figura [3.7|exibe esta drea com trés
regides selecionadas, representando oceano, floresta e cidades. A Tabela |3.3|apresenta
os tamanhos das amostras utilizadas, # pixels (ntiimero de pixels), e os médulos dos
valores médios das correlagdes co-polarizadas HH-VV, Zy_vy, e cros-polarizadas
“HH-HV” e “HV-VV”, Zygyg_nv € Zgyv_vyv. Os valores mais acentuadas estdo forma-
tados em negrito na tabela. Como esperado, os médulos das correlagdes entre co-
polarizadas assumiram os maiores valores em todas as regides. Em termos gerais,
as correlagdes sdo mais intensas no cendrio mais texturado, regido de cidades. Esta
rapida andlise descritiva justifica o fato da maioria dos estudos bivariados estarem fo-
cados nas componentes co-polarizadas, HH e VV. (Para um estudo mais detalhado,
consultar Ainsworth, Schuler & Lee 2008).

A seguinte discussdo objetiva definir e comentar trés principais resultados deriva-
dos por Lee, Hoppel, Mango & Miller (1994): fung¢des densidade de probabilidade para
(i) diferenca de fases, (ii) magnitude do produto complexo e (iii) razdes intensidade e
amplitude entre os componentes HH e VV do vetor de retroespalhamento (3.2).

Primeiramente, considere a defini¢do do coeficiente de correlacdo complexo (o.),
conceito sobre o qual estardo baseados os principais resultados desta se¢do. Sejam S;
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Figura 3.7 Imagem AIRSAR de Sao Francisco (canal HH) com trés areas selecionadas.

Tabela 3.3 Modulos das correlagdes médias entre os canais de polarizagdes

2 ~ 2 1° 74
Regides Moédulo das correlagdes médias (x10™%) # pixels
[Znn-nv| |Zua-vv| | Znv-vv|
Oceano  9.89599  117.25436 18.62410 1632
Floresta 149.13040 771.21780 33.01252 1989
Cidades 1291.7835 1307.4982 655.9329 1428

e §; dois elementos do vetor de retroespalhamento (3.2). O parametero p. € definido

como
E(SS7)

VE(ISi?) E(Si]?)

em que 0 representa o angulo de incidéncia, |p.| representa a amplitude do coeficiente
de correlagéo e i é a unidade imagindria. Além disso, obtida diretamenta da equiva-

Pc = = |pc| exp(if), (3.13)

léncia p = |oc|?, a versdo L-looks da intensidade do coeficiente de correlacio (ng))
é dada por B B
(L) _ E((Szz_s )(S]] Sjj))
\/E i _zz E((Sjj - g]']')2)

A seguir, definem-se as principais densidades dependentes dos parametros L e p. para
dados SAR bivariados.
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3.2.1 Densidade para a diferenca de fase ¢

Considere que temos a finalidade de descrever probabilisticamente a diferenca de fase
para um dos dois componentes HH ou VV do vetor de retroespalhamento (3.2). Para
processamentos com nimero de looks 1 e L, as diferengas de fase sdo definidas, res-
pectivamente, por:

1 = Arg(5;S;)

1 L
yu= Arg|7 Y. Si(b)S] (k)]

A quantidade i}, representa um argumento de um elemento fora da diagonal principal

da matriz (3.6).

Buscando modelos para descrever a diferenca de fase a partir dos paramatros L e
Pc, a submatriz {Y '}, i » da equagdo (B.6) pode ser reparametrizada por

Y11 aexp (i)
wexp(—ip) Yo

e sua matriz de covariancia por

. _ Y1 VEnZo|ec| exp(if) (3.14)
\/211222|PC| exp(—i9) Z22 ’ .

em que R[Y1p] +iS[Y1o] = aexp(iy) e X = E(|Y;i[?).
A partir deste ponto, (i) reparametrizando as varidveis Y1, Yip e « em termos de

elementos da matriz X,

Blzh BZ:@eW:L

Xy 222 VENZy

e (ii) substituindo o vetor [Y11, Yoo, R[Y12], $[Y12]] por [B1, B2, 7, ], Lee, Miller & Hop-
pel (1994) derivaram que a equagao (3.7) se reduz a

(3.15)

I pl ol _ (BiB.’/Z_UIZ)L_zﬂl
fr (BB 450, per L) =2 e e =)
Bi + By — 21'|pc| cos(y’ — 0)
oo — . (3.16)
P (1= lecl?) )

Finalmente, integrando esta férmula em termos das varidveis B!, Bé e 17’ , a densidade
marginal da diferenga de fase ¢ é dada por

o2\ 2L
for (W' B,pe, L) = 1;(\1’;%}12)2()1(1_ [3|2F;2|+2/2ﬁ + 2|ZC| ) 2Fi(L,1;1/2; %),
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em que B = |pc|cos(yp’ — 0), para —r < ' < 71, e ,F;(+) representa a fungéo hipergéo-
metrica.

# A Secgao faz uma contribuicdo propondo estatisticas dependentes do coeficiente
de correlagdo complexo e do numero de equivalente de looks para a reparametrizagao
de Lee, Hoppel, Mango & Miller. Naquela se¢ao, o contexto sera o de distinguir areas
PolSAR a partir da informacéao de seus coeficientes de correlagcdo complexos.

3.2.2 Densidade para a magnitude do produto |SiS]’-‘|

Adicionalmente & subsegdo anterior, é importante estudar a magnitude do produto
entre S; e §;. Uma normalizagdo usual para este termo é dada por

I Ehswsiwl g
JEISPIE(S)

em que g é o produto multilook |SiS]’.k|. Integrando a expressdo (3.16) em termos das
varidveis By, B, e ¢, a densidade para € é derivada,

LAt ol e 2Le’
fe(€';0c,L) = r(L)(1- |Pc|2) 0<1 — |pc|2> L_l(l — |Pc|2>’

em que [4(-) e Kp(-) sdo as fungdes modificadas de Bessel do primeiro e segundo
tipo com ordens A e B cujas expressdes podem ser obtidas por Abramowitz & Stegun
(1964), respectivamente. Particularmente, Hu (2005) apresentou propriedades analitas
interessantes para Kg(-) em termos de processamento de imagem PolSAR. Para tal
tim, eles utilizaram a seguinte expressao:

1o %
Ka(V1) = E/0 vilexp (= L(v+vh)av, (3.17)

com Vj e V sendo variaveis reais positivas. Finalmente, a densidade de g é obtida por

fg(gl? ) = fe(§'/h; ).

3.2.3 Densidade conjunta para o par de intensidades (|5;|?, |S;]?)

A derivacdo da distribuigdo conjunta é importante em dois sentidos: (i) quando dados
polarimétricos incompletos sdo considerados (como, por exemplo, em dados do pro-
cessador sindtico AIRSAR JPL, vide Lee, Hoppel, Mango & Miller 1994) e, em um fim
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tedrico, (ii) quando se deseja obter distribui¢des marginais (a exemplo de Hagedorn
et al. 2006, Dharmawansa & McKay 2009). Nesta se¢do, consideramos a tarefa de obter
a distribui¢do conjunta para as quantidades

1 ¢ B:C 1 ¢ B,C
Ri=p YISk == eRo= L Y ISi0F =272 (19)
k=1

L

Com esse objetivo, integrando (3.16) com respeito as variaveis 7’ e ¢/, obtemos

(B’B§)<L_1)/2 exp(— Bi+B)

1 1_|PC|2> ! D/ |Pc|
FOa et o GV BB o)

Aplicando (3.18) na expressdo acima temos que

fBerz (Bi/ Bé; Oc, L) =

_ L(R! /Z11+R /%
(RiRlz)(L 1)/2] L+1 exp(— (R{ 111‘pc‘22 22))

(Z11202) EHD/2T(L) (1 = [pe]?) |pe|F1
| RiR; o]
x I _1(2L 12 ¢ .
L 1( 2112221—1,3012)

3.24 Densidades para as razdes entre intensidades (|S;|*/|S;|?) e amplitudes

(Sl /15D

fRr1,R, (R1, RS; pc, L) =

Considere a seguinte razdo normalizada das quantidades estécasticas By e B, dadas
em (3.15)):

Y1 ISi(K)[* /2
Y1 1Sj(k)2/ 20
A seguinte discussdo considera a derivagdo da densidade de Ty, em que T = X171 /2.

Este termo tem um papel importante em discriminacdo nos contextos de retornos po-
larimétricos.

i=Bi/B =

Baseando-se nos resultados (i) f,(u fo B; fB,,B,(#'Ba, By) dB; e, da identidade
de integracdo de Prudnikov, Brychkov & Maichev (1986, p. 303, eq. 21), (iii)

[, B (1|+1VZ)> 1 (22 1—‘p|c‘ 7)dB: =

‘ C‘ B c
(11_+|§|z) L e AR T )

Lee, Hoppel, Mango & Miller (1994) provaram que as densidades para intensidade e

’ 2
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amplitude multilook de y sdo dadas, respectivamente, por

T(2L)(1 — |t (1 + p)yp'™ !
T(L)T(L)[(1 + p')? — o[/ L+1)/2

fy(l/l/?Pch) =
e (definindo v = /u)
20(2L) (1 — Jpc ) (1 +v%)o*
T(L)T(L)[(1 +v'%)2 — 4] |20/?]@L+1)/2

Assim, as densidades relativas aos termos w = Ty e z = \/w sdo dadas por f;, (w'; p¢, L)
= (W' /T 00, L) @ fo(2; 00, L) = 22 o (2% 0, L).

fv(vl? Pc, L) =

3.3 Modelos multiplicativos multilook PolSAR

Seja Y uma matriz aleatéria seguindo uma distribuicdo Wishart complexa esca-
lonada, y um vetor aleatério com distribui¢do gaussiana complexa com o vetor de
médias nulo e X uma varidvel aleatdria escalar positiva. Além disso, considere que
a variavel X é independente de ambas as varidveis Y e y. A modelagem multiplicativa
para dados PolSAR assume que cada pixel segue uma das seguintes defini¢des:

* Para dados multilook: A varidvel retorno é modelada segundo Z =Y x X.

¢ Para dados com ntimero de looks 1: O pulso retornado é descrito por z = y X
v X. Essa abordagem é conhecida como modelo para um vetor aleatério esferi-
camente invariante (Spherically Invariant Random Vector - SIRV) (Bombrun, Va-
sile, Gay & Totir 2011), que foi introduzido por Yao (1973). Neste caso, como
o processo multilook representa o quadrado do modelo para 1-look em termos
escalares, entdo a parte escalar desta modelagem é representada por v/X.

Neste caso, as varidveis Y e y sdo destinadas a descrever o ruido speckle em cendrios
L-looks e 1-look, respectivamente; enquanto que X modela o comportamento do re-
levo pelo retroespalhamento dos pulsos emitidos (na lingua inglesa, esta propriedade
é sintetizada no termo backscatter). E possivel notar ainda a seguinte relagio entre os
retornos de L-looks e 1-look: Considere um vetor com L vetores SIRV com tamanhos
m,v = [z(1) 2(2) - - - 2(L)]. Assim, o seguinte resultado é decorrente do produto v v:

o 1 L X L
v 'v:ZZz(ﬁ)-z(ﬁ)H:ZZy(f)-y(E)H:X.Y:Z,
I=1 I=1

em que z(¢) e y(¢) representam o ¢-ésimo retorno do vetor v e seu modelo associado
ao ruido, respectivamente. Adicionalmente, tem-se que a modelagem multiplicativa
se estd fortemente relacionada com a formagao fisica de uma imagem PolSAR através
da equagdo de radar dada pela equagao na pagina
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3.3.1 Ruido PolSAR

Sistemas PolSAR sdo afetados pelo ruido speckle. Diferentemente do sistema com ape-
nas uma polarizagdo, este ruido afeta tanto as intensidades (elementos das diagonais
principais das matrizes que representam os pixels) como suas covariancias (Lopez-
Martinez & Fabregas 2003, Lopez-Martinez et al. 2005). Vérias técnicas tém sido pro-
postas com o fim de reduzir o ruido em imagens PolSAR. Lépez-Martinez & Fabregas
(2003) consideram que estas técnicas podem ser divididas em dois grupos: Um pri-
meiro trabalha combinando canais de forma a ter uma imagem livre de ruido (Novak
& Burl 1990, Lopes & Sery 1997). Estas técnicas mantém a resolugdo espacial, mas
perdem as informacgdes polarimétricas. Uma segunda abordagem (sobre a qual se ba-
seia este trabalho) busca tratar o ruido mantendo as informacgdes dos canais e de suas
covaridncias (Lopez-Martinez & Pottier 2007). Neste sentido, esta tese considera que
as varidveis Y e y sdo bem representadas pelas distribuicdes Wishart escalonada e
complexas gaussiana (tal como discussdo da Segéo para cendrios L-looks e 1-look,
respectivamente.

3.3.2 Retroespalhamento (backscatter) PolISAR

O backscatter carrega toda a informagédo relevante de um cena mapeada; isto ¢, ele
considera propriedades fisicas de uma drea sob estudo, tais como a umidade e relevo
do terreno. O “ntimero de elementos difusores” em uma célula de resolugdo pode ser
modelado por uma distribui¢do de Poisson cuja média (ntimero esperado de scatters) é
geralmente modelada por um dentre os seguintes elementos no sisterna de distribuicoes
de Pearson (Delignon & Pieczynski 2002):

(a) backscatter gama distribuido, X ~ I'(L, E;t_l), com func¢do densidade dada por
_L£ 1
uI(L)

em que # > 0e L > 0sdo parametros de escala e forma, respectivamente, e T4(-)
representa a func¢do indicadora no suporte A.

fx(X;u, L) (EX’> o exp(—%X’)]I(o,oo)(X’), (3.19)

H

(b) backscatter com distribuicao gama inversa, X ~ T~1(—a, (—a — 1)) cuja densi-
dade é

/ 1 1 -1 a+1 —a—1 ,
ome) = e ) oR (- om )
(3.20)

em que y > 0 (escala) e & < 0 (forma).
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(c) backscatter beta do primeiro tipo distribuido (Bombrun, Anfinsen & Harant 2011),
X ~beta(L, —a — L, (—a — 1)uL~1), com densidade

c T'(w) {zx'rl{l_cx']“’“]l

fx(Xop Ly w) = w_yT(E)F(w— L) | wu wu

X",

(o22) %)
(3.21)
em que w > L e os parametros « e L representam formas, enquanto que y estd

vinculado a escala. Essa distribuigdo é, também, conhecida como Pearson do tipo
I (Delignon & Pieczynski 2002).

(d) backscatter com distribuicdo beta inversa, X ~ betafl(—w +1,w— L,ulw™ 1),
com densidade dada por

e @ T wX ) ex )0 ,
R ) = fmro oy o) 2w H(%’m)(};)’zz)

em que w > L, w e L representam formas, enquanto y é um parametro de escala.
Neste caso, ela também é chamada de Pearson do tipo IV (Delignon & Pieczynski
2002).

Com o objetivo de generalizar os modelos estatisticos para descrever o backscatter,
dois modelos tém sido considerados na literatura de PolSAR. Tais distribui¢cdes sao
discutidas a seguir.

Freitas et al. (2005) propuseram uma variavel aleatéria de média unitédria obede-
cendo a distribui¢do gaussiana inversa generalizada (GIG) como um modelo abran-
gente para o backscatter. Por questdes de generalidade analitica, esta tese considera a
mesma distribui¢do sem a restri¢do de ter uma média unitdria. Assim, é possivel repre-
sentar, a partir desta e de outras distribuigdes para o backscatter com média diferente
de um, tanto (i) modelos inclusos na abordagem multiplicativa polarimétrica (que ne-
cessitam ter media unitdria) quanto (ii) distribui¢des para um canal de polariza¢do que
ndo supdem esta restringdo. Assim, a versdo da GIG considerada, X ~ A =1 (u,c,w),
tem densidade dada por

XS e w rewX'
X'; =2 e (- D (N, (¢ 3.23

K Xopew) 2psKg(w) oP ( 2 <rg,wX' i H >> (0.0) X, 329
em que r¢p = Kepq(w)/Ke(w) e —co < g,w < oo (tal que ¢ ¢ [—1,0)) sdo parame-
tros de forma e u controla a escala. Esta distribui¢do é uma generalizagdo da distri-
buigdo gaussiana inversa (GI) cuja parametrizacdo utilizada por Frery, Jacobo-Berlles,
Gambini & Mejail (2010) (como modelo para o backscatter na proposta de uma nova
distribuicdo polarimétrica) é dada por

w (X' —p)?

/. _ wWH ad !
SXwp) = 27TX’3eXp< 2 X'y )H(Ofw)(x)’
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em que w, u > 0.

Em anos recentes, Bombrun, Vasile, Gay & Totir (2011) sugeriram a distribuicdo de
Fisher, X ~ F(u, L, ), cuja densidade é dada por

T(L-a) L eI
. a) = —a —a—bp / .
Ny s an L U R S

em que —a, L > 0 (destinados a forma) e u (a escala). Esta tltima distribuicdo foi
citada apenas para se fazer a seguinte nota: Cintra et al. (2011) tém mostrado que F é
uma reparametrizaco trivial da distribuicio G°(a, u(—a — 1), £), proposta por Frery
et al. (1997) e que sera detalhada a seguir. Sob certas condi¢des, é possivel mostrar
que ambas as distribuigdes, F (i, L, a) e N -1 (4, ¢, w), apresentam os seguintes casos
particulares: gama, gama inversa e distribui¢do degenerada (ou de Dirac).

A Figura apresenta um diagrama com as rela¢des entre as distribui¢des para o
backscatter discutidas. Neste caso, as distribui¢des mais gerais sdo apresentadas mais
a esquerda.

_ L
beta(L,w— L, wpl ) —————"" 2 o |
~W—00 [
T~ [
Ay
_ |
Fu Loa)fp - -5 - —AT(L, LpY) |
7 |
AN P SN Lo !
\\ 7 \\y:1 |
N // N I
AN s ~ |
AN 7 w——c0 A |
=1
L%oo N < / GI(],{, w) | _V_ s Pr (X:l):l
e CC\E>0 : Homotetic/Dirac
v w0 | a—»—00 7 T
% N | = -1 - |
// \\ | (—a—1)u P |
N e |
/ AN 2
g_il/z: / g:[x<0 \\\ 2 :
1 w0 [
N (]/l,g,ZU) ———;};oo——>I" (_“,(_“_1)]4) :
a=—L_-"" |
i |
-1/ . N |
beta  (—w+1,w— L, uLw™") Joven

Figura 3.8 Diagrama de modelos para o backscatter.

A Figura 3.9/ exibe curvas das densidades mais gerais para o backscatter com mé-
dias unitarias. Para os cendrios escolhidos, tem-se que os parametros exercem uma in-
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fluéncia parecida nos comportamentos das densidades, embora com valores distintos.
Na Figura considerando a restricdo w = —a = ky, quando k; 1 1 as densidades
N ’1(1, w, ) se tornam mais achatadas (caracterizando eventos de maior variancia),
enquanto que para k; > 1 e k; 1 oo tais densidades tendem a ser mais pontiagudas.
Para a distribui¢do F (1, £,«) com w = —a = k1, as densidades mais achatadas sdo ob-
tidas quando k; 1 5, enquanto que as densidades que representam eventos de menores
varidncias sdo obtidas quando, para k; > 8, k; aumenta.

3

5

0 k=15
0 k1 =20
10.0 =] ky=5.0
15.0 k=80
=== k=150
— k1 =20.0

el e S
[EAR OO

fx(X')
0

fx(X')
0

T T
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

(@) X ~ N71(1,w,a) (b) X ~ F(1,L,a)

Figura 3.9 Curvas para os modelos backscatter mais gerais, / e GIG, assumindo médias uni-
tarias e parametros de escala e forma —a« = £L = w € {0.3,0.5,1,5,8,10,15,20}.

3.3.3 Distribui¢des dos Retornos PolSAR

A seguir nds apresentaremos os principais modelos polarimétricos para descrever o
pulso retornado.

Considerando o modelo Z = Y x X, Freitas et al. (2005) bem como Harant, Bom-
brun, Gay, Fallourd, Trouvao & Tupin (2009) desenvolveram novas propostas e es-
tudos sobre distribui¢des polarimétricas. Estas abordagens trabalham aplicando os
modelos para o ruido speckle e para o backscatter dentro da seguinte convolugio de
Mellin (Epstein 1948),

Fa(2') = /O T Xy (27X fr(X)dX, (3.25)

em que m é o numero de canais de polariza¢cdes. Bombrun, Vasile, Gay, Pascal &
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Ovarlez (2010) também mostraram evidéncias que essa expressdo é degenerada em

F(2) = /0 T X (2 X) fx (X)dX (3.26)

quando cendrios 1-look sdo considerados (Para maiores detalhes, consultar Lefebvre
2007). Ambas as abordagens, L-looks ou 1-look, podem ser justificadas pelos seguintes
argumentos:

f2(2) = [ fax(2, X)X = [ fx(2' | X)fx(X)aX'

= [ fra(@)fx(x)ax. (3.27)
Seguindo uma ideia similar, para modelos 1-look, temos que
fo(2') = /0 o (2) fx (X))dX'. (3.28)

Conforme resultados sobre jacobiano de transformagdes matriciais apresentados por Mathai
(1997), temos que fyx:(2) = | Ty iy [fy (Z'/X') € fyxa () = | Tyxosy (21X,

2
em que |Jy.xy| = X" e |Jy,x .y = X" Portanto (3.27) e (8.28) resultam em
(3.25) e (3.26), respectivamente.

Dentro dos argumentos acima e checando analiticamente as expressdes das densi-
dades polarimétricas disponiveis na literatura, entendemos que uma nova e elegante
metodologia de representar os modelos polarimétricos L-looks e 1-look é definida a
seguir:

e Para dados multilook:

7\ L—m
fz(Z’;0,L) = 1z ha(0,L) g (tr(Z'le’); 6,L), (3.29)
T (L)

em que 6 representa o vetor de parametros adicionais ao nimero de looks, L.
A Tabela [3.5|lista as varias fungdes (-, -) e gaq(+; -, ) relacionadas as suas dis-
tribuicdo polarimétricas. Esta expressdo sera utilizada no Capitulo 4| e no Apén-
dice [E| para derivar ferramentas da Teoria da Informacéo (distancias e entropias)
da forma mais abrangente possivel. Desta forma, as distribui¢des particulares,
mesmo quando ndo analiticamente tratdveis, poderdo ser colocadas num for-
mato apropriado a derivar aproximagdes e limites inferiores (como, por exemplo,
o limite inferior para a distancia de Kullback-Leibler da distribui¢ao g,% derivado
no Apéndice [E) das medidas.

e Para 1-look:
L(2;0,1) = L ha(0,1) gaq (2’72 7127;0,1). (3.30)
T 8

Neste caso, as expressdes sdo obtidas também pela Tabela considerando L =
1 e substituindo o termo “tr(Z " Z’)” por “2’HE 12" em (3.30).
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A seguir, as composi¢des sobre cada distribuicdo da Tabela 3.5 bem como de suas
versdes 1-look sdo consideradas. N6s procuramos dividir as distribuigdes polarimétri-
cas em trés classes: Simples para as distribui¢des com dois e trés parametros, Moderadas
para aquelas com quatro pardmetros e dois casos particulares e as Amplas com quatro
parametros e mais do que dois casos particulares.

3.3.3.1 Classes simples:

Inicialmente, consideremos trés distribui¢des para o backscatter: a distribui¢ao de Di-
rac, isto é, uma varidvel degenerada tal que Pr(X = 1) = 1; a distribuigéo gamma,
com densidade dado # = 1; e a lei gama inversa, de densidade equacdo
com yu = 1. Assuma também W (X, L) e N5 (X, 0) como modelos para o ruido speckle.
Frery et al. (2007) apresentaram evidéncias que sugeriam como modelos polarimé-
tricos a convolugdo dos trés modelos para o backscatter com a distribuicdo Wishart
complexa escalonada para diferentes graus de textura. Estes modelos juntamente com
suas versdes 1-look sdo comentados a seguir.

Cendrios homogéneos: Estas situagdes geralmente sdo representadas por regides de
oceanos e pastos. As versdes L-looks e 1-look de modelos para dados homogéneos sdao
bem representadas pelas convolugdes

{W(Z,L):(S(t—l) ¥ W, L),
NE(Z,0)=o(t—1) %

em que 6(-) representa a fungdo delta de Dirac e % representa a convolugdo de Mellin.
Bombrun, Vasile, Gay & Totir (2011) utilizaram % para representar a convoluc¢do de
Mellin entre duas distribui¢do de probabilidade.

Neste caso, sugere-se que os retornos multilook e 1-look sejam modelados pelas
proéprias distribuigdes do ruido speckle. Hagedorn et al. (2006) mostraram evidéncias
de que a distribuicdo Wishart complexa escalonada se degenera numa distribuigao
gamma (conforme discussdo na Segéo . Em termos 1-look, ndo é dificil verificar
que a gaussiana complexa se degenera em um escalonamento da gaussiana complexa
padrdo, m = 1. Neste caso (m = 1), a expressdo y'"E 1y’ se reduz a 1Y/|?/%;;, para
i =1,2,...,m em que L; é a entrada (i,i) da matriz X e Yi’ representa o i-ésimo
elemento do vetor complexo y’. Assim, tomando y; = %;;, a densidade se reduz
a seguinte densidade:

ooy 1 V2
in(Yi/.ul) - (7'(“1/[) exp( |Y1| /l’ll)

1
Finalmente, é possivel provar que a amplitude |Y;| tem uma distribui¢do de Rayleigh,
enquanto a intensidade |Y;|> tem uma distribuigdo exponencial. Para os demais casos
univariados s6 iremos considerar modelos para intensidade.
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Cenarios heterogéneos: Estas situa¢des representam regides de florestas e tém brilhos
mais intensos do que as homogéneas. Os valores dos determinantes das intensidades,
definidos como varidncia generalizada por Goodman (1963a), nestas regides sdo maiores
do que em cendrios homogeneous (Frery, Nascimento & Cintra 2011). As leis polari-
métricas decorrem das convolucdes

KDz, L) =T(L,L) % W(E,L),
KW(E,L) =T(L,L) % Ng(E,0),

em que o sobre escrito [-](L) se referird ao caso L-looks. Esta lei é conhecida como

IC,(nL ) multivariada e foi discutida inicialmente por Lee, Schuler, Lang & Ranson (1994).
Quando m = 1, esta lei multivariada se reduz ao caso univariado multilook K; (Yueh,
Kong, Jao, Shin & Novak 1989, Lee, Schuler, Lang & Ranson 1994) com densidade
dada por

2LL
T(L)T(L)

L+L

fie,(Z5L,L) = (LLZ') 7 'K (2VLLZ') T(g ) (Z)),

emque £,L > 0.

Cendrios extremamente heterogéneos: Este caso considera regides urbanas. Estas
areas produzem o fendmeno “double bounce”, tal como discutido na Segéo Freitas
et al. (2005) sugeriram como modelos apropriados as convolugdes

G (g,a, L) =T (~a (—a—1)) F W(Z,L),
O V(E,a) =T (—a (—a—1)) F NS(E,0).
Esta distribuigdo foi introduzida por Freitas et al. (2005) e estende a distribui¢do G?
proposta por Frery et al. (1997) cuja densidade é dada por
LIT(L —«)

fap(Ziw L) = e ar 2 e D+ LZH0,00)(2),

Adicionalmente, a distribuicido G} proposta por Frery, Jacobo-Berlles, Gambini & Me-
jail (2010) também tem sido sugerida para modelar cendrios extremamente heterogeé-
neos. As versdes L-looks e 1-look desta distribuicdo sao resultantes de

¢H(x w L) = GI(1,w) ¥ W(E,L),
GHY (g, w) = GI(1,w) % N.(Z,0).

Esta distribuigdo se reduz a GF com densidade dada por

Llrexp(w) [2w _,1-1 w L/2+1/4
’. _ /
fop(Zhw L) = r(L) g <w+2LZ’>

Kpi1/2(y/w(w +2LZ"))I(0,00)(Z').
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As expressdes para as densidades destas distribui¢des para L-looks estdo escritas
na Tabela As expressdes para os casos 1-look sdo facilmente obtidas conside-
rando L = 1 e substituindo o termo “tr(Z~!Z’)” por “z’HL~12"” conforme a expres-
sdo (3.30).

A Figura apresenta os ajustes das principais distribui¢des para imagem SAR:
T, K e G°. Em todos caso foram utilizados recortes da imagem de Sao Francisco dis-
cutida no Apéndice Nota-se que a distribuicdo G? descreve bem dados SAR em
diferentes situagdes, funcionando como um tipo de modelagem universal. Esta carac-
teristica foi estudada primeiramente por Mejail, Frery, Jacobo-Berlles & Bustos (2001)
e, depois, por Mejail, Jacobo-Berlles, Frery & Bustos (2003). Como o objetivo de in-
vestigar com mais detalhes os ajustes, a Tabela 3.4 apresenta os valores do AIC para
as diferentes situagdes consideradas. Os resultados mostram evidéncias de que a dis-
tribuicdo K apresentou os melhores desempenhos nas regides de florestas e cidades,
entretanto a distribuicdo Q? se mostrou mais robusta a varia¢do de texturas.

Tabela 3.4 Mo6dulos das correlagdes médias entre os canais de polariza¢des
Distribuicoes (AIC)
r K G?

Oceano -56757.46 -53790.35 -57531.42
Floresta -22859.16 -24941.16 -24824.82
Cidades 2095.55 -2911.127 -2561.849

Regides

# A Secao apresenta um avango em termos da distribuigdo Q?, (i) avaliando as es-
timativas de seus parametros por MV na presenca de eventos de reflexdo de canto,
(i) propondo testes de hipbtese baseados em teoria da informacao e (iii) comparando
estes testes com o teste ndo paramétrico de Kolmogorov-Smirnov.

3.3.3.2 C(lasses moderadas:

Adicionalemente, Bombrun, Anfinsen & Harant (2011) consideraram as distribui¢oes
beta e beta inversa, e (3.21)), como modelos para o backscatter e as varidveis para
o speckle como discutidas como no item anterior. Neste caso, as seguintes distribui-
¢Oes foram derivadas

W,Sf) (L, L,w,L) =beta(L,w— L,wul~l) % W(L,L),
ML (L, L,w,L) =beta (—w+1,w— L, ulLw™ ') ¥ W(LL).

Suas expressdes estdo definidas na Tabela
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(c) Ajuste sobre regido de cidades.

Figura 3.10 Ajustes dos modelos clédssicos para o canal HH: I' (linha sélida preta), K; (tracejada
cinza) e QIO (tracejada preta).
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3.3.3.3 Classes amplas:

Considerando as duas distribui¢des mais gerais para o backscatter, com densidades
(3.24) e (3.23), combinadas aos modelos parao ruido Y ~ W(X, L) ey ~ N (%,0), os
seguintes modelos polarimétricos podem ser derivados:

(a) a classe KummerU (Bombrun & Beaulieu 2008) definida pelas convolugdes

ulP(s, £,a,L) = GO, (—a—1),L) ¥ W(T,L),
U(E, L,0) = GO, (—a—1),L£) * NS(Z,0).

(b) a classe G, (Freitas et al. 2005),

G\P(Z, 0w, L) = N1 (La,w) = W(,L),
Q;S})(Z,oc,w):/\/'_l(l,a,w) * NYZ,0).

Suas expressdes estao elencadas na Tabela[3.5para L-looks e, para a 1-look, elas podem
ser obtidas pela Formula (3.30). Estas expressdes sdo dependentes de fung¢des especi-
ais: a classe G, depende da fungdo modificada de Bessel definida em (3.17), enquanto
que a KummerU depende da fungdo U(a, b, c) definida por

[ee]

U(a,b,c) = T(a)"" / exp(—zH)# (1 + )P 1ds,
0

em que R[a], N[z] > 0, tal que R|-] representa a parte real. A seguir, nés comentamos
alguns trabalhos envolvendo estas classes de distribui¢des.

Quanto a classe KummerU, Bombrun, Vasile, Gay & Totir (2011) trabalharam re-
centemente com sua versdo 1-look para modelar dados PolSAR heterogéneos. A fim

de quantificar a eficiéncia da distribui¢do U,S} ), o contexto de segmentacgao hierdrquica
baseada na maximizacdo de sua log-verossimilhanca foi empregado. Sua versdao mul-
tilook também foi derivada e aplicada ao contexto de segmentagdo hierdrquica por
Bombrun & Beaulieu (2008).

A classe Gy, foi tratada matematicamente e aplicada a dados PolSAR por Freitas
et al. (2005). O estudo com sua versao SIRV ainda é um ponto em aberto na literatura.

Adicionalmente, sob algumas restrin¢des ilustradas no diagrama a seguir, vé-se
que ambas as classes KummerU (Bombrun, Anfinsen & Harant 2011) e G, (Freitas

et al. 2005) convergem para as distribui¢oes particulares IC,(ﬂL ) (X,L,L), g,?f” (X,a,L) e

W(Z,L). Além disso, a distribuigdo Q,Sf) converge para o caso G B A Figura 3.11
apresenta um diagrama com as relagdes dos modelos polarimétricos considerados.
Este diagrama foi organizado de forma que as distribui¢des das colunas da esquerda
para a direita apresentam quatro, trés e dois pardmetros, respectivamente.
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Figura 3.11 Diagrama de modelos para o retorno.

3.3.4 Retornos SAR

Neste caso, a modelagem multiplicativa considera que cada pixel é representado por
uma variavel aleatéria Z(1), que é o produto de duas variaveis aleatorias indepen-
dentes e positivas, X e Y(I). Assim, assumindo que fx(X’;61) e fyw (Y’;6,) sdo as
densidades associadas as varidveis X e Y(I), a densidade de Z(l) = X - Y(L) pode ser
obtida pelo seguinte gerador (Frery et al. 1997):

fr0)(Z';64,6,) =/0 X'_lfym(Z'/X';Gz)fX(X';91)dX'- (3.31)

Com respeito a modelagem do ruido, como discutido na Se¢éo|3.3.3.1} as distribui-
¢oes W e N, se degeneram nas seguinte distribuigdes, quando m = 1 e ¥;; a entrada
(i,1) da matriz X:

Desta forma, definindo = %;;, temos que os ruidos speckle para L-looks e 1-
look sdo descritos por Y(!) ~ T(L,L/u) e Y ~ T'(1,1/p) = exp(1/p), respectiva-
mente, quando o objetivo é modelar a intensidade de um retorno SAR. Para modelar a
amplitude do retorno, basta-se considerar a raiz quadrada destas distribui¢des cujas
densidades sdo obtidas trivialmente pela transformacéo f 77(y) = 2yfyw) (y?) (Para
maiores detalhes, consultar Frery et al. 1997).
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Y ~W(E,L)------- "=l YW =y, ~T(L L/S)

y ~ N5 (Z,0) YD) = |y;| ~ exp(1/%;)

~ —
~ m=1 —
~
~
~ ~ ||

y1 ~ N7 (Z;,0)

Figura 3.12 Diagrama de modelos para o ruido speckle.

Considere como modelo para o backscatter da intensidade (i) a densidade da gaus-
siana inversa generalizada definida por Frery et al. (1997) e (ii) outras seis como da-

das na Secéo [(a,A) com (a,A) = (L£,L/u), T(—a,7) comy = (—a — 1)y,
beta(p,q, ) com (p,4, ) — (L, —& — L, (~a& — 1)1/ L) e F(p,q,B) com (p,a, ) —
(L, —a, (—a—1)u/L). Assim, aplicando estas densidades juntamente com a distribui-
¢do I'(L, L) para o ruido na equagdo (3.31), tem-se as densidades para dados PolSAR
monopolarizados.

Similarmente ao caso polarimétrico, é possivel notar que as familias para um ca-
nal de polarizagdo podem ser colocadas na seguinte degeneragdo da formula equa-

¢do (3.29) param = 1:

ZL—l
I'(L)

As fungdes h (e g para gerar as respectivas densidades estdo dadas na Tabela

fz(Z';6,L) = hpm(6,L) g(Z'56,L), (3.32)

Outras abordagens de modelagem para dados monopolarizados, tais como mode-
los ndo paramétricos e modelos paramétricos baseados no teorema central do limite,
em distribui¢des empiricas e nos modelos de misturas entre gamas e gaussianas, fo-
ram discutidas por Gao (2010). Esta tese desconsidera estas abordagens, uma vez que
seu foco principal é a discussdo de modelos polarimétricos.
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Tabela 3.6 Fatores para formagdo das densidades para um canal
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Classe |  M(6) | hm(6,L) em(Z;0,L)
L w/2 / —L)/2
é gile. L) LKf?Z%) (LHEE) 2K, /Ay + LZ0)
< L /
U(pa.BL) | (5) 50 Upig1-14p(2)
.
g W L [(q) (L\L L7\ = L\ W 7
-8 I(P,Q;,B, ) W(B) (T) eXp( - 2/3) 7p72gfL+1 # B
=
Ki(a, L, L) rz(sxﬁ)ﬁ()i) (LLZ')*2 KoL (2VLLZ)
g G | S [LZ! 4]t
=
g Lyl
- Gi'(w,n,L) | L* 2% exp(w) (q(wqi}sz/)) 2+4KL+% (\/%(wn +2LZ"))
L /
rwL | () _1z)

exp ( T




Capitulo 4

Teoria Estatistica da Informacao

Desde que Mahalanobis (1936) introduziu o conceito de distdncia entre duas dis-
tribui¢des de probabilidade, varias medidas na literatura de Estatistica tém sido pro-
postas com o fim de responder a pergunta: ‘qudo distinguiveis sio duas distribuicoes de
probabilidade?” Tais medidas tém assumido varios nomes no decurso do tempo:

Medidas de informagéo discriminatéria Medidas de distancia variacional
(Kullback & Leibler 1951, Chernoff 1952) |~ — =~ | (Kolmogorov 1963)
|
|
l
Medidas de separabilidade Medidas de distancia entre distribui¢oes
(Rao1990) [ (Burbea & Rao 1982a)

|
|
I
Medidas de Contraste
(Goudail & Réfrégier 2004, Nascimento et al. 2010)

Muitos dos testes de hipétese usuais, tais como aqueles baseados na razao de veros-
similhanga, na distancia qui-quadrado e nas estatisticas de escore e Wald, podem ser
definidos como casos particulares dentro de classes de distancias estocésticas apropri-
adas (Ullah 1996, Broniatowski & Keziou 2009). A formalizacdo destes conceitos é o
objetivo desta segdo, a saber o estudo da Teoria Estatistica da Informagdo (Blahut 1972).
Adicionalmente, esta linha serd aplicada ao tratamento de imagens PolSAR.

Em anos recentes, o interesse em se adaptar ferramentas da Teoria Estatistica da
Informacdo ao processamento destas imagens tem crescido (Morio, Réfrégier, Gou-
dail, Dubois-Fernandez & Dupuis 2008, Goudail & Réfrégier 2004). Como motivagao,
a Figura {4/ apresenta trés situacdes em que se faz necessdria a utilizacdo de distancias
estocasticas. A Figura representa uma imagem PolSAR de Oberpfaffenhofen
(Alemanha) obtida pelo sensor E-SAR operando em cinco bandas de frequéncias, X -,
C-, S-, L- e P- (para maiores detalhes, consultar o Apéndice[A). As Figuras[.1(b)|e[d.1(c)]
exibem situagdes nas quais queremos ou quantificar contraste entre regides distintas
ou em uma mesma regiao, respectivamente; isto é, obter estimativas para o poder (ou
probabilidade de deteccdo) e para o tamanho de um teste (ou, taxa de alarme falso)
para a hipétese de que duas regides sdo, a priori, similares. Adicionalmente, o pro-
blema de identificar pixels aberrantes e/ou influentes de um conjunto é representado
pela Figura Este problema é importante pois tais dados, apesar de influencia-

55
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rem significativamente na andlise de imagens reais, carregam informagao sobre feno-
menos importantes (tais como a reflexdo de canto e o efeito double bounce, discutidos
na Secéo[2.2) e, portanto, ndo devem ser descartadas do processamento.

(a) Imagem PolSAR (b) Situagdol: Regides dis-
tantes

(c) Situagdo?2: Regides proxi- (d) Situagdo3: Pontos de re-
mas flexdo de canto (Outlier)

Figura 4.1 Utilizagdo de distancias estocdstica em processamento de imagem.

Desta forma, esta se¢do traz duas contribui¢cdes metodolégicas: (i) uma discussao
da teoria da informag¢do em um sentido estocéstico e (ii) sua adaptagdo ao dominio de
dados PolSAR (tal como discutido no Capitulo 3).

Parece razodvel comegarmos pela conceituacdo do termo Teoria da Informagido. A
Teoria de Informagado é um ramo relativamente novo da matematica, datando do final
dos anos de 1940. De forma brevissima, pode-se dizer que seu campo de atuagdo esta
relacionado com a sistematizagdo matematica da transmissdo de informacgdes entre
canais de comunicagdo. Os primeiros estudos direcionados a esse objetivo foram rea-
lizados por Nyquist nos anos de 1924 e 1928 e por Hartley (1928). Em 1948, Shannon
estendeu os trabalhos de Nyquist e Hartley num notével artigo (Shannon 1948), que
considerou, dentre outras coisas, o efeito do ruido em canais de comunicacdo. Os con-
ceitos chave da teoria de Shannon recaem sobre duas medidas: informagio e entropia.
Tais conceitos tém um impacto consideravel em diversas &reas, tais como Codificagdo
e Compressdo de dados (Donoho, Vetterli, DeVore & Daubechies 1998), e Telecomuni-
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cacoes e Inferéncia Estatistica (Blatt & Hero 2007).

A partir destes conceitos se introduziu uma ferramenta chamada de medida de en-
tropia relativa (de fato, uma divergéncia), tendo como pioneiro o trabalho de Kullback
& Leibler (1951). Esta ultima medida objetivava mensurar o erro de se escolher uma
varidvel quando outra seria mais ajustavel as informagdes. Com a primeira versdo em
1959, Kullback escreveu o livro “Information Theory and Statistics” (Kullback 1978), o
qual foi precursor da Teoria Estatistica da Informacao.

Posteriormente aos primeiros conceitos de entropias e divergéncias, comegou-se
uma investida na proposta de classes destas medidas. A seguir, n6s apresentamos
uma discussdo das principais classes de entropias e divergéncias.

Seja X uma varidvel aleatéria assumindo valores em um espago amostral X'. Supo-
nha ainda que F é a sua funcdo de distribui¢do acumulada definida sobre o vetor de
parametros desconhecidos 0. Seja (X, Bx, Pg)oco 0 espago de probabilidade associado
a varidvel X, obdecendo a seguinte notagao:

(a) Bx: o-algebra dos subconjuntos de Borel A C X, em que A é um subconjunto de
Borel;

(b) {Pp}gce € uma familia de distribui¢des de probabilidade definida sobre o espago
mensuréavel (X, By ), em que © é um subconjunto de R" param > 1.

No6s assumimos que a distribuigdo de probabilidade Py é absolutamente continua com
respeito a o-dlgebra u sobre (X, By). Adicionalmente, assumiremos que o suporte de
uma distribuigdo discreta é dado por Sy.

Por simplicidade, vamos considerar # ou como uma medida de Lebesgue ou como
uma medida de contagem (isto é, existe um conjunto finito ou contédvel Sy tal que
Prg(X — Sy) = 0). Assim, temos que

4P, f(x;0), se u é uma medida de Lebesgue,

Prg(X = x), se p é uma medida de contagem.

Burbea & Rao (1982b) introduziram o conceito do funcional “¢-entropia” dado por

Hy(X) = Hy(Po) = Hy(0) = [ ¢(f(x;0)) du(x)

[y ¢(f(x;0))dx, se u é uma medida de Lebesgue,
— 4.1)
Yxesy P(Pro(X = x)), se yu é uma medida de contagem.

Burbea & Rao (1982a) ainda propuseram outra medida baseada na matriz Hessiana
do funcional ¢-entropia. Salicra et al. (1993) estabeleceram uma classe de medidas de
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entropias mais geral do que a dada pela equacdo (4.1)), a fim de considerar a inclusao
de outras entropias ausentes na classe ¢-entropia. Este medida é dada por

H};(X) = Hjy(Pg) = Hj;(8) = h(Hy(9)), (4.2)

em que h: R — R é crescente e ¢: [0,00) — R é uma funcdo concavaouh: R — R é
decrescente e ¢: [0,00) — R é convexa.

Ja para o caso de divergéncias, a seguinte discussdo se faz necessdria. Considere
duas varidveis aleatérias X ~ f(x;61) = dPg, /du(x) e Y ~ g(x;6,) = dPp,/dp(x)
com suporte comum: X, para ¥ como uma medida de Lebesgue, e Sy, quando u é
uma medida de contagem. As classes de divergéncias apresentadas posteriormente
podem ser representadas pela seguinte medida:

D(X,Y) = D(Pa,, Pay) = D(61,62) = [ 9(f(x:01),8(x:62)) dn(x)
{ Jv o(f(x;61),8(x;6,)) dx, se u é uma medida de Lebesgue,
= 4.3)

Yresy @(f(x;01),8(x;62)), se p é uma medida de contagem,

em que ¢(x,y) é uma funcdo real das varidveis x,y > 0. Neste caso, ¢(-, -) representa
qualquer fungdo definida em (x,y) € [0,00) x [0,c0) tal que ¢(0,0) = 0, ¢(0,y) =
limy o ¢(x,y) e ¢(x,0) = limy 0 ¢(x,y).

A seguir, sdo listadas as trés principais delas. Para estes casos, temos que ¢: (0,00) —
(—o0,00) é convexa, estendida por continuidade na forma [0, 0] — (—o0, co] pela sa-
tisfagdo de ¢(0) = lim, o ¢(y) e p(o0) = limy_,co p(y). Adicionalmente, ¢(y) é duas
vezes diferencidvel sobre (0,00) com derivadas continuas ¢'(y) e ¢” (y), satisfazendo
as condigdes (i) ¢(1) = 0 e (ii) ¢”'(1) > 0. Cada classe com suas respectivas fungdes
¢(-,-) sdo apresentadas abaixo.

Definic¢do 2 (Divergéncia de Bregman: Bregman (1967)). Considere o integrando da
equagao como

p(x,y) = 9(x) —p(y) — 9" (V) (x —y),
em que ¢'(x) = 9¢(x)/dx. Decorrentemente, considerando ¢(x,y) = d¢(x,y)/0x e
#(x,y) = 9*¢(x,y)/9x?, tem-se as propriedades:

@) ¢(y,y) =0, (i) p(x,y) = ¢'(x) — ¢'(y) e p(v,y) = 0, (iii) p(x,y) = ¢"(x) e
¢y, y) =¢"(y) >0,

em que ¢ (x) = 0°¢(x)/dx*. Aplicando ¢(x,y) na equacdo (.3), a seguinte classe é
obtida:

Bp(X,Y) = [4[9(f(x;61)) — ¢(8(x;02))] — ¢'(8(x;62))[f (x;01) — g(x; 62)]d(x).
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Definicao 3 (Divergéncia de Burbea-Rao: Burbea & Rao (1982c)). Especifique, agora,
o integrando de (4.3) como

o(x,y) = 2 ?P(y) _ (P(Hy)

Desta defini¢do, segue-se

@) ¢(y,y) = 0, (i) p(x,y) = 3[¢'(x) —¢'(537)] e ¢(y,y) = 0 e (iii) ¢(x,y) =
He"(x) = 3¢" (55)] ed(v.y) = 19" ().

Assim, tem-se a classe segundo Burbea-Rao

Py, + P92> . H¢(P91) +H‘P(P02)

Rp(X,Y) = Ry(01,0;) = H¢< 5 5

Baseando-se na extensdo para ¢-entropia na equagdo (4.2), esta expressdo é estendida
em

Rh

$(61,02) = Hy

Po,+Po,\ Hj(Po,)+Hy(Po,)
A 2 :

Definicao 4 (¢-divergéncia ou divergéncia de Csiszdr: Csiszar (1967) e Ali & Sil-
vey (1996)). Finalmente, assuma a seguinte especificacdo para o integrando de equa-

cao (4.3): .
o(x,y) = y¢(§)-

Consequentemente,

@) ¢y, y) =0, (i) ¢(x,y) = ¢'(x/y) e p(y,y) = ¢'(1) e (i) $(x,y) =y '¢" (x/y)
ed(v,y) =y '¢"(1) > 0.

Assim, a classe de Csiszdr é dada por

Dy(X,Y) = Dy(61,02) = [ g(x; 02)<P<£E,f§z;;)dﬂ(x)- (4.4)

Para fins estatisticos, a importante medida proposta por Cressie & Read (1984),

f x; 01 )\—H

1,(601,07) = /\+1 Flx0,0

dx — 1}
para A € R\ {0,1}, pode ser obtida aplicando

Pa(x) = ﬁ[f\ﬂ —x—Ax—1)],
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na equacdo (4.4). Esta divergéncia obedece aos limites lim, g ¢, (x) = xlogx +1e

limy .1 ¢r(x) = —logx + x — 1, os quais redundam nas divergéncias de Kullback-
Leibler
f(x;61) f(x;6,)
Diw.(61,62) = [ flx:61)10g 7" 1 dx e Dic(62,61) = [ f(xi0)log 0% dx,
kL(01,02) = | f(x;61) 8F(x,0,) kL(02,01) = | f(x;62) 8 F(x,0,)

respectivamente. Entretanto, esta classe tem a desvantagem de ndo abordar medidas
importantes de divergéncias, tais como Bhattacharyya (Kailath 1967), Rényi (Rényi
1961) e Sharma and Mittal (Liese & Vajda 2006). Como solugdo a este problema, Me-
néndez, Morales, Pardo & Salicru (1995) introduziram a classe de divergéncias (h, ¢):

Dj(X,Y) = D;

¢(P91,Pg2) = Dg(el, 92) = h(D¢(01,02)).

A seguir, as classes de entropias e divergéncias (1, ¢) serdo detalhadas conside-
rando fung¢des densidade com suporte dado pelo conjunto das matrizes Hermitianas
positivas definidas. Além disso, casos particulares cldssicos serdo considerados bem
como algumas relagdes de suas expressdes com tépicos da Inferéncia Estatistica.

Este capitulo esta estruturado nas seguintes se¢des. A classe de entropias proposta
por Salicrt et al. (1993) adaptada a modelagem polarimétrica sera apresentada na Se-
céo Esta sec¢do, além de discutir formas analiticas para expressdes de entropias,
considera seus comportamentos assintéticos com vistas a proposigao de testes de hi-
potese e intervalos de confianca nos contextos de dados polarimétricos. A Segéo |4.2
complementa esta discussdo com a classe de divergéncias (h, ¢). Similarmente a se-
¢do anterior, os comportamentos assint6ticos destas medidas e métodos para testar
hipétese sdo discutidos. Em ambas as se¢des sdo propostos métodos gerais de se es-
tudar informacgdes polarimétricas por quaisquer uma das distribui¢des elencadas na
Tabela Uma proposta geral para entropia de Shannon em modelos PolSAR é apre-
sentada na Secéo E a divergéncia de Kullback-Leibler para dados PolSAR ¢é dis-
cutida na Segéo
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4.1 A classe de entropias (%, ¢)

O conceito de “diversidade” é importante e esta relacionado ao grau de variedade:
o numero de diferentes caminhos de avaliar uma caracteristica com relacao ao total de
elementos com cada valor da caracteristica. Esta quantidade também pode ser enten-
dida como o grau de heterogeneidade de elementos relativo a uma dada caracteristica.
Uma vez que as medidas de entropias satisfazem todos requisitos de uma medida de
diversidade (Rao 1984), n6s podemos definir a entropia como uma medida de diversi-
dade; isto é, como uma medida de heterogeneidade.

Como refinamentos de técnicas cldssicas e solugdes alternativas a problemas ana-
liticos em aberto, métodos baseados em Teoria da Informacéo tém sido propostos em
Inferéncia Estatistica (Blatt & Hero 2007), Compressdo de Dados (Donoho et al. 1998)
e Processamento de Imagem (Morio, Réfrégier, Goudail, Dubois Fernandez & Dupuis
2009). Particularmente, o conceito de entropia tem recebido consideravel atencdo nes-
tas propostas. Em Mecanica Estatistica, esta medida é relacionada a no¢do de desor-
dem (Kullback 1978, Rosso, De-Micco, Larrondo, Martin & Plastino 2010). Similar-
mente ao conceito de varidncia, esta medida estd associada a variedade ou disper-
sdo de um sistema (outras aplicagdes podem ser encontradas em Ullah 1996, Cover &
Thomas 1991). O célculo desta medida estd baseado na configuragdo probabilistica de
um sistema dada a priori e redunda em um parametro que captura um tipo de vari-
abilidade. Assim, tal medida se trata de um mapeamento de um espago paramétrico
em um parametro escalar real que mede variabilidade. Nesta se¢do, nés trabalhamos
com estas medidas em dois passos: (i) derivacdo de expressdes analiticas para entro-
pias em modelos polarimétricos e (ii) consideracdo de teorias assintéticas baseadas no
estimador MV das medidas derivadas.

Para satisfagdo do passo (ii), Salicrua et al. (1993) propuseram a classe de entropias
(h, ¢), a qual generaliza a proposta inicial de Burbea & Rao (1982b) apresentada na pa-
gina2l A seguir, nés reescrevemos a expressdo da equagdo (4.2), dada na pagina
para u como uma medida de Lebesgue no espago amostral do cone das matrizes posi-
tivas definidas Hermitianas, \A.

Seja Z uma matriz aleatéria com funcdo densidade de probabilidade dada por
fz(Z';0) suportada pelo conjunto A. A classe de entropias (1, ¢) relativa a Z é dada
por

Hy(0) = h( [ o(f2(2':0)az’),

emqueh: R — R éuma fungdo crescente e ¢: [O, 00) — R é concava, ou h decrescente
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e ¢ é convexa. Neste caso, o elemento diferencial dZ’ é dado por

m m
dZ’=HdZii ]‘[ dR{Z;;}dS{Z;},
i=1 j=1
i<j

em que Z;; representa a entrada (i, j) da matriz Z', e ! e 3 representam as partes real e
imagindria, respectivamente (Goodman 1963b). A Tabela |4.1/ mostra as especificagdes
de algumas entropias, dentre as quais trés serdo usadas na Segéo a saber, Shannon,
Rényi, e Tsallis.

Com o objetivo de motivar o uso de entropia, vamos considerar seu calculo para a
famila exponencial (FE). Uma varidvel aleatéria g ~ E(0) pertence a familia exponen-
cial multiparamétrica (com p parametros) se e somente se obedece a seguinte forma
canOnica:

fo(@;0) = exp[(t(z),c(0)) — F(8) + k()] (4.5)
((x,y) = x'y representa o produto interno), em que & € X C R¥,
o t(x) = [ti(x) br(x) - - tp(x)]': X — RP é uma estatistica conjuntamente sufici-
ente (Ferguson 1967),
e k(z): X - R,

* c(0) = [c1(0)c2(0) --- cp(0)]: © = RF, 6 € O, O representa o espaco paramé-
trico

* ea constante log-normalizadora F(0) = log( [, exp[(t(x),c(0)) + k(x)]dx) tem
as quatro primeiras derivadas continuas relativas ao vetor de parametros 6.

Este modelo é importante pois incorpora vérias distribui¢des utilizadas em modela-
gem de dados, tais com gaussiana (uni e multivariada), gama, Poisson e binomial.

Neste caso, a medida de entropia de Shannon é dada pela seguinte expressao:

Hs(g) = Hs(0) = B(—log f4(g;0)) = F(8) — (E(t(g)), c(8)) — E(k(g))-
Do Teorema 3.4.2 de Casella & Berger (2002, p. 112), temos que

(3 %56y 10)) = %5

i=1 ] ]

Entdo, temos que

dci(0)

(E(t(g)),c(0)) = q . }—131:(9)

,c(0)).
ij d0; ()>
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Tabela 4.1 (h, ¢)-entropia e fungdes relacionadas

(h, ¢)-entropy h(y) ¢(x)

Shannon y —xInx

Hg(0) = E(—log fx)| (Shannon 1948)

Tsallis (ordem B € (0,00) \ {1}) y xlﬁ__ﬁx
Hr(0) = [1— B][E( )ﬁ(_l) —1]| (Havrda & Chalvat 1967)
Rényi (ordem B € (0,00) \ {1}) 110# xP

Hg(0) = [1—B] logE(f5 )| (Rényi1961)

Varma (m —1 <r < m,m > 1) (m—r)"'logy x'—mH

Hy(0) = [m —r]1logE(f%™)| (Varma 1966)

Arimoto (1971) (t # 1,t > 0) (t—1D)1yt—1) x1/t

Ha(0) = [t — 1)1 E (Y1) —1]| (Arimoto 1971)

Sharma and Mittal (s # 1,s > 0) % xlog x

Hom(0) = [1—s] Hexp[(s —1)E(log fx)] —1}| (Sharma & Mittal 1977)

Ferreri (A > 0) (1+Dlog(1+A) =4 (1+Ax)log(1+ Ax)
Hp(8) = (1+ $)log(1+ A) — B (18520 4 B(log(1 + Afx))| (Ferreri 1980)
Kapur (1972) (s # 1) Y %

Hk(8) = s — 1] E(f ) + B (B 0)]| (Kapur1972)

x5 —(14x)5+14+(s—1)"1(25-2)x

Burbea y =)

(Burbea 1984)

—

Ho(8) = [s — 2 E(F ) — B (B1) 4 222
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Finalmente, a entropia de Shannon para a FE é dada por

E)ci(O)] —19F(0)

Hs(6) = F(6) — —| 55 c(0)) —E(k(g)).
36; lij a8;

# Para o caso de retornos polarimétricos, Z = Y - X, baseando-se na fomula (3.29),
temos a seguinte expressao para a entropia de Shannon:

hat(6, L
He(2) =(n — L)[E(og Y1) + m E(log X])] - og "4\
—E(logg(tr(£71Z;0,L))).
Como proposto por Anfinsen, Doulgeris & Eltoft (2009),
E(log|Y|) = log |Z| + lIJ;S?)(L) —mlogL

e, além disso, tem-se que E(log|X|) é a esperanca de uma das distribuicdes elen-
cadas na Secéao Assim, para quaisquer distribuicbes polarimétricas, o Unico
elemento intratavel €

Elogg = E(log g(tr(£71Z;6,L))).

Entretanto, em situagbes praticas em que temos uma sequéncia iid de matrizes Z =
{Z1, Z,, ..., Zn} representando regides (com N frequentemente grande), parece
razoavel, pela (i) lei fraca dos grandes numeros e pela (i) consisténcia dos estimadores
MV, propor que este termo seja substituido por

N
N1y logg(tr(E ' 2;6,1)),
i=1

em que )2 representa a média amostral das N observacdes de Z e fel representam
estimativas por MV.

#y Para duas distribuigdes polarimétricas particulares, pode-se calcular os momentos Elogg:

« Para distribuicao W: Elogg = —mL. Neste caso, tanto a derivagéo para entropia
quanto uma abordagem de teste assintético para esta expressdo sera dada na
Secéo[5.5] Além disso, expressdes para as entropias de Rényi e Tsallis sdo apre-
sentadas nesta se¢cao. Finalmente, testes assintoéticos serdo propostos e compa-
rados aquele baseado na entropia de Shannon.

« Para distribuigéo GY:
Elogg = (a — mL)[p'” (mL — «) + log(—a — 1) — 9% (=a)]

O tratamento algébrico deste resultado € dado no Apéndice
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O seguinte resultado, derivado por Pardo et al. (1997), prepara o caminho para
a proposta de métodos de Inferéncia Estatistica Assintética baseada em medidas de
entropia.

Lema 1. Seja o vetor p-variado 6 = 01 6, - (Z,]t o estimador de MV para 0 =
01 62 --- 6,]" baseado sobre uma amostra aleatoria iid de tamanho N sob o modelo
f(Z';0). Entao,
~ D
VN[H](8) - H}[(6)] = N(0,07,(8)),
em que N'(u,0?) é a distribuicdo normal com média y e variancia o2, ’g’representa
a convergéncia em distribuicdo,

0% (0) = 6'K(0)7 14, (4.6)

K(0) = E(—0?In fz(Z;0)/06?%) é matrix informacdo de Fisher esperada, e § = [6; &,
- 0, tal que 6; = aHf(O)/E)Gi,para i=12,...,p.

A seguir, nés introduziremos a metodologia de teste de hipétese e intervalos de
confianca baseados em medidas de entropia.

4.1.1 Teste de hipdteses

Seja Z; uma matriz aleatéria com fungdo densidade de probabilidade definida sobre A
e vetor de parametros 6;, parai = 1,2,...,r, em que r é o nimero de populagdes sob
estudo. Considere que nés estamos interessados em testar a hipétese Hy: HZ)(Ol) =
HZ)(OZ) = ... = Hf;(@r) = v contra H;: H;f(@i) # H;f(Oj) para algum i e j. Em
outras palavras, evidéncia estatistica é procurada para avaliar se, no minimo, uma das
r regides de uma imagem PolSAR tem entropia diferente quando comparada com as
restantes.

Seja 9\1 o estimador de MV para 6; baseado sobre uma amostra iid de tamanho N;
sob Z;, parai =1,2,...,r. Do Lema nods temos que

= > Xr- 4.7)
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Uma vez que v é, na pratica, uma constante desconhecida, nés modificamos esta esta-
tistica. Considerando uma aplicagdo do teorema de Cochran (1934), o seguinte argu-
mento é valido:

g M(HI®) ~0)° _ ¢ Ni(HIB) ~0)" | & Ni(@ o) “s)
i=1 (712{(51') i=1 ‘71%1 éz) i=1 ‘7124(@') ’ .
em que
- [f ]
i=1 01;(0:) i=1 ‘71%1(01)

Salicrd et al. (1993) mostraram que a segunda soma do lado direito da equagéo (4.8)
é distribuida como uma qui-quadrado com grau de liberdade um. Como o lado es-
querdo de equacdo possui uma distribuigdo qui-quadrado com r grau de liber-
dade (como mostrado na equagédo (4.7)), n6s concluimos que:

(4.9)

Os resultados acima demonstram a seguinte proposicao.

Proposicao 1 (Salicra et al. (1993)) Se]a Nl, i =1,2,...,r, um tamanho de amostra
suficientemente grande. Se sh (01,02, . .,97) = s, entdo a hipétese nula ‘Hy pode ser

rejeitada no nivel a se Pr (Xr—l > s) < a.

4.1.2 Intervalo de confianca

Seja @ o estimador de MV de 6 para um tamanho de amostra suficientemente
grande N. Um intervalo de confianga aproximado para HZ) (6) no nivel nominal «
é dado por
75 (6)

N 4

em que z,,, é o &/2 quantil da distribui¢cdo normal padrao.

H?(8) + 2, (4.10)
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Considere agora 6, e 6, como estimativas de MV baseadas sob amostras suficiente-
mente grandes Nj e N, respectivamente. Um intervalo de confianca aproximado para

HZ)(Ol) - HZ)(Oz) é dado por

2 (0. 2 (0.
95 95 011(01) | 05(62)
[Hh(Gl)—Hh(Gz)]:I:Za/z\/ N TN

# Esta tese avancga quanto a derivacao de entropias e de metodologias baseada nestas
medidas para realizacdo de testes de homogeneidade e construgédo de intervalos de
confianga em imagens PolSAR. Em particular, a Secao e Apéndice [E| comportam
os resultados neste sentido.
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4.2 A classe de divergéncias (%, ¢)

Nesta segdo, objetiva-se construir o conceito do distancias estocésticas. Esta me-
didas sdo fortemente aplicadas a técnicas de processamento de imagem, tal como de-
teccdo de mudanga. Como exemplo, Inglada & Mercier (2007) propuseram uma nova
medida de similaridade baseada na distancia de Kullback-Leibler. Neste caso, as den-
sidades sdo aproximadas pela expansdo de Edgeworth e aplicadas como argumentos da
distancia de Kullback-Leibler. Adicionalmente, Inglada & Mercier consideraram um
estudo sobre detecgdo de mudanga em imagens SAR monopolarizadas. Em termos
polarimétricos, Morio et al. (2009) propuseram uma importante aplicagdo de medidas
de contraste em deteccdo de mudancgas. Neste caso, a distancia de Bhattacharyya e a
entropia de Shannon baseadas na distribuicdo gaussiana circular sdo utilizadas para
descrever dados polarimétricos.

A seguir, nés aderimos a conveng¢do de que uma “divergéncia” é alguma funcdo
ndo negativa entre duas medidas de probabilidade que obedece a propriedade de De-
tinitividade, apresentada na pdgina|70, Se a fungdo é também simétrica, ela é chamada
de “distancia”. Finalmente, n6s entendemos “métrica” como uma distancia que satis-
faz a desigualdade triangular (Capitulos 1 e 14 de Deza & Deza 2009).

Uma imagem pode ser entendida como um conjunto de regides, as quais tém seus
pixels descritos por uma varidvel aleatéria que segue uma determinada distribuicéo.
Baseando-se neste fato, Nascimento et al. (2010) propuseram medidas de contraste ba-
seadas em divergéncias estocastica para quantificar diferengas entre dreas de imagens
SAR. Tais medidas estdo incorporadas a uma classe que foi submetida a um tratamento
analitico sistemadtico inicialmente por Csiszar (1967) e, posteriormente, estendido por
Salicru et al. (1994). Como resultado final, a classe de divergéncias (h, ¢) foi proposta
por Salicrt et al. A seguir, esta classe serd particularizada ao contexto de informagdes
PolSAR.

Considere X e Y como duas matrizes aleatdrias definidas sobre um mesmo su-
porte Z' € U C A e equipadas com as densidades fx(Z’;01) e fy (Z’;0,), respecti-
vamente, em que 60, e 6, sdo vetores de pardmetros.

A classe de divergéncias (h, ¢) entre fx e fy é definida por

ohox )< () = (5 5 )
(4.11)

em que h: (0,00) — [0,00) é uma funcéo estritamente crescente e ¢: (0,00) — [0, 0)
¢ uma fungdo convexa tal que 09(0/0) = 0, 0¢(x/0) = limy 0 P(x)/x e p(1) =
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h(0) = 0e ¢”(1) > 0. Neste caso, o elemento diferencial dZ’ é dado por

m m
dz’ = HdZ’ii I dR{Z';;}d3{Z';;},
=1 l,] = 1
N’
i<j
em que Z';; é a entrada (i,j) da matriz Z’ (a exemplo de Goodman 1963b). Esta ex-
pressdo pode ser particularizada para varidveis aleatérias escalares. Considere duas
variaveis aleatorias X e Y sobre o suporte Z' € U C R e com densidades fx(Z’;61)
e fy(Z'; 0,), respectivamente. Assim, a expressdo dada na equagao (4.11)) se degenera
naturalmente na seguinte expressao

DI(X,Y) :h(/

u

o(KZ200) f(Z500az).

Divergéncias bem conhecidas sdo obtidas pelas escolhas adequadas de fung¢des h e
¢. Nesta tese, n6s analisamos as seguintes medidas: as divergéncias (i) x?> (Taneja
2006), (ii) Kullback-Leibler (Seghouane & Amari 2007) e (iii) Rényi (Abbasnejad &
Arghami 2011), as distancias segundo (iv) Bhattacharyya (Kailath 1967) e (v) Hellin-
ger (Nascimento et al. 2010), a divergéncia (vi) aritmética-geométrica (Taneja 2006) e
as distancias (vii) triangular e (viii) média-harmonica (Taneja 2006).

Muito embora aptas a comparar varidveis aleatérias, as medidas de divergéncia
frequentemente nado satisfazem a desigualdade triangular e ndo sdo métricas, como
avaliado em Burbea & Rao (1982c). Similarmente aos estudos apresentados por Nasci-
mento et al. (2010) e por Goudail & Réfrégier (2004), nds nos referiremos as divergén-
cias simetrizadas como “distancias” nesta tese. Seguindo este principio, as divergén-
cias Kullback-Leibler, Rényi e aritmética-geométrica foram submetidas a um processo
de simetrizacao, ) )

Dy(X,Y )+ Dyg(Y, X
i,y - BEX DX
com o fim de serem obtidas distancias (a exemplo de Seghouane & Amari 2007). Por-
tanto, esta tese considera distancia como se segue:

Definic¢dao 5 (Distancia estocastica). Uma funcado d’q},: U xU — R é uma medida de
distancia se, para todo X,Y € U C \A, as seguintes propriedades se verificam:

h
1. d,

h
2. dy

h
3. dg

(X,Y) > 0 (Nao-Negatividade).
(X,Y) =dy(Y, X) (Simetria).

(X,Y) =0« X =Y (Definitividade).
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Note que, diferentemente da defni¢do de distancia usual, as medidas de distancias
estocdsticas ndo necessariamente satisfazem a desigualdade triangular (Para maiores
detalhes, consultar Burbea & Rao 1982c). A Tabela4.2|apresenta a selecdo das fungdes
h e ¢, as quais geram cada uma das distancias listadas a seguir.

Subsequentemente, apresentaremos as expressdes para as distancias (1, ¢) que se-
rdo discutidas neste trabalho bem como algumas aplica¢des ao contexto de Inferéncia
Estatistica. Por simplicidade, n6s suprimimos a dependéncia explicita sobre a varidvel
Z' e sobre o suporte U.

(i) A distancia x*:

dxz(XfY):%[sz(X,Y)JrD (Y, X)] 2/ (fx — fY +/ (fx — fY)

A divergeéncia D,» tem sido aplicada em muitos contextos. Por exemplo, Bronia-
towski & Keziou (2009) propuseram um eficiente teste de hip6tese combinando-a
com técnicas de dualidade.

(ii) A distancia de Kullback-Leibler:
1
dKL(X Y) = —[DKL(X Y) —I—DKL(Y X = El/fx logf -l-/f log;Y}

_ fx
= 5 JUx — fr)tog X, @12

Eguchi & Copas (2006) apresentaram resultados mostrando que a divergéncia
Dyp, tem uma estreita relacdo com o lema de Neymman-Pearson. Adicional-
mente, Seghouane & Amari (2007) utilizaram a simetrizacdo desta medida de di-
vergéncia como uma forma de correc¢do para o critério de informacgado de Akaike
(medida discutida na pégina [35), medida descritiva para avaliar a adequagao de
modelos estatisticos.

(iii) A distancia de Rényi de ordem f:

(V) = 26-1) '

N~

em que 0 < B < 1. Andai (2009) utilizou a divergéncia Dg para estudar caracte-
risticas geométricas com respeito a leis de probabilidades. Pela desigualdade de
Fejér apresentada por Neuman (1990), nés temos que

log

R 2 L [ fafy’ : [P < Fox v,
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Note que expressao dﬁ pode ser colocada na estrutura (4, ¢), diferentemente de

dﬁ. Assim, nos selecionamos dﬁ para as andlises de testes de hipétese. Entre-
tanto, esta ultima expressdo redunda em formas analiticas mais complicadas e,
por consequéncia, mais fadadas a instabilidades numéricas.

(iv) A distancia de Bhattacharyya:

dB(X,Y) = —log/ \/fxfy.

Goudail et al. (2004) mostraram que essa distancia é uma ferramenta mais pre-
cisa do que a distancia de Kullback-Leibler quanto a defini¢do de contraste em
algoritmos para processamento de imagens PolSAR.

(v) A distancia de Hellinger:

(X, Y) =1~ [ \/Fxfr.

Giet & Lubrano (2008) empregaram métodos de estimagdo baseados na minimi-
zagdo de dy em contextos de equagdes diferencias estocasticas. Adicionalmente,
resultados das propriedades assintéticas destes estimadores foram considerados.

(vi) A distancia aritmética-geométrica:

dAG(X Y) DAG(X Y)+DAG(Y X) /(fx+fy)10g (fY +fX>

2 2fx
+/fx+fy log<fy}_fX 2/fx+fY log(fo-l__Y];X)

(vii) A distancia triangular:

_ 2
dr(X,Y) = /%

(viii) A distincia média-harmonica:

dva(X,Y) = —10g< %) = —log (1 — @)

Dentre as distancias consideradas, a distancia de Helinger é a tinica limitada, apre-
sentando valores no intervalo [0,1]. Este fato é interessante pois tal medida termina
funcionando como um percentual de discriminagdo. As demais distancias variam nos
reais ndo negativos.

Ao considerar a distancia entre as distribui¢des de uma mesma familia, apenas seus
parametros sdo relevantes. Neste caso, os vetores de parametros 6 e 8, substituem os
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Tabela 4.2 Distancias tipo (h, ¢) e fungdes h e ¢ relacionadas

(h, ¢)-distancia h(y) $(x)
X y/4 (x—1)2(x+1)/x
Kullback-Leibler y/2 (x —1)log(x)
Rényi (order p) ﬁ log((B—1)y+1),0<y< ﬁ xlimzﬁ(;_ﬁ%_l)_z,o <p<l1
Bhattacharyya —log(-y+1),0<y<1 —Vx+ 5L
Hellinger y/2,0<y<2 (Vx —1)?
aritimética-geométrica y (x2) log(%(lz) + (53)
triangular y, 0<y <2 (’;111)
média-harmonica —log(—%+1),0<y<2 (;;111)2

simbolos para varidveis aleatérias X e Y como os argumentos das medidas de diver-
géncias e de distancias. Esta notagdo estd em concordancia com aquela apresentada
por Salicra et al. (1994) e sera adotada no decurso desta tese.

A fim de motivar o uso de divergéncia, considere seu estudo no contexto de dis-
tribui¢des na familia exponencial. Seja « ~ E(01) e y ~ E(62), a seguinte derivagdo
aborda o calculo de dgy (z,y). Aplicando a equagéo na equacao (4.12), temos o
seguinte resultado:

exp{c(61)t(z) — F(61) +k(z)}
exp{c(62)t(x) — F(62) + k(z) }

DKL(OLOZ) :/X log fg(m;Hl)dw

= E(t(x))"[c(61) — c(62)] — [F(61) — F(62)], (4.13)
em que E(t(x)) = [acl-(el)/aej];jlaF(el)/aej. Assim,
di1(61,02) ={E(t(x)) — E(t(y))}'[c(61) — c(62)]

Ci - ci(02)1-19F(6,
:<[aa(gil)}i,jlagéil) a [aa(()z. )Lj I;éf] )rc(el) —C(92)>-

# Similarmente a subsec¢ao sobre entropias, consideremos a derivagao da disténcia de
Kulback-Leibler para as distribuigdes polarimétricas discutidas na Se¢éo[3.3} Considere
duas matrizes Z; e Z; aleatérias com densidade (conforme (3.29)):

Z/ Lifm _
fz(Z';6;,L;) = % ha(0i L) g(tr(Z;1Z'); 0, L;)
m

parai = 1,2. Algumas manipulagdes algébricas nos levam ao seguinte resultado para



42 A CLASSE DE DIVERGENCIAS (1, ¢) 73

a distancia de Kullback-Leibler:

dL([01, L1],[02, L2]) =(L1 — L2)[E(log |Y1|) — E(log |Y2[) + E(log X;) — E(log X2)]

2
+ Z Eloggij,
ij=1
|Z4]

L
= (I — L) [log [+ i (L) — i (L2) — mlog

2
+ [E(log X1) — E(log X2)] + ), Elogg;;
i,j=1
em que
Elogg;; = E(logg(tr(Zi_IZ]-; 0,L))).
Maiores detalhes sdo dados no Apéndice |[E|l Neste caso, em situagbes praticas com
duas amostras suficientemente grandes Z; = {Z11, Z1p, ..., Zin,} € Zy = {Zn,
Zy, ..., ZZNl}, este termo pode ser representado por

NA

e slg o =
Eloggij =N;! Z log g(tr(X; Zy; 0),L;)).
k=1

em que Z;, é a k-ésima matriz da amostra i, )fj € a média amostral relativa ao vetor
matricial Z]» e 0]- e L]- representam os estimadores de MV sob a amostra Z]-.

#» Para a distribuicao Wishart complexa, este termo é dado por:

Flome —mL;, sei=j

oo — _1 . .

58ij —L;itr(X; 'L;), sei # j.

A partir deste resultado, a distancia de Kullback-Leibler pode ser derivada. O Apén-
dice [E| apresenta a derivagdo de varias distancias entre elementos da familia Wishart
complexa, incluindo dk., e a Secdo [5.3| apresenta aplicacdes desta expressdo bem
como de outras distancias aos contextos de processamento de imagens PolSAR.

Virias propriedades de convergéncia da classe (&, ¢) de divergéncias foram dis-
cutidas por Salicra et al. (1994). Uma vez asseguradas as condigdes de regularidade
dadas em Salicru et al. (1994, p. 380), se os vetores de parametros 6; e 8, sdo iguais,
entdo, com Ny, N — o0, a quantidade

2NiN, Djp(61,62)
N1+ N2 H'(0)¢" (1)

¢é assintoticamente X% com p graus de liberdade. Nesta varidvel, 51 = (@\11, .. .,51]9)

e §2 = (521,. . .,§2p) sdo estimadores de MV para 6, e 6, baseado sobre amostras
aleatdrias de tamanhos Nj e N (Salicrt et al. 1994), respectivamente.
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Assim, considerando a defini¢do de distancia em termos das fun¢des h e ¢ bem
como aplicando os resultados acima sobre convergéncia em distribuigdo das medidas
(h,¢) a uma lei X% (Salicru et al. 1994), o seguinte lema é provado.

Lema 2. Considere vdlidas as condi¢oes de regularidade apresentadas por Salicrd et al.

N ~
(1994). Se x+'x; Nl,Nzaoj A€ (0,1) e 6 = 0, entdo

2N1N, dg(é\ll §2) D 2

\

Ni + No 1 (0)9"(1) NoNpseo P°

Em particular, a seguinte estatistica de teste é considerada:

S?y(é\l/ é\z) = dg(é\l/ 9\2),

N1+ N>

em que v = [I/(0)¢”(1)] ! é uma constante que depende das fungdes escolhidas. Ba-
seado sobre o Lema [2} o teste de hip6teses dependente da classe (h, ¢) para avaliar a
hipétese nula 8; = 0, pode ser derivado na seguinte proposigao.

Proposic¢do 2. Supondo que N1, N, — co e Sg(é\l, 52) = s, entdo a hipétese nula 6, =
0, é rejeitada no nivel 171 se Pr()(% >s) < 1.

# A Secao e o Apéndice [E| agrupam as principais contribuiges desta tese com res-
peito a distancias estocasticas e seus comportamentos assintoticos. Além disso, a
Secéao aplica as ferramentas derivadas em detecc¢ao de borda.

Como consideragdes finais, os seguintes comentdrios merecem ser citados quanto a
andlise de imagem PolSAR. As Proposicoes 1| e 2| oferecem métodos de se refutar esta-
tisticamente a hipétese que duas amostras distintas sejam classificada como advindas
de uma mesma regido. Tal avaliacdo é relevante em diversos sentidos; por exemplo,
quando escolhemos amostras de treinamento em processos de aprendizagem supervi-
sionada ou em técnicas baseadas em medidas de similaridade, tal como segmentacao.



Capitulo 5

Estudos Desenvolvidos

Este capitulo faz uso dos principios e derivagdes apresentados até o momento para
propor contribui¢des praticas e tedricas no processamento e modelagem de imagens
PolSAR. Em outras palavras, nés aprofundamos as contribuigdes brevemente comen-

tadas na Segéo

Inicialmente, na Se¢éo 5.1| uma imagem SAR é encarada como um “quebra-cabeca
de pixels” em que cada peca é representada por uma variavel aleatéria escalar, dis-
tribuida conforme uma lei GY. A razoabilidade deste afirmagdo ¢é justificdvel porque
este modelo estocdstico é considerado como uma distribui¢do universal (para deta-
lhes, consultar Mejail et al. 2003); isto é, adequado a diferentes tipos de regides de uma
imagem SAR. Desta forma, recursos de Inferéncia Estatistica, tais como estimagdo por
MYV, teste de hipéteses e medidas descritivas das estimativas obtidas, tentam mapear
comportamentos e comparagdes entre as ferramentas desenvolvidas dentro de uma
imagem SAR. Ainda, os resultados sdo submetidos a um modelo de contaminagao
espelho do fendmeno de reflexdo de canto, discutido na Sec¢éo

Como um segundo estudo, a Segéo [5.2| apresenta duas formas melhoradas de es-
timagdo por MV para o nimero de equivalente de looks. Baseando-se na expressao
geral de Cox & Snell (1968) para o viés de segunda ordem dos estimadores de MV,
nods derivamos uma expressao para este termo no contexto de matrizes aleatérias mo-
deladas pela distribuicdo Wishart complexa escalonada. Além disso, uma expressao
para a verossimilhanca perfilada modificada segundo Barndorff-Nielsen (1994) tam-
bém é derivada para tais matrizes. A partir destas ferramentas, duas metodologias de
estimacgdo por MV melhorada sao propostas.

Um terceiro estudo é apresentado na Segéo Neste caso, a idéia é entender os
pixels como realizagdes de matrizes pertencentes a familia de distribui¢des Wishart
complexa escalonada. Inicialmente, Goodman (1963b) sugeriu a distribuigdo Wishart
complexa como um modelo razoavel a descrever dados Hermitianos positivos defi-
nidos. Conradsen et al. (2003) e Goudail & Réfrégier (2004) propuseram metodolo-
gias de teste de hipoétese e algoritmos de processamento de imagens para dados Pol-
SAR Wishart distribuidos. Subsequentemente, pesquisadores na 4rea de sistemas Pol-
SAR entenderam um escalonamento desta distribui¢do como uma proposta de modelo
mais razoadvel. Nesta perspectiva, a Se¢éo 5.3 propde ferramentas estocdsticas basea-
das na Teoria da Informacao (sob o funcional discutido na Segéo para o contexto

75
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da distribuicdo Wishart complexa escalonada.

Posteriormente, a Segao|5.4/aplica o ferramental derivado na Segao|5.3|ao contexto
de deteccdo de borda em imagens PolSAR. Seguindo (i) a metodologia proposta por
Gambini, Mejail, Jacobo-Berlles & Frery (2006) baseada em curvas B-spline e (ii) o algo-
ritmo k-médias proposto por Cao et al. (2007), as ferramentas derivadas sdo entendidas
como quatro novos detectores de bordas e comparadas a uma abordagem usual.

Na Secéo um quinto estudo considera a proposta de testes de homogeneidade
em imagens PolSAR via a utilizacdo de entropias estocasticas. Esta metodologia é uma
especificacdo da proposta de Salicri et al. (1993) para a distribuicdo Wishart complexa
escalonada e as entropias de Shannon e Rényi.

Finalmente, a Segao discute a comparacdo de trés testes de homogeneidade
envolvendo ferramentas da Teoria da Informac¢do com a abordagem baseada na razao
de verossimilhanca proposta por Conradsen et al. (2003). O desempenho dos testes
é avaliada tendo como critério de comparacdo seus poderes e o tamanhos estimados
assim como outras medidas descritivas.
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5.1 Testes paramétricos e nao paramétrico para dados speckle

Sistemas do tipo SAR tém sido sugeridos como métodos eficientes de sensoria-
mento remoto. Pelo fato de serem obtidas por um processo de iluminagdo coerente,
as imagens SAR sdo contaminadas pelo ruido speckle. Este ruido é bem descrito pela
abordagem de modelo multiplicativo, que implica na eficiente e bem conhecida fami-

lia de distribui¢des G? (vide Tabela 3.6/da pagina .

Vérios métodos de estimagao para seus parametros, a« (parametro associado a ru-
gosidade) e vy (ao brilho), tém sido propostos, incluindo processos de reducdo de
viés (Cribari-Neto, Frery & Silva 2002, Silva, Cribari-Neto & Frery 2008, Vasconcellos,
Frery & Silva 2005), técnicas de robustez (Allende, Frery, Galbiati & Pizarro 2006, Bus-
tos, Lucini & Frery 2002) e algoritmos utilizando pequenas amostras (Frery, Cribari-
Neto & Souza 2004). Nesta tese, visando checar os resultados a luz de suas proprie-
dades assintéticas apresentadas por Casella & Berger (2002), a estimagdo por MV dos
parametros « e 7y é empregada.

Baseando-se em uma amostra aleatéria de tamanho N, z = (Z1,Z;,...,2ZN), a
funcdo de verossimilhanca relativa a distribuigdo g? (a,7, L) é dada por

NN _
) T12 (r+ Lzt

i=1

LIT(L — )

L) = (oD

Assim, os estimadores para « e 7y, a saber @ e 7, respectivamente, sdo solugdo do sis-
tema de equagdes ndo lineares:

PO(L—®) — ¢°(—&) — log(F) + 3 Ly log(¥ + LZ]) = O,
—S+ DL (T +LZ) T =0,

Entretanto, o sistema de equagdes acima ndo possui solu¢do em forma fechada, entdo
o método de otimiza¢do numérica proposto por Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno
(BFGS), como discutido por Cribari-Neto & Zarkos (1999), é usado para estimagdo de
parametros neste estudo.

O entendimento do sistema de imageamento e a identificacdo dos elementos de
uma cena (regido de uma imagem SAR) sdo objetivos importantes neste campo. Em
particular, medidas de contraste confidveis sdo procuradas, a fim de discriminar for-
mas em dados do tipo speckle. Para este fim, n6s

# apresentamos testes de hipdteses baseados sobre distdncias estocasticas propostos
por Nascimento et al. (2010) e sobre a distancia de Kolmogorov-Smirnov, tal como
discutido por Beauchemin, Thomson & Edwards (1998), no tratamento com dados Q?.
Este trabalho pode ser visto como um complemento de (Nascimento et al. 2010) nos
seguintes termos:
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(i) um estudo mais apurado de estimacao MV é considerado, envolvendo cenérios
puros e contaminados (seguindo um modelo de contaminacado paramétrico) de
elementos da familia G?;

(i) adicionalmente, para ambos os cendrios, os teste de hipéteses (%, ¢) sdo quanti-
ficados (adotando como critérios os tamanhos e poderes do teste) e comparados
ao teste ndo paramétrico de Kolmogorov-Smirnov.

As distancias (h, ¢) trabalhadas foram: Kullback-Leibler, triangular, Bhattacharyya e
aritmética-geométrica. Os testes correspondentes a estas distancias serao denomina-
dos por Sk, ST, S € Sag, respectivamente, enquanto que o de Kolmogorov-Smirnov
sera rotulado por Sks. Suas performances sdo quantificadas e comparadas de acordo
com seus tamanhos e poderes do teste.

Na prética, é bastante dificil garantir que todas as observa¢des em uma amostra
venham de varidveis com a mesma distribui¢do. Ao coletar amostras por inspecéo vi-
sual, frequentemente um conjunto de diferentes tipos de contaminacdo é experimen-
tado. Um tipo de contaminagdo usual na obtengdo de imagem SAR esta relacionado
ao fenémeno double bouncdll O efeito de double bounce é caracteristico em areas de
florestas inundadas e de cidades. A presenca de um pixel simples sofrendo de dou-
ble bounce deve causar perda de precisdo nas estimativas para os parametros e em
estatisticas de teste, salvo se elas exibirem algum tido de robustez a presenga de dou-
ble bounce. A Figura 5.1 exemplifica o efeito do fendmeno double bounce sobre um
campo homogéneo.

Figura 5.1 Efeito de uma reflexdo de canto sobre um cendrio homogéneo.

Objetivando avaliar a robustez dos testes considerados, nés supomos a presenca de
contaminagdo em um padrdo paramétrico: os dados em uma amostra vem ou da dis-
tribuigdo GY (sob a hipétese nula) com probabilidade 1 — €, ou vem de uma versdo es-
calonada da mesma distribui¢do com probabilidade €. O escalonamento foi escolhido

! Alguns pixels exibem alto valor de retorno (pois a regido envia de volta muito da energia recebida),
causado tanto por efeitos naturais bem como pela agdo do homem (para mais informacoes, consultar
Frery, Nascimento & Cintra 20100b).
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arbitrariamente, entretanto estd baseado na forma do seguinte estudo prévio (Frery,
Nascimento & Cintra 2010b). A distribuicdo escalonada é tal que seu valor médio é
cem vezes maior do que o valor médio da distribuigdo original. Um estudo futuro
considerard a substitui¢do desta distribuigdo escalonada por outros modelos, tal como
a distribuicado de Ricean (Fannjiang, Solna & Yan 2009). Desejando escrever este proce-
dimento em um quadro probabilistico, represente o evento “presenga de outlier” pela
letra A com Pr(A) = € e defina A° como seu complemento. Assim, pela regra de
probabilidade total, a func¢do distribui¢do acumulada do retorno é expressada por

Fz(z/) = Pr ({Z < ZI}) =Pr ({Z < Z/} N A) + Pr ({Z < ZI} N Ac)
= PI‘(AC) PI'(Z <7 ‘ Ac) +PI(A) Pr(Z <7 | A)
= (1 - G)Fgo(a/y,L)(Z/) + €Fgo(a,1007,L)(Z/)-

Desta forma, usando experimentos de Monte Carlo,
# um estudo de robustez para diferentes graus de contaminagdo também foi conside-
rado. Conforme Allende et al. (2006) e Bustos et al. (2002), nés escolhemos ava-

liar as situagbes sem contaminagdo (¢ = 0) e com leves graus de contaminagao
(e € {107%,5 x 1073}).

Buscando satisfazer aos objetivos destacados acima, o manuscrito
“Parametric and Nonparametric Tests for Speckled Imagery”

serd anexado a esta se¢do. Apesar dos ensaios tedricos deste trabalho serem relaciona-
dos com as Se¢bdes(3.3.4/e (4.2, este artigo tem uma notacdo propria e pode ser analisado
de forma independente da tese. Este fato evita que o leitor esteja retornando constan-
temente aos conceitos anteriores. A seguir, elencamos suas principais contribuicdes.

5.1.1 Contribui¢des

’ Linha tedrica: ‘

Considerando X ~ G%(61) : 61 = (a1,71,L1) e Y ~ G%(6,) : 0, = (2,72, L2), nés
derivamos as seguintes expressoes:
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(i) A distdncia de Kullback-Leibler:

dyL(61,07) = lé( Vikid / mdx+2 Vikid / logbbjLLxxC)l dx+
10 [ S g e
[Tl

em que k; = M a; = Li—1,b; =%, ¢ = |aj| +Liparai = 1,2 e

()%T (a;)T(L;)”
d= log(kz/kl)

(ii) A distancia de Rényi de ordem S :

dﬁ(el, 0,) :%1 [log(hl /0 x81(by + Lyx)& (bz + Lpx)®dx)

B
+log (hy [ x82(by + Lyx)™ (b, + sz)'”zax)],
0

em que hy = kgki_ﬁ, hy = kfké_ﬁ, g1= (L1 —1)(1—-B)+ (L2 —1)B, g = (L1 —
DB+ (L2 —=1)(1—B),e1 = (a1 — L1)(1 = B), e2 = (a2 — Lp)B, m1 = (a1 — L1)B e
My = (DCQ—Lz)(l—IB),GO<,B<1.

(iii) A distancia Hellinger:
dr1(61,6,) = 2(1 — Vkika / 2 @+02) /2y 4 L) (by + Lyx)2dx),
0

em que f; = “5- Li parai=1,2.

(iv) A distancia de Bhattacharyya:

dB(Hl, 02) = — log( klkz/() x(“1+“2)/2(b1 + le)f1 (bz + sz)fzdx).

As integrais sdo apresentadas na Figura|B.1|do Apéndice Bl As outras distancias lista-
das na Secéao |4.2/sdo dependentes de integrais cujas formas ndo se mostraram harmo-
nicas. Assim, foram omitidas da listagem acima. No processo de simulagdo via Monte
Carlo presente nesta secdo, as distancias utilizadas foram obtidas numericamente pela
funcdo de integracdo numérica “QAGI” presente na linguagem de programagao Ox (pa-
ra detalhes, consultar Piessens, de Doncker-Kapenga, Uberhuber & Kahaner 1983).

Linha aplicada:




5.1 TESTES PARAMETRICOS E NAO PARAMETRICO PARA DADOS SPECKLE 81

1) Discussdo dos cenarios de simulagao:

Este estudo apresentou uma comparacdo entre os desempenhos de quatro testes
paramétricos baseados em distancias estocésticas e o teste de Kolmogorov-Smirnov.
A avaliagao foi feita com experimentos de Monte Carlo variando os parametros da
distribuicdo GV e os niveis de contaminagéo, conforme seguinte discussao.

Dados do tipo speckle foram gerados conforme uma distribuigdo G?, visando ava-
liar estatisticas de teste paramétricas e uma nao paramétrica em imagens de um tnico
canal de polarizagdo. As situagdes utilizadas consideraram trés niveis de rugosidade
(a € {—1.5,—3, -5} representando arbitrariamente cendrios extremamente hetero-
géneos, heterogéneos e homogéneos), trés valores médios da distribuicdo GY (u €
{1,2,5}, em que 4 = —v/(1+ a)), os quais estdo diretamente relacionados ao bri-
lho da imagem, e dois valores para o namero de looks (L € {1,8}). A fim de ilustrar a
interpretabilidade fisica dos parametros sobre uma imagem, considere a imagem sin-
tética dada na Figura Esta figura mostra dezesseis regides G distribuidas com
256 x 256 pixels cada seguindo a seguinte configuragdo paramétrica: L = {1,8}, a €
{—15,-8,—5,-3} e E(Z) = u € {1,10}. Nota-se que as imagens ficam mais brilhan-
tes quando submetidas aos mais altos valores de a e/ou p. N6s realizamos os testes ao

Figura 5.2 Imagem sintética G distribuida para (y, L) € {(1,1),(1,8),(10,1),(10,8)} (da es-
querda para direita) and « € {—15, -8, —5, —3} (de cima para baixo).

nivel de significancia 1%, utilizando janelas quadradas de 7 x 7,9 x 9 e 11 x 11 pixels;
isto é, os tamanhos de amostra considerados foram Nx = Ny = N € {49,81,121}. Os
tamanhos e poderes empiricos do teste foram utilizados como critérios para medir e
comparar suas performances.

Experimentos de Monte Carlo (Rubinstein & Kroese 2008) em cinco diferentes ce-
néarios foram usados. Considerando duas regides sobre uma imagem SAR especifica-
das pelos vetores de parametros (a1, 41,L) e (ap, pp, L), 0s seguintes cendrios foram
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definidos: (i) a1 = ay, H1 = M2, (ii) a1 = &, Ui 75 U2, (iii) a7 > ao, H1 > M2, (iV) x> 0y,
1 < pp e (v) oy # ap, 41 = po. Quanto as suas interpretagdes praticas, a primeira
situacdo corresponde as regides de uma imagem com os mesmos brilhos e rugosida-
des. O cendrio (ii) leva em consideracdo imagens com as mesmas rugosidades, mas
com brilhos diferentes. Imagens com ambas as rugosidades e os brilhos distintos fo-
ram capturadas pelos cendrios (iii) e (iv). Adicionalmente, o quinto cendrio se atém as
regides de diferentes rugosidades e brilhos semelhantes.

2) Desempenho das estimativas MV sob cendarios puros e contaminados:

Os resultados de simulacdo sdo baseados em 5500 replica¢des independentes e
amostras foram consideradas vélidas se ¥ € [10a,a/20]; isto é, um tipo de censura
foi aplicado, a exemplo de Nascimento et al. (2010). A Tabela[5.1apresenta o viés esti-
mado (B), o coeficiente de variacdo (CV%, em porcentagem) e o erro quadrético médio
(EQM) dos estimadores de MV, & e 7, de acordo com as varias condi¢des de simulagdo
e os diferentes graus de contaminacéo.

Primeiramente, consideramos a andlise de viés sobre dados ndo contaminados.
Nesta andlise, apenas as seguintes situagdes apresentaram redugdo de viés com o au-
mento do tamanho de amostra: (a) « = —1.5,(b)a = =3, L =8e(c)a = —5,L = 8.
Esta situacdo, aparentemente surpreendente, é frequente quando se lida com esta dis-
tribuicdo. Aqui, o contetido das informagdes é reduzido em situagdes homogéneas e
heterogéneas e, portanto, as propriedades assintéticas dos estimadores MV nédo sdo
verificadas nas amostras com os tamanhos considerados (problemas semelhantes fo-
ram discutidos por Cribari-Neto et al. 2002, Frery et al. 2004, Vasconcellos et al. 2005).
Um aumento do ntimero de looks pode compensar parcialmente esse comportamento.
Esta perda do contetido da informacgdo também é verificada pela dependéncia do viés
ao numero de looks. Espera-se que o primeiro seja reduzido aumentando o segundo,

mas isto s6 é verificado quando &« = —1.5, ou seja, em dreas extremamente hetero-
géneas. Ao tratar dados heterogéneos (v = —3), esta reducdo s6 ocorre a partir de
N = 81 e com dados homogéneos (x = —5) em N = 121. Focando-se sobre a situagdo

em que N = 121 e L = 8, a qual é esperado revelar o comportamento mais preciso dos
estimadores, o viés decresce quando « é reduzido de —1.5a —5.

Considerando agora a influéncia da contaminagao sobre o viés, em todos os casos
a excecio de um (a saber, N = 49, L = 1,e = 10%), o crescimento da primeira acarreta
no aumento do segundo, para ambos os estimadores. Este aumento de viés varia
aproximadamente de 34% (« = —1.5,L = 1,7 = 0.5, = 107%) a 1000% (v = —3,L =
1,y=2,e=5x 10_3), em ambos 0s casos em que N = 49.

O coeficiente de variacdo é reduzido pelo aumento de L e/ou N e/ou a, como
esperado, em dados ndo contaminados. Na presenga de contaminacao, esses compor-
tamentos sdo menores com respeito a a.

O comportamento usual de redugdo de EQM com o aumento de L e/ou N e/ou
« é observado na auséncia de contaminagdo. A presenca de contaminagdo aumenta o
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EQM, exceto em quatro das 324 situa¢des consideradas, em que as flutua¢des aleato-

rias mascararam os resultados. Por exemplo, o EQM de % dobra na situagdo & = —5,
v¥=20,L=1,N=49quando € = 1074, isto é, a0 menor nivel de contaminacdo. Se
x =—59=20,L=8 N=121ee =5xX 1073, isto é, a mais forte contaminacao,

o EQM foi afetado por um fator de 13794. A forte influéncia da contaminacdo sobre
o EQM alerta os pesquisadores de imagem SAR sobre a necessidade de amostras de
qualidade quando se lida com este tipo de dados.

3) Performance dos testes em cendrios puros e contaminados:

A Figura mostra o tamanho empirico do teste, isto €, sob uma avaliagdo do ce-
nario (i). Com a excegdo de St, 0s niveis de significancia estimados estdo acima do
nivel nominal (mostrado pela linha tracejada). Os testes tendem a rejeitar mais fre-
quentemente quando « cresce, com pouco efeito do tamanho de amostra. Em geral, St
é a medida mais eficiente considerando o tamanho do teste, uma vez que suas estima-
tivas sdo em média mais préximas ao nivel nominal; St é imediatamente seguida por
Sks. Como serd visto posteriormente, Sks surpreendentemente perde essa habilidade
na presenca de contaminagéo.

Goudail & Réfrégier (2004) apresentaram uma relacdo entre poder do teste e as
distancias de Kullback-Leibler e Bhattacharyya. Similarmente, nés ilustramos as esti-
mativas dos poderes com respeito a medida de discrepancia dada por

D :(dKL+dT+dB+dAG —|—sz) /5, (5.1)

em que L é fixado, a distancia de Kolmogorov-Smirnov, dxs, é dada por

(L — & —LZ
dgs = max ‘LLz'L{%ZPl(L,L—oa,LH, —= ) -
—00<Z' <o 7 T(—a1) m

(L — & ~ L7
A(L—i)zFl(L/L—wszlfT)} ,
Y2 r(—lkz) T2

e, por questdes de simplicidade, os argumentos (61, 0,) foram suprimidos. Note ainda
que a medida é imprecisa quando as diferentes distancias assumem propriedades
estatisticas significativamente distintas. Uma abordagem futura, visara substituir tal
medida pela componente principal amostral associada ao maior autovalor da matriz
de covaridncia amostral baseada nas distancias. Por hora, na inten¢do de preservarmos
a idéia utilizada no artigo em anexo, manteremos a medida (5.1).

As Tabelas|5.2]e[5.3|apresentam o poder empirico do teste nos cenarios (ii) e (iii)-(v),
respectivamente. Como um comportamento geral, o poder empirico do teste cresce
com o numero de looks (L) e/ou tamanho de amostra (N).

Considerando uma rugosidade fixada, a Tabela [5.2| fornece evidéncia que a mu-
danca de brilho é mais influente com respeito ao poder em regides homogéneas. A
Figura 5.4]exibe os resultados desta tabela com respeito a D para diferentes tamanhos
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de amostra. Neste caso, nds notamos que os testes paramétricos superam o teste de
Kolmogorov-Smirnov.

Na Tabela[5.3] a desigualdade entre os respectivos poderes Poder(Sks) < Poder(Sr)
< Poder(Sp) < Poder(Sk1) < Poder(Sag) é satisfeita em todos os casos dos cena-
rios (iii) e (iv). Para o cendrio (v), este fato segue quando o ntimero de looks é 8. A
Figura|5.5|apresenta os poderes como uma fungao de D para diferentes pares de rugo-
sidade. O poder aumenta com o tamanho de amostra e com D, como esperado. Esses
resultados mostram que o teste baseado em S supera todas as outras técnicas com
respeito ao poder do teste, uma vez que ela é mais apta para discriminar amostras
provenientes de diferentes distribui¢es.

a=-—5[ 1 -3 /1 —-1.5 I
0.5 1.0 1.5
1

I N — 49 N = 81 N — 121
= |
A e S —— Ny s—
s — m—

e e .
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L ey [ ——
=R == ==

l T T | I T T T l T T T

05 1.0 1.5 0.5 1.0 1.5

Figura 5.3 Valores para o tamanho empirico do teste médio no nivel nominal 1% multiplicado
por um fator de 10.

Baseando-se nos tamanhos e poderes empiricos do teste, o seguinte estudo de ro-
bustez foi limitado as melhores estatisticas, a saber St e Sag, juntamente com Skg, a
qual é esperada ser robusta. Para essas medidas, a Figura[5.6lmostra o comportamento
do tamanho do teste na presenca de niveis fixados de contaminacao.

Considerando a presenca de contaminagdo, tamanhos de amostra maiores impli-
cam que os melhores tamanhos empiricos do teste estdo relacionados aos testes pa-
ramétricos. O teste baseado sobre St é o mais robusto para regides homogéneas. Os
tamanhos empiricos do teste relativos a classe (1, ¢) sdo maiores paraax = —1.5 do que
para aqueles observados quando & € {—3, —5}; esse comportamento é mais pronun-
ciado quando € cresce.



86

~

2,

5.1 TESTES PARAMETRICOS E NAO PARAMETRICO PARA DADOS SPECKLE

00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T

00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T

00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T

1<t
18
6%

00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 9266

00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T
18'86 C¥'86 6£/6 G586 6766

00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T
9066 G686 486 1686 8596

1<t
18
6¥

0's

00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 9666

00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T
8666 9666 5666 9666 0966

00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T
96'66 G666 1666 S6'66 €566
G826 €146 S9'96 91'L6 6888

1<ct
18
(14

00'00T €6'66 8866 £6'66 VC'66
VL6 9896 TLS6 T0L6 LY'E6
€0'64 0C°SZ 0€'89 GC9/4 0079

9¢'66 0966 0V'66 7566 LIT'86
8EV6 8L¢6 €0C6 L8'E6 968
€€l 0069 €CC9 G104 089S

8096 89'G6 €1'G46 €496 €9¢6
I¥'€8 G0'C8 €L'6L 81C8 CCLL
9€99 9¥'¢S 999% L0'€S 1G¢Y

Ict
18
6%

K4

00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 0¥'86

00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T
7866 ¥8'66 C866 7866 SGL'66
84L6 ¥E€'/6 6896 1¥'L6 G806

GL66 €L66 C966 €L66 G986
6996 ¥096 S9¥76 0C9% €116
GI'18 ¢0'8Z 00¢L €984 0V'09

k48
18
6%

8476 €6'c6 €476 0E€T6 €€98
6844 1092 09°0Z 99°SL ¥9'89
9C'8Y 8G'CY 68FC L6'€Y 91FE

0'¢-

68 C¥'88 6898 ¥9'88 €1°C8
YI'0L 9CL9 TG'e9 €089 G819
€9°CY /8/€ 0L0¢ ¥E6E 1€0€

0ec—

G8'GL ¥8¥L 89CL ¥0'SL 9889
¢9'9S 197CS 648V ¥Ces 9¢'8Y
G8'0€ 68'9¢ 11°CC ¥8'/AC 8S90C

S1—-

1ct
18
6%

1

0¢

O<m. dg 1g Tig mMm

kY

U<m. g 1g Tig mMm

Y

U<m g Lg Tlg mMm.

Y

N

1

:\N\N&

(11) orreuad o exed Aourmug-Aoz030wW 0N 3P € 3 (¢ ‘y) odny SeIdUR)SIP Sk SOATIR[AI SI)SI) SOP OrIIS[o1 9P Ssexe], 7'S e[aqeL



87

~

2,

5.1 TESTES PARAMETRICOS E NAO PARAMETRICO PARA DADOS SPECKLE

(4)

00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 6Fr IUTF £09¢ ¥CTh 8S€l 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T x4}
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 6467 €6FC €61 6C9C 168 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 18

00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 8TI9T ICTIL £99 14T 96T 86’66 8666 ¥6'66 86'66 T 66 6V 8
G666 S6'66 T6'66 S6'66 1L66 0T¢ 85T STI 61T 6CC 9¢'66 8886 G586 9066 S6F6 X438

GU'86 L0'86 LL'L6 T0'86 1,96 ITZ 90T 960 0€T 81T 8676 ¥8°06 L£/8 €516 G918 8

QI'¥8 THI8 879/ €418 #8FZ | (0TF) | SOT  #S0 I€0 040 160 (0Z01)| 16'69 1479 SFTS S0°S9 €69% | (80D | 6F 1
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 89'9F SCTF S89¢ F9€H 86°TI 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T X438
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T /8'8C 86'€C 8F'8T SS'ST 998 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 8

00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T GZI9T /LETT 9€9 SO€L ST'E 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°001 6% 8
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T €6C 14T LTI 11T €9¢C 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 148
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 06T TIIT 180 9¢T1 69T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 8

00°00T 00°00T 00°00T 00°001 8266 | (0T7) | ST'T 050 8€0 %50 9I'L (8%) | 1866 4466 1966 1866 1486 | (F0D) | 6F 1
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 0TSy ISTF £09€ 0€TH SSFI 1786 1786 T86 1U'86 8666 X438
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 6T svve 1T6L L1'9C TT6 6486 SL'86 9'86 S.'86 6786 8

96'66 7666 0666 666 <966 09'ST 0401 9€9 #1CL 1/€ 91'G6 ¥6'€6 8T16 LTF¥6 STI8 (54 8
ST'/L6 TTL6 6896 STL6 €566 96C TI'T 680 TST €IT 1698 $TF8 1108 SI'S8 8199 121

1678 €€€8 TG08 6£€8 9618 67T 780 850 860 961 08'99 9565 8415 81'C9 T9FF 8

87°GS 681G /S'Sh 1STS STV (82 | 00T _¥S0 650 850 /0T (#2) | 0T/8 SP'8T €607 SITE T6l F%) | 6F 1| (s'¢)
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00"00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 7866 966 G066 6966 S8T9 121
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 68'66 $696 11'S6 LT16 8096 61'8E 8

00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 1666 /866 7/.66 6866 €476 €LF8 F9FL €985 TS6L LIEL 6% 8
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 8698 TTT8 8618 61°G8 8E'SL 0S'SL S6'6S ¥9TH £L£'89 STOT 148
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 19°€9 TT'8S SG°€S 9509 8L¥S GI'SS TSEE TSI 99°SF 0L 8

2066 €886 £986 9886 6F/6 | (0T'D) | 2L1€ €FST IST1C 044C S8€T [ (0T'ST)| OFIE 6611 9%F 86 T1C 81T (86D | 6F I
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 148

00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00"00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 08'66 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 86'66 18

00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 1666 6866 6466 6866 €176 00°00T 00001 86'66 00°00T 6% 66 6V 8
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00"00T 1198 0C¥%8 .18 S8¥%8 14SL 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T ¥#8°86 1C1
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T €979 €085 TL€S €865 8°€S 99'66 €66 1586 87’66 L8116 8

00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T |00T'S0)| €F'€€ £S9C €€1C TH6T 11¥C (8T) | 65°¢6 €9/8 /T8 €806 /LF09 | (S| 6F 1
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T €0'86 9416 €V'L6 [816 8£0T X4
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T S6'66 8F6 1976 £S88 TLE6 CTIT 18

00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 96’66 6366 £L66 1666 £1'T6 1108 969 G0'SS 06F. 20°€C 6% 8
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 68'G8 /¥'E€8 THI8 P8 S8°GL €T°E€S GETE SHST 9IFF 1€ x4}

1666 T6'66 T6'66 T6'66 9L66 0€'€9 6445 T0ES TT09 IE€FS 8¢'Ge TI'CT S8'¢ T8ST €1 18

96'S6 _SS°S6 80F6 TS'S6 1616 | (8S°0) | £0°€E 60°4C 08I 0¥ 62 9¢ST | (¥'S0)| Th6l Z0% <S80 ST'II S9°0 F1) | 6F 1 | (6'S1-)
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 4Z'66 P96 ¥8°T6 8€06 8€'€6 G499 141
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 6966 9566 ST66 8566 1T1'T6 €18 TO9L 6949 TI'SL ¥8FF 18

00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00F6 /616 TL/8 €5T6 879 GGG 99°9F /G¢E €0°1S 1481 6V 8
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 86'66 6009 ££/S 80FS €8S £80S 8¢'€9 F0'€S 69 TF S9G4S SE0¢C X438
00°00T 00°00T 8666 00°00T £6'66 [V9€ FETE 68T TSEE LTTE SHY 1TIE 8861 ShLE PETI 8

66 ¥LL6 9696 ¥L46 S9F6 | (OL'D) | /ZF/T 00FL G901 €8FI 14€1 [(0I'ST)| 88FC 90°€T 049 /LL8I 6TS #sa| 6F 1
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00"00T 00°00T 86'66 96'66 8666 L¥'66 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T X438
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 1966 6766 6766 SS66 £6'T6 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 8

00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T €0P6 /P16 €T/8 61T6 SET9 00°00T 00°00T 00°00T 00°001 6¥'66 6% 8
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 8709 LGS L9FS 1585 86'6F 00°00T 00°00T 86'66 00°00T 29'66 148
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T ¥L/8 STHE 990€ LFSE S9TE 66 LI'66 6586 FT66 1596 8

00°00T 00°00T 00°00T 00°00T S6'66 | (01°G°0)| 8T8T TF¥L S80I SS'ST 8L°€T F1) | 6816 S6/8 ¥TT8 €568 S¥69 | (TS| 6F I
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T G866 ¥8'66 ¥8'66 S866 TT66 CTLL €6'TL SSF9 €L¢L O0FTL X438
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 00°00T €666 SP66 9166 1566 1£'€6 TI9S 6€°LF 6F9¢ 440§ €€4 8

00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 86'66 90%6 1416 S9/8 1¥T6 SET9 0T'9¢ TSET 89CL 8I'6C 85T (54 8
00°00T 00°00T 00°00T 00°00T 68'66 0£'09 8945 SLFS 9£8S €T'IS €8'T¢ ZT'61 0TOT 86FC #9T 1C1

GE'66 9766 0766 8T66 €586 GT'8E TI'PE 8€0E 6£SE 08T1E €e0T 96 She OUPL LFC 8

V06 8768 6898 1568 /778 | (F'60)| 9981 FT'ST $9'TL SI9L Svel | (TS0)| $6'T1 €5€ ZIT T4 SO'T @1 | 6F I | (g'sT1)
9vg dg Lg Tig g AN%\ \ﬁ\v OVg g Lg Tlg g ANA\ \Q\v 9Vg g Lg Tlg g AN\,\ \;\v N T Aud \qu

[ A ul =l L ul < L S9jUEISU0)) v

-(T1I1

) soLIRUSD SO ered AOUITWIG-A0I030W[0Y 3P € (¢ “y) 0d1} SerouL)SIp S SOAT}R[aI $91s9} SOp OBdIalar ap sexe], €'C e[aqel.,



5.1 TESTES PARAMETRICOS E NAO PARAMETRICO PARA DADOS SPECKLE 88

— Sks - Sk, o ST - S - - SAG
D) ] | 1
7y N=121
D) - L
—~ 100
O
= 80 - L
®)
=
= 60 -
=
[—ﬂ 40 [~
S
= 20 =
o T I I I T I T I I I T
[al 0.1 0.2 0.3 0.4 0.1 0.2 0.3 0.4

D

Figura 5.4 Estimativas dos poderes dos teste na situagdo (ii) para medidas de contraste dife-
rentes no nivel nominal de 1%.

Inesperadamente, o teste de Kolmogorov-Smirnov tende a ser menos robusto do
que os testes paramétricos quando a contaminacdo aumenta. A Figura [5.6/indica uma
baixa variabilidade de Sks baseada no tamanho do teste através das diferentes especi-
ficagdes da simulagdo. Isso sugere que a rugosidade e o brilho da imagem nao afetam
significativamente as estimativas para tamanhos de teste.

Outros gréaficos e andlises complementares podem ser encontrados no artigo em
anexo.

4) Aplicacao a dados reais tipo SAR:

A Figura [5.7| apresenta uma imagem SAR obtida pelo sensor E-SAR da cidade de
Munique, Alemanha (como discutido no Apéndice , utilizando um ntmero de lo-
oks de 3.2. A drea exibe trés tipos de rugosidade para o relevo: (i) homogénea (corres-
pondendo a pastos), (ii) heterogénea (floresta) e (iii) extremamente heterogénea (dreas
urbanas). Amostras sdo selecionadas e submetidas a uma breve analise estatistica des-
critiva. A Tabela 5.4/ mostra as estimativas em cada uma das amostras, bem como seus
tamanhos de amostra.

A Tabela [5.5/ apresenta estimativas para o tamanho do teste nos nives de signifi-
cancia de 1% e 10% com respeito as informacdes obtidas das regides descritas na Ta-
bela Os resultados mostram que os testes baseados em Sks, Sk1. e ST tém excelentes
resultados com respeito a esse critério e que a situacdo mais complicada esté relacio-
nada as dreas urbanas. Além disso, teste sob Spg mostra 6timo tamanho empirico
para o nivel nominal de 1%, falindo para as situa¢des urban-1 e urban-2 no nivel 10%,
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Figura 5.5 Estimativas para os poderes dos testes nos cendrios (iii)-(v) para medidas de con-
traste diferentes no nivel nominal 1%.
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Figura 5.6 Estimativas para o tamanho do teste no nivel nominal de 1% e a uma contami-
nacgdo €. Para cada tamanho de amostra, todos os cenarios considerados foram ordenados
lexicograficamente: [i: (i;a,u) = {(1,-1.5,1),...,(4,-3,1),...,(7,=5,1),...}]. O indice i foi
empregado como valor para abscissa.
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Figura 5.7 Imagem E-SAR e regides selecionadas.

Tabela 5.4 Estimativas dos parametros
Regides o y i # pixels
pasture-1 —15.702 39259 2670.32 1235
pasture-2 —12.698 80320 6866.13 1216
pasture-3 —11.304 162292 15750.39 1602

forest —9.339 661183 79288.04 1606
urban-1 —0.759 148413 1) 2005
urban-2 —0.388 110183 00 3481

urban-3 —1.079 55583 703582.30 4657




5.1 TESTES PARAMETRICOS E NAO PARAMETRICO PARA DADOS SPECKLE 92

enquanto que o tamanho Sp é inapropriado no caso urban-2. Assim, como Sag apre-
sentou as melhores taxas de discrimi¢do no estudo de simulagao, tem-se que a medida
SAG € a mais recomendével nos cendrios: forest, pasture-1, pasture-2 e pasture-3.

Tabela 5.5 Taxas de rejeigdo dos testes discutidos sob Hy: (a1, 71) = (a2, 72) nos nivel nominal
1% e 10%

Nivel nominal 1% Nivel Nominal 10%
Regides | Sks Sk St SBSag| Sxs Sk St S Sac
pasture-1 | 0.33 0.00 0.00 0.00 0.00 | 5.00 0.00 0.00 0.00 0.00
pasture-2 | 0.36 0.00 0.00 0.00 0.00 | 6.16 0.00 0.00 0.00 0.00
pasture-3 | 0.60 0.000.00 0.36 0.36 | 6.05 3.62 3.62 3.62 3.99
forest 2.22.0.00 0.00 0.000.00 | 9.68 2.67 1.67 2.00 2.33
urban-1 | 0.00 0.00 0.00 0.130.00 | 2.18 4.10 2.1834.49 90.64
urban-2 | 0.00 0.00 0.00 99.96 0.00 | 0.97 2.01 1.2199.96 100.00
urban-3 | 0.294.231.97 3.56 5.64 | 5.98 20.58 16.84 20.85 31.02

A Tabela mostra o poder do teste nos niveis nominais 1% e 10%, isto é, a habi-
lidade de rejeitar amostras de diferentes tipos. Os melhores desempenhos sdo obser-
vados em testes sob a classe (1, ¢), principalmente quando confrontamos &reas cujas
distribui¢des diferem mais significativamente. Os testes estatisticos St e Sk, apresen-
taram os piores resultados. O teste de Kolmogorov-Smirnov apresentou resultados
inaceitdvies quando contrastamos as amostras urban-3 contra forest, e urban-1 contra
urban-2. Em particular, a situagdo urban-3 comparada a forest contrasta duas regides
notavelmente distintas (como mostrado na Figura e na Tabela [5.4). A Figura
apresentam as fungdes de distribuicdo empirica para as diferentes regides da aplica-
¢do. Como esperado, as regides mais heterogéneas possuem fungdes de distribuicdo
empirica que crescem mais lentamente para o valor 1 a medida que o nivel cinza cresce,
justificando o retorno de mais energia por essas regides. Além disso, o baixo desem-
penho do poder do teste para o caso forest contra urban-3 é explicado pela intersecgao
de suas fungdes de distribuicdo acumulada empirica.

5.1.2 Consideragdes da Secao[5.1]

No6s mostramos evidéncia numérica que o teste baseado na distancia triangular, St,
tem, em geral, menores tamanhos empirico do que o de Kolmogorov-Smirnov, Sks.
Usando uma modelo de contaminacdo paramétrico plausivel, nés mostramos que tes-
tes paramétricos sob a classe (%, ¢) sdo mais eficientes do que aquele baseado sobre
Sks diante de contaminacao. Este fato é um evento importante devido ao uso comum
do teste de Kolmogorov-Smirnov ao tratar dados nao gaussianos.

O teste baseado na medida medida Sag apresentou a melhor desempenho com
respeito a estimativa de seu poder. Entretanto, para um dado nimero de looks, nds
podemos observar que a performance do poder do teste para as quatro medidas pa-
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Tabela 5.6 Taxas de rejei¢do dos testes discutidos sob Hj: (a1,71) # (a2, 72) com piq = yp nos
niveis nominais 1% e 10%

Regides

1% nominal level

10% nominal level

SKS SKL ST SB SAG

SKS SKL ST SB SAG

pasture-1x pasture-2
pasture-1 x pasture-3
pasture-2 x pasture-3
forest x pasture-1
forest x pasture-2
forest x pasture-3
urban-1 X pasture-1
urban-1 x pasture-2
urban-1 x pasture-3
urban-2 x pasture-1
urban-2 X pasture-2
urban-2 x pasture-3
urban-3 X pasture-1
urban-3 x pasture-2
urban-3 x pasture-3

100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
100.00 94.64 87.50 90.48 95.24
100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
100.00 100.00 100.00 100.00 100.00

100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
100.00 98.21 97.02 98.21 98.21
100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
100.00 100.00 100.00 100.00 100.00

urban-1xforest | 100.00 98.70 98.10 99.70 98.40 | 100.00 98.90 99.40 100.00 100.00

urban-2xforest | 100.00 98.03 99.49100.00 97.30 | 100.00 98.03 99.49 100.00 100.00

urban-3 x forest 12.17 9474 80.17 91.79 96.17 | 61.78 98.65 96.93 98.40 97.14

urban-1xurban-2 | 32.04 29.68 26.37 94.19 30.60 | 83.87 53.20 51.73 99.47 100.00

urban-2xurban-3 | 9858 91.05 89.92 94.26 91.50 | 100.00 96.26 96.13 97.29 98.53

urban-1xurban-3 | 100.00 98.84 98.50100.00 99.01 | 100.00 99.84 99.79 100.00 100.00
=

"~ -o- pasture-1

’’’’’’

o pasture-2
—& - pasture-3
—&— forest
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e urban-2 ___e-
.- T

e
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Figura 5.8 Fungdes de distribui¢do acumulada empirica para diferentes regides selecionadas
a partir de uma imagem SAR.
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ramétricas foram rigorosamente as mesmas. N&do obstante, eles se mostraram mais
eficientes do que aquele baseado sobre a medida Sks.

Essas conclusdes sugerem o uso de St para processamento de dados SAR devido
as estimativas para seus tamanhos serem mais préximas do nivel nominal. Por outro
lado, o teste baseado em Sac é uma ferramenta mais apropriada quando o foco é o
poder do teste.

Complementando este resultado, uma andlise de dados reais ilustrou o carater dis-
criminatério destas medidas. Testes baseados sobre as medidas cléssicas discutidas (a
saber, as distancias segundo Kullback-Leibler, Kolmogorov-Smirnov e Bhattacharyya)
foram superados pelas distancias dt e dag e, portanto, devem ser substituidos pelos
testes em fungdo das distancias triangular e aritmética geométrica.

5.1.3 Trabalhos futuros
Como complemento desta segdo, objetiva-se

#» Considerar técnicas de deteccao de borda baseada em distancias estocasticas e com-
parar com a metodologia proposta por Gambini et al. (2006),

# Analisar o efeito de corre¢des de bootstrap sobre os tamanhos dos testes de homoge-
neidade propostos,

#» Avaliar a performance assintotica das estatisticas definidas em outros tipos de estima-
dores (tais como momentos e outros baseados na transformada de Mellin).
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Abstract Synthetic aperture radar (SAR) has a pivotal
role as a remote imaging method. Obtained by means of
coherent illumination, SAR images are contaminated with
speckle noise. The statistical modeling of such contami-
nation is well described according to the multiplicative
model and its implied 4° distribution. The understanding
of SAR imagery and scene element identification is an
important objective in the field. In particular, reliable
image contrast tools are sought. Aiming the proposition of
new tools for evaluating SAR image contrast, we investi-
gated new methods based on stochastic divergence. We
propose several divergence measures specifically tailored
for 4° distributed data. We also introduce a nonparametric
approach based on the Kolmogorov—Smirnov distance for
%" data. We devised and assessed tests based on such
measures, and their performances were quantified accord-
ing to their test sizes and powers. Using Monte Carlo
simulation, we present a robustness analysis of test statis-
tics and of maximum likelihood estimators for several
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degrees of innovative contamination. It was identified that
the proposed tests based on triangular and arithmetic-geo-
metric measures outperformed the Kolmogorov—Smirnov
methodology.

Keywords Robust statistics - Information theory -
Nonparametric methods - Parametric inference

1 Introduction

Synthetic aperture radar (SAR), ultrasound-B, sonar, and
laser images are obtained with coherent illumination and,
consequently, their appearance is affected by a signal-
dependent granular noise called speckle [41]. Due to
deviations from classical properties of additivity and
Gaussian distribution, speckled images require tailored
processing and analysis techniques which could conve-
niently rely on the statistical properties of the data.

The ability to discriminate SAR image regions is an
important tool for identifying and classifying distinct tar-
gets in the scene. Such capability has also been employed
as a validation criterion for novel methodologies in SAR
image change detection [26]. These facts have motivated
the proposal of contrast measures based on the statistical
properties of image data [14, 27, 39]. Therefore, an accu-
rate modeling of speckled data is a major step for SAR
image analysis [13]. Indeed, the probability distribution
that describes the image data is a crucial information for
any subsequent statistical analysis.

Among the proposals for SAR image modeling, the
multiplicative model [13] has proven to be an important
framework for the statistical processing and analysis of
SAR data [3]. Assuming that the hypotheses suggested by
the multiplicative model are valid, the 4V distribution
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arises as an efficient and effective probabilistic model for
speckled data [15, 21, 36, 37, 46].

Hypothesis test methods have been considered as a
venue to quantifying the image contrast between different
regions in SAR imagery. Edge detection [9, 20], classifi-
cation [24, 33], target identification [23], change detection
[38] and oil spill identification [34] rely on parametric and
nonparametric hypothesis tests. Although some nonpara-
metric methods are computationally convenient, they sel-
dom take explicitly the roughness information into account
[9]. As a consequence, such simple approaches are unable
to provide any information about that important parameter.
Additionally, these methods cannot offer any known sta-
tistical property that could be utilized for the design of
hypothesis testing procedures [20]. Thus, the proposal of
hypothesis testing methods based on roughness-dependent
contrast measures is a much sought tool for speckled data
analysis.

In recent years, the interest in adapting information-
theoretic tools to image processing has increased notably.
In [39], the Bhattacharyya and (symmetrized) Kullback—
Leibler distances were applied as scalar contrast measures
for polarimetric and interferometric SAR imagery. The
works [17, 40] proposed several parametric methods based
on (h, ¢)-divergence measures for speckled data.

Often regarded as a classical benchmark tool, the Kol-
mogorov—Smirnov distance has been used for segmentation
and labeling of SAR images [32]. This nonparametric test
has found applications in polarimetric speckled data anal-
ysis [24]. Additionally, the Kolmogorov—Smirnov distance
was also applied as a goodness-of-fit measure for SAR data
modeling [8].

Whereas on the one hand a careful statistical modeling
is fundamental, on the other hand nature is more complex
than most models. Even sophisticated statistical models
and tools may have their effectiveness diminished when
data deviate from the assumed underlying hypotheses, even
mildly. Robust statistics is a way of tackling this problem,
and resistant techniques have been used with success in the
SAR literature [1, 5, 18, 28].

This paper presents three contributions regarding the
analysis of SAR imagery with stochastic measures of con-
trast. Firstly, it quantifies the ability of selected parametric
methods based on the divergences measures by means of the
size and the power of associated hypothesis tests using
Monte Carlo. Such quantities were compared to the ones
related to the nonparametric Kolmogorov—Smirnov test. It
also presents an expression for the Kolmogorov—Smirnov
distance between %° distributions. Secondly, it employs a
contamination model for representing ‘innovative outliers’
[12] and assesses the behavior of maximum likelihood
(ML) estimators under the % model in the presence of
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contamination. Finally, it submits hypothesis tests to dif-
ferent degrees of contamination, aiming to investigate the
robustness of their sizes. Additionally, it presents an
application to actual SAR data.

The remainder of the paper is organized as follows.
Section 2 discusses the multiplicative model and the %°
distribution. The hypothesis tests under consideration,
namely those derived from (h, ¢)-divergences and the
Kolmogorov—Smirnov distance, are derived in Sect. 3.
Section 4 presents Monte Carlo experiments to assess ML
estimation and hypothesis tests under situations which
include “pure” and contaminated data. Actual SAR data
are analyzed in Sect. 5. Section 6 concludes the paper.

2 The multiplicative model and the %° distribution

Meaningful statistical processing of SAR imagery is
always associated to a statistical model.

In [21], Gao provided a comprehensive exposition of
existings models. In particular, three major categories of
models were identified: (1) the multiplicative model [13,
16], (2) models based on the generalized central limit
theorem [29], and (3) the empirical distribution model [2].
Other approaches include the joint distribution model [4],
the mixed Gaussian model [11], mixtures of Gamma laws
[49], and the correlation based model [30].

The multiplicative model has a phenomenological nat-
ure which is closely tied to the physics of the image for-
mation [41]. Zhang [47] showed evidence that the
distributions stemming from the product between inde-
pendent random variables which describe the speckle noise
and the backscatter outperform other models. In [21,
p- 776], Gao includes the following note about the multi-
plicative model: The most attractive achievement among
them is the statistical modeling on extremely heteroge-
neous region of SAR images proposed by Frery et al. [16]
who [...] has introduced the original idea that for the
purpose of statistical modeling, SAR images can be divided
into homogeneous regions, heterogeneous regions and
extremely heterogeneous regions, according to their
contents.

Such assertion, related to 40 distribution, is due to the
following facts:

1. It has as many parameters as the K law, i.e., scale,
roughness and number of looks, and they can also be
interpreted, leading to scene understanding;

2. The roughness is expressive, in the sense that it is able
to describe more targets than the K law [36];

3. Its density does not depend on special functions, as is
the case of the K law [16];
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4. Its cumulative distribution function can be obtained
using its relationship with the Snedekor’s F distribu-
tion [37].

We, therefore, admit the 4° law as the model for the
observed data, regardless the target and, without loss of
generality, in its intensity format, i.e., quadratic detection.

Consider positive and independent random variables X
and Y as models for the terrain backscatter and the
speckle noise, respectively. The model for the return is
Z=X-Y.

The generalized inverse Gaussian distribution is pro-
posed as a general model for the intensity backscatter.
However, a tractable particular case is the reciprocal
gamma law [13], whose density function is given by
fx(xo,y) = 7 x*Lexp (—z), —a,p,x > 0. (1)

I'(—o) X

o

In intensity format, the random variable Y obeys the
gamma distribution with unitary mean [13], which has the
following density

IL

fr(L) = =—y"""exp(—Ly),

0 y>0,L>1, (2)

where L is the number of looks. Throughout this paper, the
number of looks is assumed to be known and constant over
the whole image. A detailed account of the until recently
largely unexplored issue of estimating L is provided in [3].

Considering independent random variables with the
densities presented in Eqs. (1) and (2), we obtain that the
density of Z is expressed by

LET(L — o)
P (=) I'(L)

_ T(L-a) (L\" !
-t ) (lj@“’ e

where z > 0, o < 0 is the roughness, y > 0 is the scale, and
L > 1. We indicate this situation as Z ~ %°(a, 7y, L).

As shown in [36, 37], this distribution can be used as an
universal model for speckled data. The »th moment of Z is
expressed by

f2(z0,p,L) = 'y + L)

(3 T(ea— DT+ 1)
52 = () et @

if —r > a. Otherwise, it is infinite.

Reparametrizing (3) with M= —o>0 and
y = My, we obtain the density of the Fisher model [45]
whose density is given by

[(L+ M) ( L >L( !

fz(zz M, p, L) = oot \mn TZ)LHVI
Mp

Using some Mellin transform properties for Fisher
distribution, Galland et al. [19] derived the so-called log-
cummulants w; = E(Z'logZ):

wo=log™ M +y0(0) — yO (M),

=gt g e 1) -y - )|
2
= D [l L4 D)~ g =)

where (-) is the digamma function. As the Fisher dis-
tribution is a reparametrization of the %° distribution, the
results in [19, 45] apply to the latter.

Figure 1 shows sixteen 256 x 256 pixel regions of
simulated speckled data according to the %° distribution for
L={1,8},ae{-15-8,-5,-3}, and E(Z)=pce
{1,10}. The homogeneity depends on o, the roughness
parameter, while p controls the mean brightness. Figure 2a
and b shows the density of 4° distributions with vary-
ing (a,L) € {(—1.5,20),(-1.5,8),(—1.5,3),(—15,20),
(—15,8),(—=15,3)}, and pe{l1,2,5} foru=1 and
(a, L) = (—2.5, 3), respectively. Increasing L or u flattens
the densities, while small values of « lead to images of low
variability.

Parameters o and 7y can be estimated according to
several methods, including bias-reduced procedures [6,
43, 46] and robust techniques (such as L- and M-esti-
mators adapted to asymmetric distributions) [1, 5]. Small
sample methods are particularly relevant in image pro-
cessing and analysis, for instance, in the determination of
the equivalent number of looks, in adaptive filters and for
training classifiers. In such cases, samples are usually
very small when compared to the full image [17], ranging
from a single observation to, typically, less than a
hundred.

ML estimation was adopted due to its optimal asymp-
totic properties [42]. Let Zi,...,Z, be n iid %°(a,y,L)
distributed random variables. The ML estimator for
(o, ), for a given L, namely (o, 7), is any solution of the
following system of non-linear equations [40]:

1}1
0, —~ 0 ~ ~ ~
) =YL —3) —logT+- log(5 + LZ) = 0,
Yo (=) = (L —2) 0g/+ni§:1 og(y + LZ;)
R

——+ S G+Lrz) " =o.

A
v n i=1

In general, the above system of equations does not possess a
closed form solution and numerical optimization methods
are required. We used the Broyden-Fletcher—Goldfarb—
Shanno (BFGS) method, which is regarded as an accurate
technique [7]. Next section presents several contrast
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Fig. 1 Synthetic 4° imagery for (,L) € {(1,1),(1,8), (10, 1), (10,8)} (left to right) and o € {—15,—8,—5, =3} (top to bottom)

Fig. 2 4° densities

1.2

1.0

0 1

3 4 0 1 2 3 4

(a) Varying oc and L for g =1 (b) Varying u for o« = —2.5and L =3

measures for %° distributed images based on the above
estimators.

Figure 3a shows an image over San Francisco, CA,
obtained by the AIRSAR sensor at band L with four
(nominal) looks. Urban and forest regions were selected,

@ Springer

and Table 1 presents the sample sizes and ML estimates of
o and y. Moreover, this table shows the sum of squared
errors (SSE) between the histogram f,, and the fitted density

fn, which is given by [48]
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Fig. 3 Real SAR image with
selected regions and empirical
and fitted densities for different
urban and forest regions

w g‘
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a s ol & a Eﬂ:
~ 1o k.
o ook i 6 s o
o f R K .
0.0 0.5 1.0 L5 : , 06 08
Gray level Gray level
(b) Urban region (c) Forest region
Table 1 ML estimates and SSE
Regions z o 7 (x107?) SSE
@0 r # pixels
Urban 0.374 —1.370 19.550 0.062 0.318 2,277
Forest 0.260 —1.275 7.461 0.108 0.389 1,813

#pixels (]? _f )2
SSE = Mn JrJ
nz:; # pixels

Two densities are considered: the basic gamma model [the
scaled version of the density presented in (2)] and the %°

distribution.
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The values of SSE provide evidence that the %° distri-
bution outperforms the gamma distribution for the con-
sidered regions. The strongest difference occurs in urban
regions, i.e., in situation with intense roughness, as pre-
sented in Fig. 3b, c. As discussed in [36], among other
references, the %° law includes the gamma distribution as a
particular case and, therefore, it is able to describe homo-
geneous targets as pasture, crops, and sea.

3 Contrast measures for the 4° distribution

An image can be interpreted as a set of regions described by
possibly different probability laws, and contrast analysis
addresses the problem of quantifying how distinguishable two
image regions are. Many statistical approaches have been
developed to reach this goal, leading to the difficult problem of
specifying accurate, expressive, and tractable metrics. In general
terms, these methods can be either parametric or nonparametric.

In a previous work, we proposed a class of parametric
measures based on stochastic distances. Advancing that
study, among the existing nonparametric methods, we now
include an approach based on the Kolmogorov—Smirnov
test. This method is reported to possess good discrimina-
tory properties [31] and has found applications in several
instances [24, 32]. In the following, we briefly describe the
parametric methods. Moreover, we adapt the Kolmogorov—
Smirnov test to %° distributed data.

We assume that Z’' and Z” are %° distributed random
variables with cumulative distribution functions Fz and
Fy», respectively. These distributions share the support R
and are defined over the same probability space, equipped
with densities f7(z;0;) and fz(z; 0,), respectively, where
0, and 0, are parameter vectors.

Section 3.1 presents contrast measures derived from
stochastic distances, while Sect. 3.2 discusses the use of
the Kolmogorov—Smirnov distance for the %° model.

3.1 Contrast measures based on divergence
Information theoretical tools known as divergence mea-

sures offer entropy-based methods for contrasting sto-
chastic distributions. Divergence measures were submitted

to a systematic and comprehensive treatment and, as a
result, the class of (h, ¢)-divergences was proposed [42].

The (h, ¢)-divergence between f and f7» with common
support [ is defined by

fz(z;01)

D' (7,7 =h /
(j)( ) / q’) Z”(Z;oz)

>fZ” (Z7 02)dZ )

where ¢: (0,00) — [0, 00) is a convex function, A: (0, 00) —
[0,00) is a strictly increasing function with 4(0) = 0, and
indeterminate forms are assigned value zero. Table 2 shows
the & and ¢ functions considered in this work.

These divergences are often asymmetric, and to solve
this issue and to turn them into distances, a new measure df},
can expressed as

h (7! 7l h (7!l 7!
D¢(Z,Z )—;—D(b(Z ,Z). 5)

We will be interested in comparing samples from
possibly the same distribution Z(8), so instead of indexing
(5) by the random variables, we will do it by the parameters

dy(z',2") =

0, and 0,. Furthermore, denote OA] and OAZ the maximum
likelihood estimators of 0, and 0, based on independent
samples of sizes m and n, respectively.

Lemma 1 Let the regularity conditions proposed in
[p- 380,42] hold. If 75, — 2. €(0,1) and 0, = 0,, then
m,n— 00

2mn 1

kg gy 202
m+nh/(0)¢//(l)d¢(01a02) —  Am>

m,n— 00
where“—" denotes convergence in distribution.

Based on Lemma 1, the following statistical hypothesis
test for the null hypothesis 8; = 0, can be derived:

Table 2 shows the notation we for each test statistic, along
with the values of v = [i/(0)¢"(1)] "

We are now in position to state the following result.
Proposition 1 Let m and n be large, and consider the
outcome S;‘s(é\] , 62) = 5. The null hypothesis 0, = 0, can
be rejected at a nominal level y ifPr(x%,, > s) <.

Table 2 (h, ¢)-distances, statistics, 4 and ¢ functions, and related quantity

(h, ¢)-distance Statistic h(y) O v =[1(0)¢"(1)]"
Kullback—Leibler (di;) Sk 2 (x — 1) log x 1
Triangular (dr) St y, 0<y<?2 (x—1)? 1

x+1
Bhattacharyya (dp) SB —log(—y+ 1),0<y<1 —Vx +~“%1 4
Arithmetic-geometric (dag) SaG y FlogHt+ (37) 4
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3.2 Kolmogorov—Smirnov contrast measure

The empirical function of the sample Z = (Z,,...,Z,) of a
random variable Z is given by Fz(z) = n~'#{j: Z <z}.
Empirical functions can be used to test the null hypothesis
Hy: Fz» = Fz against the alternative H;: Fy # Fz» with
random samples Z' and Z” of sizes m and n, respectively,
using the test statistic [44]

mn

Sks(Z',2") = max |Fy(z) — Fp(2)],

m-+ n-oco<z<oo

o~

dgs

where ds is the empirical estimate for the Kolmogorov—
Smirnov distance dgs. In this case, the analytic expression
for dgs under 4° distributions with same number of looks
is given by

(L - L
ds(Z.Z") = max |[M- Mzﬂ LL—o,L+1,—=
—00<z<00 y]l"(foq) 71
(L — o) ( —Lz)] ‘
=) p (L Lo L+ 1,—2) ],
BT (—02) ! Y2

where ,F is the hypergeometric function.

Proposition 2 Assume Sxs(Z',Z") = s. The null hypothesis
Fz = Fz can be rejected at level 1 if Pr[Sks (Z',2") > §] =
1 — L(s) <y, where L(s) =1 =252 (=1)" " exp (—2425?)
and ¢ is a critical value given in [44], provided that m and n
are large.

In terms of image analysis, Propositions 1 and 2 offer
methods to statistically refute the hypothesis that two
samples obtained in different regions can be described by
the same distribution. Such assessment is relevant, for
instance, when choosing input training samples in super-
vised learning procedures, or when proposing similarity-
based techniques such as segmentation and classification.

Since the aforementioned results are asymptotic and
valid only when the underlying hypothesis holds, the fol-
lowing section shows a Monte Carlo approach for their
assessment with finite samples and under contamination.
Such assessment is needed since finite samples and outliers
are unavoidable in practical situations.

4 Validation

This section presents a qualitative assessment of the test
proposed for checking whether two samples are distributed
according to the same law when finite size samples are
used. The proposed tests are submitted to uncontaminated
data in Sect. 4.1. Subsequently, a contamination model
based on innovative outliers, inspired by corner reflectors,

is considered in Sect. 4.2. The effect of contamination on
the ML estimates of ¥° parameters is also assessed.

4.1 Analysis with simulated data

Speckled data simulated with the %° law were employed to
assess the discussed parametric and nonparametric test
statistics. The situations herein assessed were three levels
of roughness (x € {—1.5,—3,—5}), three mean return
values (n € {1,2,5}), and two values of the number of
looks (L € {1,8}). The mean u = —y/(1 + o) is directly
related to the image brightness. We performed the tests at
the 1% significance level using square windows of
7 x 7,9 x9,and 11 x 11 pixels. Therefore, the consid-
ered sample sizes were N = m = n € {49,81,121}.

Empirical size and power of the proposed tests were
sought as a means to measure and compare their perfor-
mances. Monte Carlo experiments under five different sce-
narios were used. Considering two image regions specified
by parameter vectors (a;, uy, L) and (o5, 1o, L), the fol-
lowing scenarios were set: (i) o = oo, U} = U, (i1)
o = O, i F po, (1) o >0, > po, (iv) oy > o,
W < Wo,and (V) oy # o, Uy = Up. Whereas the first situ-
ation corresponds to image regions of same roughness and
brightness, scenario (ii) accounts for images of same
roughness but with different brightness. Images of both
distinct roughness and brightness are captured by scenarios
(iii) and (iv). Additionally, the fifth scenario considers
regions of different roughness and equal brightness.

Figure 4 shows the mean empirical test sizes, i.e., under
scenario (i). With the exception of St, significance levels
are above the nominal value (shown as a dashed line). The
tests tend to reject more often when o increases, with little
effect from sample sizes. In general, St is the most efficient
measure regarding the test size, since its estimative is in
mean the closest to nominal values; St is immediately
followed by Sks. As will be seen later, Sks surprisingly
loses this ability in the presence of contamination.

Fig. 4 Mean of empirical test size scaled by 10 at 1% nominal level
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Goudail and Réfrégier [22] present graphically a rela-
tionship between test power and the Kullback and Bhat-
tacharyya distances. Similarly, we illustrate the estimates
of test powers with respect to the discrepancy measure
given by

D = (dx. +dr + dp + dac + dks) /5,

where, for the sake of simplicity, arguments (OAI, é\z) were
suppressed.

Tables 3, 4, 5, and 6 present the test empirical power in
scenarios (ii)—(v), respectively. As a general behavior, the
empirical power increases with the number of looks (L)
and/or the sample size (N).

Considering a fixed roughness, Table 3 provides evi-
dence that the brightness change has more influence on the
power in homogeneous regions. Figure 5 illustrates the
results of this table with respect to D for different sample
sizes. In this case, we noticed that parametric tests out-
performed the Kolmogorov—Smirnov test.

In Tables 4, 5, and 6, the inequality Power(Sks) <
Power(St) <Power(Sg) < Power(Sk.) <Power(Sag) is
satisfied in every case of scenarios (iii) and (iv). For sce-
nario (v), this fact holds when the number of looks is 8.
Figure 6 presents the powers as functions of D for different
roughness pairs. The power increases with the sample size
and with D, as expected. These results show that the Sag
test outperforms other techniques with respect to the test
power, since it is able to discriminate more often samples
from different distributions.

4.2 ML estimation in contaminated data

In practice, it is quite hard to guarantee that all observa-
tions in a sample come from random variables with the
same distribution. When collecting samples by visual
inspection, frequently the onset of some type of contami-
nation is experienced.

Fig. 5 Empirical test power
in situations (ii) for different
contrast measure at 1% nominal

One of the most common sources of contamination in
SAR imagery is related to the double bounce phenomenon:
a few pixels exhibit a very high return caused by either
natural or man-made targets that send back most of the
energy they receive. This is the case of flooded forests and
urban areas. The presence of a single pixel suffering from
double bounce may produce meaningless estimates and test
statistics, unless they exhibit some robustness with respect
to this kind of contamination. Figure 7 shows an example
of the double bounce effect on an homogeneous field.

To assess the robustness of the considered tests, we
assume contamination in a parametric way: the data in a
sample come either from the hypothesized %° distribution
with probability 1 — ¢, or from a scaled version of the same
law with probability e. The considered scaled distribution
is such that its mean value is 100 times larger than the
mean of the original distribution. Let A be the event
“presence of outlier”, which has Pr(A) =€, and A’ its
complement. By the total probability rule, the cumulative
distribution function of the return is

Fz(z) =Pr(Z<z)
—Pr({Z<z} NA) + Pr({Z<z) NA)
— Pr(A)Pr(Z<z|A')+Pr(A)Pr(Z<z|A)
= (1 = €)Fg(5,1)(2) + €Fgo(5, 10051 (2)-

Following [1, 5], we chose to assess the situations without
contamination € = 0 and with mild levels of contamination
e € {107%,5 x 1073}.

Simulation results are based on 5,500 independent repli-
cations, and instances were considered valid only if @ €
[100,0/20], i.e., censoring was applied as in [15, 40].

Tables 7, 8, and 9 present the estimated bias (B), the coeffi-
cient of variation (CV, in percentage), and the mean squared
error (MSE) of the ML estimators & and 7 for the roughness
degrees —1.5, —3, and —5 according to several simulation
conditions and contamination levels, respectively.
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Fig. 6 Empirical test power in situations (iii)—(v) for different contrast measure at 1% nominal level

Fig. 7 A corner reflector producing double bounce on a homoge-
neous background

Let us first consider the bias for uncontaminated data.
The only situations for which the bias reduces with
increasing sample size are: (a) « = —1.5, (b) oo = —3,

L =8, and (c) « = —5, L = 8. This seemingly surprising
situation is frequent when dealing with the %° distribution.
Indeed, the information content is reduced in homogeneous
and heterogeneous situations; therefore, the good asymp-
totic properties of ML estimators are not verified in sam-
ples of the considered size [6, 15, 46]. An increase of the
number of looks can partially compensate this behavior.

This loss of information content is also verified by the
dependence of the bias on the number of looks. It is
expected that the former is reduced increasing the latter,
but this is only verified when o = —1.5, i.e., in extremely
heterogeneous areas. When dealing with heterogeneous
data (« = —3), this reduction only takes place starting at
N =81, and with homogeneous data (x = —5) at
N = 121. Again, the more homogeneous the sample is, the
smaller its information content becomes under the %°
model. Regarding the N = 121 and L = 8§ situation, which
is expected to reveal the asymptotic behavior of the
estimators, the bias increases when « is reduced from —1.5
to —5.
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Regarding the influence of contamination on the bias, in
all but a single case (namely N =49, L=1,e=10"%),
increasing the former increases the latter for both estima-
tors. This increase in the bias ranges from, approximately,
34% (a=—15L=1,9=05,e=10"% to 1,000%
(0=-3,L=1,y=2,e=5x%x107Y), both cases
N = 49.

The coefficient of variation is reduced by increasing L
and/or N and/or o, as expected, in uncontaminated data. In
the presence of contamination, this behavior is lost with
respect to o.

The usual behavior of reduced MSE with increasing L
and/or N and/or o is observed in the absence of contamina-
tion. The presence of contamination consistently increases
the MSE, except in four out of 324 situations, where random
fluctuations masked the results. For instance, the MSE of 7
doubled in the « = —5,y =20, L = 1, N = 49 situation
when € = 1074, i.e., the mildest level of contamination. If
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o= —5,7y=20,L=8 N=121,ande =5 x 1073, ie,
the strongest contamination, the MSE was affected by a
factor of 13,794.

This strong influence of contamination on the MSE
warns users about the need of quality samples and of robust
estimators when dealing with this type of data.

4.3 Test sizes in contaminated data

Based on the above results, the forthcoming robustness
study is limited to the best statistics, namely St and Sag,
along with Sks, which is expected to be robust. For these
measures, Fig. 8 shows the behavior of the test size in the
presence of fixed levels e of contamination.

Under contamination, larger windows imply better
empirical test sizes for the parametric tests. Tests based
on St are the most robust for homogeneous regions. The
empirical test sizes of (h, ¢)-distance based tests for

=-u-w 5Kg e-e-e ST A-A-& JAG
. | | 2;5 GIU ?i'Ii L ! L
(N 1)=[9.1] B0 Uzl .1)
1 sy F2.0
1 F1.5
@ .
[ - -k wl - s 1.0
k] \ A T‘*’ B-g-2-4 .,_51'.'-'!---',‘h r
= A e : : 0.0
G (V. LJ=119 8] _BLE IZT.8]
= i A
= ] I
B2 A ;
£ 1.5 . = a—h—iy F
23] A
1.0 T -‘!-"""n." rea an F
0.54 I.!-\._l_-- .- s Ta “u? At
0.0- T T T T T T T T T =
25 50 75 25 50 7.5
Index
(b) e=107*

Fig. 8 Test sizes at 1% nominal level and e. For each sample size, all considered scenarios were lexicographically ordered: [i: (i; o, pt) =

{(]77157 ])77(47 737 ])77(77757 1)7

...}]. Index i was employed as abscissa value
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o = —1.5 are greater than the ones observed when o €
{=3,-5}; this behavior is more pronounced as e
increases.

Unexpectedly, the Kolmogorov—Smirnov test tends to
be less robust than parametric tests as contamination
increases. Figure 8 indicates a low variability of the Skg
based test size across different simulation specifications.
This suggests that image roughness and brightness do
not significantly affect these particular estimated test
sizes.

pﬁsture_-Z

forest

Fig. 9 E-SAR image and selected regions

5 Results

In the following, we present an application of the proposed
tools to real data. The performance of the considered
hypothesis tests is quantified by means of their empirical
sizes and powers. Based on Fig. 9, samples of same and
different classes are contrasted.

The image was obtained by the E-SAR sensor over
surroundings of Munich, Germany [25], and its estimated
number of looks is 3.2. The area exhibits three distinct
types of target roughness: (1) homogeneous (corresponding
to pasture), (2) heterogeneous (forest), and (3) extremely
heterogeneous (urban areas). Samples were selected and
submitted to statistical analysis, after parameter estimation
by maximum likelihood methods.

Table 10 shows the &, 7, and [ estimates (whose
interpretability was discussed in Sect. 4.1), along with the
sample size (# pixels). Values of { for urban regions are
infinite in accordance to the theoretical background as seen
in (4). The table also presents the number of disjoint 7 x 7
pixels blocks (# parts) which were used to estimate the test
sizes and powers.

The estimated roughness and brightness parameters
satisfied the following inequalities: tpasture—1 < Ipasture—2 <
Opasture—3 < Lforest < Qurban—3 < Olurban—1 < Olurban—2 and
Hpasture—1 < Hpasture—2 < Hpasture—3 < Hforest < Hurban—3-  Those
inequalities confirm the interpretability of the parameters,
and show how hard it is to discern different samples from
the same class.

Table 11 presents the rejection rates at significance
levels 1 and 10% of samples from the same area, i.e., the
test size or Type I error. Such nominal levels were con-
sidered useful in practical applications (cf. [43]). These
results show that Sks,Skr, and St tests have excellent
performance with respect to this criterion, and that the
hardest situation is related to urban areas. Furthermore, the
Sac test shows optimal size test for 1% nominal level,
failing on urban-1 and urban-2 situations at 10%, while the
Sp test size is inappropriate in case urban-2.

Table 12 shows the test powers at 1 and 10% nominal
levels, i.e., the inability to reject samples from different types.
The best performances are observed in (A, ¢)-divergence

Table 10 Parameter estimates

Regions o 7 o # pixels # parts
Pasture-1 —15.702 39,259 2,670.32 1,235 25
Pasture-2 —12.698 80,320 6,866.13 1,216 24
Pasture-3 —11.304 162,292 15,750.39 1,602 32
Forest —9.339 661,183 79,288.04 1,606 32
Urban-1 —0.759 148,413 00 2,005 40
Urban-2 —0.388 110,183 00 3,481 71
Urban-3 —1.079 55,583 703,582.30 4,657 95
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Table 11 Rejection rates of (h, ¢)-divergence tests under Hy: (a1,7,) # (02, ,), With gy = p1p at 1 and 10 % nominal levels

Regions 1% Nominal level 10% Nominal level
Sks SkL St Sp SaG Sks SkL St Sp SaG

Pasture-1 0.33 0.00 0.00 0.00 0.00 5.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Pasture-2 0.36 0.00 0.00 0.00 0.00 6.16 0.00 0.00 0.00 0.00
Pasture-3 0.60 0.00 0.00 0.36 0.36 6.05 3.62 3.62 3.62 3.99
Forest 2.22 0.00 0.00 0.00 0.00 9.68 2.67 1.67 2.00 2.33
Urban-1 0.00 0.00 0.00 0.13 0.00 2.18 4.10 2.18 34.49 90.64
Urban-2 0.00 0.00 0.00 99.96 0.00 0.97 2.01 1.21 99.96 100.00
Urban-3 0.29 423 1.97 3.56 5.64 5.98 20.58 16.84 20.85 31.02
Table 12 Rejection rates of (h, ¢)-divergence tests under Hy: (a1,7,) # (02, 7,), with gy = p1, at 1 and 10% nominal levels

1% Nominal level 10% Nominal level
Regions

Sks SkL St Sp SaG Sks SkL St Sp SaG
Pasture-1 x pasture-2 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
Pasture-1 x pasture-3 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
Pasture-2 x pasture-3 100.00 94.64 87.50 90.48 95.24 100.00 98.21 97.02 98.21 98.21
Forest x pasture-1 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
Forest x pasture-2 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
Forest x pasture-3 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
Urban-1 x pasture-1 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
Urban-1 x pasture-2 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
Urban-1 x pasture-3 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
Urban-2 x pasture-1 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
Urban-2 x pasture-2 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
Urban-2 x pasture-3 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
Urban-3 x pasture-1 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
Urban-3 x pasture-2 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
Urban-3 x pasture-3 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00 100.00
Urban-1 x forest 100.00 98.70 98.10 99.70 98.40 100.00 98.90 99.40 100.00 100.00
Urban-2 x forest 100.00 98.03 99.49 100.00 97.30 100.00 98.03 99.49 100.00 100.00
Urban-3 x forest 12.17 94.74 80.17 91.79 96.17 61.78 98.65 96.93 98.40 97.14
Urban-1 x urban-2 32.04 29.68 26.37 94.19 30.60 83.87 53.20 51.73 99.47 100.00
Urban-2 x urban-3 98.58 91.05 89.92 94.26 91.50 100.00 96.26 96.13 97.29 98.53
Urban-1 x urban-3 100.00 98.84 98.50 100.00 99.01 100.00 99.84 99.79 100.00 100.00

tests, mainly when confronting areas whose distributions
differ more significantly; among them, St and Sk are the
weakest ones. The worst result was observed in the urban-1
versus urban-2 situation whose samples are, in fact, very
close and hard to discern. The Kolmogorov—Smirnov test
produces unacceptable results when contrasting urban-3
versus forest, and urban-1 versus urban-2 samples. In par-
ticular, the situation urban-3 versus forest contrasts two
noticeably distinct regions, as shown in Fig. 9 and Table 10.
Figure 10 presents the empirical distribution functions of the
areas considered. It illustrates the close connection of the Sks
efficiency to these functions, regardless the texture

differences, which makes the Skg test an inadequate tool for
discrimination in speckled imagery.

6 Conclusions

This paper presented a comparison among the performance
of four parametric tests based on stochastic distances and
the Kolmogorov—Smirnov test. We also presented compact
formulas for the Kolmogorov—Smirnov contrast measure,
and a study of the robustness of the maximum likelihood
estimator under the %° law. The assessment was made with
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Fig. 10 Empirical cumulative distribution function for different
regions in SAR data for sample values

Monte Carlo experiments varying the parameters of the ¢°
distribution, regarded as a universal model for speckled
data, and the level of innovative contamination. In doing
so, we provided new results regarding both the accuracy
and the robustness of the measures under examination.

We show numerical evidence that the test based on the
triangular distance St has, in general, smaller empirical
Type 1 error than the test based on the Kolmogorov—
Smirnov distance Sks. Using a parametric and plausible
contamination model, we illustrate that when the chances
of observing aberrant data increase, the test based on Sks
has its performance diminished with respect to the results
obtained from the (A4, ¢)-distance methods. This is an
important warning due to the widespread use of the Kol-
mogorov—Smirnov test when dealing with non-normal
data.

The Sag measure presented the best performance with
respect to the test power. However, for a given number of
looks, we observed that the test power performance of the
four proposed parametric measures was roughly the same,
and that they were more accurate than the test related to the
Sks measure.

These conclusions suggest the use of the Sy for SAR
data processing due to its resulting accurate test empirical
size. On the other hand, the Sag test is a more appropriate
tool whenever the focus is on the test power.

We illustrated the discriminatory capability of these
measures using real data. Tests based on the classical
measures here tested, namely the Kullback—Leibler, Kol-
mogorov—Smirnov, and Bhattacharyya distances, were
outperformed by the other distances and should not be
employed.

@ Springer
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Computational information

Simulations of the (&, ¢)-distance based parametric tests
were performed in Ox programming environment [10];
function QAGI was employed for numerical integration.
The Kolmogorov—Smirnov test was coded in R and func-
tion ks.test was called [35]. The computation time of
the triangular and arithmetic-geometric distances took
typically less than one and four millisecond, respectively,
when performed in a Pentium processor at 3.20 GHz. We
used the George Marsaglia’s multiply-with-carry with 52
bits pseudorandom number generator, which has an
approximate period of 28222,
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5.2 Verossimilhanca perfilada modificada e correcao por viés na
distribuicao Wishart complexa escalonada

Inerente ao seu processo de formacgdo, imagens PolSAR sdo fortemente afetadas
pelo ruido speckle multidimensional, como discutido por Lépez-Martinez et al. (2005).
No tocante ao tratamento deste efeito, um importante parametro no contexto de ima-
gens PolSAR é o niimero de equivalente de looks (L). Na Segao por exemplo, a
Figura3.4|ilustra que quanto maior é o valor de L menor é o efeito do ruido sobre ima-
gens PolSAR sintéticas. Desta forma, propor estimadores melhorados para L é uma
atividade importante no processamento de imagens PolSAR. Esta secdo se dedica a
propor estimadores MV melhorados por dois diferentes métodos.

O estudo das propriedades dos estimadores MV em amostras finitas tem sido revi-
sitado por varios pesquisadores de teoria assintética. E conhecido que tais estimadores
apresentam vieses de ordem O(N~1), em que N é o tamanho de amostra e O(-) é a no-
tacdo de Landau para representar ordem. Na pratica, este termo é desconsiderado
pois seu valor é desprezivel se comparado com o erro padrao cuja ordem é O(N~1/2).
Entretanto, tais vieses podem ser substanciais em situagdes em que se consideram ta-
manhos de amostras pequenos ou moderados e/ou a informacao de Fisher é reduzida.
Assim, expressdes analiticas para o viés do estimador de MV tém sido procuradas para
obter estimadores mais precisos em amostras pequenas.

Cox & Snell (1968) propuseram uma férmula geral para o viés de segunda ordem
do estimador MV. A partir deste trabalho, varias pesquisas tém aplicado esta férmula
no contexto de vérias distribui¢des como discutido por Cordeiro (2011). Vasconcellos
et al. (2005) consideraram esta expressao para propor estimadores MV corrigidos para
o parametro de rugosidade, «, da distribuigao Q? (vide Tabela , que é utilizada para
modelar dados SAR monopolarizados.

O problema de propor estimadores MV mais precisos também pode ser tratado uti-
lizando verossimilhanca perfilada modificada (para detalhes, consultar Severini 2000).
Neste caso, um estimador melhorado pode ser obtido pela maximizagdo da verossi-
milhanga perfilada modificada. Silva et al. (2008) propuseram métodos de estima-
cdo pontual e teste de hipétese sobre o parametro de rugosidade da distribuigao G?,
baseando-se em fung¢des de verossimilhanga perfilada modificada.

Considere, entdo, a suposi¢do que uma imagem é bem representada pela distribui-
cdo Wishart complexa escalonada (vide, Segéo 3.1). Esta distribuicdo é definida por
dois parametros: a matriz de covariancia e o parametro L. A Sec¢éo 3.1|apresenta uma
discussdo que conclui que esta distribuigdo esta relacionada com a fisica do processa-
mento multilook. Um tratamento matematico deste fato foi apresentado por Goodman
(1963b). Partindo desta suposi¢do, Anfinsen, Doulgeris & Eltoft (2009) apresentaram
uma metodologia da estimacdo de L por MV bem como por outros métodos de estima-
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¢do baseados em momentos dependentes de operagdes do trago envolvendo a matriz
de covariancia. Para aquele caso, considerou-se o modelo Wishart complexo ndo esca-
lonado. Diferentemente, esta secdo se baseia no escalonamento deste modelo.

A fim de corrigir a abordagem de estimacao MV de L em amostras pequenas ou
moderadas, esta secdo

# deriva a expressao para o viés de segunda ordem do estimador MV pela férmula pro-
posta por Cox & Snell (1968),

# propde uma expressao para a verossimilhanca perfilada modificada de Barndorff-Nielsen
(1994),

# como consequéncia direta dos itens anteriores, deriva dois novos estimadores com
vieses de ordens O(N~2) e O(N~3/2), baseando-se no primeiro e no segundo itens,
respectivamente,

# apresenta um estudo de simulagdo de Monte Carlo para mensurar a performance dos
estimadores, tendo como critérios de avaliagao (i) o erro quadratico médio, (ii) o coefi-
ciente de variacao e (iii) estimativas para o vieses,

# aplica a metodologia desenvolvida a dados PolSAR da imagem AIRSAR de Sao Fran-
cisco.

Uma discussdo para satisfazer estes objetidos é anexada a esta se¢do na forma do
trabalho

“Modified Profile Likelihood and Bias Correction in Complex Wishart
Distribution”.

Similarmente ao anexo anterior, este trabalho pode ser lido de forma independente da
tese. A seguir, as principais contribui¢des deste trabalho sdo apresentadas. Vale-se,
anteriormente, a seguinte nota: este trabalho nao foi publicado e estd na sua versao
mais bruta, tratando-se apenas de uma proposta inicial para discussao.

5.2.1 Contribui¢des

’ Linha tedrica: ‘

1) Expressao para o viés de segunda ordem do estimador MV do parametro L:

Seja {Z1, Z,,..., Zy} uma amostra iid de Z ~ W(0) tal que 6 = [L,vec(X)']".
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Primeiramente, n6s propomos a seguinte expressao como o viés de segunda ordem
para o estimador MV de L:

~ m? m—1.p2) ([ —i 2
B(E) =~ o VT L

L R e ]

Desta forma, um estimador corrigido pode ser dado por L = L — B(L), em que a
estimativa de L é obtida da equagdo (3.11). Os detalhes matematicos desta proposta
sdo discutidos no Apéndice

2) Estimacao melhorada para L baseada na verossimilhanca perfilada modificada:

Substituindo a matriz de covaridncia por seu estimador MV, a funcdo de log-veros-
similhanca (3.10) pode ser reescrita como
— 1)

N — m(m
lp(L) =mNL(logL —1) + (L —m) ) _log|Z| — NLlog |Z| - N———=

log
i=1 2

m—1
—N ) logT (L —k).
k=0

Esta funcdo representa a verossimilhanga perfilada. Assim, a escore perfilada é dada

por

m—1 N
Uy(L) = mLlogL— N Y ¢O[T(L - k)] + Nlog|Z| - }_ log | Z.
k=0 i=1

Seguindo a definicdo de Barndorff-Nielsen (1994), sua verossimilhanga perfilada
modificada e sua funcédo escore relativa sdo dadas, respectivamente, por

m’ 1. 51 _ 51
¢gn(L) :EP(L)—7(logN—|—logL)—§log}Z ®Z |
e
2
Usn(L) = Up(L) = 57 (5.2)

Estas derivagdes se tornaram tratdveis pois L e vec(X) sdo ortogonais e, portanto,
a expressdo de Barndorff-Nielsen (1994), que depende de derivadas em termos de
estimadores, reduz-se a expressdo proposta por Cox & Reid (1992). Uma discussdo
mais robusta, com as defini¢des necessdrias, é apresentada no arquivo em anexo. O
estimador baseado na log-verossilhanca ¢pN(L) é mais preciso, de ordem O(N~3/2),
do que aquele baseado na log-verossimilhancga original.

Linha aplicada:
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Os métodos de estimacdo para o niimero de looks foram comparados a outros trés
estimadores propostos por Anfinsen, Doulgeris & Eltoft (2009) por meio de experi-
mentos de Monte Carlo:

1. Estimadores de momentos do trago: EMMl e EMMZ, em que

tr(Z Z) To _ tr(Z)?
w(2)?-tw(Z2? " w(zZ)-w(Z2Z)

Lyvv =

tr(Z)2=N1YN tr(Z)?etr(2Z) = N1 YN, tr(Z:Z)).

2. Estimador MV padrdo para Wishart escalonada (L) proposto por Anfinsen,
Doulgeris & Eltoft (2009),

3. Estimador MV corrigido via verossimilhanca perfilada modificada de Barndorff-
Nielsen (1994) (Lgy) €

4. Estimador MV corrigido via expressdo de Cox & Snell (1968) para o viés de se-
gunda ordem (Lypy).

Tomando como critérios de comparacao trés medidas estatisticas [0 erro quadréatico

médio (MSEy),
5500 (T, — L)2
MSE, =y i)
L l_zl 5500

o coeficiente de variagdo (CV;) e o viés B(L)], a performance dos estimadores foram
quantificadas. A Tabela |5.7| apresenta os resultados para dados Wishart distribuidos
conforme a seguinte estrutura de simulagdo:

Replicagdes: Como proposto por Nascimento et al. (2010), nés utilizamos 5500 cené-
rios de Monte Carlo.

Parametros ndo estimdveis: Foram utilizados os tamanhos de amostra N € {49, 81,
121}.

Parametros estimaveis Considerou-se os nimeros de looks L € {4, 6,8,12} e a matriz
de covariancia dada por

962892 19171 — 35791 —154638 + 1913881
L= 56707 —5798 + 16812i
472251

(proposta por Frery, Jacobo-Berlles, Gambini & Mejail 2010). Neste caso, utilizou-
se apenas uma matriz de covariancia, por se tratar de um estudo inicial.
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Figura 5.9 Imagem AIRSAR de Sao Francisco com regides selecionadas.

A Tabela 5.7| apresenta as estimativas dos estimadores considerados e suas medi-
das de comparagao estimadas. Os resultados mostraram evidéncias que os estima-
dores corrigidos superam os propostos na literatura: as estimativas LBN e LML foram
menos viesadas e apresentaram tanto MSE; como CV; menores do que os propostos
na literatura.

Finalmente, uma aplicacdo a dados PolSAR reais da cidade de Sdo Francisco foi
realizada. Esta imagem foi obtida pelo sensor AIRSAR operando com um ntimero no-
minal de looks quatro (como discutido no Apéndice[A). A Figura [5.9 apresenta uma
amostra 150 x 150 desta imagem com trés dreas selecionadas: uma envolvendo ce-
nérios de oceano referencida por “Ocean”, outra situac¢des de florestas nominada por
“Forest” e uma terceira considerando cidades, “Urban”. A Tabela 5.8 mostra as esti-
mativas para dados reais, indicando que os estimadores corrigidos apresentam uma
melhor performance em cendrios homogéneos, isto é, cendrios mais adequados ao uso
da distribuicdo Wishart complexa escalonada.

5.2.2 Consideragdes da Secao 5.2

Nesta secdo, nés apresentamos dois métodos de estimagdo melhorada por MV para o
numero de looks da distribui¢do Wishart complexa escalonada. Estas propostas sdo
significantes pela importancia deste parametro em tecnologia PolSAR.
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Tabela 5.7 Estimativas médias e suas medidas de comparabilidade em dados sintéticos
L=14 L=6 L=8 L=12

N L L Cv; MSE; L CV; MSE; L CV; MSE; L CV; MSE

Ivvi 9 6278 0.676 23174 9.344 0.689 52.605 12.478 0.698 95.978 18.119 0.683 190.432
vz 4957 0291 2993 7401 0285 6.399 9.849 0.294 11.800 14.606 0.292 24.977
v 4339 0126 0414 6.663 0145 1373 8967 0.153 2.810 13.538 0.158 6.963
Len 4090 0.118 0.243 6.150 0.140 0.760 8.197 0.148 1.518 12259 0.155 3.700
Iae 3998 0.118 0.221 6.000 0.139 0.695 7.989 0.148 1.398 11.937 0.155 3.435

49 4333 0223 1.045 6452 0219 2201 8601 0.216 3.809 12.847 0215 8.363
4165 0.124 0294 6235 0122 0633 8313 0120 1.093 12435 0.119 2.388
4.055 0.049 0.042 6.110 0.057 0.133 8157 0.059 0.258 12.269 0.063 0.661
4014 0.048 0.037 6.026 0.057 0.117 8.031 0.059 0.225 12.059 0.062 0.568
4.000 0.048 0.037 6.002 0.056 0.115 7.998 0.059 0.222 12.007 0.062 0.559

1214131 0.140 0350 6.182 0.136 0.738 8.212 0.134 1.261 12310 0.134 2.820
4.063 0.080 0.108 6.097 0.077 0233 8.113 0.077 0403 12164 0.076 0.871
4.023 0.031 0.016 6.041 0.036 0.048 8.064 0.038 0.096 12.100 0.039 0.237
4.006 0.031 0.015 6.008 0.035 0.045 8.014 0.038 0.091 12.016 0.039 0.223
4.001 0.031 0.015 5998 0.035 0.045 8.001 0.038 0.090 11.995 0.039 0.222

Tabela 5.8 Estimativas médias e suas medidas de comparabilidade em dados reais

ZML ZML EBN
Regides N L CV; MSE; L CV; MSE; L CV; MSE;

Ocean 9 4.520 0.153 0.747 3.776 0.145 0.350 3.995 0.294 1.376
36 4.074 0.193 0.623 3932 0.193 0.582 3.979 0.216 0.739
121 4.140 0.029 0.034 4.099 0.029 0.024 4.123 0.029 0.029
144 4133 0.026 0.029 4.099 0.025 0.021 4.118 0.026  0.025

Forest 3.293 0.095 0.599 3.069 0.087 0.938 3.159 0.092 0.792
3.119 0.043 0.794 3.075 0.042 0.872 3.089 0.049 0.852
2.809 0.281 2.041 2.798 0.281 2.065 2.818 0.273 1.987
3.082 0.017 0.845 3.072 0.017 0.864 3.075 0.017 0.858

Urban 2738 0.336 2439 2492 0394 3.239 2678 0.313 2.451
2567 0256 2.486 2.529 0.260 2.594 2454 0.316 2.989
2218 0399 3959 2209 0401 3.990 2.177 0.417 4.146
2447 0265 2.833 2439 0.265 2.857 2426 0.275 2.923
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Primeiramente, apresentamos uma expressdo para o viés de segunda ordem do es-
timador MV para o parametro L. Esta derivagdo foi realizada baseando-se na expres-
sdo proposta por Cox & Snell (1968). Além disso, n6s propomos uma férmula para a
verossimilhanga perfilada modificada segundo Barndorff-Nielsen (1994) da distribui-
¢ao Wishart complexa escalonada.

Por meio de experimentos de Monte Carlo, os métodos derivados foram compa-
rados aos métodos propostos por Anfinsen, Doulgeris & Eltoft (2009). Considerando
como critérios de comparacdo (i) o erro quadratico médio, (ii) o coeficiente de varia¢do
e (iii) o viés das estimativas obtidas, os resultados mostram evidéncias que as estima-
tivas corrigidas superam os demais métodos propostos por Anfinsen, Doulgeris & El-
toft. Finalmente uma aplicagdo a dados PolSAR da imagem AIRSAR de Sao Francisco
sugere o0 uso das corre¢des em cendrios homogéneos, nos quais a distribui¢do Wishart
se ajusta melhor. Este resultado é ttil, especialmente, em areas de processamento de
imagem que requerem a estimagdo do parametro L em pequenas amostras, tais como
técnicas de filtragem.

5.2.3 Trabalhos futuros

Baseando-se sobre os resultados tedricos desenvolvidos, esta secdo deixa os seguintes
ponteiros cientificos:

# Estudar estimagao por MV dos parametros de rugosidade das distribuicbes polarimé-
tricas apresentadas na Tabela[4.1]da pagina[51]

# Avaliar o comportamento das estimativas na presenga de contaminagéo; em termos
praticos, diante de eventos de reflexdo de canto em imagens PolSAR.
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Anexo da Secao 5.2

ARTIGO 2:

“Modified Profile Likelihood and Bias Correction in Complex
Wishart Distribution”

Em processo de revisdo com meus orientadores




Modified Profile Likelihood and Bias Correction in
Complex Wishart Distribution

Abrado D. C. Nascimento, Student Member, Alejandro C. Frery, Member, and Renato J. Cintra, Senior
Member

Abstract—This paper proposes improved methods for
the maximum likelihood (ML) estimation of the equivalent
number of looks L. This parameter has a meaningful inter-
pretation in the context of polarimetric synthetic aperture
radar (PolSAR) images. Due to the presence of coherent
illumination in their processing, POISAR systems generate
images which present a granular noise called speckle. As
a potential solution for reducing such interference, the
parameter L controls the signal-noise ratio. Thus, the
proposal of efficient estimation methodologies for L has
been sought. To that end, we consider firstly that a PoOISAR
image is well described by the scaled complex Wishart
distribution. In recent years, Anfinsen ef al. [IEEE Trans-
actions on Geoscience and Remote Sensing, vol. 47, no.
11, pp. 3795-3809, 2009.] derived and analyzed estimation
methods based on the ML and on trace statistical moments
for obtaining the parameter L of the unscaled version of
such probability law. This paper generalizes that approach.
We present the second-order bias expression proposed by
Cox-Snell [Journal of the Royal Statistical Society. Series
B (Methodological), vol. 30, no. 2, pp. 248-275, 1968.]
for the ML estimator of this parameter. Moreover, the
formula of the profile likelihood modified by Barndorff-
Nielsen [Journal of the Royal Statistical Society. Series
B (Methodological), vol. 56, no. 1, pp. 125-140, 1994.] in
terms of L is proposed. Such derivations are degenerated
in two new ML estimators for the parameter L, which are
compared to the estimators proposed by Anfinsen et al..
The performance of these estimators is assessed by means
of Monte Carlo experiments, adopting three statistical
measures as comparison criterion: the mean square error,
the bias, and the coefficient of variation. Equivalently to
the simulation study, an application to actual PolSAR data
concludes that the proposed estimators outperform all the
others in homogeneous scenarios.
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I. INTRODUCTION

Multilook polarimetric synthetic aperture radar (Pol-
SAR) is a technology which has proven to be an effective
tool for geophysical remote sensing. This particular
system operates by sending electromagnetic pulses of
several polarizations toward a target; then the returning
echoes are captured and registered. This process is
characterized by the use of coherent illumination. Thus,
the obtained images are affected by granular noise called
‘speckle’. Therefore, a specialized modeling is required
for processing and analyzing such images.

In this context, the scaled complex Wishart distribu-
tion has been suggested as a successful approach for
modeling backscatter POISAR data. This distribution is
equipped with two two parameters: the covariance matrix
and the number of looks (L). The first of them is directly
related to the data structure, which has as support the
set of positive-definite Hermitian matrices. On the other
hand, parameter L is defined as the mean number of sta-
tistically independent samples represented by each pixel.
This parameter L has the crucial role of controlling the
signal-noise ratio, diminishing the speckle noise effect
on PolSAR images when its value is increased. Thus,
many papers have addressed the proposal of efficient
estimation procedures for the parameter L [1], [2].

The study of maximum likelihood (ML) estimator
properties in finite sample has been revisited by several
researches in asymptotic theory. Such estimators are
generally biased with respect to the true parameter value.
Indeed, the ML estimator bias has order O(N 1), where
N is the sample size and O(-) is Landau notation to rep-
resent order. In practice, this quantity is not commonly
considered because its value is negligible when com-
pared to the standard error, which has order O(N~1/2).
However, such biases can be substantial in situations
where small or moderate sample sizes are used. Thus,
analytic expressions for ML estimator bias have been
sought in order to obtain a more accurate estimator, for
finite sample sizes.

Considering a set of independent random variables,
Cox-Snell [3] proposed a general formula for the second-



order bias of the ML estimator. Many papers have
considered this formula in the context of several dis-
tributions [4]. Vasconcellos et al. [5] applied it to the
univariate G distribution, which is often used for mod-
eling synthetic aperture radar (SAR) images with one
polarization channel. In recent years, Pianto and Cribari-
Neto [6] presented a study concerning the bias correction
for the roughness parameter of the G° distribution. This
could be achieved by combining the methodology of [7]
with bootstrapping [8].

The problem of proposing more accurate ML estima-
tors can also be treated in the context of the modified
profile likelihood [9, chapter 9]. In this case, an improved
parameter estimation can be achieved by maximizing
an adjusted profiled likelihood function [10]. Barndorff-
Nielsen proposed a successful adjustment for profile like-
lihood [11]. The parameters of several distributions were
given statistical inference techniques benefited by this
methodology. The Birnbaum-Saunders distribution [12]
and elliptical structural models [13] are illustrative exam-
ples. This approach has also been introduced to models
which have their parameters linked to SAR data. Silva et
al. [14] proposed point estimation and hypothesis test
methods for the roughness parameter of the GO distribu-
tion based on modified profile likelihood.

Anfinsen et al. [1] proposed three methods for es-
timating the number of looks. Their method was fa-
vorably compared with classic methods based on frac-
tional moment and the coefficient of variation. Assuming
that POISAR images are well modeled by the complex
Wishart distribution, the ML estimator was found to
excel when compared to other classic techniques. In this
article, such approach is generalized. The second-order
bias expression for the ML estimator of the parameter L
is derived. Such a result implies an improved estimator
for it.

Additionally, the expression for the profile likelihood
modified by Barndorff-Nielsen [11] is derived. In this
case, working on the scaled complex Wishart law, the
number of looks is considered as the interest parameter
and the covariance matrix elements as a vector of nui-
sance parameters. Thus, two corrected ML estimators for
the parameter L are proposed and their performance are
compared to the others indexed by estimators derived
by Anfinsen er al.. Such study is assessed by means
of Monte Carlo experiments to quantify the results in
several possible scenarios. To that end, the following
measures are considered as comparison criterion: the
mean square error, the bias, and the coefficient of vari-
ation. In order to confirm the simulation study results,
the discussed methodology is also applied to the actual
PolSAR data.

The remainder of this paper is structured as follows.
The employed probability modeling is introduced in Sec-
tion II. Section III discusses statistical methodologies for
obtaining corrected ML estimators. Additionally, such
methods are applied to the scaled complex Wishart distri-
bution. Subsequently, the derived estimators are analyzed
and compared to others proposals in Section IV. Finally,
the main conclusions are organized in Section V.

II. COMPLEX WISHART DISTRIBUTION

The polarimetric coherent information is characterized
by a vector with dimension four for each pixel of an
image: Syv, Svu, Suv, and Syn, where S;; represents
the backscattered signal at the linear polarization ith
reception and jth transmission (for ¢, 7 = H, V). Under
the reciprocity theorem conditions [15], the scattering
matrix is often simplified into a three-component vector,
i.e, Syv = Svu. Thus, we have a scattering vector

[SVV SVH SHH]ta

where the superscript (-)! indicates the vector transpo-
sition. This three-component representation is explained
and exemplified in [16].

Firstly, this paper considers systems with m polariza-
tions, i.e., complex random vector termed by

S = [Sl SQ Sm]t

Such a vector has been successfully modeled by a
multivariate complex Gaussian distribution with zero-
mean, as discussed in [17]. The single-look PolSAR data
representation is essentially based on these conditions.
Multilook polarimetric speckled data obtained from
scattered signal is commonly represented by means of a
Hermitian positive definite matrix, defined by

1 L
Z = Z;SiSZH,
1=

where superscript (-)! represents the complex conjugate
transpose of a vector, s;, ¢ = 1,2,..., L, are scattering
vectors, and L is the number of looks. The estimated
covariance matrix Z is termed sample covariance matrix
[1] and follows a scaled complex Wishart distribution.
Having 3 and L as parameters, the scaled complex
Wishart distribution is associated to the following prob-
ability density function:

LmL|Z/|L7m

fz(Z";%,L) = ST (L)

exp[-Ltr(£712")),
(1)

where T, (L) = 7D/ T ' T(L — i) for L > m,

I'(-) is the gamma function, tr(-) represents the trace



operator, | - | denotes the determinant operator, 3 is the
covariance matrix of Z given by
¥ =E(yy")
E(5:57)  E(5,55) E(5157)
| E(S257)  E(5:53) E(S,57)
E(S,,57) E(5,55) E(S,,570)

and (-)* means the conjugate of a complex number. This
distribution is denoted by Z ~ W(X, L) and it satisfies
E(Z) = ¥ [1], where E(-) indicates the statistical
expectation operator.

III. CORRECTED ML ESTIMATION METHODS

Many articles have addressed the study of ML es-
timator properties in finite sample, so much in SAR
data modeling [5], [6], [14] as well as for other dis-
tributions [4], [12], [13]. This section describes briefly
two methodologies for the obtaining of improved ML
estimators: (i) one based on the ML estimator second-
order bias according to the Cox-Snell general formula [3]
and (i) the ML estimator based on modified profile
likelihood proposed by Barndorff-Nielsen [11]. To that
end, both the methods assume the following stochastic
context.

Let {Zy,Z2,...,ZN} be a random sample from a
random positive-definite Hermitian matrix Z equipped
with density fz(Z’;6), where dim(6) = p and dim(-)
represents the vector dimension.

A. Corrected ML estimator by its second-order bias

This section approaches the methodology for obtain-
ing the corrected ML estimator based on the second-
order bias expression. In this method, it is required the
derivation from expected values of second and third
order derivatives of the total log-likelihood function
based on N observations,

N
0(6) =" log f(21:6).

k=1
To the following, it is introduced a common notation to
researches in the asymptotic theory [4].

Let Uy, (fori =1,2,...,p) be the derivatives of £(8)

at the ith element of vector 8, termed by 6;. We also
define the higher order derivatives by

9%0(0)
Uo,g, = 26,00, Uo,0,0, = 96,00,00,,

for 7,5,k = 1,2,...,p. Based on these terms, the
following expressions for cumulants of ¢(0) are defined:

3
and 0°0(0)

ko0, = E(Ugo,). ko0, = E(Ug,Uy,), Ko,0,0,
E(Ugigjgk), Kg;,0,0, — E(U@iUgjgk), and so on. More-
over, the derivatives of cumulants over the parameters
are represented by

H(ek)_alieiej and kO 0k9,0,6,
for ¢,5,k,h = 1,2,...,p. Notice that the element
Ke,9, = —Fkg,0, (such equation is known as one of

Bartlett identities [18]) denotes an entry of the Fisher
information matrix K (@) for the vector of parameters 6.
Thus, k%% = —k%¥% represents an element of K(6)~*.

Considering the above definitions, Cox-Snell [3] pro-
posed a general formula for the ML estimator second-
order bias given by

_ | ,o1
B(6;) = Z 10407 19504 (/1‘(9?9) - 5’1&95&)7 ()

r,8,t

where @ is the ML estimator relative to ith term of @,
for i =1,2,...,p. Therefore, the corrected estimator is
defined by A

60=0-B(0), 3)

where B(6) indicates the bias ~B(§) evaluated at 6.
It is known that the bias of € has order of N -2
(ie,E(0) =6+ O(N_Q)) while that 8 presents a bias
with order of N1 Thus, is is expected that 0 provides
better asymptotic properties than 0.

B. ML estimator obtained by modified profile likelihood

As other way for obtaining improved ML estimator,
some authors have chosen to use the modified pro-
file likelihood. The following discussion presents an
overview of this methodology.

Firstly, let @ = [, \']’ be a partition of vector 6
such that dim(%)) = ¢ and dim(\) = p—gq. The proposal
of statistical inference under a interest parameter vector,
1, in the presence of nuisance parameter vector, A,
is a problem which has been addressed by several
papers [19], [20]. In this case, the ideal situation would
be working with the marginal or conditional likelihood,
however the derivation of these functions is often a
intractable task. Thus, it is common to approximate
such functions by the profile log-likelihood which is
defined by £(1p) = (1), Ay), where Ay is the maximum
likelihood estimate of A given the parameter 1) fixed.
__ However, there is a problem in the utilization of
£(+). The profile likelihood not has statistical properties
similar to a genuine likelihood and, thus, the profile score
and information biases are only guaranteed to be O(1),
ie.,



and

B0 (4)0(4)1] + E [aU(’”

ot

where U (1)) = 9¢(v)/d%p. This fact implies that ML
estimators based on profile log-likelihood can be more
affected for small value of N. In order to solve this
problem, several author have proposed modification for
profile log-likelihood, such as Barndorff-Nielsen [11],
Cox-Reid [19], McCullagh and Tibshirani [21], and
Stern [20]. This paper considered only the profile likeli-
hood modified by Barndorff-Nielsen, which is described
in the following discussion.

Using the ‘p* formula’ to approximate the probability
density function of ML estimator [22], Barndorff-Nielsen
proposed a approximation for marginal log-likelihood

| o,

with bias of order O(N~!) given by
8)\
lpn(9) = lp(1p) — log|—= SN log T (¥, Ap)l

where Ty (9, X) = —020(8)/OAOA. For situations in
which the parameters are orthogonal (i.e., 8)\w / OX = 1),
this formula is degenerated in

lon () = () — 3 og| T, X))
which is known as Cox-Reid modified profile log-
likelihood [19]. The ML estAimator under this log-
likelihood for (termed by 1/)BN) presents a bias of
order O(N—3/?), ie., E(z//\JBN) =)+ O(N~3/2), being
more accurate than one based on £(-).

IV. RESULTS

Assuming the scaled complex Wishart distribution as
an a priori model, we propose two methodologies for
improving the ML estimators discussed by Anfinsen et
al. [1]. Firstly, the correction based on Cox-Snell second-
order bias was considered for obtaining more accurate
estimates for the number of looks in such distribution.
Subsequently, we employed the Barndorff-Nielsen ad-
justment to that end. Monte Carlo experiments were
additionally assumed to quantify the performance of
proposed estimators and these results are compared to
ones of three others estimators derived by Anfinsen et
al. [1]. In this case, the mean square error, the bias, and
the coefficient of variation were utilized as comparison
criterion. Finally, the considered methodology is applied
to actual data.

A. Second-order bias for the ML estimator of number of
looks

Let{Z,Zs,...,Z N} be arandom sample from Z ~
W(0) such that 6 = (o, L)!, where o = vec(X) and
vec(-) is the column stacking vectorisation operator. In
this case, the total log-likelihood and the relative score
function are given by

N
{(8) =mNLlog L+ (L —m)> log|Zy| — LN log |Z|
k=1
m(m ) m—1
- Nflogﬂ - N kzo logT'(L — k)
—~ NLtr(=712) 5)
and
Up=(Uy Uw)'
NLvec (X7'Zx ! —x71),
) mN(ogL+1)+ YN log|Z| — Nlog |2
~NY P O(L—i) - Nt (2712),
(6)
respectively.
From Ug = 0, the following results hold:
S- 3 Zy=2
= N k— 4,
k=1
R N
mlogL + N~* Zlog |Z| —log | Z|
k=1
m—1 R
= L~ (M
i=0

Thus, the ML estimators for 3 and L are given by the
average of the elements of considered random sample
and by the resolution of the non-linear equation given
in (7), respectively. Since the estimator for the number
of looks does not present closed formula, its ML esti-
mates are obtained by the Newton-Raphson numerical
optimization method [23].

From (6), the second and third-order derivatives are
given by

ULL—i—NZQb(l)
Urs, = Nlvec(Z1ZE! — =71,

Upo, =LN[(Z'@E ) - (= ez hHZx™!
- (e HE1Z),,,



-1
ULO'iU'j = L UO’,‘,U’j’

Usio,or, = LNB(E '@ 2 ) @ (E71Z87)
+3= e e ('R 12)
2= lex et
Vet (i—1)m?, k+(j—1)m?-

Based on the above results, we derive the following
expression for the cumulants,

m—1 -1
1 m
LL _ — () S
S I AU I
=0
L,o; 0,0 1
R :0, KoV NL(2®2)ZJ7
KLLL = “(LL) [ﬁ + Zw@) (L — i)} ,
i=0
ALio, = Ki} = Kig) =0 ®)
/‘fo—lo-jL = —N(Ei (%9 Zil)i’j,
K =2LN[(E '@ ) e n!
Jkt-(i=1)m2, kt+-(—1)m?» )
Koo, = ALN[(Z @2 )@ x!
Vit (i—1)ym2, k- (—1)m2- (10)

Due to the orthogonality of the parameters L and o;
for i = 1,2,...,m? (justified by result /% = 0), the
Eq. (2) is degenerated for the following formula in this
case:

~ 1
B(L) =rbl gL (H(LLL) - §I£LLL)

1
+ZZHLL 7 ’%Lo) §’€L0iﬂj)'
i=1 j=1

In order to achieve a closed expression for this formula,
the following result is pivotal:

1
s (KS;U') 5’%@%)
- RSO T0N e

7(2 R%)  {(Zen) ;.

By means of minor algebraic manipulations, the fol-
lowing results holds

ii MSN

i SoX) {(SeD) ;= m’

Thus, the derivation for second-order bias is given by
the expression

B()—— L 2t St (L - i)
2
N [ty — i) - 2]
2
+ m (11)

ONL [Z;Z‘Ol YO(L — i) — %} .

With respect to the calculate of bias for ¢; for ¢ =
1,2,...,m?, the orthogonality and the identities given
in (8) reduce the Expression (2) in

2 2

3
3
3

B(o;) =

KT0r (05,0 (H(Ut) _ 7,{%05%)'
1 2

1t=1

\3
Il
w
Il
o~
Il

Using the results given in Expression (9) and (10), one
can easily show that ﬁf,‘jgs — %nggsat = 0 and thus
conclude that B(a;) = 0 for all ¢. This fact is expected
since the ML estimator for covariance matrix is non-

biased, i.e., E(Z) = .

B. Modified profile log-likelihood for number of looks

Replacing the covariance matrix by its ML estimator,
the log-likelihood function given in (5) can be rewritten
as

N
l,(L) =mNL(logL — 1) + (L —m) Zlog | Z |
=1
— ~1
— NLlog|Z| —N%logw
m—1
— N logI(L — k).
k=0

Such function represents the profile likelihood. Thus the
profile score is expressed by

m—1
Up(L) =mLlog L — N > 9[I(L — k)] + Nlog|Z|
k=0

— Nlog|Z|.

Following the definition given in (4), the profile log-
likelihood modified by Brandorff-Nielsen and its relative
score function is expressed by

’I”I’L2 1 ——1 ——1
EBN(L):Kp(L)—T(logN—HogL)—ilog‘Z ®Z |

and

Usn(L) = Up(L) — 5~ (12)

respectively.



TABLE I
ML ESTIMATES AND THEIR PERFORMANCE STATISTICAL MEASURES FOR SYNTHETIC DATA

L=4 L=6 L=28 L=12

= = =

N L L CV; MSE; L CV; MSE; L CV; MSE; L CV; MSE;

Ly 9 6278 0676 23.174 9344 0.689 52.605 12478 0.698 95978 18.119 0.683 190.432
Lann 4957 0.291 2993 7.401 0.285 6.399 9.849 0.294 11.800 14.606 0.292 24.977
L. 4339 0.126 0414 6.663 0.145 1373 8967 0.153 2810 13.538 0.158  6.963
Len 4.090 0.118 0.243 6.150 0.140 0.760 8.197 0.148 1518 12259 0.155 3.700
v 3998 0.118 0.221 6.000 0.139 0.695 7989 0.148 1398 11937 0.155 3.435

49 4333 0.223 1.045 6452 0.219 2201 8.601 0.216 3.809 12.847 0.215 8.363
4.165 0.124 0.294 6.235 0.122 0.633 8313 0.120 1.093 12435 0.119 2.388
4.055 0.049 0.042 6.110 0.057 0.133 8.157 0.059 0258 12269 0.063  0.661
4014 0.048 0.037 6.026 0.057 0.117 8.031 0.059 0.225 12.059 0.062 0.568
4.000 0.048 0.037 6.002 0.056 0.115 7.998 0.059 0.222 12.007 0.062 0.559

121 4.131 0.140 0.350 6.182 0.136 0.738 8212 0.134 1.261 12310 0.134 2.820
4.063 0.080 0.108 6.097 0.077 0233 8.113 0.077 0403 12.164 0.076  0.871
4.023 0.031 0.016 6.041 0.036 0.048 8.064 0.038 0.096 12.100 0.039 0.237
4.006 0.031 0.015 6.008 0.035 0.045 8.014 0.038 0.091 12.016 0.039 0.223
4.001 0.031 0.015 5998 0.035 0.045 8.001 0.038 0.090 11.995 0.039 0.222

TABLE II
ML ESTIMATES AND THEIR PERFORMANCE STATISTICAL MEASURES FOR ACTUAL DATA

EML ZML EBN

Regions N L CV; MSE; L CV; MSE; L CV; MSE;
Ocean 9 4520 0.153 0747 3776 0.145 0350 3.995 0294 1376
36 4074 0193 0623 3932 0193 0582 3979 0216  0.739
1214140 0029 0034 4099 0029 0024 4123 0029  0.029
144 4133 0026 0.029 4099 0025 0021 4118 0026  0.025

Forest 3.293  0.095 0.599 3.069 0.087 0.938 3.159 0.092 0.792
3.119  0.043 0.794 3.075 0.042 0.872 3.089 0.049 0.852
2.809 0.281 2.041 2.798 0.281 2.065 2.818 0.273 1.987
3.082  0.017 0.845 3.072 0.017 0.864 3.075 0.017 0.858

Urban 2738 0.336 2439 2492 0.3%4 3.239 2.678 0.313 2.451
2.567 0.256 2.486 2.529 0.260 2.594 2454 0.316 2.989
2218 0.399 3.959 2.209 0.401 3.990 2.177 0.417 4.146
2447  0.265 2.833 2.439 0.265 2.857 2426 0.275 2.923

C. Application performed concerning the ML estimator obtained numer-
ically by the solution of the Eq. (7). In the following
discussion, these estimators are compared to two new
proposals in both synthetic and actual study. In summary,
the considered estimators are termed by

This section aims to compare the proposed estimators
to others three derived and explored by Anfinsen et
al. [1]. That paper proposed two estimators based on
trace moment whose expressions are given by
1) first gnd second trace moment estimators (EMMl

Lyvvy = (2 2 _ and Ly, respectively),A
tr(Z)? —tr(Z)? 2) standard ML estimator (Lyg) [1],
and 3) improved ML estimator according to the
B tr (7)2 Barndorff-Nielsen adjustment (Lgy), and
Lyivp = ——— —, 4) improved ML estimator based on the Cox-Snell
tr(Z2) —tr(Z Z) methodology (Ly).
where tr(Z)? = N~} Ef\il tr(Z;)? and tr(ZZ) = 1) Synthetic data: In order to quantify the perfor-

Nt Zf\i 1tr(Z;Z;). Moreover, a rich approach was mance of five estimators listed above, a simulation



study was considered. To that end, Monte Carlo sce-
narios were employed under 5500 replications as given
in [24]. Moreover, the following parametric configu-
ration was used in this simulation: the sample sizes
N € {9,25,49,81,121}, the number of looks L €
{4,6,8,12} (where the higher values of L represent
scenarios with the smaller signal-noise ratios), and co-
variance matrix given by

962892 19171 — 3579i

Y= 56707 —5798 4 16812i

472251

where the omitted elements can be obtained taking
the conjugation of their respective symmetric elements.
Frery et al. [25] utilized such matrix for representing
urban areas. This estimated covariance was obtained by
the E-SAR sensor over Welling, Germany. Additionally,
such simulation employed three statistical measures for
quantifying the performance of estimators: (i) the mean
squared error (MSEZ), (ii) the bias (By), and (iii) the
coefficient of variation (CV7).

Table I presents the mean of estimates for L and the
values for the comparison measures. In general terms,
the increasing of sample size diminishes the values
assumed by MSE and CV. This behavior is expected
since the estimators are asymptotically unbiased. Re-
sults show evidence that the estimator Ly presented
the best performance for all the different pairs (NN, L).
Additionally to these facts, Fig. 1 presents the values of
bias for several sample sizes. One has that the following
inequality was observed:

BEMM] z BEMMZ = BZML = BEBN z BZML :

Moreover, it is possible to observe that the estimator
Ly, is the less affected by the increasing of number of
looks. Therefore, this estimator showed to be more robust
to both the sample sizes and the considered numbers of
looks.

2) Analysis with actual data: The discussed synthetic
study is applied to a actual PoOISAR image, considering
only the three best estimators. To that end, we work on
three areas of the San Francisco image. Fig. 2 presents
the HH channel intensity data of the area with size
150 x 150 represented by three main targets (ocean,
forest, and urban area) and one subregion was selected
for each one of them by means of visual inspection.
This classical multi-look PolSAR data was obtained by
the AIRSAR sensor and band L, with four nominal
looks [26]. For each selected subregion, we considered
5500 subsamples without replacement and with sample
size N € {9,16,25,36,49,64,81,100, 121, 144} in or-
der to apply the above methodology to actual data.

—154638 4 1913881 }

Fig. 2. San Francisco image with selected regions.

0.6

\ v Ly

0.4

- LBN
& =¥ Ly

Bias value
0.2

0.0

—0.2

144

16 36 64

100

Sample size

Fig. 3. Bias curves in terms of sample sizes for actual data.

Table II presents the values for the mean of estimated
number of looks and for the measures MSE and CV
under some adopted samples sizes. For the selected
ocean subregion, the corrected estimator Lyy presented
the smallest MSE and CV and the estimates more
closed to the true value of parameter. As discussed by
Anfinsen et al. [1], the textured regions underestimate
the estimation and the corrections became less efficient



than the estimator under genuine likelihood, EML.

Fig. 3 shows the behavior of biases for the ocean
region. These curves show that the use of Ly, is more
indicated than usual ML estimator in the modelling of
homogeneous target.

V. CONCLUSION

In this work, we proposed improvements for the ML
parameter estimation for the scaled complex Wishart
distribution. We present closed expressions for second-
order bias and modified profile likelihood relative to
the number of looks according to Cox-Snell [3] and
Barndorff-Nielsen [11] general proposals, respectively.
Such proposed tools degenerate in two new estimators
for the parameter L.

These methodologies have been compared to three re-
cent estimators presented by Anfinsen et al. [1] by means
of Monte Carlo experiments. Taking as comparison cri-
terion the mean square error, the coefficient of variation,
and the bias on the obtained estimates, the results show
evidence that the corrected estimators outperform the
others suggested by literature until now. Finally, an
application to regions of San Francisco PoISAR image
indicated that the derived estimators presented the best
performance in homogeneous scenarios.
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5.3 [Expressdes para distiancias em dados PolSAR

Imagens resultantes de sistemas coerentes sdo sujeitas a um padrdo de interferéncia
particular, ruido speckle (Oliver & Quegan 1998). Este fendmeno pode afetar seriamente
a interpretagdo de imagens PolSAR (Lopez-Martinez et al. 2005). Assim, o processa-
mento com tais imagens requer a proposta de técnicas especializadas para andlise do
sinal retornado.

Técnicas de segmentacdo (Beaulieu & Touzi 2004), classifica¢do (Kersten et al. 2005),
deteccdo de bordas (Frery, Jacobo-Berlles, Gambini & Mejail 2010, Gambini et al. 2008)
e mudangas (Inglada & Mercier 2007) frequentemente empregam medidas de dissi-
milaridade para discriminar dados. Tais medidas tém sido utilizadas para quantificar
diferengas entre as regides de uma imagem, sendo por vezes chamada de “medidas
de contraste”. Desta forma, a derivagdo analitica das medidas de contraste e de suas
propriedades podem ser uma importante fonte de entendimento para andlise de ima-
gens.

Goudail & Réfrégier (2004) aplicaram estas medidas para caracterizar a perfor-
mance em algoritmos de deteccdo de mudangas e segmentagdo em processamento
de imagens PolSAR. Naquele estudo, as distancias de Kullback-Leibler e de Bhatta-
charyya foram consideradas como ferramentas para discriminar elementos da familia
de distribui¢des gaussiana complexa circular (vide Seg&o[3.2). Como conclusao, a me-
dida de Bhattacharyya superou a medida de Kullback-Leibler. Entretanto, as proprie-
dades estatisticas destas medidas ndo foram explicitamente consideradas por Goudail
& Réfrégier.

A tecnologia PolSAR considera que o sinal retornado é adequadamente represen-
tado por sua matriz de covaridncia. Baseando-se na proposta de Lopez-Martinez et al.
(2005), a distribuigdo Wishart complexa escalonada é um modelo bastante til para
descrever dados com natureza similar a da matriz de covariancia, isto é, dados positi-
vos definidos Hermitianos.

Conradsen et al. (2003) propuseram uma metodologia baseada sobre o teste da ra-
zao de verossimilhangas objetivando discriminar duas varidveis Wishart distribuidas.
Esta proposta consistiu em um teste de hipétese envolvendo duas matrizes de cova-
riancias. Em caminho similar, testes de hipéteses para dados SAR monopolarizados
foram propostos por Nascimento et al. (2010). Esta secdo estende tal estudo no sentido
que trabalha com m polarizagdes no mesmo contexto teérico, a saber a classe (h, ¢) de
medidas de divergéncias proposta por Salicra et al. (1994).

Neste estudo, nos:

# Derivamos expressdes analiticas para quatro distancias estocasticas [a saber, Kullback-
Leibler (dki), Rényi de ordem (dﬁ), Bhattacharyya (dg) e Hellinger (dy)] entre os
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elementos da familia de distribuicées do tipo Wishart complexa escalonada. Além do
tratamento algébrico num sentido mais geral, importantes casos particulares foram con-
siderados,

# Usando estas distancias, propomos desigualdades, duas das quais resultaram em um
novo e simples caminho de derivar duas distancias usuais no tratamento de imagem
PoISAR.

# Quantificamos a expressividade das quatro distancias analiticas com relagao a variagao
dos parametros dessa distribuigcdo: matriz de covariancias e nimero de looks.

# Com uma conveniente parametrizacao da distribuigdo Wishart complexa escalonada
(vide Segéo [3.2), outras distancias estocasticas sdo formuladas em termos de seus
coeficientes de correlacao entre canais de polarizagao,

# Aplicamos estas medidas ao método k-médias proposto por Cao et al. (2007).

# Consideramos uma aplicacao a dados reais a fim de ilustrar a capacidade de discrimi-
nacao destas distancias.

Estes requisitos foram alcancados e discutidos no trabalho

“Analytic Expressions for Stochastic Distances Between Relaxed Complex Wishart
Distributions: Testing Homogeneous in PolSAR Data”,

o qual estd anexo a esta se¢do. Muito embora os resumos tedricos deste trabalho este-
jam fortemente correlacionados com as Segbes [3.1]e[4.2] este artigo tem uma notagéo
propria e pode ser analisado de forma independente da tese.

Na seguinte subsecdo, as expressdes analiticas para as distancias estocdsticas dkr,,

dﬁ, dp e dy entre duas varidveis com distribuicdo Wishart complexa escalonada de
dimensdo m x m sdo derivadas. Em todos os casos, considerou-se distidncias entre
varidveis com distribuicbes Wishart escalonada definidas em 6, = (X1,L1) e 6, =
(X, Ly). N6s examinamos trés casos especiais:

(i) asituacdo mais geral X1 # Xy e Ly # Lo,

(ii) situagdo em mesmo numero de looks L1 = L, = L e diferentes matrizes de
convariancia X, # X,

(iii) situacdo numa mesma matriz de covaridncia X1 = XL; e diferentes nimeros de
looks L1 # Ly.

O caso (ii) é provavelmente o mais utilizado na pratica, uma vez que permite a compa-
ragdo de duas areas diferentes, possivelmente a partir da mesma imagem (para apli-
cagOes neste sentido, consultar Conradsen et al. 2003). No caso (iii), permite-se a
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avaliacdo de mudancas na distribui¢do, considerando apenas processamentos multi-
look sobre uma mesma drea. A seguir, nés apresentaremos um estudo como imagens
sintéticas a fim de exibir as distin¢gdes de cendrios ao considerarmos diferentes pares
(X,L).

As Figuras 5.10(a)| e |5.10(b)| apresentam, respectivamente, (a) uma imagem Pol-
SAR real bi-particionada por regides de cidades e de florestas para a polarizacdo HH
e (b) uma imagem sintética a partir da real obedecendo a lei Wishart complexa escalo-
nada. A imagem sintética possui quatro regides de tamanhos 200 x 200 cada uma, em
que as duas superiores foram obtidas da parte de florestas para os nimeros de looks
de 3 e 8, considerando o sentido da esquerda para direita do leitor; enquanto que as
duas da base foram geradas a partir da regido de cidades, respeitando a mesma logica
de looks das superiores. Para que a imagem obtida via simula¢do de Monte Carlo obe-
decesse a regido de cidades, nés consideramos, como matriz de covariancia, a média
amostral dos pixels desta regido (a exemplo de Frery et al. 2007). O mesmo argumento
foi usado para a obtencdo de dados sintéticos a partir da regido de florestas. E notavel
que as regides sintéticas com maior niimero looks e/ou maiores determinantes da ma-
triz de covariancia amostral apresentam um brilho mais intenso. Esta ilustragao reflete
a importancia da busca por medidas de contraste em imagem PolSAR.

floresta

cidades

(a) (b)

Figura 5.10 Imagens real com as matrizes de covaridncias amostrais Sy; (para a parte ur-
bana) e Sr (para floresta) e simulada tipo PolSAR. A imagem simulada foi gerada obede-
cendo a lei Wishart complexa escalonada sob a seguinte configuragdo paramétrica: {Z : |Z| €
{ISe|, |Sul} = {4.89 x 107°,4.21 x 103} } (de cima para baixo) e L € (3,8) (da esquerda para
direita).

5.3.1 Contribui¢oes

Linha teérica:
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1) Distancias para modelos polarimétricos:

Aplicando as distancias discutidas na Segéo 4.2 ao contexto em que X ~ W(6,) :
0, = (Z1,L1) e Y ~ W(0) : 6, = (X, Ly), nés obtivemos as seguintes expressoes
analiticas:

Li—L L
dx1 (61, 6,) =—2 2{log| 1’—mlogL—;—km[lp(O)(Ll—m+1)—¢(0)(L2—m+1)]

em que §(0)(-) representa a fungio digama.
— \/F (L1 —k)T(Lp —k) Lilog|Zi| = Lolog|X,|
B(61,62) + +
1 2 Z%) (Ll—;Lz _ k) 2 2
Li+L Lzt + Lyt 7!
—%(Lllong—i-Lzlong) 1—; 2log‘( = 5 272 ) . (5.4)
(LEE ) -1 VAT r(ltl k)
di(61,60,) =1 — 2 My hia ]‘[ . (55)
PE: |22| ? 6 VI L1 — %)
5o g L o 106,0))
dR(Oll 02) ‘B 1 0g 2 ’ (56)
tal que
1(61,0,) =
7 —/3 m—1 )
(L —m+ 1)"|E, b H Ly —i)'| T(E—m+1)"Zp|B [T (E1 - i)
L i=1 R i=1
r L m—1 qB-1 m—1 .
X |T(Ly — m+1)"|Ep| 2L, "2 T (Lo — i)’ +T(Ey —m+1)"|Zn|2 [ ] (E2 — i)
i i=1 | i=1
r m—1 N -B
T(Ly —m+1)"|Zp| 2L, ™2 TT (L — i)’
i i=1

_ m—1 ) ﬁ—l
x| (P(Ly = m 4 )" [Zy L™ T (L= )|
B i=1

em que Ey = BL1+ (1 — )Ly, E» = BLy+ (1 — B)L1, 0 < B < 1, e E;; = |(LBE; ' +
Li(1— ﬁ)Z;l)_1| para (i,j) = (1,2),(2,1). O tratamento matematico desta secdo
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é apresentado no Apéndice [El Adicionalmente, a distancia x> também foi estudada
por Frery, Nascimento & Cintra (2011), entretanto ela demonstrou ser numericamente
instavel. Portanto, ela ndo serd considerada nesta tese.

A ndo negatividade destas distancias implica nas seguintes desigualdades:

tr(Z, 1%y + £, 1) > 2m, (5.7)

LB
(%) T H(BE + (1= By ) M

|1 Z| LP L -1 “1\-1L
() EteE T a-pE <2 68

_ 1. -1
log |Z| + log | X7 >10g’(211—|—221) 59)

2 2

-1 g1y 1
Vil = | (B )

respectivamente. Note que fixando f = 1/2 em (5.8), n6s obtemos (5.10) diretamente;
tomando o logaritmo de ambos os lados de (5.10) resulta em (5.9). Esse resultado é
justificado pelas duas seguintes propriedades:

) (5.10)

1. dp(0y,67) = di/*(61,8,) e

2. diy(01,0,) =1 —exp [—1dL/%(61,6,)].

As distancias Wishart revisada proposta por Ersahin, Cumming & Ward (2010) e de
Bartlett derivada por Kersten et al. (2005) podem ser obtidas em um novo e simples
caminho. De fato, a distancia Wishart revisada (drw) pode ser derivada depois de
simples manipulagdes da inequacéo (5.7), resultando:

tr(ZE5 !+ T )
2

Por outro lado, a distancia de Bartlett é obtida pela aplicagdo do logaritmo a ambos os
lados da desigualdade (5.10). Algebra simples leva a

drw (X1, X2) = —m > 0.

Z1 +

lo
8 |Z1||E2|

—2mlog2 > 0.
O logaritimando acima é referenciado como a distancia de Bartlett.

2) Distancias para modelos bivariados:
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Considerando a restrigdo (3.14) para as matrizes de covariancia X;, i = 1,2, temos
que as distancias correspondentes entre os pardmetros 6; = (p1,L) e 8, = (p2, L) sdo
dadas por:

_ _ 2 _ 2
b0 = 1[I DIEDC ) )y

Plopoy 182 1 ([ A= im0 i) |
RV 1-p p-—-1 1—{lo1] = B(lo1] — lp2]) }?

L
}. (5.12)

4— (lpa] + lp2])® H

(1— o2 P(1 = |1 )P
1 —{lo2| = B(lp2| = lp1])}?

log(1 — |p1]?) + log(1 — |02]*)

+

dg(6,0,) = L{ —2log2+log {

2 (T—=1p1?)(1 = |p2?)
) (5.13)
o= [P

A seguir, propomos cendrios, em que estas medidas sdo aplicadas com efeito. Estes
cendrios utilizam estas medidas como um paradmetro de discriminacdo bem como as
inserem em contextos de inferéncia estatistica: tais como na realizacdo de testes de
hipétese ou na construgdo de regides de confianga para parametros importantes em
tecnologia PolSAR.

Linha aplicada:

1) Testes de homogeneidade em dados polarimétricos:

Baseando-se nas expressdes para as distdncias combinadas a metodologia discu-
tida na Segéao nds propomos quatro novos testes de hipétese para avaliar homo-
geneidade em imagens PolSAR. Afim de avaliar a influéncia dos parametros sobre os
tamanhos estimados dos testes propostos, um estudo de simula¢do de Monte Carlo foi
considerado. Neste caso, os experimentos de Monte Carlo foram conduzidos empre-
gando os seguintes parametros de simulagéo:

Estimdveis: Ntumeros de looks L = L; = Ly € {4,8,16} e a matriz de covariancia
amostral de regides de florestas [4rea “forest-1” dada na Figura 3.5/ e discutida

na Tabela3.1]].

Nao estimaveis: Tamanhos de amostra relacionado asjanelas quadradas?7 x 7,11 x 11
e 20 x 20 pixels e aos niveis nominais & € {1%,5%}.
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Seja T o ntiimero de replicacdes de Monte Carlo e C o ntimero de cendrios em que a
hipétese nula é rejeitada no nivel nominal . O tamanho empirico do teste é dado por
w1, = C/T. Similarmente a metodologia empregada por Nascimento et al. (2010),
nos utilizamos T = 5500 replicagdes.

A Tabela apresenta os tamanhos empiricos nos niveis 1% e 5%, a média das
estatisticas de teste (S) e seus coeficientes de variacido (CV). Para cada caso, os me-
lhores tamanhos dos testes estimados (isto é, os tamanhos estimados mais préximos
aos niveis nominais adotados) estdo destacados. Além disso, os resultados para N; =
49, N, = {121,400} e N; = 121, N, = 400 s&o consistentes com aqueles mostrados na
Tabela 5.9|e foram omitidos por simplicidade.

Tabela 5.9 Tamanho empirico do teste para a regido “forest-1”
Fatores L=4 L=38 L=16

sg, N; N, 1% 5% S CcV 1% 5% S Cv 1% 5% S Ccv

Skr 49 49 1109 5.291 10.132 44.661 1.036 5.855 10.243 44.797 1.036 5236  10.005 45.048
121121  1.036 4.927 10.041 44.849 0.891 5.200 10.070 44.148 2.655 6.727 14.618 250.833
400400 0.836 5.164 10.026 44.483 1.036 5.273 10.022 45.312 1.036 5.036  10.091 44.069

Sg 49 49 1.091 5.182 10.105 44.539 1.000 5.782 10.222 44.710 1.018 5.145 9.991 44.981
121121  1.036 4.891 10.030 44.802 0.891 5.164 10.061 44.111 2.655 6.727  14.385 242.443
400400 0.836 5.127 10.022 44.468 1.036  5.273 10.019 45.301 1.018 5.036 10.089 44.061

Sp 49 49 1.018 5.036 10.058 44.329 0.927 5.691 10.186 44.561 0.945 4.963 9.965 44.865
121121 0.982 4.763 10.011 44.719 0.855 5.091 10.047 44.047 2.655 6.654 14.035 229.490
400400 0.836 5.109 10.016 44.441 1.036 5.273 10.015 45.281 1.018 5.036 10.086 44.048

Sy 49 49 0582 3909 9.756 43.000 0.600 4.236 9.876 43.238 0.527 3.909 9.668 43.547
121121  0.709 4.200 9.888 44.172 0.655 4.600 9.924 43.505 2.364 6.218 12.946 190.636
400400 0.818 4.945 9.979 44.277 1.018 5.091 9.977 45.116 0.964 4.927 10.048 43.884

Pode-se verificar que os valores de S estdo convergindo para 10; isto é, para o grau
de liberdade de uma distribuicdo x3,. Note que, para o caso de uma matriz de co-
varidncia 3 x 3, tem-se trés parametros da diagonal principal a serem estimados, trés
referentes a parte real do tridngulo superior e outros trés a parte imagindria. Além
disso, deve-se estimar o ntimero de looks, somatizando 10 pardmetros a serem testa-
dos. Desta forma, as convergéncias obtidas sdo esperadas, pois, como (i) as estatisticas
tem uma distribuicao X%o a priori e (ii) a esperanca desta distribuicdo é equivalente ao
seu grau de liberdade, a média das estatisticas devem convergir para seu grau de liber-
dade pela lei fraca dos grandes niimeros de Kintchin. A similaridade estocéstica das
estatisticas a distribuicdo x3, é bastante razodvel até mesmo para tamanhos pequenos
de amostras; isto é, os testes sdo recomendéveis para tamanhos pequenos de amos-
tras. Em termos de competitividade, o teste baseado na distancia de Bhattacharyya
apresentou melhores resultados na maior parte dos casos.

2) Regides de confianca para coeficientes de correlacdao entre canais de polarizacdes
de diferentes regides PolSAR :

Usando a parametriza¢do proposta por Lee, Hoppel, Mango & Miller (1994) dis-



5.3 EXPRESSOES PARA DISTANCIAS EM DADOS POLSAR 141

Figura 5.11 Imagem PolSAR como quatro regides selecionadas.

cutida na Segao [3.2] quatro medidas baseadas no coeficiente de correlagdo complexo
entre os canais HH e VV foram obtidas, (5.11)-(5.14). Assim, quatro novos testes de
hipéteses sdo derivados para checar se duas amostras, de tamanhos N; e N, vem de
regides com coeficientes de correlagdo similares entre os canais de polarizagao HH e
HV. Estas estatisticas podem ser reescritas como regides de confianca. Note que as
estatisticas baseadas nas distancias de Kullback-Leibler e Hellinger apresentam as se-
guintes regides de confianca:

Rki.(p1,02) = {(Plfpz) € [0,1] x [0,1]:
KL

(1= loallo2) @ = |12 = [p22) _ (N1 +No) S
< w)+2
P o) S N, 10 +2)

61

(5.15)

Ru(pr,p2) = { (01,p2) € [0,1] > [0,1]:

tu

T— ) A=) _ 1 N+ N 1/n
V(1= p1?)( |p22|)2_[ (M Z)X%tx} }
4 — (o1 + lp2l) 4 2nN1 N,

o

7

(5.16)

em que « é o nivel nominal especificado.
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Em termos praticos, a utilizacdo destas regides é bastante simples. Dadas duas
amostras polarimétricas seus coeficientes de correlagao podem ser obtidos pela equa-

cdo (3.13). Adicionalmente, as quantidades &, &, txr e ty sdo obtidas por (5.15)-(5.16).
Assim, as seguintes regras de decisdo podem ser definidas:

e Critério de Kullback-Leibler: Se ¢; < tkr, entdo nds temos evidénvia estatistica
que as amostras vém de populag¢des com coeficientes de correla¢do similares

¢ Critério de Hellinger: Se 62 > ty, as amostras apresentam correlagdes entre os
canais HH e VV equivalentes.

Deste modo, as regides Rkr.(p1,02) € Ri(p1, 02) combinadas a equacédo (3.13) resultam
em métodos para comparar duas regides PolSAR bivariadas, baseando-se apenas em
seus coeficientes de correlagdo complexos.

A fim de ilustrar esta metodologia, considere quatro regides retiradas da uma
amostra da imagem de Munique, Alemanha, na Figura A Tabela lista as
quantidades estatisticas para avaliar homogeneidade em termos do coeficiente de cor-
relacdo, juntamente com as decisdes. Note que ambas as regras discriminam bem
amostras, de fato, distintas.

Tabela 5.10 Resultados baseados sobre coeficiete de correlacao

Regions ¢1 tki, Decisao ) ty Decision

D; — Dy 2.0220 2.0016 Diferente 0.2486 0.2499 Diferente
D; — D3 2.0068 2.0012 Diferente 0.2495 0.2499  Diferente
D; — Dy 2.0734 2.0014 Diferente 0.2455 0.2499  Diferente
D, — D3 2.0534 2.0018 Diferente 0.2467 0.2499 Diferente
D, — Dy 2.0149 2.0020 Diferente 0.2490 0.2498 Diferente
D; — Dy 2.1254 2.0016 Diferente 0.2424 0.2499 Diferente

Adicionalmente, é importante ressaltar que a distancia de Kullback-Leibler entre
elementos da importante familia exponencial foi considerada no Capitulo A partir
da expressdo apresentada, é possivel obter expressdes para importantes distribui¢des
SAR univariada, tais como entre distribui¢des gamma.

3) Anilise de agrupamento em imagens polarimétricas:

Finalmente, n6s aplicamos as medidas desenvolvidas em anélise de agrupamento
via método k-médias. Neste caso, uma area com tamanho 182 x 210 foi selecionada
da imagem AIRSAR de Sao Francisco, como ilustrada na Figura Esta area é
composta por regides urbanas e florestais. A Figura mostra o estdgio inicial da
andlise de agrupamento, que foi aleatoriamente gerado (a exemplo de Horta 2009),
enquanto que os resultados dos novos métodos sdo apresentados nas figuras
Note que a distancia d%' tende a capturar mais altos retornos (pixels regides



5.3 EXPRESSOES PARA DISTANCIAS EM DADOS POLSAR 143

urbanas) do que as outras distancias. Adicionalmente, a distancia de Kullback-Leibler
apresentou a pior performance.

5.3.2 Consideragdes da Secao 5.3

Expressdes analiticas para quatro medidas de contraste entre elementos da distri-
buicdo Wishart complexa escalonada foram derivadas. Da ndo negatividade destas
medidas derivadas, quatro desigualdades dependentes de matrizes de covariancias
Hermitianas positivas definidas foram obtidas. Duas delas, resultam em derivagdes
mais simples as distancias classicas Wishart revisada e Bartlett, sugerindo uma forma
alternativa mais simples de obté-las. Dados do sensor AIRSAR confirmaram o com-
portamento esperado de todas as distancias: elas sdo menores quando aplicadas as
amostras de rugosidade similar, e maiores da outra forma. As expressdes derivadas se
mostraram eficientes em diversas aplicagdes de processamento de imagens PolSAR,
tais como classificacdo e segmentacdo. Adicionalmente, as distadncias estocdsticas fo-
ram utilizadas como medidas de dissimilaridade no algoritmo k-médias, resultando
em bons classificadores em dados polarimétricos.

Utilizando a parametrizacdo proposta por Lee, Hoppel, Mango & Miller (1994),
medidas de contraste dependentes do coeficiente de correlagdo complexo entre canais
de polariza¢gdes também foram obtidas com base nas distdncias derivadas. Combi-
nando estas novas medidas aos resultados assint6ticos popostos Salicru et al. (1994),
regides de confianca foram derivadas. Estas regides se mostraram aptas a avaliar con-
traste considerando coeficientes de correlagdo complexo.

Tais medidas também podem ser consideradas como nticleos de estatisticas de
teste com distribuicdo assintética qui-quadrado, segundo a abordagem de Salicrt et al.
(1994). Utilizando experimentos de Monte Carlo, todas as estatisticas propostas com
base nas distancias estocasticas apresentaram bons desempenhos para amostras de
tamanho finito. Em particular, os resultados forneceram evidéncias de que o teste ba-
seado na distancia de Bhattacharyya tem tamanho empirico mais préximo ao nivel
nominal para a maioria dos cendrios considerados.

5.3.3 Trabalhos futuros

As seguintes frentes de trabalhos sdo consideradas a partir desta secdo:

#» Utilizacdo das medidas de distancias para deteccao de outlier.

# Derivagao de outras medidas de distancias para as outras leis polarimétricas apresen-
tadas na Tabela 4.1l
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# Estudo mais apurado de analise de agrupamento: (i) comparagao com outras técnicas
de discriminacao e (ii) analise de custo computacional.
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Figura 5.12 Andélise de agrupamento envolvendo imagem PolSAR real.
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Anexo da Secao 5.3

ARTIGO 3:

“Analytic Expressions for Stochastic Distances Between
Relaxed Complex Wishart Distributions”
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Analytic Expressions for Stochastic Distances
Between Relaxed Complex Wishart Distributions

Alejandro C. Frery, Member, Abradao D. C. Nascimento, Student Member, and Renato J. Cintra, Senior
Member

Abstract—The scaled complex Wishart distribution is
a widely used model for multilook polarimetric SAR data
whose adequacy has been attested in the literature. Classifi-
cation, segmentation, and image analysis techniques which
depend on this model have been devised, and many of them
employ some type of dissimilarity measure. In this paper
we derive analytic expressions for four stochastic distances
between relaxed scaled complex Wishart distributions in
their most general form and in important particular cases.
Using these distances, inequalities are obtained which lead
to new ways of deriving the Bartlett and revised Wishart
distances. The expressiveness of the four analytic distances
is assessed with respect to the variation of parameters.
With a convenient parametrization of the Wishart distri-
bution, the discussed distances are formulated in terms of
the complex correlation coefficient between channels. Such
distances are then used for deriving new tests statistics,
which are proved to have asymptotic chi-square distribu-
tion. Adopting the test size as a comparison criterion, a
sensitivity study is performed by means of Monte Carlo
experiments suggesting that the Bhattacharyya statistic
outperforms all the others. Applications to actual data il-
lustrate the discrimination and homogeneity identification
capabilities of these distances.

Index Terms—statistics, image analysis, information the-
ory, polarimetric radar, contrast measures.

I. INTRODUCTION

OLARIMETRIC Synthetic Aperture Radar (Pol-

SAR) devices transmit orthogonally polarized
pulses towards a target, and the returned echo is recorded
with respect to each polarization. Such remote sensing
apparatus provides the means for a better capture of
scene information when compared to its univariate coun-
terpart, namely the conventional SAR technology, and
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complementary information with respect to other remote
sensing modalities [1], [2].

PolSAR can achieve high spatial resolution due to its
coherent processing of the returned echoes [3]. Being
multichanneled by design, PoISAR also allows individ-
ual characterization of the targets in various channels.
Moreover, it enables the identification of correlation
structures among channels.

Resulting images from coherent systems are prone to
a particular interference pattern called speckle [3]. This
phenomenon can seriously affect the interpretation of
PolSAR imagery [2]. Thus, specialized signal analysis
techniques are usually required.

Segmentation [4], classification [5], boundary detec-
tion [6], [7], and change detection [8] techniques often
employ dissimilarity measures for data discrimination.
Such measures have been used to quantify the difference
between image regions, and are often called ‘contrast
measures’. The analytical derivation of contrast measures
and their properties can be an important venue for image
understanding.

Goudail and Réfrégier [9] applied stochastic measures
to characterize the performance of target detection and
segmentation algorithms in PolSAR image processing.
In that study, both Kullback-Leibler and Bhattacharyya
distances were considered as tools for quantifying the
dissimilarity between circular complex Gaussian distri-
butions. Additionally, the Bhattacharyya measure was
reported to possess better contrast capabilities than the
Kullback-Leibler measure. However, the statistical prop-
erties of the measures were not explicitly considered [9].

PolSAR theory prescribes that the returned (backscat-
tered) signal of distributed targets is adequately repre-
sented by its complex covariance matrix. Goodman [10]
presents a comprehensive analysis of complex Gaussian
models, along with the connection between the class
of complex covariance matrices and the Wishart distri-
bution. Indeed, the complex scaled Wishart distribution
is widely adopted as a statistical model for multilook
polarimetric data [2].

Conradsen et al. [11] proposed a methodology based
on the likelihood-ratio test aiming at the discrimination



of two Wishart distributed targets, leading to a test
statistic that takes into account the complex covariance
matrices of POISAR images. In a similar fashion, hypoth-
esis tests for monopolarized SAR data were proposed
in [12].

In this paper, we present analytic expressions for the
Kullback-Leibler, Rényi (of order (), Bhattacharyya,
and Hellinger distances between scaled complex Wishart
distributions in their most general form and in important
particular cases. In [13], Frery et al provided a brief
analytical treatment for these distance as well as for
the x? distance, where it was demonstrated that the
x? distance is numerically unstable. Therefore, in the
present work tests based on the x? distance were not
considered.

We also verify that those distances present scale in-
variance with respect to their covariance matrices. Using
such distances, we derive inequalities which depend on
covariance matrices; two among them, obtained from
Kullback-Leibler and Hellinger distances, provide alter-
native forms for deriving the revised Wishart and Bartlett
distances, respectively. Based in a reparametrization pro-
posed by Lee er al. [14], we also propose contrast
measures which depend on the complex correlation co-
efficient.

Besides advancing the comparison of samples by
means of their covariance matrices, the proposed dis-
tances are a venue for contrasting images rendered by
different numbers of looks.

Considering the hypothesis test methodology proposed
by Salicru et al. [15], the derived distances are multiplied
by a coefficient which involves the sizes of two samples
of PolSAR images. The asymptotic behavior of the
resulting quantities is studied.

In order to quantify the sensitivity of the distances,
we perform Monte Carlo experiments in several possible
scenarios. We illustrate the behavior of these distances
and their associated hypothesis tests with actual data.

This paper unfolds as follows. Section II presents the
scaled and the relaxed complex Wishart distributions
and estimators for their parameters. Section III recalls
the background of stochastic dissimilarities. Section IV
presents the analytic expressions of distances between
Wishart models. Additionally, a new way to derive the
Bartlett [5] and the modified Wishart [16] distances is
introduced. Section V illustrates the application of these
distances in PoISAR image discrimination. Section VI
concludes the paper.

II. THE COMPLEX WISHART DISTRIBUTION

PolSAR sensors record intensity and relative phase
data which can be presented as complex scattering matri-

ces. In principle, these matrices consist of four complex
elements Syy, Suv, Svu, and Syy, where H and V refer
to the horizontal and vertical wave polarization states,
respectively but, under the conditions of the reciprocity
theorem [17], [18], we have that Syy = Svy. This sce-
nario is realistic when natural targets are considered [11].

In general, we may consider systems with p polariza-
tion elements, which constitute a complex random vector
denoted by:

y= (595 - (1)

where the superscript ‘¢’ indicates vector transposition.
In PolSAR image processing, y is often admitted to obey
the multivariate complex circular Gaussian distribution
with zero mean [10], whose probability density function
is:

Sp)ta

1
i ¥) = —— exp(—y T
fy(y, ) 7Tp|2| p( Y y)a
where | - | is the determinant of a matrix or the absolute
value of a scalar, the superscript ‘*’ denotes the complex
conjugate transpose of a vector, X is the covariance

matrix of y given by

E(5,51) E(9,93) B(5,5;)
% — By — E(S:QSI) E(S:ZSQ) E(S?Sp)
E(S,S7) E(S,S5) E(S,S5)

and E{-} is the statistical expectation operator. Besides
being Hermitian and positive definite, the covariance
matrix X contains all the necessary information to char-
acterize the backscattered data under analysis [2].

In order to enhance the signal-to-noise ratio, L in-
dependent and identically distributed (iid) samples are
usually averaged in order to form the L-looks covariance

matrix [19]:
Z = ! EL ¥
[ - YiY;,

where y;, ¢ = 1,2,..., L, are realizations of (1). Under
the aforementioned hypotheses, Z follows a scaled com-
plex Wishart distribution. Having 3 and L as parameters,
such law is characterized by the following probability
density function:

pL 7| L—p

= mexp(—Ltr(Zle)), 2)

where T',(L) = 7??~V/2[[P- ' T(L — i), L > p, T()
is the gamma function, and tr(-) is the trace operator.
This situation is denoted Z ~ W(3X, L), and this
distribution satisfies E{Z} = X, which is a Hermitian
positive definite matrix [19]. In practice, L is treated as a
parameter and must be estimated. In [20], Anfinsen et al.



removed the restriction L > p. The resulting distribution
has the same form as in (2) and is termed the relaxed
Wishart distribution denoted as Wg (X, n). This model
accepts variations of n along the image. Henceforth, the
scaled complex Wishart law Wg (3, n) will represent its
relaxed version.

Due to its optimal asymptotic properties, the maxi-
mum likelihood (ML) estimation is employed to estimate
3 [21] and n [19]. Let {Z1, Zo,..., Z N} be a random
sample of size N obeying the Wx (X, n) distribution. If
(1) it is assumed that the parameter n is a known quantity
and (ii) the profile likelihood of fz is considered in terms
of X, we establish the following estimator for 3 [21]:

Deriving the profile likelihood from (2) with respect
to n we obtain:

gn ln[fz (Z;f],n)} = pllog(n) + 1] + log ||§]||
~—1 p=1
—(E 2)-> vOm—i), 3
i=0

where 9(°)(-) is the digamma function [22, p. 258]. Thus,
the solution of above nonlinear equation provides the
ML estimator for n. Several estimation methods for n
are discussed in [19].

Fig. 1 presents a polarimetric SAR image obtained
by an E-SAR sensor over surroundings of Welling,
Germany. The informed (nominal) number of looks is
3. The area exhibits two distinct types of target rough-
ness: (i) homogeneous (pasture) and (ii) heterogeneous
(forest). Table I lists the resulting ML parameter esti-
mates, as well as the sample sizes. The estimates of
n are smaller than number of channels, p = 3, due to
the pronounced presence of texture. This fact suggests
the W(X,3) distribution as an inappropriate statistical
model.

TABLE I
PARAMETER ESTIMATES

Regions n \§]| # pixels
pasture-1  1.005 784050.800 2106
pasture-2  1.121 143.437 2352
pasture-3  1.000 190.130 3340

forest-1 1.003 3854056.000 2870

forest-2  2.480 10752870.000 1020

forest-3  1.050 14568.150 2496

Fig. 2 depicts the empirical densities of data samples
from the selected forest and pasture regions. Addition-
ally, the associated fitted marginal densities Wxg (X, 1)

[ ] pasture'—z

pasture-3 .

Fig. 1. E-SAR image (HH channel) with selected regions.
TABLE II
AIC VALUES FOR THE HH CHANNEL FROM RELAXED AND
ORIGINAL WISHART DISTRIBUTIONS ON REAL DATA

Regions AlC %
Wr w
pasture-1  23881.52  27454.97 0.87
pasture-2  14885.62  17345.38 0.86
pasture-3  21998.75  22112.37 0.99
forest-1 ~ 36823.14  40464.83 0.91
forest-2 ~ 14108.18  14481.67 0.97
forest-3  22761.28  25630.94 0.89

and W(ZAJ, 3) are displayed for comparison. In this case,
the scaled Wishart density collapses to a gamma density
as demonstrated in [23]:

-1
n"Z"

. 2 o 7
fZi,(Zz{an/Uivn) = W

exp(~nZi/o?).
for i € {HH,HV,VV}, where o? is the (i,7) entry of
3, and Z] is the (i,7) entry of the random matrix Z.
In order to quantitatively compare the data fittings, we
obtained the Akaike information criterion (AIC) values.
Table II presents the AICs for two elements of the family
of scaled Wishart distributions: W (3, ) and W(3, 3).
In all cases, the Wyg distribution presented the best fit.
These samples will be used to validate our proposed
methods in Section IV-E.
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Fig. 2. Histograms and empirical relaxed (solid curve) and original
(dashed curve) densities of samples.

ITI. STOCHASTIC DISSIMILARITIES

In the following we adhere to the convention that
a ‘divergence’ is any non-negative function between
two probability measures which obeys the identity of
definiteness property [24, ch. 11, p. 328]. If the function
is also symmetric, it is called a ‘distance’. Finally, we
understand ‘metric’ as a distance which also satisfies the
triangular inequality [25, ch. 1 and 14].

An image can be understood as a set of regions,
in which the enclosed pixels are observations of ran-
dom variables following a certain distribution. Therefore,
stochastic dissimilarity measures can be used as image
processing tools, since they may be able to assess the dif-

ference between the distributions that describe different
image areas [12]. Dissimilarity measures were submitted
to a systematic and comprehensive treatment in [26],
[27] and, as a result, the class of (h, ¢)-divergences was
proposed [15].

Assume that X and Y are random matrices associated
with densities fx(Z;01) and fy (Z;02), respectively,
where 61 and 05 are parameter vectors. The densities are
assumed to share a common support given by the cone
of Hermitian positive definite matrices .A. The (h, ¢)-
divergence between fx and fy is defined by

“4)

where h: (0,00) — [0,00) is a strictly increasing
function with h(0) = 0 and ¢: (0,00) — [0,00) is a
convex function such that 0¢(0/0) = 0 and 0 ¢(x/0) =
lim,_, oo ¢(x)/x. The differential element dZ is given
by

P
dZ = dZ1dZy---dZy, [ AR{Zi;}dS{Z;},
1, =1
where Z;; is the (7,7) entry of matrix Z, and operators
${-} and I{-} return real and imaginary parts of their
arguments, respectively [10].

Well-known divergences arise with adequate choices
of h and ¢. Among them, the following were examined:
(i) the Kullback-Leibler divergence [28], (ii) the Rényi
divergence, (ii1) the Bhattacharyya distance [29], and
(iv) the Hellinger distance [12]. As the triangular in-
equality is not necessarily satisfied, not every divergence
measure is a metric [30]. Additionally, the symmetry
property is not followed by some of these divergence
measures. Nevertheless, such tools are mathematically
appropriate for comparing the distribution of random
variables [31]. Thus, the following expression has been
suggested as a possible solution for this problem [28]:

DL(X,Y)+ DL(Y, X)
5 .

Functions dg : A x A — R are distances over A
since, for all X,Y € A, the following properties hold:

1) d"(X,Y) > 0 (Non-negativity).

2) dé(X, Y) = di(Y, X) (Symmetry).

3) d¢(X, Y) =0« X =Y (Definiteness).
Table III shows the functions i and ¢ which lead to the
distances considered in this work.

In the following we discuss integral expressions of
these (h, ¢)-distances. For simplicity, we suppress the

di(X,Y) =



TABLE III
(h, ¢)-DISTANCES AND THEIR FUNCTIONS

(h, ¢)-distance h(y) o(x)
Kullback-Leibler y/2 (x —1)logz
P 1 1 x17/3+w67/3(x71)72
Rényi (order 3) ﬁlog((,ﬁ—l)y—kl), 0<y<qi=5 T’O</B< 1
Bhattacharyya —log(—y+1),0<y<1 —Vr+ 2
Hellinger y/2,0 <y <2 (Vr —1)2

explicit dependence on Z and (61, 65), reminding that
the integration is with respect to Z on \A.

(i) The Kullback-Leibler distance:

Ay (X,Y) = [DKL(X Y) + D (Y, X))

= folog+/f logfy}
= /(fX fY)lng

The divergence Dyp has a close relationship with
the Neyman-Pearson lemma [32] and its sym-
metrization has been suggested as a correction form
of the Akaike information criterion [28].
(i) The Rényi distance of order 5:
AR(X,¥) = J[DAX,¥) + DY(Y, X)]

1- 1—
— 10gff§fy ﬁ‘HngfX ﬁfe
26— 1) ’
where 0 < [ < 1. The divergence Dg has
been used for analysing geometric characteristics

with respect to probability laws [33]. By the Fejér
inequality [34], we have that

I S e
G108 2
<dl(X,Y).

B(X,Y)2

Considering algebraic manipulations with the com-
plex Wishart density, distance dg proves to be more

tractable than dg. Thus, we select the former for our
subsequent analysis.
The Bhattacharyya distance:

MXYF—M/MAH.

Goudail et al. showed that this distance is an
efficient tool for contrast definition in algorithms
for image processing [35].

(iv) The Hellinger distance:

cMXJFﬂ—/th.

(iii)

Estimation methods based on the minimization of
dy have been successfully employed in the context
of stochastic differential equations [36]. This is the
only bounded distance among the ones considered
in this paper.

When considering the distance between particular
cases of the same distribution, only parameters are
relevant. In this case, the parameters 6, and 62 replace
the random variables X and Y as arguments of the
discussed distances. This notation is in agreement with
that of [15].

In the following, the hypothesis test based on stochas-
tic distances proposed by Salicri er al. [15] is intro-
duced. Let M-point vectors 6, = (911,.. 91M) and
6y = (021, . ..,02)) be the ML estimators of parameters
0, and 62 based on independent samples of sizes NV;
and N, respectively. Under the regularity conditions
discussed in [15, p 380] the following lemma holds:

Lemma 1: IfN+N T A€ (0,1) and 0, =
1 2 1 2_>OO
05, then
o
2NNy dg(61,62) D
S (91702) N No B /1 X%VI’
1+ Vg (0)@5 ( ) Ni,Na—00 (5)

where “—" denotes convergence in distribution and x3,
represents the chi-square distribution with M degrees of
freedom.

Based on Lemma 1, statistical hypothesis tests for the
null hypothesis 8; = 02 can be derived in the form of
following proposition.

Proposition 1: Let N; and Nz be large and
S¢(01,02) = s, then the null hypothesis 6; = 6, can
be rejected at level v if Pr(x3, > s) < o

We denote the statistics based on the Kullback-Leibler,
Rényi, Bhattacharya, and Hellinger distances as Skj , Sg ,
Sg, and Sy, respectively.

IV. ANALYTIC EXPRESSIONS, SENSITIVITY,
INEQUALITIES, DEPENDENCE ON THE COMPLEX
CORRELATION COEFFICIENT, AND FINITE SAMPLE
SIZE BEHAVIOR

In the following, analytic expressions for the stochas-
tic distances dki, dg, dg, and dy between two re-



laxed complex Wishart distributions are derived (Sec-
tion IV-A). We examine three special cases: (i) the
most general situation, i.e., 31 # X9 and n; # no,
(i1) same equivalent number of looks n; = ne = n and
different covariance matrices 31 # 3o, and (iii) same
covariance matrix ¥; = 3 and different equivalent
number of looks n; # no. Case (ii) is likely to be
the most frequently used in practice since it allows the
comparison of two possibly different areas from the same
image. Case (iii) allows the assessment of a change in
distribution due only to multilook processing on the same
area.

The sensitivity of the tests based on these distances
to variations of parameters is qualitatively assessed and
discussed in Section IV-B.

In Section IV-C we derive inequalities which 3; and
322 must obey. These inequalities lead to the Bartlett and
revised Wishart distances in a different and simple way
when compared to a well-known method available in
literature [37]. Distances are also shown to satisfy scale
invariance with respect to X.

Section IV-D presents and discusses the distances
under the parameterization proposed by Lee et al. [14]
which employs the complex correlation coefficient
among different polarization channels, instead of the
covariance matrix.

The performance of the tests for finite size samples is
quantified by means of (i) Monte Carlo simulation and
(ii) true data analysis in Section IV-E.

A. Analytic expressions

1) Kullback-Leibler distance:
Case (i):

nt—n 3
d1.(61,0) = 12 2{log:2;:—plognz

+p[ O —p+1) = (ny —p+1)]

w3 )

=1
n tr(n222_121 + n121_122)

~ p(n1 + ng)

2 2
6)

Details of this derivation are given in Ap-
pendix A.
Case (ii):
tr(E; 12 + 3,1%)
B —-p
This result was also derived by Lee and

Bretschneider [38] and applied to real PoISAR
data for assessing separability of target classes.

dxi.(01,602) =n

Case (iii):

ny—n n
dx1.(01,02) = —— 2{_p10g1

+p[ O —p+1) = O (g —p+1)]

Y )

=1

2) Rényi distance of order 0 < 8 < 1:

Case (i):
1 1(604,0,)
50,,0,) = 1 L2 7
dg (61, 602) F_1°8 9 (7
where
1(61,05) =
p—1 1-8
[F(nl —p+ 1)p‘21|n1n1—pn1 H(m — Z)Z:|
i=1
p—1 18-1
[ Ptoa =+ 1p1Zalrony [T = o
i=1
p—1
xT(Ey — p+ 1)P[Sp|” T (B = i)’
i=1
p—1 16-1
+ [(F(nl —p+ 1)p|21‘n1n1—pn1 H('m — Z)z:|
i=1

p—l 1-8
x [rm N (T >]

=1
p—1
xT(By — p+ 1)P 8o |72 [ (B2 — i)',
=1

where E1 = ni+(1—038)ng, B2 = Bno+(1—
B)ny, and Y= |(n152;1+nj(1—5)2;1)_1|
for (i,7) = (1,2),(2,1).

Case (ii):

log 2 1
1—ﬁ+ﬁ—110g{

[‘21\_ﬂ\22’(ﬁ_1)\(5zf1 +(1— 5)22_1>_1Hn
HZ| V= P (B + (1 - B)ETH Y

dg(01,0:) =




Case (iil):
log 2 1
R(01,02) I fﬂ 51 log{
p—1 1-8
ORI | (e
i=1
p—1 18-1
P2 =t s T i
i=1
p—1
xT(Ey —p+ 1)PE, PP [ (B — i)
i_l
_ 161
+ [F(nl p+1)P H ny — Z)l:|

-8
[F(n2-p-+

H<nz o]

p— 1
XP(EQ —p + 1)pE2—pE2 H(EQ — Z)Z}
i=1

3) Bhattacharyya distance:

Case (i):
\/P TL1 k)P ng — ]{)
91’ 02 Zl 77/1'5712 _ k)
LM log |21| na log | 3]
2 2
— g(nl logny + ng logna)
niy + ng n12f1 + TLQEEI -1
- log .
2 2
(3)
Case (ii):

log | X1 ] + log | X5
2

dg(61,02) :n[

2—1 + 2—1 —1
—1 -1 2 )
(5572
Case (iii):
VI n1 k) (ng — k)
01’92 Zl n1+nz _ k)
2

— g(nl logny + nglogng)
ny+n ny+n
+p 1 : 210g 1 . 2

4) Hellinger distance:
Case (i):

I“(n1+n2 _ k)
du(01,602) =1 —
H( ! 2 H \/F n1 ’I’LQ — k)
1+ 2
{271(11121_1 + nQE 1} e pna
AT ny Ny .
|54] 5 [ 2|
)
Case (ii):
(=t + 201"
du(01,62) = ‘ |
|§31H§32
Case (iii):
n1+n2 _ k)
n(01,02) =1 —
b H\/rn1 k)L (ns — k)
X (nl +n2) —p :tlmlnignz.

2

B. Sensitivity analysis

Now we examine the behavior of the statistics pre-
sented in Lemma 1 with respect to parameter variations,
i.e., under the alternative hypotheses. These statistics
are directly comparable since they all have the same
asymptotic distribution; we used N; = Ny = 100. Two
simple alternative hypotheses are illustrated: changes in
an entry in the diagonal of the covariance matrix, and
changes in the number of looks.

Firstly, we assumed n = 8 looks, 6; =
(3(360932), 8) and 0 = (X(x),8), where
x 11050 + 37591 63896 + 1581i
Y(x) = 98960 6593 + 6868i
208843
(10)

Since the covariance matrix is Hermitian, only the upper
triangle and the diagonal are displayed. The fixed covari-
ance matrix X(360932) was analyzed in [6] in PoISAR
data of forested areas.

Fig. 3(a) shows the statistics for x € [160000, 560000].
They present roughly the same behavior.

Secondly, we considered fixed covariance matri-
ces with varying equivalent number of looks: 8; =
(32(360932), 8) and 82 = (X(360932),m), for 3 < m <
13. Fig. 3(b) shows the statistics. It is noticeable that the
test statistics are steeper to the left of the minimum. This
is in accordance with the notion that small values of the
number of looks significantly affect the analysis [19].
In other words, the difference between Wg (X, n) and
Wgr (32, kn), for any fixed £ > 1 and any X, becomes
smaller when n increases.
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Fig. 3. Sensitivity of statistics.

C. Invariance and inequalities

The derived distances are invariant under scalings of
the covariance matrix X. In fact, it can be shown that

dm((aX1,n1), (B2, n2)] = dp[(E1,n1), (B2, n2)],

where a is a positive real value and M € {KL,R, B, H}.
This fact stems directly from the mathematical definition
of these distances.

De Maio and Alfano [39] derived a new estimator
for the covariance matrix under the complex Wishart
model using inequalities relating the sought parameters.
In the following we derive new inequalities for this
model. Due to the major role of the covariance matrix
in polarimetry [11], we limit our analysis to inequalities
that depend on 3.

Case (ii) described in previous subsections paved the
way for the new inequalities. The following results stem
from the nonnegativity of the four distances:

tr(35 'S + 271%,) > 2p, (1D

(e}
%_
T L gos
— - SB
S SH
e
= O
N
=
<
=
N
(@)
2_
O_
4 6 s 10 12
n

(b) Varying n

3\
(;‘;) Sl B + (1 )y

|34 R “n -1 “1v—1in
+ = 121782, + (1 =8)2 ) " <2,
(12)
log | 21| + log |2 OIS s AN
Og| 1|+ Og| 2| Zlog‘< 1 —+ 2 > , (13)
2 2
and L . L
DI Ve
vﬂxlnzzIE‘('122> L a4

respectively. Fixing § = 1/2 in (12), we obtain (14)
directly; taking the logarithm of both sides of (14)
yields (13). This result is justified by the following two
relations:

1) dg(01,05) = dy/*(61,0,) and

2) du(61,62) =1 —exp (—%dllzm(gl,@z))-

The revised Wishart [16] and Bartlett distances [5]
can be obtained in a new and simple manner. Indeed,
the revised Wishart distance (drw) can be derived after
simple manipulations of inequality (11), yielding:

tr(; 2, + T2

drw (21, 39) = >

-p=0.



The Bartlett distance arises after taking the logarithm

of both sides of inequality (14). Straightforward algebra

leads to:

B4 257
|31 ]3]

The rightmost term in the inequality above is referred to

as the Bartlett distance [5], [16].

In 2pIn2 > 0.

D. Dependence on the complex correlation coefficient

In PolSAR image processing, it is important to quan-
tify the influence of the complex correlation coefficient
between channels upon classification algorithms [40].
For such assessment, Lee et al. [14] presented a
reparametrization of a particular case of the complex
Wishart distribution based on a two-element scattering
vector y(k) at the kth look, for which the covariance
matrix is written as

Z11 a€i6

Z = { ae™ ¥ 2o ]’

where « and § are the multilook magnitude and phase,

respectively, and z; = n~ 1Y 7, ygk)ygk)*, fori=1,2.
The resulting covariance matrix is
5 [ o Jonom|ple? ] 15)
V11022 pcle™™ 0922 ’

where 0;; = E(z;;) and p,. is the complex correlation co-
efficient between z1; and z22. The normalized quantities

211 222 (e}
Bl = ) BQ = , N = )
011 022 V011022

and § obey the following joint probability density func-
tion:

n(BiBa —17°)" >

B.,B 0;pcy M) =

f( 1, D2, 7,050 n) 7T(1 _ \pc\z)”F(n)F(n _ 1)

% oxp ( _ Bi+ By — 2n|pc| cos(6 — 9)>
(16)

1—- |pc|2
where 0 is the pulse incidence angle, which is assumed
to be constant [14].

The presence of the complex correlation coefficient
pe as a model parameter [11], [14] offers a venue for
the proposition of divergence measures based on such
parameter.

Consider two random vectors distributed according
to Eq. (16) with parameters 6, = (p1,n1) and 02 =
(p2, n2). Invoking the most general form of the distances
as in Section IV, we derived closed form expressions for
the considered distances. It is known that normalization
procedures often seek transformed polarization channels
with variance equal to one. Thus, when o017 = 092 =1

in (15) and n; = ny = n, the distances are given
by Egs. (20)-(23). Mathematical details are given in
Appendix B.

Note that the change of correlation coefficient between
polarization channels can be captured when one consid-
ers pixels of different regions. Lee et al. [41] studied
the preservation of polarimetric properties in filtering
processes, such as the correlation coefficient between
polarization channels which can be obtained by

_ E(SunSyy)
VE(Sunl?) E([Sw[?)

Using this parameter in Lemma 1, four new hypothesis
tests are derived for checking whether two samples, of
sizes N1 and Ns, come from regions with statistically
similar correlation coefficient between channels. The
statistics can be also used as confidence regions.

The statistics based on Kullback-Leibler and Hellinger
distances present the following confidence regions:

A7)

Pe

Ry (prsp2) = { (pr p2) € 0,1] x [0, 1]

(1= 1lpillp2))(2 = |p1|* = |p2l?) _ (N1+DNa) o
2
A= 1o D (= paP) v, o) +2

& kL

(18)

and

Ru(p1, p2) = {(m,pz) €10,1] x [0, 1]:

VI=IpP) A=) _ 11, (N4 N 1/n
Tt 2w @] b
&2 ty

19)

where « is the specified nominal level.

Given two polarimetric data samples, their correlation
coefficients can be estimated according to Eq. (17).
Quantities &3, &2, tkr, and ty are evaluated by means of
(18)-(19). We then propose the following decision rules:

o Kullback-Leibler criterion: If 21 < tkL, then we
have statistical evidence that the samples come from
populations with similar correlation between HH
and VV channels. R

o Hellinger criterion: If £ > ty, the samples present
equivalent correlation between such channels.

Thus, regions Rgr(p1,p2) and Ry(p1,p2) along
with (17) are methods for comparing two regions based
on their correlation coefficients.

In order to illustrate this methodology, consider the
samples highlighted in Fig. 4 (which is extracted from
the ESAR image shown in Fig. 1). Table IV lists the
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]
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Fig. 4. PolISAR image (HH channel) with four samples.

TABLE IV
RESULTS BASED ON CONFIDENCE REGIONS

Regions El txL Decision ng tu Decision
D; — Dy 2.0220 2.0016 Distinct 0.2486 0.2499  Distinct
D; — D3 2.0068 2.0012  Distinct 0.2495 0.2499  Distinct
D: — D4 2.0734 2.0014 Distinct 0.2455 0.2499  Distinct
D2 — D3 2.0534 2.0018 Distinct 0.2467 0.2499  Distinct
Dy — Dy 2.0149 2.0020 Distinct 0.2490 0.2498  Distinct
Ds — Dy 2.1254 2.0016 Distinct 0.2424 0.2499  Distinct

quantities observed, along with the decisions they led
to. Notice that both rules discriminate well.

Additionally, statistics derived from these distances
can be used, for instance, to measure the influence of
the number of looks on the complex correlation between
211 and 2929 in Z [11]

Fig. 5 illustrates the resulting statistics for |p1]|?> =
0.5 and n1 = ny = n € {2,5} (Figures 5(a) and 5(b),
respectively), while |p2| varies on [0, 1].

As expected, the curves have their minimum value,
zero, at p; = po. Notice, however, that the curves are
steeper on the interval (|p1],1) than on (|p1],0). Thus
for discrimination purposes, the statistics provide better

sensitivity capabilities when |pa| > |p1].

The larger the number of looks is, the larger the test
statistics are in the alternative hypothesis.

In accordance with the results presented in Fig. 3,
all statistics exhibit similar behavior in the alternative
hypothesis.

E. Finite sample size behavior

We assessed the influence of estimation on the size of
the new hypothesis tests using simulated data. To that
end, the study was conducted considering the following
simulation parameters: number of looks n =n; =ng €
{4,8,16} and the forest covariance matrix shown in (10)
with x = 360932. The sample sizes relate to square
windows of size 7 x 7, 11 x 11, and 20 x 20 pixels, i.e.,
N1, Ny € {49,121,400}. Nominal significance levels
a € {1%,5%} were verified.

Let T be the number of Monte Carlo replicas and
C the number of cases for which the null hypothesis
is rejected at nominal level «. The empirical test size
is given by a;_, = C/T . Following the methodology
described in [12], we employed 1" = 5500 replicas.

Table V presents the empirical test sizes at 1% and
5% nominal levels, the execution time in miliseconds!,
the test statistic mean (S) and coefficient of variation
(CV). For each case, the best obtained empirical sizes
and distance means are in boldface. Results for N; =
49, Ny = {121,400} and N; = 121, Ny = 400 are
consistent with the ones shown, and are omitted for
brevity.

We tested ten parameters: nine related to the covari-
ance matrix of order p = 3 and the number of looks,
leading to 10 degrees of freedom. Thus, the statistics
expected value should converge in probability to 10, as
a consequence of the weak law of large numbers since it
is asymptotically y?, distributed. In Table V, notice that

"Running on a PC with an Intel Core 2 Duo processor 2.10 GHz,
4GB of RAM, Windows XP., and R 2.8.1
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Fig. 5. Distances expressed in (20)-(23) for ny = no = n = {2,5}, and |p1|> = 0.5.

S tends to 10 as the sample size increases. Except for the
case (N1, Na,n) = (121,121, 16), the CVs varied in the
interval (43.00,44.98) regardless the sample sizes. By
fixing the sample size while varying the number of looks
n, test sizes obey the inequalities Sy < Sp < Sg < SkL,
as illustrated in Fig. 3.

In general terms, proposed hypothesis tests presented
good results even for small sample sizes. The Kullback-
Leibler-based test presented the best performance in
terms of execution time, while the test based on the
Bhattacharyya distance showed the best empirical test
55.55% of cases.

The presented methodology for assessing test sizes
was also applied to the three forest samples from the E-
SAR image shown in Fig. 1. Each sample was submitted
to the following procedure [12]:

(1) split the sample in disjoint blocks of size Ni;

(i) for each block from (i), split the remaining sample

in disjoint blocks of size Na;
(iii) perform the hypothesis test as described in Propo-
sition 1 for each pair of samples with sizes /N1 and
Na.
Table VI presents the results, omitting some entries

as in Table V. All test sizes were smaller than the
nominal level, i.e., the proposed tests do not reject the
null hypothesis when similar samples are considered.

V. APPLICATIONS

This section presents two applications of the tests
based on stochastic distances. Firstly, a discrimination
analysis was performed in order to assess the influence of
image texture on the tests. It is known that the complex
Wishart distribution is more appropriated for describing
homogeneous regions. However, other polarimetric dis-
tributions, potentially more apt to describing textured
areas, yield intractable expressions which depend on
special functions, such as the hypergeometric and mod-
ified Bessel functions. In order to quantify textures, we
considered distances between relaxed scaled complex
Wishart laws as proposed by Anfinsen et al. [20].
Secondly, stochastic distances are embedded into the k-
means method in order to identify groups in PolSAR
data. The performance of four distances was assessed by
means of a synthetic image generated from the relaxed
scaled complex Wishart distribution.



TABLE V

EMPIRICAL SIZES FOR FOREST-1

Factors n=4 n=3~§ n =16
S(Z N1 N2 1% 5% time (ms) S CvV 1% 5% time (ms) S CvV 1% 5% time (ms) S CvV
Sk 49 49 1.109 5291 044 10.132 44.661 1.036 5.855 0.49 10243 44797 1.036 5236 0.39 10.005 45.048
121 121  1.036 4.927 043 10.041 44.849 0.891 5200 049 10.070 44.148 2.655 6.727 0.48 14.618 250.833
400 400 0.836 5.164 042 10.026 44.483 1.036 5273 0.50 10.022 45312 1.036 5.036 046 10.091 44.069
S,f 49 49 1.091 5.182 0.54 10.105 44.539 1.000 5782 0.51 10.222 44710 1.018 5.145 0.58 9.991 44.981
121 121 1.036 4.891 0.57 10.030 44.802 0.891 5.164 0.61 10.061 44.111 2.655 6.727 0.56 14.385 242.443
400 400 0.836 5.127 0.57 10.022 44.468 1.036 5.273 0.57 10.019 45301 1.018 5.036 0.65 10.089 44.061
Sg 49 49 1.018 5.036 1.10 10.058 44.329 0.927 5.691 1.12 10.186 44.561 0945 4963 1.07 9.965 44.865
121 121 0982 4.763 1.11 10.011 44719 0855 5.091 0.99 10.047 44.047 2.655 6.654 1.12 14.035 229.490
400 400 0.836 5.109 099 10.016 44.441 1.036 5273 1.13 10.015 45281 1.018 5.036 1.20 10.086 44.048
Su 49 49 0582 3909 1.10 9.756 43.000 0.600 4.236 1.12 9.876 43.238 0.527 3.909 1.07 9.668 43.547
121 121 0.709 4200 1.11  9.888 44.172 0.655 4.600 099 9924 43505 2.364 6.218 1.12 12.946 190.636
400 400 0.818 4945 099 9979 44277 1.018 5.091 1.13 9977 45116 0964 4927 1.20 10.048 43.884
TABLE VI
EMPIRICAL SIZES FOR FORESTS
Factors forest-1 forest-2 forest-3

S Ny N» 1% 5% S (x107') ¢v 1% 5% S (x107') ¢V 1% 5% S (x107') CV

SkL 49 49 0.00 0.00 27.44 65.53 0.00 0.00 25.34 7171  0.82 1.88 35.55 123.33

121 121 0.00 0.00 10.20 5236 0.00 0.00 13.32  41.37 0.00 0.00 25.53 112.68

400 400 0.00 0.00 2,56  38.61 0.00 0.00 4.95 — 0.00 0.00 19.50 108.19

S]f 49 49 0.00 0.00 18.39 62.90 0.00 0.00 17.03 68.78 0.00 0.16 22.74 112.75

121 121 0.00 0.00 7.03 5146 0.00 0.00 9.14  40.26 0.00 0.00 16.83 108.80

400 400 0.00 0.00 1.78 3848 0.00 0.00 3.45 — 0.00 0.00 13.10 106.62

S 49 49 0.00 0.00 18.43 59.37 0.00 0.00 17.13 64.85 0.00 0.00 21.75 102.36

121 121 0.00 0.00 7.32  50.04 0.00 0.00 947 3862 0.00 0.00 16.54 103.62

400 400 0.00 0.00 1.90 3826 0.00 0.00 3.65 — 0.00 0.00 13.16 104.24

Su 49 49 0.00 0.00 1430  46.14 0.00 0.00 13.42  48.14 0.00 0.00 14.62 69.088

121 121 0.00 0.00 6.63 4578 0.00 0.00 842 3453 0.00 0.00 11.91 81.619

400 400 0.00 0.00 1.86 3722 0.00 0.00 3.51 — 0.00 0.00 10.06 91.374

A. Discrimination analysis

AIRSAR was an airborne mission with PoISAR capa-
bilities, designed and built by the Jet Propulsion Labora-
tory, which operated at P-, L-, and C-bands [42]. Fig. 6
shows a 550 x 645 pixels image (HH channel) of San
Francisco recorded by this sensor, acquired with four
nominal looks. Nine areas were chosen to represent three
different degrees of roughness: homogeneous, heteroge-
neous, and extremely heterogeneous, labeled as A;, B,
and C;, respectively, for ¢ = 1,2, 3,.

The parameters of the complex Wishart distribution
were estimated by maximum likelihood, cf. Eq. (3).
Table VII presents the estimated number of looks and
determinants of the complex covariance matrices for
each area, along with the number of observations.

Goodman defined the determinant of the complex
covariance matrix as a generalized variance [21] which

is associated with the degree of heterogeneity. As the
heterogeneity increases, the elements of the covariance
matrices become larger along with the determinant. The
most homogeneous region, Ay, has the covariance matrix
with smallest determinant. Sample B; has the largest
determinant among heterogeneous regions. This suggests
that this sample is the most heterogeneous among them,
even with the presence of a double bounce [43] in
sample B3. As expected, urban areas produce the largest
determinants since they are extremely heterogeneous
targets. The estimated number of looks decreases with
the heterogeneity, as expected.

Stochastic distances were computed between pairs
of these estimated distributions. Table VIII shows the
distances between regions of the same class. In all but
one case, the values were found to be ordered as follows:
dxr > d¥® > dg > dy > d%'. The only discrepancy



if [[X] = [Eel] < [12%] = [Zim]]-

TABLE IX
DISTANCES BETWEEN REGIONS OF DIFFERENT ROUGHNESS

Regions dxL dg‘g dp du dg'l
A1-B; 621.16  91.09 1238 1.00 10.12
A1-Bs 318.09 74.13 1061 1.00 824
A1-Bs 397.15 7929 11.08 1.00 8.81
As-B; 22293  60.04 872 100 6.67
As-Bo 11927 4615 723 100 5.13
As-Bs 15290 5165 781 100 574
As-B; 361.81 7251 10.14 1.00  8.06
As-Bs 18507 57.19 850 1.00 6.35
As-Bs 23922 6280 9.05 100 6.98
) A1-C: 155932 110.64 14.65 1.00 1229
Fig. 6. AIRSAR HH data and samples A1-Co  1469.62 109.18 1457 1.00 12.13
TABLE VII A:1-C3 139329 10623 14.16 1.00 11.80
ESTIMATED NUMBER OF LOOKS AND GENERALIZED VARIANCE Ax-Cy 621.61 71.63 1070 1.00 8.62
As-Ca 57570  75.85 1056 1.00 843
Ay-Cs 55452 7431 1029 100 8.6
Subscript of regions As-C; 101030 90.89 1226 1.00 10.10
Estimates Region i1 i— o i3 As-Cs 95488 8929 12.14 1.00 9.92
As-Cs 907.62 8721 11.81 1.00 9.69
7 A 4.04 3.75 3.98
b5] 3.24x 1077  59.71 x 107° 18.83 x 10~* gl'gl jgg ggi 8‘22 8?; 8“3‘3
# pixels 15960 10339 11449 B1-Co 388 325 081 055 036
B, 3.05 3.21 3.15 B2-C; 13.41 950 202 087 1.06
35.86 x 107° 7.38x107°  10.87 x 1077 B2-Cs 12.44 897 193 086 1.00
17385 9152 5499 B2-Cs 11.18 810 175 0.83  0.90
B5-Cy 9.42 724 165 081  0.80
Ci 1.973%0310_3 1.463-;210_3 1_173%0910_3 B3-Cs 871 679 157 079 075
50320 2034 13970 B5-Cs 7.59 596 138 075 0.66

occurs when comparing homogeneous regions A; and
Ay, where the last inequality is not preserved.

TABLE VIII
DISTANCES BETWEEN REGIONS OF SIMILAR ROUGHNESS

Regions dqe  d2° dg dy dO!
Ai-Ax 1983 1313 266 093 146
Ai-A; 734 591 141 076 0.66
Az-As 201 173 045 036 0.19
B:-Ba 183 158 041 034 0.18
B1-Bs 111 097 026 023 0.11
B2-Bs 026 023 006 006 003
C1-Cz 035 031 0.09 008 003
C1-C3 021 0.8 0.05 0.05 0.02
C2-C3 0.19 0.7 0.05 0.05 0.02

Table IX presents the distances between regions of
different roughness. Similarly to the univariate case [12],
in these cases regions become more distinguishable. In
all cases, the distances satisfy

dp [(Sk,7), (S0, 7)] < dp[(Sk, 1), (S, )],

As expected, distances between samples of different
classes are much larger than those between samples with
similar roughness.

B. Clustering analysis in synthetic and actual images

A common characteristic of segmentation and classi-
fication algorithms is their sensitivity to the dissimilarity
measure they employ [16], [44]. As already presented,
stochastic distances present good discriminatory proper-
ties and, therefore, can be used for identifying clusters
in PolSAR data. To that end, we use of the k-means
method with these measures applied to synthetic data.

Fig. 7(a) presents a simulated PolSAR image of
75 x 80 pixels with ten regions generated from the
scaled complex Wishart law and 12 looks. The regions
have low, intermediate, and high brightness. The middle
brightness has covariance matrix given in Eq. (10), while
the largest and smallest brightnesses are simulated from
the following matrices, respectively:

962892 19171 — 35791 —154638 + 191388i
56707 —5798 + 16812i
472251



and

24046 — 27287i
—146 — 482i
61028

These two matrices were observed in [6], in urban and
pasture regions, respectively.

32556 556 + 787i
1647

We applied this methodology to a 182x210 pixels area
from the San Francisco AIRSAR image (Fig. 8(a)). This
area is composed of urban and forest regions. Fig. 8(b)
shows the initial stage of the clustering analysis, which
was randomly generated. Notice that d! gathers more
pixels of urban regions than the other distances. The
Kullback-Leibler distance presented the worst perfor-

mance.

(a) Synthetic image (b) Initial solution

(¢) dkL clusters (d) dg clusters

(b) Random initialization

(c) dxv clusters (d) dp clusters

(e) dy clusters () d! clusters

Fig. 7. Analysis of clustering in synthetic POISAR images.

Fig. 7(b) shows the initial stage in the clustering
process, which is quite far from the ideal solution.
Figs 7(c) to 7(f) present the results of using the k-
means algorithm proposed by Cao et al. [45] using the
stochastic distances already presented. Notice that all the
distances were able to identify clusters accurately with
a few spurious spots.

() d2! clusters

(e) du clusters

Fig. 8. Analysis of clustering in actual PoISAR images.

VI. CONCLUSIONS

Analytic expressions of four contrast measures be-
tween relaxed complex Wishart distribution were derived
for the most general case (different number of looks and
different covariance matrices), along with the particular
cases of same looks and same covariance matrix. These



measures are shown to be scale invariant, and they
lead to test statistics with asymptotic x? distribution
under the null hypothesis. Novel inequalities which relate
covariance matrices and distances were derived, leading
to a new and simple derivation of the revised Wishart and
Bartlett distances. Using the parametrization proposed by
Lee et al. [14], contrast measures based on the derived
distances, which depend on the complex correlation
coefficients between channels, were also obtained. These
new expressions can be used in a variety of applications
as, for instance, segmentation, and classification.

Those stochastic distances were successfully used as
dissimilarities in a k-means algorithm. Data from AIR-
SAR sensors confirmed the expected behavior of all the
distances: distances are smaller when applied to samples
of similar roughness, and larger otherwise.

Considering Monte Carlo experiments, all the pro-
posed statistics based stochastic distances present good
performance with finite size samples. In particular, the
results provided evidence that the test based on the
dp has the smallest empirical test size in a variety of
situations. This behavior was confirmed with samples
from a PolSAR sensor.

We presented numerical evidence that the statistics
based on Bhattacharyya distance overcome all other
distances based on statistics. It is noteworthy that the
tests here considered tend to reject more than their
nominal levels when dealing with small samples and
small number of looks. Correcting these tests statistics
is a venue for new research.
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APPENDIX A
THE KULLBACK-LEIBLER DISTANCE IN GENERAL
FORM

The Kullback-Leibler distance is given by

dx1.(01,02) =
5 [B(log | Z1]) — B(log| Za))]
SRl (27 20) — ma (55 21)]
5 B (57 25) — ot (55 2)),

(24)

where Z; ~ Wg(X;,n;), i = 1,2. According to
Anfinsen et al. [19], we have:

p—1
E(log|Z;|) = log |X;] + Zzb(o)(m — k) —plogn;
k=0
p—1
=log |%; O(n; —p+1 — plogn;
og [Zil + pp'¥ (n p+)+;nik plogn;,
(25)

since ¥ (z +1) = vO(z) + 2=, for any z real.
Additionally,

E[tr(27'Z,)] = E (i i 5%%&)

k=1 (=1

= Z Z Okt BE(zre) = U"[Ej_l E(Z;)]
=1

ifi =j, (26)

where 6y¢; and zj; are the (k,¢) entry of the matrices
E;l and Z;, respectively. Hence, applying (25) and (26)
into (24) yields (7).

APPENDIX B
DISTANCES AND THE COMPLEX CORRELATION
COEFFICIENT

Consider 81 = (X1,n1) and 02 = (X3, n2), where

(k)

011

(k) (k)

o171 099 |pile

k) (k i
U§1)‘7§2)|Pk|elé

(k) '

092

3=
—id
for kK = 1, 2. The following results hold:
D[] = 01)o3) (1~ |pif?) and
2)

tr(X;1%;) =

L (o) o
| 25+ 22 2l
1_Pi|2< aég o

)

The following result is pivotal for the derivation of
the remainder distances, except for the Kullback-Leibler

o1

fori,j=1,2.



distance:

)

C(kiskjoi,j) = (kS + k=50 7
L (oe) (i)
_ 2 -
U%B”éz L= lpi Uﬁ Uélz)
2
L (2m) (-t
A1) o]
4 kik;
(1= |pa) (1 = |p;[?)
-1
ool + Qa%)—2wiwﬂ]
Aootlod
Applying this expression in (6) and (8)-(10), one obtains
the particular forms of dg, dg, and dg.

In the following, the distances are derived and their
formulas are specified for the situation (aﬁ), oé?, nl)
= (Uﬁ)a Uég)) n?) = (L 13”)

e Expression for dgp: Applying results 1) and 2)
in (6), the Kullback-Leibler distance becomes
(1) (1

niT — n
d1(01,02) =— 2{10@;0%;) (2) —210g—
(1— |P1| ) ng —ny
+lo
U= 1pel) " (1 — D(na— 1)
2[00 m — 1) - 6~ 1)}
na
—+ (1 —
1= lorllo (= + )
—<n1 —|—n2).
and
(1= |pllp2)(2 = |p1[* = |p2]?) }
d(01,05) = n —92|.
x1(61,62) { (L~ o121 — |p2]?)
e Expression for dﬁ:
1(91,92):
n 71 n —1)2 n n -8
(= = Doy 1~ Iy
n —1 I'(nyg — 1 n n B—1
[ 22 2§f L (0®o2)y(1 — ool ]
x(Ep —1)T (Elfl) 2¢(n1B,ma(1 — B),1,2)5
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nl—anl—l 1 Dyny - -1
+[( 27(11 ) ( §1)052)) (1 - |/)1|2) } [2]
ng — 1)I'(ng — 1)? n 1P
x [ - 2n2 - ) (0521)05?) 2(1 - |,02|2) 2} [3]

X(E2 - 1)F(E2 - 1)2<(n257 nl(l - B)v 2, 1)E2
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log 2 1
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e Expression for dg:

1

=2 log
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— k)['(Ly — k)
L1 + Lo)/2 — k)
(1) (1)

011092

8(01,02)

+ log(
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(2) _(2)

ng [log(1 — |p2|?) +log(o17 055 )]

2
— [nl logni + nalog ng]

= g ()2, m2/2,1,2)

and
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(601, 02) :n{ og(1 — |p1[*) +log(1 — |paf*)

2
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e Expression for dy:
1
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5.4 Novas propostas de deteccao de bordas em imagens PolSAR

Imagens PolSAR sdo corrompidas pelo ruido speckle, dificultando a realizacdo de
métodos de processamento de imagem, tal como detec¢do de bordas. Este campo do
processamento objetiva procurar bordas entre as diferentes regides de uma imagem,
que apresentam pixels com propriedades similares. Metodologias bem sucedidas tém
sido propostas por Gambini et al. (2006), para dados monopolarizado, e por Frery,
Jacobo-Berlles, Gambini & Mejail (2010) para dados polarimétricos. Os processos de
deteccdo em tais artigos estdo fundamentados basicamente em trés passos: (i) a pro-
posta de regides iniciais, (ii) a deteccdo de alguns pontos para o controle do processo
(sendo, alguns deles, os centréides das regides iniciais) e, finalmente, (iii) a defini-
¢do da regido de contorno pelo método B-spline com respeito aos pontos detectados.
Esta secdo compara quatro abordagens alternativas baseadas em distancias estocasti-
cas com uma outra proposta por Gambini et al. (2008), que leva em conta a verossimi-
lhanca conjunta de uma distribuigdo a priori associada aos dados. Em todos os casos,
assumimos que as imagens polarimétricas sdo bem descritas pela lei Wishart complexa
escalonada (esta suposicdo também foi a dotada em Lee & Pottier 2009). Nos proce-
dimentos utilizados, enquanto uma proposta usual procura a divisdo que maximiza
a verossimilhanca, as novas abordagens buscam os pontos que maximizam as distan-
cias. As distdncias empregadas neste trabalho sdo aquelas propostas por Kullback-
Leibler, Bhattacharyya, Hellinger e Rényi (de ordem f). Experimento com imagem
sintética apresenta evidéncia que as metodologias baseadas em distancias estocdsticas
sdo aptas a encontrar pontos de bordas em imagens PolSAR. Finalmente, uma apli-
cacdo a dados reais da cidade de Sao Francisco é apresentada a fim de comparar os
desempenhos das metodologias. Neste caso, as regides iniciais sdo obtidas pelo algo-
ritmo de k-médias adaptado segundo Cao et al. (2007).

5.4.1 Detectores de bordas

Uma vez definidas as regides iniciais, a proposta original consiste em formar seg-
mentos de pixels cujas extremidades sejam os centréides destas regides e alguns pon-
tos externos a elas (chamados de pontos de controle). A Figura ilustra a sentenca
anterior propondo como cendrio uma imagem PolSAR sintética com duas regides ini-
cias distintas separadas por uma curva convexa.

Assim, objetivando identificar a borda de separacéo, traca-se segmentos s!) = C E;
do centréide C até pontos E; externos a regido convexa parai = 1,2,...,8. Os elemen-
tos externos sdo definidos pela seguinte expressdo E; = (r;cos(6;),7;sin(6;)) em que
(i) 0;41 = Z(s, s(+1)) ¢ 0 angulo formado entre dois segmentos consecutivos e (ii) ;
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Figura 5.13 Imagem PolSAR sintética com as subregides externa e interna distribuidas se-
gundo W(Sy,5) e W(Suy, 3) sendo Sy dado na Figura5.10} respectivamente.

é o raio de uma circunferéncia centrada em C e que passa pelos pontos externos E;.

O proximo passo é definir um ponto moével sobre cada segmento de modo que,
ao caminhar sobre suas posicdes, ele convergird para o ponto de borda nominal (de-
nominado por ponto de transicido (PT), conforme Gambini et al. 2006) segundo alguns
critérios discutidos nos seguintes itens.

(a) Metodologia baseada na maxima verossimilhanca conjunta:

Este método consiste na procura do PT numa faixa de pixels chamada de “seg-
mento”. De acordo com a proposta de Gambini et al. (2006), o PT é o ponto que
divide o segmento em duas regides com diferentes pardmetros. Por exemplo,
em todos os segmentos do tipo C E; da Figura os PTs sdo aqueles que os
divide em dois sub-segmentos que sdo realizagdes misturadas das distribuicdes
W(Su,5) e W(Sy,3). Assim, considere um PT na posi¢do j de um segmento
s(1) distribuido conforme uma lei Wishart complexa escalonada paral <i < N,
sendo N; a quantidade de segmentos especificados em um determinado estudo.
Entdo este segmento pode ser representado por

Zlgi) ~W(Zx, Lx), parak =1,...,j,
Z]El) ~ W(ZY, LY)I parak :]+ 1,...,N, (517)
(1)

a quantidades de matrizes estocasticas em um segmento s(!). Desta forma, um
estimador para o PT em s(!) é dado pelo indice que maximiza a verossimilhanca

em que Z,i é uma realizacdo da matriz aleatdria Zlgi) paral <k < NeN ¢
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conjunta

L) = T2 50 Tx) T1 f2(2%5 %, ),
k=1

k=j+1

ou, alternativamente,

£(j) = log(L Zlog f2(27;Ex,Ix)) + Z log(fz(Z,";Zy, Ly)),
k=j+1

em que %, e L, sdo os estimadores de MV (segundo abordagern discutida na Se-

(i)

géo 3 1.3 para Y, e L, baseados nas amostras aleatérias {Z1 A/ } e

{ i +1, ] +2,. .. ZI(\])} para h = X, Y, respectivamente. De acordo com a den51-
dade da Wishart dada na equacao (3.7), temos que

] LmLX|Z’(i) |LX—m
D"g( x| (L)

+ Zlog

k=j+1

etr(—LXZ'.XlZli(i))>

L _
( ¢Y|Zk |Ly m

. —1 /(i)
Zy 0T (Ly) etr(—LyZy Z, ))

Em outras palavras, a expressio para o estimador 7 do PT em s'/) ¢ dada por

Jv = arg jmax (7)-

Essa abordagem foi empregada com sucesso por Gambini et al. (2006) para dados
speckle univariado, e por Frery, Jacobo-Berlles, Gambini & Mejail (2010) para um
modelo que generaliza a distribuicdo Wishart complexa.

(b) Metodologia baseada em distancias estocasticas:

Considere duas matrizes aleatérias X e Y distribuidas conforme uma lei Wishart
complexa escalonada cujos vetores de parametros sdo 01 = (Xx,Lx) e 02 =

7-0) eé\(')

como estlmadores de MV sob as amostras aleatorias { Z ), Zz( yoos L } { i +1'

(Zy,Ly). Assim, considerando a defini¢do na Equagao (6), tome 0

Z ].(22, ceey N }, respectivamente. Entdo, quatro detectores sao propostos através

da expressao
~ ~0) =0\ _ ;
77 = argmaxdz(61',02 ") = argmaxdz(j),
] J

em que Z = {KL,B,H,R} e as distancias estocasticas d7 sdo definidas na Se-
cao Aqui, no caso da Rényi, considerou-se uma ordem = 0.1.
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A discussao da seguinte subsec¢do pretende examinar o comportamento dos detec-
tores discutidos com relagdo a variagdo dos parametros da distribui¢do Wishart com-
plexa.

5.4.2 Performance dos detectores

De acordo com o estudo realizado por Frery, Jacobo-Berlles, Gambini & Mejail
(2010), é razoavel representar os brilhos referentes as dreas urbanas (U) e de flores-
tas (F) por meio das matrizes complexas definidas na Figura

962892 19171 — 35791  —154638 + 191388i
U= 19171 4 3579i 56707 —5798 + 16812i ] ,
—154638 — 1913881 —5798 — 16812i 472251

11050 — 3759i 98960 6593 +- 6868i

[ 360932 11050 +3759i 63896 + 1581i 1
F =
63896 — 1581i 6593 — 6868i 208843

Figura 5.14 Matrizes utilizadas em experimento.

Baseando-se sobre tais matrizes, a Figura [5.15(c)| mostra uma faixa retangular sin-
tética com blocos de tamanhos 90 x 10 e 190 x 10, obedecendo a dados gerados em
conformidade com as leis Wg (U, 3) e Wy (F, 3), respectivamente.

A performance dos detectores é avaliada sobre esta faixa e a Figura mostra
as curvas de cada detector. Neste caso, espera-se que os estimadores sejam ndo vici-
ados a borda nominal, isto é, ao indice 90 para o nosso exemplo. A técnica baseada
na verossimilhanca conjunta apresenta boa performance, similarmente aos métodos
baseados em distancias estocésticas, para os quais é vélida a seguinte desigualdade:

dxr (kL) > ds(78) > dr(Jr) > du(jn)-

5.4.3 Método B-spline

Uma vez obtidos os pontos de transi¢do em cada segmento conforme a discussdo da
ultima subsecdo é necessdrio ajustar uma curva que se acomode bem a esses pontos.
O ajuste B-spline para descrever contornos em cenas de uma imagem PolSAR tem se
mostrado uma técnica eficiente. A seguir, é apresentada uma exposicdo deste assunto
(para maiores detalhes, consultar Blake & Isard 1998).

Seja um conjunto de pontos de controle {qo, qi,---, qNY_l} em que qi = (xk, yk) S
R? para k = 0,1,...,Ng — 1. Considere também um conjunto {sg,sy,...sy_1} de ta-
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(c) Imagem obtida obedecendo as leis Wg (U, 3) (esquerda) e Wg (F,3) (di-
reita)

Figura 5.15 Estudo particular para avaliar a capacidade dos detectores sob regides com dife-
rentes matrizes de covariancia.
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manho V tal que sp < s; < ... < sy_1 € R. Nesta conjectura, estes elementos sdo
comumente chamados de ’nésﬂ Uma curva B-spline de ordem d é definida como
uma soma ponderada de Np fungdes polinomiais, By 4(s), de grau d — 1 em que os
pesos sdo os pontos de controle, coms; <s <s; .y parai =0,1,...,V —1.

Desta forma, a curva B-spline r(s) = (x(s),y(s))T pode ser escrita pela seguinte
expressao

r(s) = {Nyle Sy Y B d(s)yn}T (P 0 (%), e
e 0 b(s) /\ g/

em que b(s) = {Bo(s), Bra(s), -, Bny-14(5)}, @v = {x0, %1, -+, x5y -1} e gy = {0,
]/1/ ey yNy—l}T-

A discussdo acima partiu dos pardmeros para explicar a Expressdo (5.18). Con-
sideremos agora o problema de ajustar a curva B-spline a partir de um conjunto de
pontos D = {do, dy, ..., dr_1}’ em uma imagem plana, em que d; = (x;,y;) para
i=0,1,...,k—1e Np < k. Da Equacéo (5.18), temos que o problema do ajustamento
é similar a encontrar a matriz QQ = (qx, qy) solucdo do seguinte sistema de equagao:

1. Para o caso em que k = N, K = {Kij = B]-,d(ti)} emqueij=0,1,...,Ng— 1L
Assim, assumindo que a matriz quadrada K é ndo singular,
Q=K'D.
2. Para o caso onde N < k = Ng, K = {Kij = Bj,d(ti)} parai = 0,1,...Np — 1
e0 < j < Np—1em que Kt é uma matriz-pseudo inversa. Dai, segue-se o

resultado dado por
K'D=(K'K)"'K"D = Q.

Em ambos os casos, [I|e[2] tém-se que

14
=0, t = Vi lldi — di]|
it ldi — dial|
em que || - || representa a norma de um vetor. E, quanto a expressdo do polindmio

adotado, utiliza-se uma base funcional chamada de B-spline de ordem d definida como

. 1/ tTl S s < tl’l+1
Bua(s) = { 0, caso contrario,
e, como passo interativo em d,
s—ty)B, 4_1(s t —3s)B _1(s
Bn,d(s) _ ( n) n,d 1( ) + ( n+d ) n+1,d 1( )
thrd—1 —tn tnrd — tnt
parad >1,emque0<t, <V -1e0<n<Np-—-1

4

ZNa pratica, esse conjunto de nés é escolhido arbitrariamente, conforme metodologia proposta por
Gambini et al. (2008).
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5.4.4 Aplicacdo a dados reais

A seguinte discussdo estd baseada em dois passos: (i) proposta de regides iniciais e
(ii) deteccdao de contornos.

1. Regides inicias

A definicdo de regides inicias é um passo fundamental na estimacdo de con-
tornos. Estas sementes podem ser definidas de diferentes modos: automaético,
semiautomatico ou manual. Nesta tese, este passo é realizado através de um
algoritmo semiautomatico, o qual combina técnicas de agrupamento em distri-
bui¢des Wishart complexa escalonada (como proposto por Cao et al. 2007) com
as idéias de deteccdo apresentadas por Frery, Jacobo-Berlles, Gambini & Mejail
(2010) e por Gambini et al. (2006).

Assumindo que uma imagem PolSAR é bem descrita pela distribuicdo Wishart
complexa escalonada, o método de segmentagdo emprega o algoritmo de k-médias
proposto por Cao et al. (2007). Subsequentemente, divide-se a imagem em blocos
e procura pelas regides de interesse convexas por meio do agrupamento destes
blocos usando “limitadores” (seguindo a proposta de Gambini et al. 2006).

Para este fim, quatro passos sdo necessdrios: selecdo das regides de interesse,
a busca por grupos de blocos concatenados que pertengam a cada uma destas
regides, eliminacdo dos grupos de ruido dos blocos concatenados e defini¢do das
linhas radiais (faixas de dados) para deteccdo. Estes passos estdo descritos em

detalhes na Figura

A Figura[5.17]perfila o processo de segmentagdo dando como exemplo a detecgio
da regido de florestas da imagem PolSAR de Sao Francisco (Figura5.19(a))

Oresultado da segmentagdo por k-média para 3 grupos é plotado na Figura
Entdo, a Figura mostra a imagem bindria, sendo uma regido segmentada
aquela selecionada pelo usudrio (florestas, no presente caso) e outra contendo
as demais regides. A Figura apresenta os blocos selecionados, definindo
n =11 e Ts = 70 pixels. A regido inicial adotada pelo limitador T, = 20 blocos
é plotada na Figura Finalmente, n6s devemos obter raios de controle a
partir dos centréides das regides encontradas. Este fato é ilustrado através da

Figura[5.18|

2. Deteccao em imagem PolSAR

A deteccdo é feita sobre uma pequena area da cidade de Sao Francisco. Tal ima-
gem foi obtida pelo sensor AIRSAR operando na banda L, com ntimero nominal
de looks 4. A Figura apresenta uma drea (150 x 150) com trés regides: oce-
ano (area escura), florestas (cinza) e cidades (clara).

A Figura mostra as curvas B-spline para os diferentes detectores com res-
peito as trés regides. Embora Eguchi & Copas (2006) tenham apresentado evi-
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()

(b)

(d)

Executar o método k-médias (ver Figura |5.17(a)) tendo a medida de dissimilari-
dade do centréide do i-ésimo cluster C; ao j-ésimo pixel Z; dada por

dZ](Z]r Cz) =In |Cz| —+ Tr(Cl’1Z]),

N; . . .
em que C; = —1\1,, Y. 1 Zk, Nj € o namero de elementos dentro do i-ésimo cluster. E
-
selecione a regido a ser analisada (de acordo com a Figura 5.17(b));

Dividir a imagem segmentada em blocos de tamanho n x n (para esta aplicacdo,
especificamos n = 11 conforme Frery, Jacobo-Berlles, Gambini & Mejail 2010).
Em seguida, considerar quais sdo os blocos que fazem parte da regido a ser ana-
lisada. A sele¢do dos blocos é realizada com um limitador especificado Ts: Se
#{S, NSy} > Tsentdo S, C Sy, ou seja, o bloco S, faz parte da regido S,, onde
S, é o conjunto de pixels da regido selecionada, S; é o conjunto de pixels de um
bloco e # representa o operador de cardinalidade de um conjunto (ilustrado na

Figura B17(0));

Agrupar os blocos adjacentes: Sp; € Ng(Sp2) — Sp1 N Spp = Sg, onde Sp; é 0
i-ésimo bloco. Em seguida, definir quais grupos serdo analisados. No exemplo,
especificamos os grupos de acordo com o limiar T,: Se #S¢; > T, entdo So; C Sy,

onde Sg; e 0 i-ésimo grupo (como na Figura5.17(d)).

Especificar os centros de cada grupo S,;. Em seguida, especificar os pontos de
controle de cada grupo de acordo com o centro, angulo e raio (conforme Fi-
gura [5.18). Os pontos de controle localizados no limiar da imagem e dentro das
regides foram desconsiderados.

Figura 5.16 Passo a passo da obtenc¢do dos pontos de controle.
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(a) Resultado k-médias (b) Regido de florestas se-
com 3 grupos lecionada (branco)

(c) Selecao dos blocos da (d) Selegao dos grupos da
regido de florestas regido de florestas

Figura 5.17 Passos do método de segmentacdo para a regiao de florestas.

(a) Oceano (b) Florestas (c) Cidades

Figura 5.18 Definicdo dos segmentos de controle.
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e
-

(a) Foto Aérea (b) Imagem Iy com regides

Figura 5.19 Regido 150 x 150 de Sao Francisco.

déncia de estreitas rela¢des entre a verossimilhanca conjunta sob uma amostra
aleatoria e a divergéncia de Kullback-Leibler, os resultados obtidos pelos detec-
tores Jx1 e Jv foram bastante diferentes. Os melhores resultados foram obtidos
pelos detectores 7 e Jr, superando a proposta usual jy. Além disso, eles se mos-
traram robustos a diferentes graus de heterogeneidade.

5.4.5 Consideracdes da Secdo

Cinco metodologias para detecgdo de bordas em imagens PolSAR foram comparadas.
Tais algoritmos utilizam faixas de dados para encontrar bordas em dados speckle. As
novas abordagens determinam os pontos que maximizam as distdncias estocdsticas
entre dois conjuntos de dados.

Dados obtidos por simula¢do mostram evidéncias que a detec¢do de bordas base-
ada sobre distancias estocdsticas sdo aptas a estimar pontos de transi¢io em segmentos
de uma imagem PolSAR. Aplicacdes a dados reais mostram que os métodos baseados
sobre as distancias de Rényi e Bhattacharyya apresentaram melhores desempenhos do
que aqueles baseados sobre a distancia classica de Kullback-Leibler e do que a meto-
dologia apoiada na maxima verossimilhanga.
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(a) Oceano:V (b) Floresta:V (c) Cidades:V

(g) Oceano:B (h) Floresta:B (i) Cidades:B

(j) Oceano:H (k) Floresta:H () Cidades:H

(m) Oceano:R (n) Floresta:R (o) Cidades:R

Figura 5.20 Resultados com as regides da imagem Sao Francisco.
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5.4.6 Trabalhos futuros
Como complemento desta se¢do, objetiva-se

# Particularizar este estudo para cendrios com distribuicdes dadas na Tabela [3.6) dada
na pagina 53}

# Utilizar entropias em deteccao de borda para imagens PolSAR e compara-las aos de-
tectores baseados em distancias estocasticas;

# Estender este estudo para cenarios polarimétricos descritos pelas leis da Tabela
dada na pagina[50]
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5.5 Analise estatistica para dados PolSAR baseada em medidas de
entropias

Analisar dados de imagens PolSAR é equivalente (vide Se¢éo [3) a lidar com um
ruido multidimensional resultante de seus processamentos, conforme proposta de
Lopez-Martinez et al. (2005). Assim, esta etapa exige que uma modelagem adequada
seja definida a priori a utilizagdo de quaisquer métodos estatisticos. A distribuigdo
Wishart complexa escalonada tem sido proposta como um importante modelo para re-
presentar dados PolSAR (Freitas et al. 2005). Vérias técnicas de segementagao (Beaulieu
& Touzi 2004), classificacdo (Kersten et al. 2005) e deteccao de bordas (Schou et al. 2003)
tém considerado tal distribuigdo como uma hip6tese em seus processamentos. Esta

se¢do propde ferramentas analiticas baseadas em Teoria da Informacao para este mo-
delo.

Depois que Shannon (1948) introduziu os conceitos de informagio e entropia, a deri-
vagdo de tais medidas tem se tornado topico de pesquisa em varios artigos. Por exem-
plo, Zografos & Nadarajah propuseram férmulas fechadas para as entropias de Rényi
e de Shannon para vdrias distribui¢des univariadas (Nadarajah & Zografos 2003), bi-
variadas (Nadarajah & Zografos 2005) e multivariadas (Zografos & Nadarajah 2005).
Medidas de entropia de Rényi foram derivadas por Abbasnejad & Arghami (2011) e
por Baratpour, Ahmadi & Arghami (2008) em contextos de estatistica de ordem. Em
anos recentes, estas ferramentas tém sido aplicadas ao processamento de imagens Pol-
SAR. Morio et al. (2008) analisaram a entropia de Shannon para caracterizagdo de ima-
gens polarimétricas. Naquele artigo, as medidas derivadas sdo comparadas a entropia
de Von Neumann. Esta tiltima medida foi estudada por Cloude & Pottier (1997) e por
Yan, Yang, Liu & Sun (2010) no contexto de classificagdo em imagens SAR polarimé-
tricas.

Esta se¢do objetiva

#» derivar as expressdes analiticas das entropias de Shannon, Rényi e Tsallis para a
distribuicao Wishart complexa escalonada;

#» propor expressdes para as variancias assintoticas das entropias estocésticas segundo
Shannon e Rényi, em que os parametros dentro da classe de entropias (/, ¢) séo subs-
tituidos pelos seus estimadores MV;

#» sugerir metodologias para testar hipétese e construir intervalos de confianga (Salicru &
Vives 2005), a fim de quantificar contraste em uma imagem PoISAR;

#» aplicar a metodologia desenvolvida a dados PolSAR reais.

Para este fim o trabalho entitulado por



5.5 ANALISE ESTATISTICA VIA ENTROPIAS 178

“Entropy-based Statistical Analysis of PolSAR Data”

serd anexado a esta se¢cdo. Muito embora os resumos tedricos deste trabalho estejam
fortemente correlacionados com as Segdes |4.1|e este artigo tem uma notagdo pro-
pria e pode ser analisado de forma independente da tese. A seguinte discussdo resume
0s seus principais resultados.

5.5.1 Contribui¢oes

’ Linha tedrica: \

1) Expressoes para medidas de entropia:

Seja Z ~ W(0) tal que 6 = [vec(X)!, L]". N6s derivamos as seguintes expressdes
para as entropias de Shannon (Hs), Rényi (Hﬁ de ordem p) e Tsallis (H? de ordem p):

Hs(0) :wlogn — m*logL + mlog|Z| + mL + (m — L)IP,S?)(L)
mil logI'(L — k), (5.19)
k=0
Hﬁ(@) zwlogn — m?logL + mlog|Z| — ml#cw%ﬁ
N Y logl(q — i) — Blogl' (L —i)] ’ (5.20)

1P
emqueq=L+(1—-B)(m—1L)e
51 (1 gyt [En(Lo+ (1= B)(m— 1)) [£[-Pm
) =1=p) [ Fg,l(L)ﬁm[H(l*ﬁ)(me)] Lm*(1-f) 1]'

Estas quantidades sdo aptas a fornecer a influéncia do ntimero de looks e/ou da matriz
de covaridncia (pardmetros comuns a qualquer distribui¢do polarimétrica conforme
Tabela sobre o grau de desordem ou variabilidade de um evento probabilistico
no dominio Hermintiano positivo definido, por exemplo, em uma regido de uma ima-
gem PoISAR. A seguir, uma discussdo objetiva construir cendrios para illustrar essas
influéncias

Cosideremos, inicialmente, a matriz

962892 19171 — 35791 —154638 + 191388i
Xy = 56707 —5798 + 16812i ,
472251
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que foi estimada por Frery, Jacobo-Berlles, Gambini & Mejail (2010), baseando-se em
uma area urbana de uma imagem E-SAR de Wefling (Munique, Alemanha). A Fi-
guraapresenta graficos das entropias discutidas para3 < L < 50, g € {0.1, 0.5,
0.8} e £yy. Considerando o mesmo intevalo para o ntimero de looks, as Figuras[5.21(b),
5.21(e)|ep.21(c)|apresentam o comportamento das entropias de Shannon, Tsallis (de or-
dem B =1 —1073) e Rényi (de ordem B = 0.1) para a matriz de covariancia (1 + k)X,
k € {0,0.1,0.2}, respectivamente.

=e Q 2
- k=02 B
bl Q- - k=01 &
- - k=00 -
5 = =
= x|
= =1
vy v
= : S ; : : .
10 20 30 40 50 10 20 30 40 50
L L
(a) Hs and Hg para matriz (b) Hse Z(1 + k) () H¥'eZ(1+k)

de covariancia X

125 130
125 130
bt
i

120

120

115
115

110
110

105
105

10 20 30 40 50 10 20 30 40 50
L L
(d)Hse H e £ (€) HL 19 and £(1 4 k)

Figura 5.21 Entropias de Shannon, Tsallis e Rényi para varias matrizes de covaridncias e na-
mero de looks.

As Figuras[5.21(a)|e[5.21(d)|ilustram a seguinte propriedade classica de convergén-
cia (maiores detalhes sdo encontrados em Cover & Thomas 1991):

2 HP(9) — — Tim HP
[1%1_)rr} Hy(0) = Hs(6) = [1%1_% Hr(6).
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Nos casos de convergécia considerados, a entropia de Shannon funciona como um
limite inferior as entropias ng e H!;.

As Figuras[5.21(b)| 5.21(c)|e[5.21(e) sugerem que a multiplicacdo da matriz de cova-
ridncia por uma constante (aumentando seu determinante), resulta em maiores valores
de entropias. Adicionalmente, como esperado, o aumento do niimero de looks implica
em menores valores para as entropias devido ao melhoramento da razdo sinal-ruido.

Embora a entropia de Tsallis possa ser usada em vérios campos de processamento
de imagem, a derivacdo de sua variancia assint6tica ndo se mostrou tratdvel. Assim, a
partir de entdo, o foco desta secdo serd sobre as entropias de Shannon e Rényi. Dife-

rentemente de Hff, estas entropias apresentam formas analiticas tratdveis com respeito
a metodologia discutida na Segéo A seguir, nds apresentamos as variancias assin-
toticas das entropias estocésticas de Shannon e Rényi.

2) Expressoes para as varidncias assintéticas de medidas estocdsticas baseadas nas
entropias de Shannon e Rényi:

Substituindo 8 = [vec(Z)!, L] por 8 = [vec(Z)!, L] nas expressdes (5.19) e (5.20)

acima, nés mostramos que suas variancias assintéticas relativas sdo dadas por:

(a) Para a entropia de Shannon:

(1) m212 2
2 L0m = L)yn (L) +m — 7] + 2 vec(z ) (Z® L) vec(ZY).  (5.21)
i yi (L) - g

(b) Para a entropia de Rényi:

)2
{%[wﬁ?)(q) — i (L)] - %gﬁ(ﬁ) _ mT}
gu (L) — 1
2

+”%Vec<z—1>*<2®>:> vec(z 7). 6.2

2 _
UR,ﬁ —

As expressdes (5.21)) e (5.22) combinadas as entrop1as e (5.20), respectivamente,
resultam em duas estatlstlcas segundo a Pr0p051gao 1 da Seg:ao 4.1t Sg e Sﬁ. Note que

Slﬁ{ é uma classe de estatisticas que inclue Sg (quando B — 1). Estas estatisticas sdo bas-
tante amplas uma vez que podem ser utilizadas nas seguintes frentes: (i) medidas de
qualidade de ajuste como uma alternativa as medidas propostas por Anfinsen, Doul-
geris & Eltoft (2011), (ii) medidas de homogeneidade como uma estensdo a proposta
de Nascimento et al. (2010) e, num contexto ainda pouco explorado, (iii) homogenei-
dade em mdltiplas populagdes. Esta secdo tem o interesse em avangar na frente (ii).
A fim contextualizar as contribui¢des tedricas, nés checamos a efiéncia das medidas
derivadas em varios cendrios como dados PolSAR.
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Linha aplicada:

Novos testes de hip6tese e intervalos de confianga baseados sobre a familia de en-
tropias (h, ¢) (vide Segéo foram propostos para a distribui¢do Wishart complexa
escalonada. As ferramentas propostas visam contrastar amostras e verificar se elas
vém de uma mesma distribui¢do populacional. A fim de avaliar os testes propostos,
nods consideramos um estudo de simulagdo de Monte Carlo e aplica¢des a dados reais.

A Figura mostra o canal HH de uma imagem de Munique (Alemanha) obtida
pelo sensor E-SAR sob um nidmero de equivalente de looks 3.2. Trés regions foram
selecionadas: A1, Ay e A3, correpondendo a dreas de retornos com textura intensa,
moderada e fraca (ou mais homogeneas). A Tabela mostra os tamanhos de amos-
tra utilizados N e as estimativas MV dos parametros da distribuicdo Wishart para cada
regido. As Figuras [5.22(b)}{5.22(d) apresentam os histogramas e as densidades ajusta-
das de duas distribuicdes Wishart escalonada: W(E,3.2) e Wi (Z,L). Adicionalmente,
a Tabela mostra os valores dos AICs destas distribui¢des para os dados considera-
dos. Em todos os caso, o modelo Wr se ajustou melhor aos dados. Como mostrado na
Tabela a amostra mais homogénea apresentou maior estimativa para o ntimero
de equivalente de looks e menor determinante.

Tabela 5.11 Estimativas MV

AIC
W(E,32) Wg(E,L)

A; 3708 355494500 1.361 50769.93  49856.90
A, 2088 3321.241 1.657 18353.35 17931.51
Az 1079 274189 2.557 6749.56 6629.15

Regides N Z| )

A Tabela apresenta os limites de confianga assint6ticos para as entropias de
Shannon e Rényi em dados reais a um nivel de confianca de 95%, como discutido
na Segéao Em termos gerais, os intervalos das entropias sdo disjuntos entre as
regides, o que qualifica o uso de intervalos de confianga baseados em entropias como
uma metodologia apropriada para diferenciar regides PolSAR.

Tabela 5.12 Intevalos assint6ticos estimados para as entropias de Shannon e Rényi no nivel
95%

ao

I/_I\S Hgl HI(%S

Regi

Inferior Superior Inferior Superior Inferior Superior

A 37.979 38.432  61.083 61.332  44.045 44.364
A,  30.079 30.541  45.563 45.867  36.124 37.049
Aj 19.611 19.949  35.000 35.346  20.901 21.230
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Figura 5.22 Imagem PolSAR real com regides selecionadas e curvas de densidades ajustadas
para distribui¢des Wishart relaxada (ponto tracejada) e original (sélida).
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Além disso, os resultados fornecem evidéncias de que as menores entropias esti-
madas estdo associadas as regides cujos determinantes das matrizes de covaridncia
estimadas sdo menores. Este fato pode ser justificado por meio das evidéncias do es-
tudo gréfico de entropias na discussao sobre as contribuigdes tedricas: os valores maio-
res para o determinante das matrizes de covaridncia estdo associados com os maiores
valores de entropias, enquanto os maiores nimeros de looks as menores entropias.
Uma vez que (i) a entropia é uma medida de variabilidade e (ii) d&reas PoISAR com
altos valores para o retorno sdo mais heterogéneas, é intuitiva a seguinte conclusao
dos dados: as grandezas “determinante da matriz de covaridncia” e “entropia” sdo
diretamente proporcionais. Goodman (1963a) definiu o determinante da matriz de
covaridncia como varidncia generalizada, a qual pode ser associada com o grau de he-
terogeneidade. Assim, embora ndo explorada na literatura de processamento destas
imagens, esta relacdo ndo deve ser descartada.

1) Estudos com dados sintéticos:

Usando experimentos Monte Carlo e pardmetros obtidos de dados reais, os testes
estatisticos baseados nas entropias de Shannon e Rényi (de ordem p = 0.1, 0.8) foram
avaliados. Com esse objetivo, dados sintéticos seguindo uma distribuicio Wishart
complexa escalonada foram considerados conforme algoritmo proposto por Lee, Gru-
nes & Kwok (1994). Esta simulagdo empregou os seguinte parametros: (i) L = 3.2;
(i) matriz de covariancia estimada das regloes A, Ay e Az da Figura 5. (discu-
tida adiante), referenciadas como T, eXs, respectivamente; (iii) tamanhos de amos-
tras N = {9,49,81,121,400} (isto é, janelas quadradas de tamanhos {3,7,9,11,20}); e
(iv) niveis de significancia &« € {1%, 5%, 10%}. Uma vez geradas duas amostras inde—
pendentes de tamanhos N das matrizes populacionais X ~ W(Z;, L) eY ~ W(f‘.]-, L),
noés testamos a hipétese nula (fll-, L) = (fl]-, L) parai,j =1,2,3. Seguindo Nascimento
etal. (2010), nés utilizamos 5500 replica¢des de Monte Carlo para todos os casos. Como
critérios de avaliacdo, valores para os tamanhos e poderes dos teste propostos foram
considerados.

A Tabela apresenta os resultados para os tamanhos empiricos dos testes. Do
ponto de vista estatistico, a situacdo ideal para os dados sintéticos é ter um teste com
tamanhos empiricos similares aos niveis nominais especificados. Assim, nés conclui-
mos que o teste sobre a entropia de Rényi para f = 0.1 é geralmente superado pelos
outros testes, exceto para N = 9. O testes baseados sobre as entropias de Shannon e
Rényi com ordem 0.8 apresentaram valores préoximos aos nominais, até mesmo para
tamanhos de amostras pequenos.

Para as situacoes consideradas, as amostras de diferentes matrizes de covariancia
sempre rejeitaram a hipdtese nula com os testes estatisticos proposto, resultando em
poderes do teste estimados com valores 1. A Tabela mostra os valores médios das
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Tabela 5.13 Tamanhos empiricos do teste

Aq As Az
N 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%
Entropia de Shannon
9135 6.15 11.76 136 6.16 12.02 144 6.20 12.05
49138 553 1044 138 5.65 1035 135 547 1044
81133 551 975 135 547 984 135 536 10.07
1211.18 556 10.58 1.15 5,51 1051 1.15 549 1044
4001.35 5.38 1033 138 547 1040 140 551 10.22
Entropia de Rényi com = 0.8
1.38 6.22 11.65 144 6.18 1193 145 6.09 11.78
127 562 1036 131 565 1031 1.33 5.38 10.55
131 547 976 120 547 991 129 536 9.95
1.05 535 1045 1.15 544 1044 1.13 5.53 10.55
1.35 527 1031 136 529 1029 1.27 5.33 1042
Entropia de Rényi com = 0.1
0.69 4.04 880 076 415 865 0.82 4.04 855
071 3.62 782 075 387 789 069 345 7.73
053 3.69 751 056 384 749 055 3.62 751
0.60 373 758 060 340 747 053 358 7.64
056 384 765 067 382 764 0.67 3.62 7.65

184
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5500

S(Ay,A;) = 55001 Y SE(IZ, Lilk [Z;, L),

k=1

185

em que Sg é Sg ou Sg como dado na Tabela|4.1|e [f.i, E,-]k sdo as estimativas MV basea-
das sobre os dados gerados da populacdo A; na k-ésima replicacdo de Monte Carlo, e
o coeficiente de variagdo (CV) das estatisticas na hipétese alternativa:

CV(A;, Aj) =S(A,A)! J

Tabela 5.14 Média e coeficiente de variagdo sob a hipétese alternativa

5500

35001 3 (S ([Zi, Lilk [Z, Lilk) — S(A; A%

A1-A2 A1—A3 AZ‘AS
N CV 5 Qv S Qv S
Entropia de Shannon
9 2059 108.16 13.83 24853 3842  29.89
49 865 57623 582 132919 1638 156.21
81 670 94951 452 2191.84 1271 256.54
121 5.51 141822 371 3274.03 1043 383.17
400 3.01 4687.29 2.02 10817.80 5.72 1265.69
Entropia de Rényi com = 0.8
20.56  106.72 13.72 24522 3845  29.50
8.63 569.69 576 131411 1640 15443
6.67 93893 447 2167.39 12.72  253.68
548 140243 3.66 3237.61 1042 378.93
3.00 4635.65 2.00 10698.61 5.71 1251.74
Entropia de Rényi com = 0.1
21.70 7842 14.27 180.12 40.60  21.79
911 42329 6.00 976.32 17.44 11477
702 69847 463 1612.06 13.50 188.81
573 104326 3.77 2408.63 11.00 282.06
3.15 3450.84 2.07 796398 6.03 931.79
Neste caso a maior média S(A;, A;) corresponde ao maior valor 1z — |)i]| |, resul-

tando na seguinte relacdo:

S(A1,A3) > S(Aq,Ay) > S(Ay, Aj).

(5.23)

A estatistica de Shannon produz maiores valores quando contrastamos amostras de
areas diferentes, indicando que esta estatistica tem um maior potencial de discrimina-

¢do.
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2) Aplicacao a dados reais:

Aplicando a metodologia descrita a dados reais, nés obtivemos os resultados apre-
sentados nas Figuras e Para este fim, as seguintes etapas foram seguidas:

1. Paraj=1,2,...,5500 realize os passos[2) a[5).

2. Amostre duas regides U e V; das dreas A1, Ay, e As.

3. Utilizando uma amostragem sem reposi¢ao, gere dois vetores com N pontos, ull)
e vU) de U, e V;, respectivamente, garantindo que ul) £ ul) e v #£ v0) para

i#].

4. Estime os vetores de parametros
mente.

éy Je ég ) baseado sobre ul/) e vl ), respectiva-

5. Tome decisdo baseado na Proposicdo|[l|para & = {1%,5%,10%}.

6. Seja T o niimero de vezes em que a hipétese nula é rejeitada. Calcule o tamanho
empirico do teste (1_,) e o poder (1-B1_,) no nivel « quando

&1_o = T/5500, se V; = U;
1—B1_o = T/5500, se Vj # U.

No6s consideramos N o namero de observagdes nas janelas quadradas {3 x 3,4 x
4,...,23 x 23}.

A Figura apresenta os tamanhos empiricos dos testes, com o tamanho nominal
« representado pela linha pontilhada. O comportamento de @1, é consistente através
dos trés valores de a: o tamanho empirico do teste é maior para a entropia de Shannon
do que para a de Rényi com = 0.8, a qual é maior do que a de Rényi com ordem
B = 0.1. A mais rdpida convérgencia a # com respeito aos tamanhos de amostras é
consistentemente observada na drea Az. Menhum teste alcanga o nivel nominal es-
pecificado na 4rea A;. Este fato é devido ao brilho pronunciado desta regido, como
notado na Tabela

No estudo de poder do teste, nds objetivamos selecionar imagens visualmente mais
similares do que as coletadas na Figura mas com propriedades estatisticas mais
distintas. A este fim, a Figura (a) mostra uma imagem EMISAR de Foulum (Di-
namarca) (para maiores detalhes, consulte o Apéndice[A)), a qual foi obtida no niimero
de looks 8. Essa imagem representa dreas de agricultura e, para nosso estudo, trés
regides foram selecionadas. A Tabela apresenta uma breve andlise descritiva das
estimativas MV das regides amostradas. A Figuras[5.24(b)-(d) fornecem as densidades
empiricas para diferentes areas e canais de polarizacdo. Como esperado dos valores
assumidos pelas estimativas de L, nota-se que as densidades empiricas de B, and B
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Figura 5.23 Tamanho empirico do teste para diferentes regides em varios tamanhos de amos-
tras.
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sdo mais proximas para todos os canais de polarizagdo. A seguir, estuda-se as estima-
tivas para o poder dos testes considerados.

Baseando-se no algoritmo apresentado no inicio desta aplicagdo, nés apresentamos
o estudo do poder do teste entre as regides selecionadas para as estatisticas Ss e S§1. A
Figuras[5.25(a)-5.25(c)| fornecem estimativas para o poder do teste considerando pares
de amostras nas regides selecionadas. Em termos gerais, o poder estimado aumenta
rapidamente quando o tamanho de amostra cresce. O teste baseado sobre a entropia
de Shannon supera aqueles obtidos para o teste na entropia de Rényi. Esses resultados
sugerem o teste baseado na entropia de Shannon como uma ferramenta mais apropri-
ada para detectar bordas e mudangas em imagens PolSAR do que aquele em funcdo
da entropia de Rényi.

Tabela 5.15 estimativas MV
Regides N Z| L
By 2280 2.333x10°° 6.060

B, 1408 1.112x 107 11.937
Bs 1848 5.814 x 10~7 10.752

5.5.2 Considera¢des da Secao [5.5]

Nesta se¢do, nds derivamos expressdes para as entropias de Shannon, Tsallis e Rényi
para distribuicdo Wishart complexa escalonada. Estes parametros, fun¢des do nimero
de looks e da matriz de covaridncia, carregam o efeito dos parametros da lei Wishart
complexa escalonada sobre o grau de desordem. Além disso, avaliando as entropias
nos estimadores de MV para L e L, as varidncias assintéticas de seus estimadores de
MYV foram derivadas. Baseando-se nos resultados acima, novas metodologias para tes-
tar hip6tese e construir intervalos de confianca baseadas na classe de entropias (1, ¢)
foram propostas. Tais métodos consistem de testes simples para checar se duas amos-
tras matricias Hermitianas positivas definidas vem de uma mesmas distribuigao.

Considerando dados reais de um imagem E-SAR, os intervalos de confianga ba-
seados em entropias se mostraram vélidos para identificar regides distintas com 95%
de confianga. Evidéncias com dados reais indicam que os valores das entropias sdo
maiores para dados com maiores determinantes da covariancia amostral, isto é, com
maiores variancias generalizadas. Baseando-se em um estudo de Monte Carlo, a per-
formance dos testes foi quantificada. Adotando como critério de comparacdo seus
tamanhos, o teste baseado na entropia de Shannon apresentou melhores resultados do
que o dependente da entropia de Rényi. Em termos de poder, é possivel verificar que
a estatistica de Shannon tem um poder de discriminagdo maior.

Duas aplicagdes a dados reais foram realizadas. Os resultados se mostraram ali-
nhados com os experimentos em dados sintéticos. Desta forma, sugerimos a entropia
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Figura 5.24 Imagem PolSAR com regides selecionadas e densidades empiricas para vérias
dreas e canais de polarizagao.
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Figura 5.25 Poder empirico do teste para diferentes regides nos tamanhos de amostras consi-

derados.
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de Shannon como a melhor fonte de discriminagdo e a entropia de Rényi com ordem
0.1 como mais apta a reconhecer homogeneidade.

5.5.3 Trabalhos futuros

De uma critica cientifica desta segdo, as seguintes frentes de trabalhos podem ser con-
sideradas:

# Estudo destas medidas no contexto de qualidade de ajuste para dados PolSAR e sua
comparagao com outras propostas, tais com as sugeridas por Anfinsen et al. (2011);

# Testes para classificar um pixels PoOISAR como uma reflexao de canto (outlier) em ima-
gens PolSAR,;

# Proposta dos testes derivados a multiplas populagées (> 2).
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Entropy-based Statistical Analysis of POISAR Data

Alejandro C. Frery, Member, Renato J. Cintra, Senior Member, and Abradao D. C. Nascimento, Student
Member

Abstract—Identifying the image contrast between dif-
ferent regions is a pivotal task in image processing.
Images obtained from coherent illumination processes are
inexorably contaminated with speckle noise. Multilook
polarimetric synthetic aperture radar (PolSAR) imagery
is a prominent example. With an adequacy widely attested
in the literature, the scaled complex Wishart distribution
has been suggested as a acceptable model for PolSAR
data. In this perspective, we derive analytic expressions for
the Shannon, Rényi, and restricted Tsallis entropies under
such statistical model, including the asymptotic variance
of the first two when replacing distribution parameters by
maximum likelihood estimators. Relationships of derived
measures with the parameters of the scaled Wishart
law (equivalent number of looks and covariance matrix)
are discussed. Subsequently, confidence intervals based
on entropies are also proposed and indicated as a new
methodology of capturing contrast. New hypothesis tests
are additionally proposed using these results, and their
performance is assessed using simulated and real data.
Finally, in general terms, the test based on the Shannon
entropy outperforms one proposed by Rényi in considered
cases.

Index Terms—information theory, SAR polarimetry,
contrast measures.

I. INTRODUCTION

OLARIMETRIC synthetic aperture radar (PoISAR)

has been used to describe earth surface phenom-

ena [1]. This technology uses coherent illumination

which causes the interference pattern called ‘speckle’ [2],

which is non-Gaussian and multiplicative in nature. This

fact precludes the use of conventional tools to PoISAR
image analysis, requiring specialized techniques.

The scaled complex Wishart has been successfully

employed as a statistical model for homogeneous regions

in PolSAR images [3]. This distribution is at the core
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of segmentation [4], classification [5], and boundary
detection [6] techniques.

The concepts of ‘information’ and ‘entropy’ were
given formal mathematical definitions in the context of
data communications by Shannon in 1948 [7]. Thence-
forth, the proposition and application of information
and entropy measures have become an active research
field in several areas. Zografos and Nadarajah proposed
closed expressions for Shannon and Rényi entropies for
several univariate [8], bivariate [9], and multivariate [10]
distributions.

Exploring relationships associated to the log-
likelihood function, Zong [11] applied the Rényi
entropy to several univariate distributions. In fact, this
entropy measure has been applied to image processing
problems such as data mining, detection, segmentation,
classification [12]-[14]. Another prominent entropy
measure is the restricted Tsallis entropy. This tool was
introduced by Tsallis in [15], [16] and is related to the
Rényi entropy. The restricted Tsallis entropy has found
applications in statistical physics [17].

Among these information theoretical tools, the Shan-
non entropy has been applied to PolSAR imagery.
Morio et al. [18] analyzed such entropy for the char-
acterization of polarimetric targets under the circular
multidimensional Gaussian distribution. Subsequently,
this measure was compared with the von Neumann
entropy by Cloude and Pottier [19], [20] for classification
purposes.

Additionally, in order to apply information theory
tools to extract conclusions from speckle data, the uti-
lization of stochastic distances has been sought. A com-
prehensive examination of these measures is presented
and applied to intensity SAR data in [21], [22].

In this paper, we derive analytic expressions for the
Shannon, Rényi, and restricted Tsallis entropies under
the scaled complex Wishart law. These measures are
analyzed as particular cases of the (h, ¢)-entropy pro-
posed by Salicru et al. [23]. Considering the Shannon
and Rényi entropies and replacing their parameters by
maximum likelihood (ML) estimators, expressions for
the asymptotic variances of the entropy estimates are
derived. Novel methodologies for testing hypotheses and
constructing confidence intervals are proposed for quan-



tifying ‘contrast’ in PolSAR imagery. Such measures
can also be adapted to proposing the new SAR image
processing techniques, such as segmentation [4], classi-
fication [5], boundary detection [24], [25], and change
detection [26] methods. Monte Carlo experiments are
performed for assessing the performance of the discussed
measures in synthetic data, and an application to real
PolSAR data is performed.

The remainder of this paper is organized as follows.
Section II recalls the scaled Wishart law. Selected in-
formation theoretic tools are summarized in Section III.
Section IV presents the proposed entropies and the
asymptotic variance of their estimates, along with an
application. Section VI concludes the paper.

II. THE COMPLEX WISHART DISTRIBUTION

Full-polarimetric SAR sensors record the four com-
binations of the received and transmitted complex
linear polarizations: Syy (horizontal-horizontal), Syv
(horizontal-vertical), Syy (vertical-horizontal), and Syv
(vertical-vertical). When natural targets are consid-
ered [27], the conditions of the reciprocity theorem [2],
[28] are satisfied and it can be assumed that Syy = Svyy.

In general, we may consider systems with m polariza-
tion elements, which constitute a complex random vector
denoted by:

y=[S1 S -+ Sul’, (1)

where (-)! is the transposition operator. It is commonly
assumed that the scattering vector y is distributed ac-
cording to the circular complex Gaussian law [29].

Multilook PolSAR data are usually formed in order to
enhance the signal-to-noise ratio (SNR):

1 L
_ H
Z—Lglyz’yia
1=

where (-)! is the Hermitian operator, y, represents the
scattering vector in the sth look, and L is the number
of looks which is a parameter that controls the noise
effect on PoISAR images. Matrix Z is defined over the
set of positive-definite Hermitian matrices .A. Moreover,
Goodman showed that LZ follows the ordinary complex
Wishart law [30], whose density of the scaled random
matrix Z is

LmL| Z/ |L—m

fz(Z';2,L) = ST (L)

exp [ — Ltr(27'2')],

(2)
where m is the order of ¥, m < L, 'y, (L) =
=D I T(L — k), T(:) is the gamma function,
3 = E(yy"), and E{-} is the expectation operator. This
is denoted as Z ~ W,,,(%, L).

ITII. INFORMATION THEORY

Information theory has provided important tools for
statistical inference [31], data compression [32], and
image processing [18], to name a few applications. In
particular, the entropy is a fundamental concept related
to the notion of disorder in mechanical statistics [33].
Salicri er al. [23] proposed the (h, ¢)-entropy class,
which generalizes the concept. In the following, we
recall this definition and we derive entropies for positive-
definite Hermitian random matrices.

Let fz(Z';0) be a probability density function with
parameter vector @ which characterizes the distribution
of the random matrix Z. The (h, ¢)-entropy relative to
Z is defined by

11(0) = n( [ otra(z:0)a2).

where either ¢ : [0, oo) — R is concave and h: R —+ R
is increasing, or ¢ is convex and h is decreasing. The
differential element dZ’ is given by

dZ’:HdZii H ng{Zij}d%{Zij?ﬁ

i=1 i,j=1
W—/
1<J
where Z;; is the (i, j)-th entry of matrix Z’, and R and
& denote the real and imaginary parts, respectively [30].
Table I shows the specification of the three entropies we
use in this article: Shannon, Rényi, and restricted Tsallis.

TABLE 1
(h, ¢)-ENTROPIES AND RELATED FUNCTIONS

(h, ¢)-entropy h(y)  é(z)
Shannon [23] Y —xlnx
Restricted Tsallis (order 8 € Ry : 8 # 1) [34] Y ””f_—*;
Rényi (order 8 € Ry : 8 # 1) [35] T zf

The following result, derived by Pardo et al. [36],
paves the way for the proposal of asymptotic statistical
inference methods based on entropy.

Lemma I: Let @ = [0 0 6,]" be the ML
estimate of the parameter vector 8 = [0; Oy --- 6]
based on a random sample of size N under the model
f(Z';8). Then

VN [H}(8) - H;(6)] —— N(0,5%(6)).

where N (u1, 0?) is the Gaussian distribution with mean

3

. D c g
w4 and variance o“, ‘“—’ denotes convergence in distri-
bution,

o7(0) = 8'K(6)7'4, 3)



K(0) = E{-9%In fz(Z;0)/06} is the Fisher infor-
mation matrix, and & = [§; &2 dp)t such that
§; = OHP(6)/96; for i =1,2,...,p.

In the following we introduce a methodology for hy-
pothesis tests and confidence intervals based on entropy.

A. Hypothesis test

Let Z; be a positive-definite random matrix with prob-
ability density function defined over A with parameter
vector @; for ¢ = 1,2,...,r, where r is the number of
populations to be assessed. We are interested in testing
the following hypotheses:

Ho: H(01) = H}(82) = --- = H{(8,) = v,
Hy: H}?(Oz) # H,?(Gj) for some 4 and j.

In other words, statistical evidence is sought for as-
sessing whether at least one of the r regions of a
PolSAR image has different entropy when compared to
the remaining regions.

Let 0; be the ML estimate for 8; based on a random
sample of size N; under Z;, for ¢ = 1,2,...,r. From
Lemma 1 we have that

VN (H?(8:) —v)  p

— N(0,1)
for ¢ =1,2,...,r. Therefore,
- ~ 2
i N;(H;(0,) —v)"  p 9 @
P 0—%{(00 N;—00 r

Since v 1is, in practice, unknown, in the following we
modify this test statistic in order to take this into account.
Considering an application of Cochran’s theorem [37],
we obtain:

N (H(8) — v)

i=1 U%{( i)

LN (HP(9) - 1) S Ni(T - w)’

Z ( h2( 2 U) —|—Z (;) A’U) ’ (5)

i=1 UH( i) i—1 UH(Gi

where

_ " N; }1 "\ N:H?(8))

v= ~ — Y =_-
[;U%(ﬁ’i) 2 c%,(6;)

i=1

Salicru et al. [23] showed that the second summation
in the right-hand side of Equation (5) is chi-square
distributed with one degree of freedom. Since the left-
hand side of (5) is chi-square distributed with r degrees
of freedom (cf. Equation (4)), we conclude that:

i Ni(HP(0)-7)° p

oh(0:) N T

i=1

In particular, consider the following test statistic:

— - N(H?(6:) - )
R T

i=1

540,05,

(6)

We are now in the position to state the following result.
Proposition 1: Let N;, + =1,2,...,r, be sufficiently

large. If Sg’(a, 4/9;, e ,6:) = s, then the null hypothesis

Ho can be rejected at a level « if Pr(XE_l > s) <a.

B. Confidence intervals

Let 6 be the ML estimate of 6 for a sufficiently
large sample N. An approximate confidence interval for
H,‘f(@) at nominal level « is

HP(0) £ 209 (7)

where z, /5 is the /2 quantile of the standard Gaussian
distribution.
Consider now 67 and 65, ML estimates based on

large samples N1 and N, respectively. An approximate
confidence interval for H ,‘f (01)—Hff(02) is given by [36]

g 5
S@N _ 1D o (61) | 0F(62)
[Hh (91) Hh (02)] + ZQ/Q\/ N1 + N2 .
IV. RESULTS

In the following, we derive results for the Shannon,
Rényi, and restricted Tsallis entropies, denoted as Hs,
H]f , and H? , respectively, under the scaled complex
Wishart law. In particular, these measures are alge-
braically expressed, numerically evaluated, and assessed.
We adopt 8 = [L,vec(X)!]', where vec(-) is the vec-
torisation operator, as the working parameter vector.
Additionally, asymptotic results for these measures are
computed. To that end, we derive analytic expressions for
the variance of the considered entropies. The entropies
were evaluated at the ML estimate values. Subsequently,
hypothesis tests and confidence intervals are proposed
based on Shannon and Rényi entropies.

A. Expressions for the complex Wishart distribution

To the following, we present three schemes concerning
the derivations of Shannon, restricted Tsallis, and Rényi
entropies.



1) Shannon entropy: Applying the expression of the
Shannon entropy obtained by h and ¢ functions in
Table I to the density given in Equation (2), we have
that

Hs(8) = — /A (22, D) In [5(Z'; 5, 1)AZ.
— B{~In f£(Z)}.

Thus, minor manipulations yield the following result:

Hs(@) =—mLInL+ (m— L)E{In|Z|}
m—1
m(m —1)
+ LS+ ————"In w+k201an k)
+ LE{tr(Z712)}.

In [38], Anfinsen et al. proposes the following iden-
tity:

E{ln|Z]} = |3 + (L)

—mlinL,

where wﬁ,?)(-) represents the term of zero order of the
vth-order multivariate polygamma function given by

Z 1/,(1))

¥ (.) is the ordinary polygamma function expressed by

z/)(“)

9"+ InT(L)

(v) -
/IZJ (L) - 8Lv+1 )

for v > 0 (in this case, 1(?)(-) is known as the digamma
function). By the linearity of the expectation operator,
the following holds true:

E{tx(Z7'2)} =tx(T'E{Z}) =tr (T7'%) =
Thus, the Shannon entropy relative to the random vari-
able Z ~ W,, (X, L) is expressed by

Hs(0) = m(mf_l)lnﬂ —m?InL+mln|Z| +mL
m—1
+ (m— L)L)+ > InT(L - k). (8)

k=0

2) Restricted Tsallis entropy: Based on Table I, the

restricted Tsallis entropy is defined by
H; (6) = (1 8) " (jis — 1),

where jig £ E{fgf1 Z)}. The quantity fiz can be
explicitly calculated according to the following manipu-

lations:

)

B

L
Lm |Z/|5(L7m)

|2 T (L)
x exp[—fSL tr(X

e )

7lzl)]dzl

_ m /|Z/|(B1)(Lm)ZI|Lm
[BIEFTw(L) | Ja
x exp[—Ltr(fX~12"))dz’
I 2 N 7 D) )
= m E{|x|0=8)(m-L)
S| | e | P j

LmL(,Bfl)Bme
- [BEe-ITE(L)

E{|X|m=D0a=H1 0 10)

where X ~ W,,(X/5,L). Moreover, Anfinsen et
al. [39] showed that

F(L+s—m

) —m s—m
(L) (L |E|) , (11)

B{|Z]""} =
where Z ~ W,, (3, L). Thus, applying (11) in (10), we
have that

~_ Ty(L 4 (1= p)(m - L)) S|
a 0, (L)gmlL+1-p)m=1)] [m*(1=5) °

12)

3) Rényi entropy: From Table I, the Rényi entropy is
given by

HY(0) = (1— ) Injig.
Notice that this measure also depends on i3, which was
already computed in Equation (12).

Therefore, denoting ¢ = L+ (1—)(m— L), the Rényi

entropy is expressed by

HB(G) = m(mf_l)lnﬂ—mﬂnl}—i—mln|2|
mqlnﬂ > [lnF q—1i)— BInT(L —1)]
-5 1-5 '
(13)

It is known that, as 5 — 1, both the Rényi [40, p.
676] and Tsallis [41] entropies converge to the Shannon
entropy. Thus:

im B2 ()= — ) Jim HP
lim 1(0)="" Hs(6)="" lim H{(9). ~ (14)

These convergences hold true regardless the number
of looks In the followmg, we examine the behavior of
Hg, HT, and HR in terms of X and L.



4) Case study:

Frery et al. [24] observed the following covariance
matrix on an urban area from the E-SAR image of
WeBling (Bayern, Germany):

962892 19171 — 35791
56707

—154638 4 191388i
—5798 + 16812i
472251

Yy =

only the diagonal and the upper triangle values are
shown. Fig. 1(a) depicts plots of the discussed en-
tropies for 3 < L < 50, 8 € {0.1,0.5,0.8}, and
3. Considering the same interval for the number of
looks, Figs. 1(b), 1(e), and 1(c) show the Shannon,
Tsallis (of order 3 = 1 — 1073), and Rényi (of order
B = 0.1) entropies for the covariance matrix (1+ k)X,
k€ {0,0.1,0.2}, respectively.

Figs. 1(a) and 1(d) illustrate the property stated in (14).
In the case shown here, the convergences are from above,
i.e., Hs is always smaller than Hg and HTﬁ

Figs. 1(b) and 1(c) suggest that multiplying the co-
variance matrix by a constant — hence increasing its
determinant — also increases both Shannon and Rényi
entropies. As expected, increasing the number of looks
leads to smaller entropy values due to the increase of the
image SNR.

Although the restricted Tsallis entropy can be used in
several fields of image processing [18], the derivation of
its variance does not lead to a mathematically tractable
expression. Thus, henceforth we focus our attention
on the Shannon and Rényi entropies, which allow the
necessary algebraic manipulations for the the method
described in Section III. In the next section, we derive
asymptotic variances for the Shannon and Rényi entropy
estimates

B. Asymptotic variances

Let Z be a random matrix which follows a scaled
complex Wishart distribution with parameter 6 as defined
in the previous subsection. The associated log-likelihood
function is expressed by

(@) =mLInL + (L —m)ln|Z| — LIn|X|

m(m

The Hessian matrix J (@), the Fisher information
matrix K(@), and the biased version (according to An-
finsen et al. [38]) for Cramér-Rao lower bound C(0)
are necessary to obtain closed form expressions for the
asymptotic entropy variance used in Equation (3). In
particular, the following quantity plays a central role:

. oL(0)\’
T = e ®) (az)

where (-)* represents complex conjugation. Anfinsen et
al. [38] showed that

—1 -1
T — oETlzzT
ox
=-ylgxizel_slegx'x1z
Moreover, it is known that [42]
T, =081/ = -2 togx

Thus, we have that

Jos =L —T)) =L(E e t-xlexlze!

- lexln1z). (15)
From Equation (15) we obtain:
Ksy =B{-Jsx} =LY o2 ! (16)

The analytical expressions for [J(0), X(0), and C(0)
are, thus,

J(0) =

vec(X 71zt -yt
Jex

m — (L)
vec(ZT1ZEZ Tl - mh)

K(6) =E{-J(0)} =

[ %)(L) -z vec(0,, )t ]
vec(0,) LY texTl |
C(0) = K(0)™ =
W) (L) — 2171 vec(0,,)! ]
vec(0y,) L'Eex |’

m—1
_ 1 . .
B ) ot — Z (L — k) — Ltr(Z_lZ\yhere 0, is the null square matrix of order m.
k=0

2

Since 04(0)/0vec(X) = vec(04(0)/0%) holds
true [42], the score functions are given by

tr, =m(In L+1)+1In | Z|~1n S| (L) —tr (271 Z)

and
lyee(s) = Lvec (Z71Z871 —x7H).

Anfinsen el al. [38] derived the Fisher information ma-
trix for the unscaled complex Wishart law. That approach
found that the parameters of such distribution are not
orthogonal. Based on 7 (8), we conclude that parameters
L and X become orthogonal under the scaling of the
complex Wishart law. Among other benefits, such scaling
makes the likelihood equations separable, as shown in
the following.
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Consider {Z1,Z9,...,Zy} a random sample of
size¢ N _obtained from Z ~ W,(3,L). Since
N1 Z,ivzl V{(0) = 0, we have that

1 N

s=—N"z,=Z
Nki k ;

1

and

N
~ 1 _ ~
mnL + N; 11n\Zk| —In|Z| - (L) =0. 17)

Ihus, the ML estimator of X is the sample mean, while
L is derived by solving the system shown in Equa-
tion (17). The Newton-Raphson iterative method [43] can
be used to solve this nonlinear system.

=1
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Shannon, Tsallis, and Rényi entropies for several covariance matrices and number of looks.

The asymptotic variance given by Equation (3) is

determined by C(6) and by the term [36]

h h 1t

6= {3H¢(0) Vec<H¢(0)> } .

oL 0x
We denote the resulting § as ds and dg g, when Hg and
Hg are considered, respectively. Analogously, entropy
variances are denoted as o2 and 012{7 - These quantities
are give by expressions (18)-(21).

Note that, as expected from Equation (14),
limg_,q ‘7121,,8 = O'g.

As a potential application, the two derived measures
can be considered as an alternative goodness-of-fit pro-
posed in [44] for the Wishart distribution, specifying
r = 11in (6). In this paper, we aim to quantify contrast in
PolSAR images and situations with r = 2 are considered.




(a) Shannon entropy:

(1) 2
§s = | (m—Lm (L) +m— - (18)
mvec(E71)
and
) [(m—L) %)(L)—Fm—m—?]2 m? Int 1
o? = @ Li b —vec(Z™) (T ®X) vec(=71). (19)
Ui (L) = 1 L
(b) Rényi entropy:
B_1.,0) (0) mpB1n(B) 2
Orp = m[d’m (@) — ¥m (L)]_W_m? (20)
' mvec(E_l)
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TABLE II
A proposal of contrast measures is an important SAR ML ESTIMATES
image preprocessing step because they are often used
for improving imagery techniques [21]. Cintra et al. [22] Regions N 12| 7
showed the such tools outperform the Kolmogorov- AL 3708 355494500 1361
Smirnov nonparametric test in SAR imagery. To the A; 2088 3321241 1657
following, the proposed tools are applied to the POISAR As 1079 274.189  2.557
imagery.
TABLE 1II

V. APPLICATION

In this section, we combine the entropies and variances
derived in previous section to form statistical tests.
Monte Carlo experiments were used in order to quantify
their performance with respect to test size and power.
Finally, the discussed methodology is applied to real
data.

Fig. 2 shows the HH band of a PolSAR image ob-
tained by an E-SAR sensor with 3.2 nominal equivalent
number of looks in the L-band image over Welling,
Germany [45]. Three regions were selected: A, Ao,
and Ajs, corresponding to areas with strong, moderate,
and weak return, respectively. Table II shows the sample
size¢ N and the ML estimates of the scaled Wishart
distribution parameters for each region.

As shown in Table II, the smallest estimative for
number of looks is presented by region A;, where the
texture is more intense.

Table III presents the asymptotic lower and upper
bounds for the Shannon and Rényi entropies at the
95% 1level of confidence, as computed according to
Equation (7). The Shannon entropy has the smallest con-
fidence intervals at the considered level and, therefore,
its estimates are the most precise, at least for the samples
here analyzed.

ESTIMATED ASYMPTOTIC INTERVALS FOR SHANNON AND RENYI
ENTROPIES AT 95%

o0

o Lower Upper Lower Upper Lower Upper
A; 37979 38432 61.083 61.332 44.045 44.364
Ao 30.079 30.541 45.563 45.867 36.124 37.049
Az 19.611 19949 35.000 35.346 20.901 21.230

These results present evidence that the lowest es-
timated entropies are associated with regions whose
estimated covariance matrices have small determinant
values. This fact can be justified by means of the case
study presented in Section IV-A4 which illustrated that
larger covariance matrices and/or equivalent numbers of
looks are associated with areas of smaller entropies.
Since (i) the entropy is a variability measure and (ii)
PolSAR areas with a high reflectance are more heteroge-
neous, it is intuitive the conclusion obtained from data:
determinant of covariance matrix and entropy are two
measure directly proportional. Goodman [46] defined the
stochastic covariance matrix determinant as a general-
ized variance which is associated with its heterogeneity
degree. Thus, although poorly explored in the treatment
of these images, this relationship may be highlighted.



Fig. 2. PoISAR image and selected regions.

The following discussion applies the derived theory
to synthetic and real data. Using Monte Carlo sim-
ulation and the estimated parameters from real data,
statistical tests for identifying homogeneity in PolSAR
images based on Shannon and Rényi (for 5 = 0.1,0.8)
entropies were assessed. Subsequently, our methodology
was applied to real data.

1) Synthetic Data: In this subsection, the perfor-
mance of hypothesis tests based on Shannon and Rényi
entropies was quantified. To that end, synthetic data
following the scaled complex Wishart distribution were
generated as suggested in [47]. The simulation employed
the following parameters: (i) L = 3.2; (ii) the esti-
mated covariance matrices from regions Aj, Ag, and As,
denoted as X1, 3o, and X3, respectively; (iii) sample
sizes N = {9,49,81,121,400} (i.e., squared windows
of size {3,7,9,11,20}); and (iv) significance levels « €

{1%,5%,10%}. After generating two samples of size
N each from X ~ Wy, (3;,L) and Y ~ Wy, (3, L),
we tested the the null hypothesis (3;, L) = (X5, L) for
1,7 = 1,2,3. Following [21], we run 5500 replicas of
the Monte Carlo simulation for every case. Empirical
test size and power were employed as figures of merit.

Table IV presents the resulting empirical test sizes.
From a purely statistical viewpoint, the ideal test is the
one whose empirical size is exactly the nominal one for
simulated data. Therefore, we conclude that the Rényi
entropy for § = 0.1 is generally outperformed by the
Shannon and Rényi of order 0.8, except for N = 9. The
two last hypothesis tests have empirical test sizes close
to the nominal levels even for small sample sizes.

TABLE 1V
EMPIRICAL TEST SIZES

Ay Ay Az
N 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%
Shannon entropy
9135 6.15 11.76 136 6.16 12.02 144 620 12.05
49 1.38 553 1044 1.38 565 1035 1.35 547 1044
81133 551 975 135 547 984 135 536 10.07
121 1.18 556 10.58 1.15 551 1051 1.15 549 1044
400 1.35 538 1033 138 547 1040 140 551 10.22
Rényi entropy with 8 = 0.8
138 622 11.65 144 6.18 1193 145 6.09 11.78
1.27 5.62 1036 131 5.65 1031 133 538 10.55
131 547 976 120 547 991 129 536 995
1.05 535 1045 1.15 544 1044 1.13 553 10.55
1.35 527 1031 136 529 1029 127 533 1042
Rényi entropy with 8 = 0.1
0.69 4.04 880 0.76 4.15 8.65 0.82 4.04 855
071 362 782 075 387 7.89 0.69 345 7.73
053 3.69 751 056 384 749 055 3.62 17.51
060 373 7.58 0.60 3.40 747 053 3.58 7.64
056 384 7.65 0.67 382 7.64 0.67 3.62 7.65

Samples from different covariance matrices always led
to rejecting the null hypothesis with the proposed statis-
tical tests, thus leading to tests with unitary empirical test
power. Table V shows the mean value of the statistics

where S(}; is Ss or S as given in (6) and [f]z, E,]k are the
ML estimates based on generated data from population
A; at the kth Monte Carlo replica, and coefficient of
variation (CV) of the test statistics under alternative



hypotheses:
CV(A;, Aj) =
VEERISH(S: Lk, (S5, Lilk) — S(As, A2
S(Ai, Aj)v/5500 '

TABLE V
MEAN AND COEFFICIENT OF VARIATION UNDER ALTERNATIVE
HYPOTHESES
Al-AQ Al-Ag A2‘A3
N Ccv S CvV S Ccv S
Shannon entropy
9 20.59 108.16  13.83 248.53 38.42 29.89
49 865 576.23 5.82 1329.19 16.38 156.21
81 6.70 94951 452  2191.84 1271 256.54
121 551 141822 371 3274.03 1043  383.17
400 3.01 4687.29 2.02 10817.80  5.72 1265.69
Rényi entropy with 8 = 0.8
20.56 106.72  13.72 24522 3845 29.50
8.63  569.69 5.76 1314.11 16.40 154.43
6.67 93893 447  2167.39 1272  253.68
5.48 140243 3.66  3237.61 1042 37893
3.00 4635.65 2.00 10698.61 571 1251.74
Rényi entropy with 8 = 0.1
21.70 78.42  14.27 180.12  40.60 21.79
9.11 42329  6.00 97632 17.44 114.77
7.02 69847  4.63 1612.06 13.50 188.81
573 104326  3.77  2408.63 11.00  282.06
3.15 3450.84 2.07 796398  6.03  931.79

The largest means ?(Ai, Aj) correspond to the largest
absolute values abs(|3;|—|X;|), leading to the following
relations:

S(A1,A3) > S(A1,Az) > S(Ag,A3).  (22)

Shannon test statistics produced the largest test statistics
when contrasting samples from different areas.

2) Real Data: Applying the methodology described
above to real data, we obtained the results shown in
Fig. 3. To that end, the following steps were followed:

1) For j =1,2,...,5500 perform steps 2) to 5).

2) Extract two regions U; and V; from areas
Al,AQ, and Ag.

3) By sampling without replacement, generate two
N-point vectors ul/) and v\) from U, and V;,
respectively, granting w(? # w9 and v # v(@)
for i # j. 4 4

4) Estimate the parameter vectors 55” and 5? based
on u?) and v, respectively.

5) Compute the decision from Proposition 1 for oo =

{1%, 5%, 10%}.

TABLE VI
ML ESTIMATES

Regions N 13| L
B 3192 1.609 x 107°  6.925
B, 1408 1.112x107% 11.937
Bs 1848 5.814 x 1077 10.752

6) Let 1" be the number of times that the null hypoth-
esis was rejected. Calculate the empirical test size
(01_q) and power (B1_,) at level « as

Q1o = T/5500, if V; = U;,
Bi—a = T/5500, if V; # U;.

We considered N the number of observations in squared
windows of size {3 x 3,4 x 4,...,23 x 23}.

Fig. 3 shows the empirical test sizes, with the nominal
test size o in dotted line. The behavior of qq_, is
consistent across the three values of «a: the empirical
test size is larger in Shannon than in Rényi 8 = 0.8
which, in turn, is larger than Rényi 5 = 0.1. The fastest
convergence to « with respect to the sample size is
consistently observed in area As. No test attains the
nominal size in area Aj. This is probably due to its
pronounced brightness, as noted in Table II.

In order to extend the study concerning the test
powers, we aim to select regions visually similar, but
with distinct statistical properties. To that end, Fig. 4(a)
shows EMISAR image of Foulum (Denmark) which was
obtained with the nominal number of looks L = 8. This
PolSAR image represents agricultural areas and, for our
study, three regions were selected. Table VI presents a
descriptive analysis of ML estimates of sampled areas.
Figs. 4(b)-(d) presents empirical densities for different
areas and polarization channels. As expected by esti-
mates of L, notice that the empirical densities of Bo
and Bj are closest for all polarization channels. The
following discussion complements the test power study.

Based on algorithm presented in the begin of this
section, we quantify the discrimination between selected
regions by means of Sg and SR statistics. Fig. 5 (a)-
(c) give the empirical test power considering pairs of
selected regions. In general terms, the estimated power
increase quickly when sample sizes increase. The test
based on the Shannon entropy outperforms one proposed
by Rényi. These results suggest the test statistics in terms
of the Shannon entropy as an more appropriate tool for
change and boundary detection in PolSAR images than
the measure on the Rényi entropy..
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Fig. 4. PolSAR image with selected regions and empirical densities
for several areas and polarization channel.

VI. CONCLUSIONS

New hypothesis tests and confidence intervals based
on the (h, ¢)-family of entropies were derived for the
scaled complex Wishart distribution. These new statis-
tical tools provide means for contrasting samples and
verifying if they come from the same distribution. Such
tools were derived by obtaining orthogonal maximum
likelihood estimators for the scaled complex Wishart law,
by characterizing their asymptotic behavior.

Monte Carlo experiments were employed for quanti-
fying the performance of the proposed hypotheses tests.
The results provided evidence that the statistic based on
the Shannon entropy is the most efficient in terms of
empirical test size and power.

An application to actual data was also considered
in order to assess the performance of the proposed
hypothesis tests. The empirical test sizes observed with
real data are relatively high when dealing with small
samples, but they decrease as the sample size increases.
As expected, the tests presented the worst results in
the most heterogeneous situations. Nevertheless, they
perform correctly when the sample size is increased.

The hypothesis test based on the Shannon entropy

presented the smallest empirical test size. All test statis-
tics detected differences among different regions at the
specified levels. This is important for Pol[SAR image
analysis, such as boundary detection [24] and change
detection [26].

As an overall conclusion, the Shannon entropy can be
safely used for discriminating areas in PolSAR imagery.
However, care must be taken when small samples are
analyzed. Indeed, in this case, the proposed tests are
prone to classifying regions of similar natures as distinct,
i.e., to incurring Type I error. In practice, however, this
issue is not severe, since POISAR image processing often
handles data with a large number of pixels.
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5.6 Testes de hipéteses em imageamento PolSAR: Teoria da
informacao vs. Razao de verossimilhancas

Sistemas PolSAR operam registrando a amplitude e a fase do sinal retornado para
todas as combinacdes de polarizagdes de transmissdo e recepgdo linear: HH, HV, VH e
VV (H para polarizacdo horizontal e V para, vertical). Como resultado desta dindmica,
os pixels sdo representados por matrizes Hermitianas positivas definidas. O valor es-
perado destas matrizes estocdsticas, denominado por matriz de covariancia, guarda
tanto as intensidades de cada canal de polarizacdo quanto suas covaridncias. Den-
tro disto, a proposta de testes de hip6tese baseados na matriz de covariancia tem um
papel central na andlise de dados PolSAR: ela ndo s6 fornece meios para avaliar ho-
mogeneidade em dados PolSAR como também funciona como suporte para técnicas
de processamento destas imagens, tal como detec¢do de bordas (Schou et al. 2003).

Algumas ferramentas estatisticas tém sido desenvolvidas neste sentido. Conrad-
sen et al. (2003) propuseram uma metodologia baseada na razdo de verossimilhangas
objetivando discriminar duas regides distribuidas conforme uma lei Wishart complexa
original (ou ndo escalonada). Neste caso, a estatistica de teste é avaliada em estima-
dores baseados nas hipéteses nula e alternativa, o que torna o seu uso computacio-
nalmente custoso. Por outro lado, considerando ferramentas da Teoria da Informacao,
testes de hip6teses para para duas amostras de dados PolSAR monopolarizados foram
propostos por Nascimento et al. (2010). Subsequentemente, esses resultados foram es-
tendidos por Frery, Nascimento & Cintra (2011) e aplicados a deteccdo de borda em
imagens PolSAR por Nascimento et al. (2011) (como discutido na Segéo [5.4). As esta-
tisticas dos testes baseadas em medidas da Teoria da Informagdo sdo mais simples do
que a proposta de Conradsen et al., dependendo apenas das estimativas por MV com
relacdo a duas amostras consideradas, como discutido na Proposicado [2|da pagina

Esta se¢do objetiva

#» derivar a expressao da estatistica de razdo de verossimilhanga em termos da distri-
buicado Wishart complexa escalonada. Neste caso, o resultado obtido é original visto
que se baseia no teste da razdo de verossimilhancas para a distribuicdo Wishart esca-
lonada (diferentemente da proposta de Conradsen et al. (2003), baseada na Wishart
original). E importante ressaltar, com base no Capitulo que a lei Wishart escalo-
nada, embora tenha uma densidade um pouco mais complexa, tem duas propriedades
que a fazem estatisticamente mais razoavel do que a ndo escalonada: (i) a média
amostral € uma estimador centrado para a matriz de covariancia e (ii) os parametros
sao ortogonais e, portanto, as equacdes de verossimilhas sdo separaveis. Adicional-
mente, a estatistica resultante é relacionada algebricamente as estatisticas marginais
dos elementos da diagonal principal das matrizes amostrais, isto é, as estatisticas para
as intensidades dos canais de polarizagao.
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# | através de experimentos de Monte Carlo, quantificar a performance de quatro meto-
dologias paramétricas para avaliar homogeneidade baseadas na matriz de covariancia:
duas delas consideram as entropias de Shannon e Rényi (tal como discutidas na Se-
cao [6.5), outra dependente da distancia de Kullback-Leibler ( Segdo € uma outra
baseada na estatistica da raz&o de verossimilhanga.

A seguir, a Se¢éo apresenta uma discussdo do teste da razdo de verossimi-
lhanca para duas amostras distribuidas segundo uma lei Wishart complexa escalo-
nada. Um estudo da performance de quatro testes de hipétese em dados sintéticos e
reais é realizado na Secéo Finalmente, a Se¢éo [5.6.3|elenca os principais resulta-
dos envolvidos na Se¢éo |5.6

5.6.1 Teste da razao de verossimilhancas para duas amostras distribuidas em uma
lei Wishart complexa escalonada

Esta subsegdo fornece uma discussdo sobre o teste da razdo de verssomilhanga para
duas amostras no contexto de dados PolSAR. Para tal fim, nés assumiremos que estas
amostras serdo retiradas de matrizes populacionais com distribuicdo Wishart com-
plexa escalonada.

A estatistica da razdo de verossimilhangas, denominada por Sry, tem uma grande
importancia em inferéncia sobre modelos paramétricos. Seja Sgy a estatistica RV para
avaliar uma dada hipétese simples Hy. Um resultado assint6tico importante é que Sgy
baseada em #H( converge em distribuigdo para X%, em que g representa a diferenca en-
tre as dimensdes dos espagos paramétricos nas hipéteses alternativa e nula (para uma
discussdo mais detalhada, consultar Casella & Berger 2002). A fim de formalizar este
teste de hipétese para distribui¢des Wishart complexa escalonada considere a seguinte
discussao.

5.6.1.1 Discussdo para Wishart escalonada

Sejam X = {X;, X5, ..., XN} eY = {Y}, Y, ..., Yy,} duas amostras iid obti-
das das distribui¢des populacionais W(X1,L1) e W(Zy, Ly) cuja densidade é dada na
equagao da pégina 28/ com tamanhos N; e N,, respectivamente. Neste caso, a
estatistica LR para testar Ho : (X1,L1) = (£2, L) vs. Hi: (E1,L1) # (L2, Lp) é dada
por N R

Srv = —2{£(0) — £(0)} = —2log Ayy(x 1),

em que £(6) e £(8) representam as log-verossimilhancas conjuntas avaliadas nos es-
timadores MV para 8 = [Ly, L, vec(Z1)!, vec(Z1)!]" nas hipéteses nula (6) e alter-
nativa (6), respectivamente, e Ayy(y ) representa a razdo entre as fungdes de log-
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verossimilhanga conjuntas nas hipéteses nula e alternativa cujo logaritmo é dado por

|Y|N1f1|?|N2f2 Ny 1 o~y
logAyyx,1) = A(m) +log Z| +i;tr[(L1X —L.Z )X

J/

-~

m fl Ny JI:C N tr(f_lf)

" M Np o - " N
+(Le—T) Y log|Xi|+ Y tr[(LY ' —LZ Y] +(L.— 1) Y log|Yi|
i=1 i=1 i=1

J

-~

m /L\z Nz—zc Np tr(Z 17)
XM ot

logAW(Z,L) = A(m) + log + m(N1 El + N» /L\z) — m(N1 + NZ)EC

| Z|(N1+No)Le
+ (Le — L1) ) log | Xi| + (Lc — L2) ) log |Yj] (5.24)
i=1 i=1

Na equacao (5.24),

* X eY (estimadores MV para I; e £; em H) sdo as médias amostrais baseada
nas amostras X e Y, respectivamente,

e Z = (N; + No)"}[N; X + N,Y] representa o estimador MV para £; = £; = &
em H,

e eaquantidade .A(m) é dada por

~Lc(N;+N: ~ ~
A(m) = mlog Lo~ ~ i +log Lin(L) (L)
i%lNliézNz Fm(LC)N1+N2

em que L e L, sdo as estimativas MV na hipétese alternativa (como discutido na

Secao(3.1.3) e L. representa a estimativa MV em Hy, a qual é dada pela solucio
da seguinte equagdo néo linear:

mlog L, — gbr(,?) (Le) =1log |Z| — m

N Np
+ (N + N2>1{;[tr<7‘1xi> —log | X;|] + ;[tr@‘lm ~ log |Y;[]}.

Como a distribuigdo Wishart complexa se degenera na distribuicdo gamma dada
em (3.12), a estatistica Sir pode ser reduzida a Sgry(k) = —2log Ar(L6,) para k €



5.6 COMPARACAO ENTRE TESTES DE HOMOGENEIDADE EM DADOS POLSAR 210

{1(HH), 2(HV), 3(VV)}, tal que

Yklell—/szfz N N
log Arr,g,) =A(1) +log NN + (Lc — Ly) Z; log Xk + (Lc — L) Zilog Yik
k 1= 1=
lek L X LZZk L Yk
t—— Z Z
kS k i=1

~\~

NiLi+N,Ly— (N1 +N) Le

em que Xj, Yir, Xi, Yx e Zx sdo as entradas (k,k) das matrizes X;, V;, X, Y e Z,
respectivamente. Embora esta abordagem néo seja explorada nesta secao, ela é impor-
tante pois sugere um teste de hipétese para Hy : (61,L1) = (62, L) (em que 0; e 6,
representam as médias de um canal de polarizagdo para duas regides diferentes).

5.6.1.2 Comparagdo com a estatistica proposta por Conradsen

Nesta secdo, objetiva-se mostrar a relacdo entre a estatistica proposta por Conradsen
et al. (2003) e aquela derivada na secdo anterior. Na verdade, é possivel provar que
que a proposta de Conradsen et al. (2003) é um caso particular quando (i) os nimeros
de looks sdo conhecidos e os tamanhos de amostras sdo similares.

Consideremos, inicialmente, a expressdo para razdo de verossimilhancas baseada
nas amostras aleatérias X e Y quando os ntimeros de looks sdo conhecidos e Hy: X1 =
Zzi

|7|N1L1 |?|N2L2
A = —
W(E’L) ’Z‘N1L1+N2L2

Assim, considerando N; = N = 1, temos que

L
OO 5 S L | A PR A LGB B T o
W(Z,L) — - = ’
=0 By [T T I X e

em que X e Y, tem distribui¢des Wishart ndo escalonada definida nos parametros
(L1,Z1) e (Lp, Xp). Esta dltima expressdo é a estatistica obtida por Conradsen et al.
(2003) e, portanto, seu logaritmo é uma caso particular da estatistica dada na equa-
cdo (5.24).

5.6.2 Estudo de simula¢dao: Razdo de verossimilhanga vs. Teoria da Informacao

A fim de comparar as metodologias propostas nas Seg¢des[5.3/e[5.5 com a subse¢io an-
terior, n6s consideramos dados sintéticos Wishart distribuidos e informacdes PolSAR
reais. Neste caso, n6s adotamos niveis de significancia 1%, 5% e 10%.
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5.6.2.1 Estudo com dados sintéticos

Dados polarimétricos gerados da distribuigdo Wishart complexa foram utilizado para
comparar testes com as seguintes estatisticas:

e Estatistica da razdo de verossimilhanca: Sgy;
e Estatistica de Kullback-Leibler: Sk (discutido na Segéo ;

* Estatisticas baseadas nas entropias de Shannon e Rényi, respectivamente: Sg e

Sﬁ (discutidas na Secgéo .

Diferentemente dos esquetes tedricos da subsegdo anterior e das abordagens das Se-
coes e a seguinte discussdo considera que o ntiimero de looks é conhecido
(ndo estimdveis) e, portanto, procuraremos testar Hy : £; = Xp. N6s adotamos esta
restrin¢do pois a estatistica da razdo razdo de verossimilhanga se mostrou muito sen-
sivel a mudangas no niimero de looks, L, apresentando estimativas inaceitaveis para o
tamanho do teste. Este fato ja coloca os testes baseados em medidas da Teoria da Infor-
magdo em vantagem com relacdo a LR. A seguir, nds discutimos o processo de simu-
lacdo. Depois que duas amostras de dados foram geradas a partir de X ~ W(Zq,L)
eY ~ W(Xy, L), nés procuramos evidéncia estatistica para rejeitar a hip6tese nula
7‘[0: 21 = Zz.

Para tal fim, seja T o ntimero de réplicas de Monte Carlo e C o nimero de caso em
que a hipétese nula é rejeitada no nivel nominal « € {1%, 5%, 10%}. Assim o tamanho
empirico do teste é dado por

Seguindo a metodologia descrita por Nascimento et al. (2010), nés utilizamos T = 5500
replicacdes de Monte Carlo. Em simula¢des com dados PolSAR, é comum que as ma-
trizes de covaridncias utilizadas sejam obtidas dos dados reais. Para tal fim, considere
a seguinte aplicagdo a dados reais. A Figura mostra uma drea de uma imagem
AIRSAR de Flevoland, Holanda (obtida em agosto de 1989, consultar Doulgeris, An-
finsen & Eltoft 2011). Esta imagem foi obtida considerando ntiimero nominal de looks
4 e apresenta trés regides selecionadas (conforme discussdo no Apéndice[A.1.3).

A Tabela apresenta um resumo das estimativas. Baseando-se nos valores das
varidncias generalizadas, |f.|, a regido By tem a textura mais intensa, seguindo-se as
regides By (com média intensidade) e B3 (a menos intensa). Como o tom de cinza
mais claro indica cendrios com textura mais intensa, entdo as estimativas estido em
concordancia com a Figura[5.26]

Neste estudo a matriz de covaridncia amostral obtida da regido “B;”, g, e o na-
mero de looks L = 4 foram considerados como pardmetros da simulagdo. Além disso
assumimos os tamanhos de amostra N; = N, = N € {10,11,...,50}.
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Tabela 5.16 Tamanhos empiricos dos testes

N

Valores médios

1% 5% 10% S. CV

10 — 20
21 -30
31 —40
41 — 50

Razéo de Verossimilhanca (Sry)
1.21 576 1116 9.25 47,01
110 542 10.66 9.12 47,20
1.03 5.13 1043 9.09 47,10
1.06 5.21 10.28 9.08 46,97

Entropia de Shannon (Ss)
1.00 459 947 1.00 172,27
099 464 921 1.02 219,26
099 444 924 1.05 280, 30
093 454 937 1.07 321,46
Entropia de Rényi (S%1)
0.00 1.71 453 071 208,71
033 183 453 074 278,51
032 1.79 446 0.77 360,24
029 1.78 456 0.79 419,10
Distancia de Kulback-Leibler (Sk1))
1.83 7.06 12.89 9.53 48,43
143 6.16 11.66 9.27 47,99
1.24 567 1117 9.20 47,65
1.24 555 10.85 9.16 47,39

Figura 5.26 Imagem AIRSAR de Flevoland (canal HH).

212
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Tabela 5.17 Estimativas dos parametros

Regides L Iz # pixels

B; 3470 7.78x10°8 1566
B, 3514 9.45x107 980
Bs 3530 7.22x10°10 651

A Tabela apresenta os comportamentos das seguintes medidas: (i) tamanhos
empirico nos niveis nominais 1%, 5% e 10%, (iii) médias dos valores das estatisticas de
teste (S) e o coeficiente de variacdo (CV) das estatisticas consideradas.

Os tamanhos estimados mais préximos aos niveis nominais adotados foram apre-
sentados pelos testes Sgy e Ss. Este fato pode ser melhor observado na Figura
gréficos das estimativas dos niveis nominais para diferentes tamanhos de amostra.
Em termos gerais, os resultados apontam para a satisfacdo da seguinte desigualdade:

@(Sk) > @(Srv) > &(Ss) > @(Sy'), (5.25)

em que &(S,) representa a estimativa do tamanho de um teste com estatistica So. Além
disso, as estatisticas baseadas nas entropias apresentam maior variabilidade em torno
do seu valor médio, isto é, possuem maiores CV. Esta situagdo se agrava quando au-
mentamos o tamanho de amostra, entretanto as estimativas para o tamanho destes
testes tende a subestima-lo. Este fato sugere que os testes dependentes de entropias
tendem a errar menos do que nivel nominal prefixado quando se aumenta o tama-
nho de amostra. As estatisticas Sgy e Ski, tem um comportamento esperado. Pela
lei fraca dos grandes ntimeros, espera-se que a média amostral das estatisticas (que
neste caso tem uma distribuicdo assintética X’% com p = 9, nimeros de pardmetros
de uma matriz & 3 x 3) possa convergir para a média populacional, isto é, para o
grau de liberdade de uma lei )(%, 9. Neste caso, a razdo de verossimilhanca supera a
estatistica de Kullback-Leibler. Mas, vale apenas frisar que Sgy dependente do termo
dado na equagéo (5.24), que tem um custo computacional adicional & expressdo Ski.
dependente da distancia de Kullback-Leibler dada na da pagina Assim, para
situagdes em que os testes das estatisticas Sk1, e Sry apresentam estimativas proxima,
como na Figura para N > 30, pode ser mais recomendéavel o uso do teste de
Kullback-Leibler.

Adicionalmente, um estudo do poder do teste foi realizado. Com este fim, nés ob-
jetivamos rejeitar a hipotese Hy a partir de amostras das distribui¢des X ~ W (X, 4)
eY ~W(Xp-(1+k),4) parak = 0.2,0.3,0.4. Neste caso, a taxa

~ T-C
B=——

é conhecida como erro do tipo II e nds estaremos interessados em avaliar o poder do

~

teste, 1 — B.
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Figura 5.27 Tamanhos empiricos dos testes baseados em dados sintético para diferentes cend-
rios nos niveis 1%, 5% e 10%.
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A Figura5.28)apresenta os resultados dos poderes estimados para vérios tamanhos
de amostra. Note que o teste baseado na entropia de Shannon apresenta as melho-
res estimativas para o poder. Outro evento interessante é que a ordem que se veri-
fica na equagdo se repete apenas dentro dos grupos {Skr, Srv} € {Ss, Sr}. Este
fato pode ser explicado pela (i) relagdo existente entre 0 Lemma de Neyman Pearson
e a distancia de Kullback-Leibler (para detalhes, consultar Eguchi & Copas 2006) e

(ii) pelo limite limg .4 Sﬁ = Sg. Este fato combinado com a anélise dos tamanhos esti-
mados indicam Sg como o melhor discriminador e indentificador de homogeneidade
em cendrios modelado pela distribuicdo Wishart complexa escalonada.

5.6.2.2 Estudo com dados reais

Seguindo a mesma estrutura de aplicagdo da Secéo com a restringdo da hipétese
nula a Hp : &; = Xy, nds estimamos os tamanhos dos testes para os dados reais. Tal
restrin¢do parece razodvel a este conjunto de dados, pois as estimativas de L sdo proxi-
mas entre si. Adicionalmente, como as estimativas sdo préximas do nimero nominal
de looks, L = 4, as curvas das distribuicdes Wg e VW ndo devem destoar muito. A
fim de checar este fato, as Figuras|5.29(a)r5.29(c)|mostram os ajustes de duas distribui-
¢oes Wishart complexa escalonadas: Wg (X, L) (curva na cor preta) e W(Z, 4) (cinza).
Note que o0s ajustes em ambos 0s casos ndo diferem muito para as amostras utilizadas,
0 que sugere como razoavel a comparagdo apenas das matrizes de covariancias para
este banco de dados.

A fim de quantificar a performance dos teste para os dados da Figura 0s va-
lores de @ foram estimados. Os resultados em termos dos tamanhos de amostra e das
regides selecionadas sdo apresentados na Figura[5.30] Neste caso, verifica-se que a de-
sigualdade entre as estimativas dos tamanhos dos testes em dados sintéticos se repete
em dados reais. Os resultados mostraram evidéncia de que o teste S¥! supera os ou-
tros testes. Este teste apresentou bons resultados até mesmo para tamanhos pequenos
de amostra de dados PolSAR. Assim, esta medida é sugerida como uma ferramenta
pertinente a andlise em pequenas janelas, tais como em técnicas de filtragem em dados
PolSAR.

5.6.3 Consideracdes da Secao

Nesta se¢do, nés estimamos a performance de quatros testes de homogeneidade ((a) ra-
zao de verossimilhanga, Sry, (b) Entropia de Shannon, Sg, (c) Entropia de Rényi, so1
(d) Distancia de Kullback-Leibler, Sk ) para dados de imagens sintéticas e reais. Para
este fim, as estimativas de seus tamanhos e poderes foram utilizadas como critério de
selecéo.

Cendrios sintéticos foram gerados segundo experimentos de Monte Carlo a exem-
plo da Secéo Em termos dos tamanhos dos teses estimados, os testes da razao
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Figura 5.28 Poderes empiricos dos testes baseados em dados sintético para diferentes cendrios
no nivel 1%.
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Figura 5.29 Histogramas e curvas de densidades ajustadas: com ntimero de looks fixado
(cinza) e estimavel (preta).
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Figura 5.30 Tamanhos empiricos do teses para dados reais em trés diferentes regides e nos
niveis 1%, 5% e 10%.
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de verossimilhanca e aquele baseado na entropia de Shannon apresentaram os melho-
res desempenhos. Em particular, Ss se mostrou mais preciso em tamanhos amostra
menores. Adicionalmente, o seguinte comportamento foi observado: os testes como
estatisticas Sry e Ski, tendem a sobrestimar o nivel nominal adotado, enquanto que
aqueles baseados nas entropias tendem a subestimar. Quanto aos poderes estimados,
o teste baseado na entropia de Shannon apresentou o melhor resultado em todos os
cendrios considerados.

Como os tamanhos dos testes se mostraram bastante competitivos em imagens
sintéticas, uma aplicacdo a dados reais foi realizada avaliando as estimativas deste
critério. Para todas as regides selecionadas, o teste baseado na entropia de Rényi com
ordem 0.1 apresentou os melhores resultados. Note que esta entropia converge para a
de Shannon quando sua ordem tende para um. Assim, parece sugestivo que o melhor
teste é baseado na entropia de Rényi de tal forma que possamos obter o melhor § a
partir dos dados.

5.6.4 Trabalhos futuros
Como complemento desta se¢do, objetiva-se

# Desenvolver métodos de estimagao da ordem 8 da entropia de Rényi a partir de dados
PolSAR.

# aplicar as medidas propostas baseadas em entropias a cenarios de filtragem.

#» explorar este mesmo estudo em outros cenarios com dados PolSAR reais.
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Conclusoes

Esta tese propds métodos de inferéncia estatistica baseados em Teoria da Informa-
cdo para dados polarimétricos, em particular, para aplicacdes de radar de abertura
sintética. Além da abordagem estatistica, as ferramentas derivadas sdo incorporadas a
contextos de processamento de imagens PolSAR. Desta forma, a tese pode ser dividida
em duas partes. Inicialmente, discute-se toda a parte de métodos envolvendo concei-
tos de (i) radar polarimétrico, (ii) modelagens de imagens polarimétricas e (iii) teoria
estatistica de informagdo. Em segundo lugar, apresentam-se os principais resultados
desta tese na forma de seis se¢Oes, que sdo resumidas abaixo.

Secdo 5.1: Considerando que os pixels de uma imagem SAR sdo representados por
uma variavel aleatdria escalar com distribuicao g?, nds comparamos os desem-
penhos de testes baseados na classe de distancia (h, ¢) como o teste ndo paramé-
trico de Kolmogorov-Smirnov. Este estudo foi baseado em experimentos Monte
Carlo, tendo como critérios de comparacdo os poderes e tamanhos estimados
dos testes. Adicionalmente, os resultados foram quantificados na presenca de
um modelo paramétrico de contaminagdo que representa a presenca dos fend-
menos de “reflexdo de canto” e “double bounce” (tipicos de regides de cidades e
florestas densas). Os resultados mostraram evidéncias de que os testes baseados
nas distancias triangular e aritmética geométrica apresentaram, em média, me-
lhores resultados do que os demais (tais como o ndo paramétrico de Kolmogorov
Smirnov e aquele baseado na distancia de Kulback-Leibler).

Secdo 5.2: Imagens PolSAR sdo afetadas por um tipo particular de ruido speckle mul-
tidimensional, tal como discutido por Lépez-Martinez et al. (2005). Neste caso,
os pixels podem ser entendidos como realiza¢des de uma distribui¢do matricial
Wishart complexa escalonada. Um importante pardmetro desta distribuicdo é
o ntimero de looks, que controla a influéncia deste ruido sobre a qualidade de
imagens PolSAR. Assim, a proposta de metodologias de estimacdo melhorada
para o namero de looks é uma contribui¢do importante no contexto de processa-
mento de imagens PolSAR. Nesta se¢do, n6s propomos duas contribui¢gdes neste
sentido: (i) expressdo para o viés de segunda ordem do estimador de méxima ve-
rossimilhanca com base na férmula proposta por Cox & Snell (1968) e (ii) expres-
sdo para a verossimilhanca perfilada modificada por Barndorff-Nielsen (1994).

220



CAPITULO 6 CONCLUSOES 221

Como consequéncia direta, derivaram-se dois novos estimadores com vieses de
ordens O(N—2) e O(N—3/2),

Secdo 5.3: Testes de hipodteses e técnicas de processamento de imagens com base em
medidas de discriminagdo para dados PolSAR sao duas linhas que seguem um
papel importante em andlise de dados PolSAR. Conradsen et al. (2003) propu-
seram uma metodologia baseada sobre o teste da razdo de verossimilhangas ob-
jetivando discriminar duas varidveis Wishart distribuidas. Por outro lado, Gou-
dail & Réfrégier (2004) aplicaram medidas de discriminagdo para caracterizar
performance em algoritmos de deteccdo de mudangas e segmentagdo em pro-
cessamento de imagens PolSAR. Esta se¢do avanga no sentido de unir as duas
linhas através da proposta de testes de hip6tese baseados em medidas de dis-
tancias estocdsticas e aplicar estas medidas a andlise de agrupamento de dados
PolSAR. Neste sentido, foram propostas oito estatisticas de teste, sendo quatro
delas baseadas na matriz de covariancia e as outras no coeficiente correlacao
complexo. Estas estatisticas foram baseadas nas distancias de Kullback-Leibler,
Rényi, Bhattacharyya e Hellinger. Em geral, com base em estudos de simulagao
Monte Carlo e aplicagdes a dados reais, obtiveram-se as seguintes conclusdes: os
testes baseados nas distancias de Rényi e Bhattacharyya apresentaram melhores
desempenhos, enquanto que a andlise de agrupamento em fungdo da distancia
de Rényi se apresentou mais flexivel do que as demais.

Secdo 5.4: Imagens PolSAR sdo corrompidas pelo ruido speckle, dificultando o pro-
cessamento de imagem, tal como em detec¢do de bordas. Esta secdo compara
quatro abordagens alternativas baseadas em distancias estocdsticas com uma
outra proposta por Gambini et al. (2008). Experimento com imagem sintética
apresentou evidéncias de que as metodologias baseadas em distancias estocas-
ticas sdo aptas a encontrar pontos de bordas em imagens PolSAR. Aplica¢des a
dados reais mostraram que os métodos baseados sobre as distancias de Rényi e
Bhattacharyya apresentaram melhores desempenhos.

Secdo 5.5: Analisar dados de imagens PolSAR é equivalente a lidar com um ruido
multidimensional resultante de seus processamentos. Este fato exige que uma
modelagem apropriada seja definida a priori, tal como a distribuicdo Wishart
complexa escalonada. No contexto desta distribuicdo, a proposta de medidas de
variabilidade escalares que carregam simultaneamente as informacdes da ma-
triz de covariancia e do ntiimero de looks é bastante importante. Morio et al.
(2008) analisaram a entropia de Shannon para caracterizacdo de imagens polari-
métricas. Nesta se¢cdo, nés derivamos as expressdes analiticas das entropias de
Shannon, Rényi e Tsallis para a distribuigdo Wishart complexa escalonada. Ex-
pressdes para suas variancias assintéticas sdo derivadas e incorporadas na classe
de entropias (h, ¢), resultando na proposta de dois testes de hipéteses baseados
em medidas de entropias. Estudos de simulacdo bem como aplica¢des a dados
reais sugeriram a entropia de Shannon como a melhor fonte de discriminacao e
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a entropia de Rényi com ordem 0.1 como a mais apta a reconhecer homogenei-
dade.

Secdo 5.6: A matriz de covaridncia tem um papel importante em anélise de dados Pol-
SAR, pois guarda tanto as intensidades de cada canal de polarizagdo quanto as
suas covariancias. Assim a proposta de testes de hipétese baseados sobre tais
matrizes sdo procurados. Conradsen et al. (2003) propuseram uma metodologia
baseada na razdo de verossimilhancas objetivando discriminar duas regides dis-
tribuidas conforme uma lei Wishart complexa original (ou ndo escalonada). Por
outro lado, considerando ferramentas da Teoria da Informacdo, testes de hip6te-
ses para para duas amostras de dados PolSAR foram propostos e discutidos por
Nascimento et al. (2010) num sentido univariado e por Frery, Nascimento & Cin-
tra (2011) em termos polarimétricos. Através de experimentos Monte Carlo, o
desempenho de quatro metodologias paramétricas para avaliar homogeneidade
baseadas na matriz de covariancia foi analisado: dois dos métodos consideraram
as entropias de Shannon e Rényi, um outro a distancia de Kullback-Leibler e ou-
tro a estatistica da razdo de verossimilhanca. O resultados mostraram evidéncias
de que o melhor teste é aquele baseado na entropia de Rényi de tal forma que
possamos obter o melhor p a partir dos dados.



Apéndice A

Férum PolSARpro: Seu uso na captura de
imagens polarimétricas

A fim de obter os conjuntos de dados reais utilizados nesta tese, as seguintes etapas
foram empregadas:

1. Inicialmente, é necessario baixar os arquivos (*.stk, *.co) dos dados para, a par-
tir deles, obter suas informag¢des “ENVI”, http://geol.hu/data/online_help/-
ENVI_Header_Format.html, com ponteiros em extensdes *.bin e *.hdr para os
elementos da matriz de coeréncia de cada pixel. Esta etapa foi realizada através
do sitio do “PolSARproESA"(http:/ /earth.eo.esa.int/polsarpro/). Nesta pédgina,
dentre as informagdes importantes, tais como os links para fazer download do
programa PolSARpro e de cursos sobre processamentos de imagens PolSAR, o
caminho

| Airborne Data Sources | - 5 Download sample data

fornece as informacdes dos bancos de dados referentes a varios sistemas areo-
transportados. Em particular, esta tese trabalhard com trés destes sistemas, dis-
cutidos posteriormente: AIRSAR, EMISAR e E-SAR. Quanto ao sensor EMISAR,
suas informag¢des ENVI podem ser importadas diretamente do sitio do PolSAR-
proESA.

2. Uma vez instalado o software Po1SARpro, o seu menu principal terd as se-
guintes informacgdes destacadas nas Figuras|A.1(a)|e|A.1(b), Estas sdo as funcdes
principais para a captura de dados (menus spaceborne e airborne, Enviroment,
Import Data e Convert Data), o processamento de imagens PolSAR (Process Data
e Calibration Assessment) e a vizualizag¢do (Display). Dentro disto, considere ini-
cialmente o seguinte caminho para mudanga de diretério:

| AISAR} - = Enviroment |

3. Subsequentemente, para extrair as informagdes dos canais das imagens PolISAR
a partir dos arquivos obtidos do sitio POISARESA, considere:

AISAR'— - > Import } - 5 Input Data
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PolSARpro Full Software
- Single Data Set —_—
- Multi Data Sets isplay

Import Data - A
Calibration Assessment

Process Data

Spaceborne Sensors: Airborne Sensors:

ALOS, ENVISAT AIRSAR, Convair, EMISAR
RADARSAT2, TerraSar, SIR-C ESAR, PISAR, RAMSES

Convert Data

Version for the EO Scientific Investigator

(a) Menu I (b) Menu I

Figura A.1 Software Pol1SARpro.

No estdgio do “Imput Data” algumas informacdes sobre os dados sdo solicitadas
(tais como (i) a versdo o processador do sensor, (ii) se os dados sdo mono ou mul-
tipolarizados e o (iii) nimero de linhas e colunas dos dados). Estas informagoes
estdo todas no arquivo *.PDF obtido pelo sitio. Além disso os arquivos com o0s
ponteiros aos dados sdo requeridos. Como suas informag¢des ENVI sdo obtidas
do sitio POISARESA, este e o proximo passo podem ser desconsiderados para o
sensor EMISAR.

. Usando

AISAR} - = Import | — s[Extract} - 5 Full Resolution |

as informagdes ENVI, *.bin e *hdr, para os elementos da matriz de coeréncia sdo
salvas no diretério pré-especificado no passo[2}

. Para converter os elementos da matriz de coeréncia em elementos de covariancia,
considere o caminho

T
|
Y

PolSARpro Full Software

Single Data Set | - - - - > Import

T
|
Y

Raw Binary Data

, .

e no estdgio “Raw Binary Data” é preciso alimentar o software com as infor-
magodes *.bin dos dados obtidos no item anterior. Feito isto, a op¢do “Convert”
estard disponivel e podera ser utilizada no processo de conversdo dos dados.

. Uma vez obtidas as informa¢des ENVI da matriz de covariancia, o seguinte c6-
digo, produzido pela Profa. Dra. Michelle Horta, foi utilizado para carregar uma
imagem PolSAR no software R:
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# # Funcdo ‘‘le_argbin_envi’’

# ==> Le arquivo bindrio de acordo com o header do formato ENVI
# Entrada:

# I -> nome do arquivo

# C -> samples

# F -> lines

# HO -> header offset

# DT -> data type (tipos 4-float ou 5-double)

# BO —-> byte order

# Saida:

# Z —> Image float: NumeroLinhas x NumeroColunas

le_argbin_envi <- function(I,C,F,HO0O=0,DT=4,B0=0) {
f <=0
conexionParaleer <- file(I,open="r+b")
Z <- matrix (nrow=F,ncol=C)
# HEADER OFFSET
if (HO!=0)
{
readBin (conexionParaleer, numeric (), size=HO)
}
# DATA TYPE 4->32bit_float 8->64bit_double
if (DT == 4) SZ=4 else S7Z=8

# BYTE ORDER
if (BO == 0) BOl="little" else BOl="big"

while (f!=F) {
c <=0
while (c!=C) {
##Reading the complex data
Z[f+1l,ct+l]<-readBin (conexionParaleer,
numeric(),size=S%, signed=FALSE, endian=B0Ol, n=1)
c <- c+1
}
f <- f£+1
}
close (conexionParaleer, rw="read")
Z}

A seguir, n6s apresentamos uma breve discussdo a respeito dos sensores aerotrans-
portados utilizados nesta tese.
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A.1 Sistemas SAR aerotransportados

A.1.1 Sensor AIRSAR (Airborne Synthetic Aperture Radar - AIRSAR) e dados
utilizados

Projetado e construido pelo laboratdrio de propulsao (Jet Propulsion Laboratory - NASA-
JPL) em 1980, a primeira versdo do sistema AIRSAR foi acoplada a aeronave CV-990.
Entretanto, a CV-990 foi envolvida em um acidente em julho de 1985, em que esta
versdo foi completamente destruida. Apds o incidente, uma nova versdo foi cons-
truida pelo JPL, a qual ficou conhecida por AIRSAR, cuja imagem é apresentada na Fi-
gura Esta versao operou em modo polarimétrico, considerando as bandas P-(0.45

Figura A.2 Imagem do sistema AIRSAR.

GHz), L-(1.26 GHz) e C-(5.31 GHz) simultaneamente. O AIRSAR fez o seu primeiro
voo em 1987 e, desde entdo, realiza, no minimo, uma atividade por ano.

Esta tese utilizou duas imagens obtidas pelo sensor AIRSAR. Uma breve descri¢ao
delas é considerada na seguinte discussao.

A Figura (Fonte: http://earth.eo.esa.int/polsarpro/Manuals/021_polarime-
tric_airborne_sensors.pdf) mostra uma imagem de Sdo Francisco com coloragdo se-
gundo a codificagdo de Pauli E| capturada adotando um ntimero de looks quatro. Esta
imagem PolSAR é bastante utilizada em varios artigos pois apresenta trés regides bas-
tante definidas: oceano, floresta e cidades. Estas regides tém graus de texturas bem
definidos possibilitando que um método utilizado seja submetido a varias situagdes.
Adicionalmente, um mapa especificando as regides é apresentado na Figura

A Figura mostra uma imagem de Flevoland estudada por Pottier, Lee & Ferro-
Famil (2006) bem como um mapa das dreas de cultivo presentes. Esta imagem foi

1 E possivel acrescentar coloragio a uma imagem PolSAR permitindo que algumas de suas carac-
teristicas importantes sejam realgadas. Dentre elas a representacio de Pauli tem recebido considerdvel
atencdo. Neste caso, ao invés de construir o esbogo da imagem sobre os canais HH, HV e VV, faz-se isto
sobre as combina¢gdes HH+VV, HH-VV, HV as associando as cores azul, vermelho e verde.


http://earth.eo.esa.int/polsarpro/Manuals/021_polarimetric_airborne_sensors.pdf
http://earth.eo.esa.int/polsarpro/Manuals/021_polarimetric_airborne_sensors.pdf
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Figura A.3 Mapa de Sdo Francisco (USA) e sua imagem AIRSAR codificada pela coloracdo
Pauli.

obtida utilizando um nidmero de looks oito e representa regides de pastos, florestas e
oceano.

Figura A.4 Imagem AIRSAR codificada pela coloragdo Pauli de Flevoland, Holanda, (es-
querda) e mapa de areas de cultivo [fejdo (vermelho), floresta (verde claro), batata (amarelo),
alfafa (azul claro), trigo (rosa), apenas solo (marrom claro), beterraba (roxo claro), colza (mar-
ron escuro), ervilhas (roxo escuro) , grama (verde escuro), dgua (azul escuro)] (direita).

A.1.2 Sensor E-SAR (Experimental Airborne SAR Sensor - E-SAR) e dados
utilizados

De propriedade do centro aeroespacial alemdo (German Aerospace Center - DLR) e pro-
jetado pelo Instituto de Radar e Microondas (Microwaves and Radar Institute - DLR-HR)
em conjunto com o Instituto de Instala¢des de Pesquisas de Voos (Research Flight Facili-
ties - DLR-FB), o E-SAR é uma sistema polarimétrico de multifrequéncia. A Figura
exibe uma imagem deste sistema. Este sensor opera em quatro bandas de frequéncia,
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Figura A.5 Imagem do sistema E-SAR.

X-(9.6 GHz), C-(5.3 GHz), L-(1.3 GHz) e P-(360 MHz), e seu perfil de medicado vai de
operagdes com um canal de polarizacdo até modos PolSAR, InSAR e Pol-InSAR.

A imagem Wefling (Munique, Alemanha) mostrada na Figura[A.6foi utilizada em
experimentos nesta tese. Esta imagem foi obtida pelo sensor E-SAR considerando um
numero de looks trés e apresenta regides de pastos, florestas e cidades.

Figura A.6 Imagem 6ptica e E-SAR codificada pela coloragdo Pauli de Munique (Alemanha).

A.1.3 Sensor EMISAR (Electromagnetics Institute SAR - EMISAR) e dados
utilizados

Desenvolvido pelo Instituto de Eletromagnética da Universidade Técnica da Dina-
marca (Lyngby), o EMISAR foi inicialmente um sistema aerotransportado SAR C-band
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(5.3 GHz). Seu desenvolvimento teve como objetivo (i) a producdo de imagens com
alta resolugdo e (ii) garantir flexibilidade significativa na geometria de aquisicdo tal
que pudesse servir como instrumentos de voo para sistemas SAR de satélite da ESA.
A Figura apresenta uma imagem do EMISAR.

Figura A.7 Imagem do sistema EMISAR.

Posteriormente, o sistema C-band foi estendido numa versdo com capacidade po-
larimétrica: um sistema adicional L-band (1.25 GHz) foi testado em 1995. Atualmente,
tal sistema é utilizado para coletar dados SAR de alta qualidade para programas cien-
tificos internacionais e para pesquisas em sensoriamento remoto no Centro de Danish
para sensoriamento Remoto.

Esta tese utiliza recortes da imagem de regides agricolas de Folloum, apresentada
na Figura (Fonte: Skriver, Dall, Le Toan, Quegan, Ferro-Famil, Pottier, Lumsdon
& Moshammer 2005), obtida pelo sensor EMISAR. Tal imagem é referenciada por ima-
gem EMISAR de Follum e foi obtida considerando um ntimero de looks nominal qua-
tro (como descrito em Skriver et al. 2005). A Figura também apresenta um mapa
estimado das regides agricolas via método de drvores de decisdo hierarquica.
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Figura A.8 Imagem EMISAR codificada pela coloracdo Pauli de &reas agricolas de Follum,
Dinamarca, (topo) e mapa de areas cultivadas [ervilhas (vermelho), cevada de primavera (azul
claro), beterraba (verde médio), batata (roxo), cevada de inverno (azul médio), colza de inverno
(amarelo) e trigo de inverno (branca)] (base).
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Expressoes para as integrais da Se¢éo 5.1
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Figura B.1 Identidades de integrais para suporte das distdncias para o modelo G°. A notagéo
paramétrica usada nesta figura independe do restante do texto.
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ExpressoOes para as contribuicOes tedricas da
Secao 5.2: Propriedades estatisticas da
distribuicao Wishart complexa

Este apéndice objetiva apresentar as demostra¢des dos principais resultados teéri-

cos desenvolvidos na Secéo Vamos apresentar incialmente alguns resultados de
andlise matricias.

Considere trés matrizes quadradas A, B e C de ordem m. De acordo com Brewer
(1978), as seguintes propriedades se verificam

(P1) [B® A] = Upxm |[A R B Upsm;

(P2) [A®B] '=A"19B;

(P3) [ARB][D®G]=AD®BG;

(P4) [A®B]®C =A®[B®C|;

(P5) [A+C]®[B+D|=A®B+A®D+C®B+C®D;
(P6) 9[AC]/9B = [0A/3B] (I, ® C) + (I, ® A) [0C/dB];
(P7) 0[A ® C]/dB = [0A/dB] ® C+ A ® [0C/0B|.

em que Uy« € uma matriz de permutagéo.

A seguir, é apresentado um esquete para as derivagdes da expressdo do viés de
segunda ordem do estimador MV segundo Cox & Snell (1968). Considermos primeiro
um resumo com as principais defini¢des.

C.1 Correc¢ao de Viés

Seja {Z1, Z, ..., Zn} uma amostra iid de uma matriz aleatéria populacional Z com
densidade dada por fz(Z’;0), em que dim(6) = p e dim(-) representa a dimensao

232
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de um vetor. Esta secdo resume o obtencdo de estimadores corrigidos baseados na
expressdo de viés de segunda ordem proposta por Cox & Snell (1968).

Este método se basea na derivagdo dos valores esperados das derivadas de segunda
e terceira ordem do funcédo de log-verossimilhanga total sob N observagdes:

N
= Z long(Zk; 9)
k=1

Para este fim no6s introduzimos, a notacdo que representa a notagdo padrdo em pes-
quisas de Teoria Assintética (para maiores detalhes, consultar Cordeiro 2011).

Seja U; (fori = 1,2,...,p) a derivada de ¢ (0) no i-ésimo elemento do vetor 0
(denominado por 6;). N6s definimos as derivadas de segunda e terceira ordem por

; = 825(9)/891'89]' e Ujj = 838(0)/891'89]'89](,

parai,j,k=1,2,...,p.

A partir destes termos, as expressdes para os cumulantes de ¢(6) sdo definidas por:
Kij = E(U,‘j), Kl',]' = E(uiu]'), Kijk = E(uijk)/ Ki,jk = E(uiu]'k), e assim por diante. Além
disso, as derivadas dos cumulantes sobre os parametros sdo representadas por

Klk) = JK;j/d6; e Kz‘(;;c) = OKiji./ 0O,

parai,jk,h = 1,2,...,p representando indices no espago paramétrico. Esta nota¢do
para os cumulantes é conhecida como notagio tensorial e foi introduzida por Lawley
(1956), sendo utilizada até os dias de hoje.

Note que o elemento k; ; = —k;; (tal equagado é conhecida como uma das identidades
de Bartlett, Barndorff-Nielsen & Cox 1989), em que «;; representa a entrada (i, j) da Ma-
triz Informagao de Fisher esperada (K(8)). Assim, x'/ = —«'/, em que '/ representa a
entrada (i, j) de K(0) !

Considerando as defini¢cdes acima, Cox & Snell (1968) propuseram uma férmula
geral para o viés de segunda ordem do estimador MV:

1
Z K K (Krs t+ Krst> Z K K (Krs - EKrst)/ (C.1)

r,s,t 7,s,t

em que 8; é o estimador relativo ao i-ésimo termo de 8, parai =1,2,..., p. A segunda
igualdade da expressdo (C.1) é justificavel, pois o termo & + %Krsf pode ser subs-

tituido por Kﬁé) — %K,/St como consequéncia das identidades de Bartlett. Ainda com

relacdo aos cumulantes, x’s, adotaremos o seguinte abuso de notagdo em termos da
notacgdo usual de Lawley, a fim de ser explicito quanto aos parametros da distribuicdo
Wishart complexa escalonada:
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- Koo, = Kij, Kg,0, = Kij, it — Kl Ke0,6, = Kijk € consequentemente, a equagao

(C.1)) reescrita como

N 0.0, 0.,0: (.6 1
B(@l‘) = ZK e S t<K9r95 — EK@yQSQt .
7,5t

Por fim, o estimador COI‘I‘lgldO é definido por @ = 6 — B(8), em que B(9) representa
o viés B(8) avaliado em . E conhecido que o viés de 6 e de ordem O(N~2), isto &,
E(8) = 6 + O(N~2) enquanto que 8 é de ordem O(N~1).

C.2 Derivadas de primeira e segunda ordem

Seja {Z1, Z>,..., Zy} uma amostra iid de Z ~ W(0) tal que 8 = [L,vec(X)!]!, em que

vec(Z) = [E11 o1 -+ Tt -+ Zam Zom -+ Zom)' = (011210, m2

Diretamente da densidade da Wishart complexa escalonada, na equagao (3.7)), decorre-
se que

N
((8) =mLNlog L+ (L —m) ) log|Z; — LN log|Z|
i=1

. m—1 —
N D o T logT(L k) - INW(EZ) (€2
k=0

Além disso, considerando os resultados (a) 94(0)/dvec(X) = vec(d4(0)/dL) (dado
em Hjorungnes & Gesbert 2007), (b) dtr[E1Z] /0L = ~L 1 ZX e (c)dlog |E|/9L =
X1, as funcdes escores correspondentes sio dadas por

N
u, = @ =mN(logL+1)+ ) log|Z;| — Nlog|Z| — N¢£,?)(L) —Ntr (27'2)
i=1
© 20(0)
— _ ~177y -1 ~1
uvec(z) = m = LN vec (Z Zx - X )
Note que o termo U(x) estd generalizado com relagdo a se¢do anterior. Para esta-

belecer uma ligagdo com aquela segdo, note que Uy, é 0 i-ésimo elemento do vetor m?

dimensional Uy (s).-

Baseando-se sobre estes resultados, temos que os elementos da matriz informagdo
de Fisher observada (ou matriz Hessiana) sao dados por:
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@)
T L ) (€3)

em que gb,(f ) () representa o termo de ordem zero da fung¢do poligamma multiva-
riada de v-ésima ordem dada por 1/),(;) (L) = 2t p(L — i), p)(-) é a funcao
poligamma ordinaria dada por ¢(?) (L) = 9**11log T'(L) /dL*+!, para v > 0 (neste
caso, (0 (-) é conhecida como a funcio digamma).

(b)

olu o _
ULveC(Z) = #C(L]Z) = NVGC(Z 1ZZ 1_ x 1)t (C4)
a[uvec Xz *] B T 1k
Uyee(s) L = T() — Nvec(z1Zx~! -z 1)~ (C.5)

Similarmente a proposta de Anfinsen, Doulgeris & Eltoft (2009), considere a ver-
sdo complexa e restrita a matrizes quadradas da defini¢do da pagina 127 de Kollo
& Rosen (2005).

Definicao 6. Dadas duas matrizes positivas definidas Hermitianas X e Y, tem-

se
Y P ¢ 0
0X  dvec(X)* vee(Y)' = vec(Y) ®avec(X)*'
em que
o) _[ 0 0 0 0 ) 0 T
dvec(X)*  Lox}, "~ Toxk, oxi,’ U oxi,’ T oxy ' oxg,, )

Utilizando um argumento de indugdo similar ao de Kollo & Rosen (2005), uma
versdo complexa do teorema 1.4.4 pagina 138 de Kollo & Rosen é dada por

Teorema 1. A k-ésima derivada 9°Y /9 XX pode ser reescrita como

kY 9
0Xk  dvec(X)*

0 d
© dvec(X)H  dvec(X)H"

NV
k—1 termos

vec(Y)!

Este resultado estende a definicdo anterior e nos ajuda a entender que as deriva-
¢oes de altas ordem em termos do operador vec(-) podem ser escritas em termos
de derivadas matriciais.

A seguinte discussdo considera derivac¢des de ordem 2 para log-verossimilhanca
da distribuicdo Wishart complexa.
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(c) Da defini¢do [} tem-se

t 2 -1 -1 -1
0 (U8 _ () :NL{ Iz 1Zz1) oz }
ox ox2 o o

Ty T

uvec(z)vec(z)* = W ec

Anfinsen, Doulgeris & Eltoft (2009) mostraram que

(P8) B B
T1=-YXleorlzzl_-zlgxrlx-1Z

Além disso, é conhecido de Hjorungnes & Gesbert (2007) o seguinte resultado:

(P9)
T,=-3lgr

Assim, nés temos

U _a[u\tIeC(Z)]
vec(X) vec(X)* — 9 VeC(Z)*

=NLEZ '@z tl-zlgrlZzetl-zleorlz1Z2). (C6)

=L(T1—T) =

O resumo dos termos derivados até entdo segue nas identidades matriciais abaixo.

L Uu N mN _ Ny (L) Nvec(Z1Zz ' -z 1)t
| uvec(Z)*L uvec(Z)vec(Z)* Nvec(Z_lzz_l - Z_l)* uvec(Z)vec(Z)* '
[ KL L KE,VeC(Z) ] _ N¢m (L) — vec(0,, )t ]
i Kyec(z)*,L  ®vec(x)vec(T)* C(O ) LNZ ! X r!
e
I xL L KL,vec(Z:)t | _ I [Ni,b,(ﬂl)(L) _ @]—1 VeC(Om)t
xvec(Z)" L jvec(X)vec(X)* VeC(Om) (NL)—l): QX

em que 0y, é a matriz nula de ordem m.

Fazendo uma ligacdo a secdo anterior, note que:

* O termos Ujg, k14, € xLv sdo dados pelos i-ésimos elementos dos m? vetores

Ur vec(z)s KL vec(x) € xLvee(Z), respectivamente.

* oselementos Uy, Koo, € x“"’j representam as entradas (i, j) das matrizes Uyec(x) vec(z)*s

Kyec(E)vec(E)* € xvec(E)vec(Z)”, respectivamente.
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Baseando-se sobre esses elementos, tem-se os seguintes resultados para as deriva-
das dos cumulantes:

() ()

* Como x4, = k4,1 = 0, entdo KL(Z =Kg[ = 0;
¢ Como «1 1 independe de o;, Kg) =0.
¢ Note ainda que o resultado
(L) 9 _ 1oy
Kvec(E)vec(Z)* - a_L[Kvec(Z)vec(Z)*] =—-NL QL

é facilmente obtido de Kyec(x)vec(z)s- Neste caso, o elemento K((Tng)] representa a
entrada (i, j) da matriz K&Z(E) vec(E)*
* Considere a seguinte demonstragdo para o termo

(vee()) _ 0 _ 9 NILE ey
Kvec():)vec():)* - aveC(Z)* [Kvec(Z)vec(Z)*] - az[ NLL(X)Z ] :

9 , ¢ TN g

Y _oplerlerl

or 1
(IZ) _ [Z_l ® Z_l] ® Z_l - Z—l ® [Z_l ® Z_l]

Para este caso, o elemento Kf,fg]) é representado pela entrada (k + (i — 1)m? k +

(VeC(Z)*) .= 2LN[271 ® Zfl] ® Zfl.

(j — 1)m?) da matriz Kiec(2) vee(x)

C.3 Derivadas de terceira ordem

(a) Calculo para Uyec(x)vee(x)* vee(x) = 030(8)/9x>:

Da equagdo (C.6), tem-se

230(6) 9
oxd LNE{

rlerl-plor'Zr !l -p oz s 1Z)

-

~~

A Ay As

O elemento A; = —2[Z7 ! ® £7!] ® =7 foi obtido anteriormente.
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Para A,,
9 ) ox! _ _
EAz SeelEZr+rlemn P _zlgzleElzzl+zlen

=z ler ez liZz -z loExlertZz Y
—rlegExler 'z lZ]
=2z loz ez lZzz ) -z leoz ez 27 1Z).

Para A3, seguindo (P8)

o , () 0L M- or~ 17
BT o Q[ETETZ] 4+ X g oy
Azt

Neste caso, o termo Ajz; é derivado por
1,9[Z71Z]
or ox
ez @2 [y ®E 1 Z] + [y ® Y [-E 1@ Y[y ® Z]
=2 lepzlz1Z]

2 1,9 Z] 4 [y oL

(P6)

Assim, temos que

d

Sy As = T lor ezl iZl-2z ez leor s 17

Bz ler ez 717
Portanto, temos que

9>4(8) 1 o y—1 “1y-17% 1 o -1 177y —1
pa :LN{4[2 R e E s 1Z]+2x oz e 1ZE ]

2oz e 2—1}

E o seu valor esperado é dado por

B [836(9)

3 } —4NLZ '@z oL

Kvec(Z) vec(E)* vec(T)* =

(b) Demais derivadas de terceira ordem:

® KLLL = K(LLL) = - [ﬁ ‘|"sz)(L)]r' KLLvec(E) = KLvec()L = Kvec(z)rL = 0;

Kyvec(Z) vec(E)*L = Kvec(Z)Lvec(E)* = KLvec(Z)vec(X)* = ~Nz ! X~
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C.4 Expressao para o viés de segunda ordem

Devido a ortogonalidade entre os parametros L e 0; para i = 1,2,..., m?(justificada
pelo resultado % = 0), a equacéo (C.1I) ¢ degenerada na seguinte férmula para este
caso:

2

B(L) = xllxld L) _ 1;{ 4L % i (L) _ 11(
- LL — p"LLL = Loy — p"Loioj |-
1,]=

J/

~—
Q1

Note que a derivacgdo da férmula fechada para B(L) depende apenas da expressdo

para Q;. Como Kgg) = 0, o termo Q; é simplificado em
1
1
0;,0;
Ql = _E Z K ]KL(Ti(T]"
ij=1

Para a derivagdo deste termo, considere a proposta do seguinte teorema.

Teorema 2. Se«x“"’i e KLoio; SA0 as entradas (i, j) das matrizes xvee(Z)vee®)” — (NL)"lZ ®

ek . = —N(Z ® X))~ ! respectivamente, entdo o seguinte somatério se
Lvec(X) vec(X) P &
verifica:
1 1,2
—3 Z KU”U]KLUI.UJ, = (2L)"'m".
ij=1

Prova: Sejam «”"%/ e k14,5, as entradas (i, j) das matrizes gvec®)veeD)” — (NL)"'Z®@Ze

KL vec(E) vec(x)* = —N (Z®X)~!, respectivamente. A seguinte argumentacdo considera
o calculo do termo

mz
Hy=—3 Z KK Lo
2 i,j=1 v

Definamos ainda as matrizes B = Z® L e C = [Z ® Z]~!. Neste caso, os termos
k7% e KLoo, podem ser reescrito como x”"%i = (NL) _1b1~,]- € KLgo; = —Ncjj, em que bije
cjj sdo as entradas (i, j) das matrizes B e C, respectivamente. Assim o termo H; pode
ser reescrito como

;i

2

1 m
Hi= ij; bijcij.

De Johnson & Wichern (1988, p. 82), a seguinte relagdo entre b;; e ¢;; se verifica:
cij = |Bj,i||B|_1(—1)i+f , em que B;; representa a matriz de cofatores obtida descon-
siderando a j-ésima linha e a i-ésima coluna da matriz B. Note ainda que, como B é
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uma matriz Hermitiana, ¢;; = |B;j||B|~!(—1)""/. Combinando este resultado ao fato
que |B| = 2;-”:21 bij |Bi|(—1)""/ para qualquer i = 1,2,...,m? fixado (como proposto
em Johnson & Wichern 1988, p. 79), tem-se que

m2
> cijbij =1,
=i

para qualquer i.
Portanto, temos que
1 2

=57 Y sz]Cz]] = (21)71

i=1j=

A expressdo para o viés de segunda ordem do estimador MV é, entdo, dada por

1 5+ 2

_ (L—0) -
B(L)=—3§ [wm()_%]z +2NL[1P;(111)(L)—%].

(C.7)




Apéndice D

Resultados para distribui¢io ggf”

Teorema 3. Se Z ~ Q%(L)(Z, a,L) com fungdo densidade de probabilidade dada na
Tabela entdo os seguintes momentos sdo validos:

r(27'2) _mL
[Ltr(): 1Z) + (w 1)} mL — o’ (D.1)
E[log(Ltr( ) + ( 1))] l[J( )(mL — zx) + log(—a — 1) _ 1/;(0)(_“), (D.2)
1 . (D.3)

E [Ltr(): 1Z) + (a—l)} “(a—mL)(—a—1)°

Prova: Seja Z ~ G%(0) tal que 6 = [a, L, vec(Z)!]f, em que
J 0 q q

vec(Z) = [Z11 %01 -+ Tyt -+ - T Zom -+ - Zoum)' = (0) =10, m2-

Diretamente da densidade da Q%(L), na Tabela sua log-verossimlhanca é dada
por
£(0) =log for(Z) = mLlog L + logF(mL —ua) — Llog |Z| —logI'(—«)

m(m —
2

+ (¢ —mL)log(Ltr(Z71Z) + (—a — 1)).

—walog(—a—1) — logrc Zlogf + (L—m)log|Z|

Considerando a mesma notagao utilizada no Apéndice [C} suas fungdes escore rela-

241



APENDICE D RESULTADOS PARA DISTRIBUICAO g9 "/ 242

tivas sdo dadas por

9l (6
U, = % =—pO(mL — )+ p O (—a) — log(—a—1) + _a“_ 7
—mL
+log(Ltr(E7'2) + (—a—1)) — Ltr(z_l"‘z) j’:(_a i
up = @ =m(log L 4 1) +myp® (mL — &) — log |E| + log | Z| — 1/1,(,10)(L)
X'z
—mlog(Ltr(Z'Z) + (—a — 1)) + (¢ — mL) Ltr(Z_tf(Z) - ()—zx 1y
) o zizz
Uyec(s) = dvec(T) ~ Lvec (Z + L(a mL)Ltr(Z_lz) - 1))

Cosideremos, inicialmente, a derivagao do resultado (D.I). Da equivaléncia E(Uyes)) =
0, tem-se que

. [ Lz ! } _ oz
Ltr(Z7'Z)+ (—a—1)) mL—a
Aplicando a operagdo Z[R|X, para R como um argumento matricial compativel, em
ambos os lados da equivaléncia acima, temos que
E [ Z } _ X
Ltr(Z71Z2) + (—a—1)) mL—a’

Utilizando a operagdo £~ '[R] em ambos os lados da igualdade acima, entéo

[ r 1z } Iy
Ltr():'._lz)—i—(—(x—l) mL — o’

em que I, é a matriz de identidade de ordem m. Por fim, tomando os tracos de ambos
os lados, decorre-se que

tr(Z712) . om
[Ltr(ZlZ) + (—a — 1)} - mL—a’

A seguinte discussao se destina a provar equagao (D.2). E decorrente de E(Uy) = 0,

[ tr(Z712) ]
Ltr(Z71Z) 4+ (—a—1)
+log [Z| — m(log L+ 1) — mp© (mL — &) — E(log | Z]) + 'O (L).

— mE[log(Ltr(E'Z) + (—a —1))] = —(« — mL)E
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Neste caso, tem-se que Z = Y -Xem que X ~ I"'}(—a,—a—1)e Y ~ W(L,L).
Assim, de (i) E(log X) = log(—a —1) — $©) (—«) e (ii) E(log | Y'|) = log |Z| +¢,S?)(L) -
mlog L, derivado por Anfinsen, Doulgeris & Eltoft (2009), decorre-se que

E(log|Z|) = E(log|Y|) + mE(log X)
= log|Z| + tpf,?)(L) —mlog L+ mflog(—a —1) — (O (—a)]. (D.4)
Finalmente, combinando esta tltima expressdo com o resultado (D.I), tem-se
Eflog(Ltr(Z7'Z) + (—a —1))] = p'V (mL — &) + log(—a — 1) — O (—a).

Esta expressao é crucial para a obtenc¢do da entropia de Shannon da distribuic¢do pola-
rimétrica g,?f” (veja Segéo .

Por fim, consideremos a derivagio do resultado (D.3). De E(U,) = 0 combinado
ao resultado equacdo (D.2), menores manipulag¢des resultam em

1 o
E [Ltr(Z‘.lZ) + (o — 1)} B (0 —mL)(—a —1)



Apéndice E

Expressoes para as contribuicdes tedricas da
Secao 5.3

Nesta secdo, nds consideramos a deriva¢do das distancias estocdsticas para as dis-
tribui¢des polarimétricas e depois particularizamos para o contexto da distribuigado
Wishart complexa escalonada.

Baseando-se na equagdo (3.29), seja duas matrizes aleatdrias Z; e Z, com densida-
des
ha(6i, Li)

T (Li)
————
T;

em que as fungdes g (tr(X;'2’);0;,L;) e ha(6;,L;) sdo dadas na Tabela As deri-
vagdes subsequentes estardo baseadas neste contexto.

fz.(Z';6, L;) = 1Z'|H" g (te(Z127); 0, Ly), (E.1)

Para a distancia de Kullback-Leibler: Para consideragdo geral desta medida de dis-
tancia nas distribui¢des polarimétricas, o seguinte resultado decorre da densi-

dade (E.1):
fz, (z’ ) [g(tr(Z12Z7);01,Ly)]
8 o Z7) =g + (11~ L) Iog 2]+ og 9 (tr(Z;727);:0, L)

Desta expressdo, obtém-se que

(21, 2) = [ [f2(25) - S22 DN og T2 T S0z

= (L1 — L) [E (logIZﬂ)—E(log|Zz|)]

+E(log[g(tr(Z,121);61,L1)]) + E(log[g (tr(Z, Z 2);62,L2)])

— E(log[g(tr(Z1'22); 61, L1)]) — E(log[g (tr(Z5 " 21); 6, L2))).
(E.2)

Nesta expressdo, note que os log momentos para Z; = X;-Y;, E(log |Z;|) parai =
1,2, em que Y; ~ W(Z;, L;) e X; é descrito por uma das d15tr1bu1g0es elencadas

244
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na Segdo sdo definidos pela expressado geral:
E(log|Z;|) = E(log|Y; - Xi|) = E(log |Yi[) + m E(log X;)
=log |Z| + zp,S?)(L) — mlog L+ mE(log X;).

em que m é a ordem da matriz Z;. A seguir consideramos uma discussdo para
duas distribui¢des polarimétricas.

e Distribui¢do Wishart: Para Pr(X = 1) = 1, temos que Z; ~ W(X;, L;). Para
esta distribuigdo menores manipulacdes resultam em

B —mL;, sei =7
E(lolg (% 2));01, L)]) = { LR sei £

Aplicando os estes resultados na equagdo (E.2), obtém-se

Li—L z L
dx1.(Z1, Zy) == > 2{@‘;% - mlogL—; + [1/77(;?)@1) — ED;S?)(LZ)} }
- ’1?{/\/ >4
N tr(LaZy "B + LiZ 'Ey)  m(Ly + Lo)
2 2

* Distribui¢do G°: Para X ~ T !(—a, (—a — 1)), temos que Z; ~ QQ(Z,-, i, Li).
Para este caso, o termo (L1 — Lp)[E(log|Z1|) — E(log|Z>|)] da expressao
(E.2) ¢

(—x—1)
(—a2—1)

Além disso, pelo resultado do Apéndice@ asoma E(log[g(tr(Z] 17z.);0,, L, )])
+ E(log[g (tr(E5'Z,); 82, Ly)]) é dada por

T{° = (L — L) { T + m1log —mlp® (—ar) = O (=az)] }.

5 = i(“i — mL)[p© (mL; — a;) +log(—a; — 1) — ¥ (—a;)].
i=1

Os termos cruzados («; — mL;) E{log[(—a; — 1) + L; tr(Z; ' Z;)]} se mostra-
ram analiticamente intratdveis. Entretanto, a seguinte discussdo elabora um
limite inferior para esta quantidade. Partindo do resultado —log(X) >
1 — X, para todo X real positivo (em que a igualdade é satisfeita se somente
se X=1), entdo se considerarmos a varidvel estocastica X = (—a; — 1) +
Lite(Z;'Z i), 0 seguinte resultado é vélido:

E{—log[(—a; — 1) + Litr(Z; ' Z))]} > 2+ a; — Litr(E] %)),
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valendo a igualdade se s6 se tr(X; ' Z;) = (2+ a;) /L.
Por hora, entdo, parece sugestivo utilizar o seguinte limite inferior para a
distancia de Kullback-Leibler, quando se quer contrastar elementos da fa-

(L),

milia de distribuicdes GO,

0 0 _
dKL(ZL Zz) :Tlg + ng + (061 — le)[Z + a1 — Lq tr():‘.l 122)]
+ (0(2 — mLZ)[Z +oay— Ly tr():z_lzl)].
Para a distancia de Bhattacharyya: Agora consideremos a derivagdo da distancia de

Bhattacharyya para distribui¢des polarimétricas com densidades definidas por (E.1).
De (E.1)), é valido o resultado

log Ty +1log T
dg(Z1, Z>) ——log / \/le le (Z'; )dzli| _ _log 12 0g 12
e[ e B T 47
TB

¢ Distribuicdo Wishart: Para este caso, temos

Ve (tr(2127);01, 1) g (r(25 1 27); 05, L)
=exp{—tr2 N (LiZ; ' + LX) 2]} (E3)

-~
!

Baseando-se no artigo de Maiwald & Kraus (2000) (que demonstrou propri-
edades importantes para a Wishart ndo escalonada bem com propuseram
a densidade para a inversa da distribuicdo Wishart complexa que estd de-
tinida em um suporte positivo definido), temos que a matriz Zi_l é Hemir-
tiana positiva definida e, como Lj, L, > m, as matrizes X le Y. também
o sdo. Desta forma, considerando X. e L, = (L; + L;)/2 como os para-
metros de uma distribuigdo Wishart ndo escalonada (vide equagéo (3.8)), o
resultado seguinte decorre de sua densidade.

/A |Z' M M exp{— [ 2]} Z" = [Ec|"Tm(Le).
A partir dele, temos a quantidade Tp para a distribuigdo Wishart complexa
escalonada é

L1+ L
Tg = — 1—; 2log‘<

S e ETCE
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Considerando o termo T; = LTL" |Z;|~Li, parai = 1,2, obtidos da Tabela
combinado ao resultado acima, a distancia de Bhattacharyya entre elemen-
tos da distribuicao Wishart escalonada é

dB(Zl,Zz) = (E4)
21 \/F Ll Lz—k)+L110g|21‘ +L210g|22|
(ngLQ _k) 2 2
Li+L Lzt 4+ Loz 7!
—%(Lllong—i—Lzlong)— 1J2r 210g‘< Ll 5 272 > (E.5)

A distancia de Hellinger é obtida da transformagao
dH(Zl, Zz) =1- exp{—dB(Zl, Zz)}

* Notas sobre as distruicdes G° e KummerU: A partir da derivagdo da Wishart,
outras distancias podem ser obtidas usando a mesma metodologia. Por
exemplo, as distribui¢des gg e KummerU apresentam distancias que de-
pendem fundamentalmente das seguintes integrais, respectivamente:

o mL
/\z/ L (BT 20+ (—ag — 1))

any—mL
Laote(E5'2)) + (—ap — 1)) 7

Ltr(Z;12") L4 ) 1/2
(a1 —1)
—1
L tr(Zz Z/)£2 ) 1/2dZ,.
(—az—1)
Proposta a distincia de Rényi: A seguinte discussdo versa sobre cdlculo da distancia
de Rényi para distribui¢des polarimétricas com densidades definidas por (E.1).
De (E.1)), é valido o resultado

L1+L2
/A\Z'|1 *’“U(le a1+ Lym— Ly,

U<L2m —a, 14 Lom — Lo,

(2, Z) = LI Jaf2\25)f 2, (25)82" + [ 4 f5,"(2' ) f5,(2';)d2"
r\41, 42 51 g 5

_ g2, 1 bl =F |B(Ly—m)+(1=B)(La—m)

=1-ptEo lg[Tsz /|Z| |

g(tr(Z127);61,11)Pg(tr(2,12); 05, 1,) ' Pz’
i /A TIPTB| 2/ |pLa=m)+(1=p)(Li-m)

g(tr(Z7'2");01,L1)" Pg(tr(2512");0,,1,)Pdz’
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¢ Distribui¢do Wishart: Para este caso, temos

(2, Z,) =

Ly
_log2 1 B 1—ﬁ/ 1BL1 + (1 — B)Lp —m
_1_‘B+ﬁ_1log{T1T2 A|Z|

exp(— tr[BL1Z; ! + (1 — B)LoE; 1 Z")dZ’

-

-1
L

Lpq

N\

n Tll—ﬁTf/ z/|BL2+ (1= B)Li-m
A

exp(— tr[BLE, ' + (1 - B)L1E; 1 2")dZ’

!
(E.6)
Similarmente a distancia de Bhattacharyya, considerando X;; e L;;, para

(i,j) = (1,2),(2,1), como os parametros de uma distribui¢do Wishart nédo
escalonada, tem-se que

[ 21 exp{— (£ 2/1}dZ = £ Tu(Ly).
A partir dele, (E.6) se reduz a

dﬁ(ZLZz) =
log 2 1
1-p8 * g—1

log {Tszl_ﬁmlﬂLurm(le) + T11_'3T5|221|L21Tm(L21)} :
(E.7)

Considerando o termo T; = L:.nLi |Z;|~Li, parai = 1,2, obtidos da Tabela
combinado ao resultado acima, a distdncia de Rényi entre elementos da dis-
tribuicdo Wishart escalonada é

1 1(64,6,)
dﬁ(@l,ez) = E=1 log R

(E.8)
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tal que

m—1 ) —ﬁ
1(61,6,) = {I‘(L1 —m 4+ 1)”1|21|L1L;le [T - i)l} PR
i=1

m—1 181
X |T(Ly — m 4 1)"™|Zo| 2L, ™2 TT (Ly — i)
2
i=1
m—1 )
X T(Ey —m+1)" [[(E1 — i)'
i=1
m—1 181
+ [(F(L1 —m A )"y ML P T (L - i)l] | Ty |2
i=1

m—1 ) —B
' [T<Lz —m+1)"|Ea|"2L, " T (Lo —i)l}
i=1
m—1 .
xT(Ep—m~+1)" [](E2—1i),
i=1
emque Ey = BL1 + (1 —B)Ly, B2 = BLa+ (1 -B)L;, 0 < B < 1, el =

(Lipzt + Li(1 = B 1)~ para (i, /) = (1,2),(2,1).

Distancia de Rényi: Uma segunda simetrizagdo da divergéncia de Rényi é dada por
— 1—
ah(21,2) = 2(p 1) {dogl [ £5,(25)1,,"(2-)az)

+logl [ f.0(25)f5,(25)42 )

Considerando os mesmos argumentos anteriores, temos a seguinte distancia mais
simpificada:

—1
p (1 — a1 s I(Ly — k)I(Ly — k)

- E1 lOg |212| - E2 log |221| — m(L1 IOg Ll + Lz log Lz)],

em que E;, parai =1,2, e L; foram definidos no item anterior.
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