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Resumo

Os Modelos em Série de Potência não-Lineares Generalizados (MSPNLGs), introduzidos

em Cordeiro et al. (2009), são apresentados como uma alternativa para a análise de regres-

são de dados de contagem, generalizando os modelos tradicionais, como o Consul, Poisson

generalizada, binomial negativa generalizada, entre outros. Nesta dissertação, versões mo-

dificadas (via Bartlett (1937) e Rocke (1989)) das estatísticas da razão de verosimilhanças e

razão de verossimilhanças bootstrap, respectivamente, são apresentadas para testes de hipó-

teses nesta classe de modelos. Simulações de Monte Carlo mostram que os testes baseados nas

versões modificadas das estatísticas da razão de verossimilhanças e razão de verossimilhanças

bootstrap exibem melhores desempenhos em amostras finitas, superando os testes originais

(sem correção). Além disso, técnicas de diagnóstico são propostas para os MSPNLGs, a sa-

ber: resíduos, alavancagem generalizada, influência global, e influência local. Finalmente, um

conjunto de dados reais é utilizando para avaliar as metodologias desenvolvidas tanto em

técnicas de diagnóstico como em aperfeiçoamento de testes.

Palavras-chave: Alavancagem Generalizada. Bootstrap. Correção de Bartlett. Estatística

da razão de verossimilhanças. Influência global. Influência local. Modelos em série de potên-

cia não-lineares generalizados.



Abstract

The Power Series Generalized nonlinear Models (PSGNLMs), introduced in Cordeiro et al.

(2009), are presented as a prominent option to deal with counting regression models, generali-

zing well known models as the Consul, the generalized Poisson and the generalized negative

binomial, among others. In this work, modified versions (via Bartlett (1937) and Rocke (1989))

of the likelihood ratio and bootstrap likelihood ratio test statistics, respectively, are presen-

ted for hypothesis testing in this class of models. Monte Carlo simulations show that tests

based on modified versions of the likelihood test statistic exhibit better performance in finite

samples, exceeding the original tests (uncorrected). Furthermore, diagnostic techniques are

proposed for the MSPNLGs, namely: residuals, generalized leverage, global influence, and

local influence. Finally, a real data set is used in order to assess the developed techniques in

both areas, influence diagnostic and hypothesis testing.

Key Words: Bootstrap. Bartlett correction. Generalized leverage. Global influence. Like-

lihood ratio test local influence. Power Series Generalized Nonlinear Models.



Resumen

Los Modelos en Series de Potencias no Lineales Generalizados (MSPNLGs), introducidos

recientemente en Cordeiro et al. (2009), son presentados como una alternativa destacada para

el análisis de regresión en datos de conteo, generalizando varios modelos tradicionales como

el Consul, Poisson generalizada y binomial negativa generalizada, entre otros. En esta diser-

tación, versiones modificadas (via Bartlett (1937) y Rocke (1989)) de las estatísticas de razón

de verosimilitud y razón de verosimilitud bootstrap, respectivamente, son presentadas para

pruebas de hipóteses en esta clase de modelos. Simulaçiones de Monte Carlo muestran que

los testes basados en las versiones modificadas de las estatísticas de razón de verosimilitud y

razón de verosimilitud bootstrap tienen mejores desempeños en muestras finitas, superando

los testes originales (sin corrección). Adicionalmente, técnicas de diagnóstico son propuestas

para los MSPNLGs, a saber: residuos, Leverage generalizado, influencia global, e influen-

cia local. Finalmente, un conjunto de datos reales es utilizando para evaluar las metodologias

desarrolladas, tanto en técnicas de diagnóstico como en mejoramiento de pruebas de hipótesis.

Palabras claves: Bootstrap. Corrección de Bartlett. Estadística de razón de verosimilitud.

Influencia global. Influencia local. Modelos en serie de potencias no lineales generalizados.

Leverage generalizado.
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CAPÍTULO 1

Introdução

Em Cordeiro et al. (2009) foram introduzidos os Modelos em Séries de Potência Não Lineares

Generalizados (MSPNLGs) com o intuito de unificar em uma só estrutura conceitual vários

dos principais modelos de regressão discreta. Os MSPNLGs abrangem modelos tradicionais

tais como Poisson generalizada, binomial negativa generalizada, entre outros. Esta família

de distribuições discretas tem uma estrutura bastante flexível para a modelagem de dados

discretos.

Para realizar testes de hipóteses nos MSPNLGs, podem ser usadas as tradicionais estatís-

ticas da razão de verossimilhanças (LR), escore (SR), Wald (W) e a recentemente explorada

estatística gradiente (G), introduzida em Terrell (2002). Neste trabalho será dada ênfase a

estatística da LR. Tal estatística, sob a hipótese nula tem uma distribuição aproximada qui-

quadrado, com erro de ordem até n−1 onde n é o tamanho de amostra 1. Desta forma, torna-se

importante obter ajustes para a estatística LR, quando o tamanho de amostra for pequeno pois

testes assintóticos baseados em pequenas amostras podem conduzir a resultados distorcidos.

A ideia é modificar essas estatísticas por um fator de correção, visando produzir novas esta-

1Se {an}n≥1 e {bn}n≥1 são duas seqüências de números reais, dizemos que an é de ordem menor que bn e
escrevemos an = o(bn) se limn→∞ an/bn = 0. Dizemos que an é de ordem no máximo igual a bn, denotado por
an = O(bn) se existe um número real M > 0 tal que |an/bn| ≥ M, isto é, a razão |an/bn| é limitada. Observamos
que se an = o(bn), então an = O(bn) e que quando bn → 0 a ordem fornece noção de taxa de convergência de an
para zero.

15
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tísticas com o primeiro momento igual ao da distribuição qui-quadrado de referência, ou seja,

obtendo estatísticas com distribuição aproximada qui-quadrado com erro de ordem até n−2.

Na literatura podem-se encontrar trabalhos como os de Cordeiro & Paula (1989) em que

emprega-se um fator de correção de Bartlett para modificar a estatística da razão de verossimi-

lhança nos modelos não lineares da família exponencial ou Cordeiro et al. (1993), baseado em

Cordeiro & Ferrari (1991), em que emprega-se a correção tipo-Bartlett para modificar a estatís-

tica escore nos modelos lineares generalizados, entre muitas outras. Uma revisão bibliográfica

no tema pode consultada em Cordeiro & Cribari-Neto (2014).

Uma etapa importante na análise de um ajuste de regressão é o estudo da robustez dos

resultados obtidos com relação à presença de pontos extremos ou, mais genericamente, a

perturbação no modelo adotado. Detectar observações aberrantes e/ou influentes constitui

um passo importante na análise do conjunto de dados

Na literatura recente, podem-se encontrar trabalhos como os de De Bastiani et al. (2014),

em que emprega-se as técnicas de influência e diagnóstico nos modelos espaciais lineares com

distribuição da família de contornos elípticos, e em Villegas et al. (2013) em que são estudados

os modelos lineares generalizados simétricos.

1.1 Objetivos

Esta dissertação tem três objetivos. O primeiro é reunir resultados importantes sobre

fatores de correção de Bartlett para as estatísticas da razão de verossimilhanças e razão de

verossimilhanças bootstrap, respectivamente, nos MSPNLGs e apresentar algumas aplicações

a dados reais. O segundo é apresentar os resultados de simulação para averiguar o efeito das

correções nesta classe de modelos discretos no que tange ao tamanho e poder em amostras

finitas. O terceiro é apresentar técnicas de diagnóstico em modelos em séries de potência não

lineares generalizados.

Especificamente:

1. Para os MSPNLGs, baseados em Efron (1979) e Rocke (1989), propor duas versões mo-

dificadas da estatística da razão de verossimilhanças nesta classe de modelos. Tais esta-

tística corrigidas são obtidas pela metodologia de bootstrap e consideram-se uma con-

tribuição original do presente trabalho na área de aperfeiçoamento de testes de hipótese

nesta classe de modelos.
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2. Comparar os desempenhos dos testes baseados nas estatísticas razão de verossimilhan-

ças bootstrap e razão de verossimilhanças bootstrap corrigida, via Rocke com os demais

testes propostos em Silva (2010), a saber: os testes baseados nas estatísticas da razão de

verossimilhanças, razão de verossimilhanças corrigida, via Bartlett (e sua versão equiva-

lente). Avaliaremos o impacto da quantidade de parâmetros de perturbação, o poder e

o tamanho dos testes supracitados.

3. Propor resíduos e medidas de diagnóstico e influência nos MSPNLGs baseados nas me-

todologias de alavancagem generalizada, influência global e influência local sob vários

cenários de perturbação. Vale ressaltar que este quesito constitui uma contribuição com-

pletamente nova devido ao fato de não existir estudos na literatura neste sentido nesta

classe de modelos.

1.2 Organização da Dissertação

Esta dissertação está organizada da seguinte forma:

No Capítulo 2 procuramos revisar os principais resultados teóricos relacionados com os

MSPNLG. Em particular, mostramos como ficam os testes da razão de verossimilhança, escore,

Wald e gradiente, nesta classe de modelos. Além disso, revisamos os principais resultados

que tratam da obtenção do fator de correção de Bartlett nos MSPNLGs. Obtemos o fator de

correção de Bartlett boostrap nesta classe de modelos.

No Capítulo 3, apresentamos resultados de simulação para avaliar o efeito das correções

para testes em MSPNLGs discretos e, ainda, analisamos a influência do número de parâmetros

de perturbação no desempenho dos testes.

No Capítulo 4 apresentamos os métodos de diagnóstico nos MSPNLG, tais como: re-

síduos, envelope, alavancagem generalizada, influência global e local. Sendo assim, serão

apresentadas formas matriciais que foram obtidas para as metodologias de alavancagem ge-

neraliza, influência global e influencia local, sendo a última realizada sob vários cenários de

perturbação.

O Capítulo 5 apresenta os resultados das simulações referentes às técnicas de diagnóstico

nos MSPNLG. Foram simulados dados e posteriormente aplicadas as metodologias de ala-

vancagem generalizada, estudos dos resíduos, influência global e influência local sob vários

esquemas de perturbação, com o intuito de detetar pontos que sejam influentes na hora da
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obter as estimativas dos parâmetros pelo método de máxima verossimilhança.

O Capítulo 6 apresenta uma aplicação das metodologias apresentadas na dissertação em

um conjunto de dados reais, objetivando mostrar a utilidade dos resultados.

Finalmente, as principais conclusões do presente trabalho são apresentadas no Capítulo 7.

No Apêndice A é apresentada a derivação das quantidades necessárias para o fator de cor-

reção de Bartlett da estatística da razão de verossimilhança. No Apêndice B são encontradas

quantidades necessárias para o estudo de influência global. Finalmente, no Apêndice C são

apresentados os dados utilizados para avaliar as técnicas desenvolvidas nesta dissertação.

1.3 Suporte Computacional

Todos os resultados das simulações apresentadas na presente dissertação foram obtidas

usando a linguagem livre de programação matricial Ox, na sua versão 7.0. Esta linguagem foi

criada por Jurgen Doornik em 1994 na Universidade de Oxford, Inglaterra, (Doornik, 2006).

As maximizações não lineares, necessárias para o cálculo das quantidades relacionadas com

a função de máxima verossimilhança, foram feitas através do algoritmo quasi-Newton BFGS,

disponível nas funções pre-definidas da linguagem Ox, (Nocedal & Wright, 1999, Cap. 8) e

(Luenberger, 1973, Cap. 12)

Os gráficos apresentados foram realizados no ambiente de programação livre R na sua

versão 0.98.501 para plataforma Windows, com ajuda do editor Rstudio. Esta linguagem foi

criada por Ross Ihaka e Robert Gentleman na Universidade de Auckland (Ihaka & Gentleman,

1996).

A elaboração desta dissertação foi feita integralmente no sistema tipográfico LATEX que,

basicamente, é uma séria de macros e rotinas baseadas no sistema TEX. Esta linguagem foi

criada por Donald Knuth em 1984 na Universidade de Stanford, USA (Knuth, 1984). Como

plataforma foi usada a versão 2.02 de TeXnicCenter.



CAPÍTULO 2

Modelos em Séries de Potência Não Lineares Generalizados (MSPNLGs)

Com o intuito de unificar vários dos modelos de regressão utilizados para dados de con-

tagem, em Cordeiro et al. (2009) foram propostos os modelos em séries de potências não

lineares generalizados (MSPNLGs). Uma grande vantagem na hora de utilizar os MSPNLGs

é que são uma unificação de vários dos modelos mais utilizados para modelar este tipo de

dados como o Poisson e binomial negativa (Cameron & Trivedi, 1998). Assim, tem-se uma

estrutura conceitual que pode modelar fenômenos como sobre-dispersão e sub-dispersão, ou

seja, quando a variação observada excede aquela assumida pelo modelo e quando a variação

observada é menor do que aquela assumida pelo modelo, respectivamente.

A classe dos MSPNLGs é definida por um conjunto de variáveis aleatórias independentes

pertencentes à família de distribuições em séries de potências, adotando o componente siste-

mático dos modelos não lineares da família exponencial, vide Cordeiro & Paula (1989). Este

componente consiste de uma função de ligação não linear entre a média da variável resposta

e a estrutura não linear do modelo. Já o componente aleatório dos MSPNLGs é definido

por uma subclasse de distribuições em série de potências, originalmente proposta por Gupta

(1974) e, posteriormente, expressa em termos de sua média por Consul (1990).

Neste capítulo apresentaremos a definição dos MSPNLGS, iremos mostrar o processo ite-

rativo para a estimação de máxima verossimilhança dos parâmetros do preditor que pode ser

19
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visto como um método de mínimos quadrados reponderados, junto com o vetor escore e a

matriz de informação de Fisher nesta classe de modelos. Serão também apresentadas quatro

estatísticas de teste para esses modelos, a saber: razão de verossimilhança, escore, Wald e

gradiente. Alem disso, é feita uma revisão do fator de correção de Bartlett para a estatística

da razão de verossimilhança, inicialmente obtido em Silva (2010), vale ressaltar que existem

estudos em correção tipo-Bartlett para a estatística escore nesta classe de modelos, vide Lima

(2012). Finalmente, propomos uma correção de Bartlett para a estatística da razão de verossi-

milhança bootstrap, baseada nas ideias apresentadas em Rocke (1989).

2.1 Modelos em Séries de Potência não Lineares Generalizados

Sejam Y1, . . . , Yn variáveis aleatórias discretas independentes e tais que Yi segue uma fa-

mília de distribuições com parâmetros de média µi > 0 e parâmetro de dispersão ϕ > 0, cuja

função de probabilidade tem a forma

π(y; µi, ϕ) =
a(y, ϕ)g(µi, ϕ)y

f (µi, ϕ)
, y ∈ Ap, (2.1)

em que yi ∈ Ap = {p, p + 1, . . .} com p ≥ 0 inteiro positivo, a(y, ϕ) é positiva e as funções

analíticas g(µi, ϕ) e f (µi, ϕ) dos parâmetros µi e ϕ são positivas, finitas e duas vezes diferen-

ciáveis. Assumindo que o parâmetro ϕ > 0 é conhecido, temos que a variável aleatória Y tem

uma distribuição de probabilidade que fica completamente determinada pela sua função de

variância.

Para a família de distribuições dada em (2.1), tem-se que:

E(Yi) = µi =
f ′i gi

fig′i
e Var(Yi) = V(µi, ϕ) =

gi

g′i
,

em que fi = f (µi, ϕ), gi = g(µi, ϕ) e o símbolo “′” denota a diferenciação em relação a µi.

Note-se que a função de variância depende apenas da função g(µi, ϕ) e pode ser expressa

como um fator multiplicativo da média dado por V(µi, ϕ) = [(log fi)
′]−1µi. A média de Yi,

está relacionada com o componente sistemático através de uma função de ligação da forma

hi = h(µi) = ηi = η(xi; β), i = 1, . . . , n, (2.2)

em que h(·) é uma função de ligação conhecida e duplamente diferenciável, β = (β1, . . . , βp)⊤,

é um vetor de k (k < n) parâmetros desconhecidos a serem estimados, xi = (xi1, . . . , xik)
⊤
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representa os valores de k variáveis explicativas e η(·; ·) é uma função possivelmente não

linear no segundo argumento, contínua e diferenciável com respeito aos componentes de β tal

que a matriz de derivadas

X̃ = X̃(β) = ∂η/∂β⊤, (2.3)

com η = (η1, . . . , ηn)⊤, tem posto p para todo β. A matriz X̃ tem elementos que são, em geral,

funções do vetor de parâmetros β desconhecidos. Os MSPNLGs estão definidos por (2.1) e

(2.2).

Características das distribuições pertencentes a família (2.1), são apresentadas na Tabela

2.1.
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2.2 Estimação dos Parâmetros de Regressão

O logaritmo da função verossimilhança para os modelos MSPNLGs, dado o vetor de ob-

servações y = (y1, . . . , yn)⊤ e definida como sendo

ℓ(β; y) =
n

∑
i=1

[
log{a(yi, ϕ)}+ yi log{g(µi, ϕ)} − log{ f (µi, ϕ)}

]
. (2.4)

O r-ésimo elemento do vetor escore para o parâmetro β, é dado por

Uβ =
∂ℓ(β; y)

∂βr
= ∑

i
yi

1
g(µi, ϕ)

∂g(µi, ϕ)

∂µi

∂µi

∂ηi

∂ηi

∂βr
− ∑

i

1
f (µi, ϕ)

∂ f (µi, ϕ)

∂µi

∂µi

∂ηi

∂ηi

∂βr

= ∑
i

yi
1
gi

g(1)i
1

h(1)i

x̃ir − ∑
i

1
fi

f (1)i
1

h(1)i

x̃ir = ∑
i
(yiti − qi)x̃ir,

que, em notação matricial, fica dado por Uβ = X̃⊤(Ty−Q), X̃ é dado em (2.3), T =diag{t1, . . . , tn}
é uma matriz diagonal de dimensão n × n e Q = (q1, . . . , qn)⊤ é um vetor n × 1. As respetivas

i-ésimas entradas de T e Q são dadas por

ti =
g′i

gih′i
e qi =

f ′i
fih′i

,

com h′i = h′(µi) e i = 1, . . . , n. A tabela 2.2 apresenta as funções t e q para várias distribuições

pertencentes na classe MSPNLGs.

A matriz de informação de Fisher de β, dado ϕ, é dado por Kββ = X̃⊤WX̃, em que

W = diag{w1, · · · , wn} é uma matriz diagonal n × n com

wi =
(

q′i −
f ′i gi

fig′i
t′i
) 1

h′i
i = 1, . . . , n. (2.5)

No Apêndice A encontra-se a segunda derivada do logaritmo da função de verossimilhança.

Substituindo as quantidades fi, gi, f ′i , g′i , h′i, t′i e q′i na expressão (2.5), Silva (2010) mostra que

W pode ser rescrito como W = (LVL)−1 em que L =diag{h′1, . . . , h′n} e V =diag{V1, . . . , Vn}
sendo Vi = V(µi, ϕ).
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A inferência sobre os parâmetros β e ϕ, baseada no método de máxima verossimilhança,

pode ser realizada maximizando (2.4) numericamente. Alternativamente, pode-se supor ϕ fixo

e utilizar o processo iterativo de Newton-Raphson a fim de obter a estimativa de β. Usando

a notação em que ϕ explicita a dependência da estimativa de β neste parâmetro, o processo

iterativo escoring de Fisher é definido como

β(ϕ)(k+1) = β(ϕ)(k) + K−1(β(ϕ)(k))U(β(ϕ)(k)), k = 0, 1, . . . .

Ressaltando que ti e qi podem ser reescritos como ti = (Vih′i)
−1 e qi = µi(Vih′i)

−1, fazendo

com que a matriz T seja expressa como (VL)−1 e o vetor Q como (VL)−1µ, em que µ =

(µ1, . . . , µn)⊤ é um vetor n × 1. Esse processo iterativo pode ser reescrito como um processo

de mínimos quadrados reponderados, como se segue:

β(ϕ)(k+1) =β(ϕ)(k) + (X̃(ϕ)(k)⊤W(ϕ)(k)X̃(ϕ)(k))−1X̃(ϕ)(k)⊤(T(ϕ)(k)y − Q(ϕ)(k)) (2.6)

=(X̃(ϕ)(k)⊤W(ϕ)(k)X̃(ϕ)(k))−1X̃(ϕ)(k)⊤W(ϕ)(k)δ(ϕ)(k), k = 0, 1, . . . ,

em que

δ(ϕ)(k) = X̃(ϕ)(k)β(ϕ)(k) + (W(ϕ)(k))−1(T(ϕ)(k)y − Q(ϕ)(k))

= X̃(ϕ)(k)β(ϕ)(k) + (L(ϕ)(k)V(ϕ)(k)L(ϕ)(k))
(
(V(ϕ)(k)L(ϕ)(k))−1y − (V(ϕ)(k)L(ϕ)(k))−1µ(ϕ)(k+1))

= X̃(ϕ)(k)β(ϕ)(k) + L(ϕ)(k)(y − µ(ϕ)(k+1)).

Em (2.6), δ(ϕ)(k) desempenha o papel de uma variável dependente modificada, enquanto

W(ϕ)(k) é uma matriz de pesos que muda a cada passo do processo iterativo. O valor ini-

cial β(ϕ)(0) pode ser obtido, por exemplo, ajustando um modelo log–não linear. O estimador

restrito β̂(ϕ) tem uma distribuição assintoticamente normal com média β e matriz de covari-

âncias
(
Kβ

)−1 consistentemente estimada por
(̂̃X(ϕ)⊤

Ŵ(ϕ) ̂̃X(ϕ)
)−1

.

A estimação do parâmetro ϕ, quando o mesmo é desconhecido, pode ser feita direta-

mente pelo método da máxima verossimilhança. No entanto, esse método torna-se bastante

complexo para algumas distribuições pertencentes à família (2.1), visto que a função a(y, ϕ)

usualmente envolve razão de funções gama com argumentos que dependem de ambos y e ϕ e

possíveis constantes. Portanto, a equação não linear para ϕ contém soma de funções digama.

Esta dificuldade pode ser evitada estimando o parâmetro ϕ por métodos indiretos. A seguir,

é descrito um desses métodos.

De posse de β̂(ϕ), a estimativa de ϕ pode ser obtida inserindo µ̂
(ϕ)
i = h−1(η(xi; β̂(ϕ))) em
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(2.4) e maximizando o logaritmo da função de verossimilhança perfilada ℓp(ϕ) = ℓ(β̂(ϕ), ϕ) de

ϕ dada por ℓp(ϕ) = n log{ J̃(µ̂(ϕ), ϕ; y)}, onde J̃(µ̂(ϕ), ϕ; y) é media geométrica das quantidades

J̃(µ̂(ϕ)
i , ϕ; yi) =

a(yi, ϕ)g(µ̂(ϕ)
i , ϕ)yi

f (µ̂i
(ϕ), ϕ)

para i = 1, · · · , n. J̃(µ̂(ϕ)
i , ϕ; yi) é a função da observação yi, do i−ésimo valor ajustado µ̂

(ϕ)
i e

do parâmetro de dispersão ϕ. Assim, para obter o valor estimado de ϕ, é preciso achar o valor

ϕ̂ = argmax
ϕ

{
J̃(µ̂(ϕ), ϕ; y)

}
.

Uma vez que o estimador de máxima verossimilhança de ϕ, ou seja ϕ̂, é obtido, pode se trocar

na expressão (2.6) para obter estimativas não restritas de β̂ = β̂(ϕ̂).

2.3 Testes de Hipótese em MSPNLGs com ϕ Conhecido

Seja y = (y1, . . . , yn)⊤ uma amostra aleatória de tamanho n e cujo logaritmo da função

de verossimilhança ℓ(β; y), dado por (2.4), dependendo do parâmetro desconhecido β =

(β1, . . . , βp)⊤. Assumimos que ℓ(β; y) seja regular com respeito aos componentes de β até

quarta ordem.

Considere que o vetor de parâmetros β pode ser decomposto como β = (β⊤
1 , β⊤

2 )
⊤, sendo

β1 = (β1, . . . , βq)⊤ o vetor de parâmetros de interesse e β2 = (βq+1, . . . , βp)⊤ o vetor de

parâmetros de perturbação. Nosso interesse é testar as seguintes hipóteses, a saber: H0 : β1 =

β
(0)
1 , contra H1 : β1 ̸= β

(0)
1 , em que β

(0)
1 é um vetor especificado de dimensão q (q ≤ p).

Podemos definir a estatística da razão de verossimilhanças como

LR = 2
{
ℓ
(

β̂; y
)
− ℓ

(
β̃; y

)}
, (2.7)

em que β̂ é o estimador de máxima verossimilhança irrestrito de β e β̃ = (β
(0)⊤
1 , β̃⊤

2 ) é o

estimador de máxima verossimilhança restrito de β.

A estatística escore apresentada em Rao (1948), para testar a hipótese estabelecida é ex-

pressa como sendo

SR = U⊤
β̃1

Kβ1β1Uβ̃1
, (2.8)

em que Uβ̃1
é a parte do vetor escore correspondente ao vetor de parâmetros de interesse,
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avaliada em β̃1, Kββ é a matriz de informação de Fisher, ou seja

Kββ =

[
Kβ1β1 Kβ1β2

Kβ2β1 Kβ2β2

]
.

Note-se que o termo Kβ1β1 na equação (2.8) corresponde ao primeiro bloco da matriz inversa

K−1
ββ . Assim, a matriz inversa de Kββ é dada por

K−1
ββ =

[
Kβ1β1 Kβ1β2

Kβ2β1 Kβ2β2

]
,

onde Kβ1β1 = K−1
β1β1

+ (FE−1F⊤), Kβ2β1 = −E−1F⊤,Kβ1β2 = FE−1 e Kβ2β2 = E−1, onde E =

Kβ2β2 − (Kβ2β1 K−1
β1β1

Kβ1β2) e F = K−1
β1β1

Kβ1β2 .

A estatística Wald, para o teste de hipótese considerado é definida como sendo

W = (β̂1 − β
(0)
1 )⊤Kβ1β1(β̂1 − β

(0)
1 ). (2.9)

A estatística gradiente apresentada em Terrell (2002), para o teste de hipótese é definida como

G = U⊤
β̃1

(
β̂1 − β

(0)
1

)
. (2.10)

As estatísticas da razão de verossimilhanças (2.7), escore (2.8), Wald (2.9) e gradiente (2.10)

têm, sob a hipótese nula, distribuição assintótica χ2
q. Rejeite-se a hipótese nula H0, ao nível de

significância α, se LR, SR, W, G > χ2
(α;q) em que χ2

(α;q) é o percentil (1 − α) da distribuição χ2
q e

q é o número de restrições impostas sob H0.

2.4 Correção de Bartlett

Testes estatísticos clássicos são usualmente baseados em aproximações assintóticas de pri-

meira ordem, que podem ser pouco acuradas quando a amostra é pequena ou mesmo de

tamanho moderado. Em geral, esse é o caso da teste da razão de verossimilhanças (LR) cuja

estatística tem distribuição assintótica χ2 sob a hipótese nula. Uma alternativa para resolver

este problema é usar a teoria assintótica de alta ordem , que pode tornar métodos inferenciais

tradicionais mais precisos em pequenas amostras. Em problemas regulares, a estatística LR

tem distribuição χ2 a menos de de um erro de ordem n−1 sob hipótese nula, enquanto que

a distribuição da estatística de sua versão corrigida é χ2 com erro de ordem n−2 onde n é o

tamanho de amostra.
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Correção de Bartlett para a estatística da razão de verossimilhanças em diversos modelos

podem ser encontradas na literatura; ver por exemplo, Cordeiro (1983), que obteve um fator

de correção de Bartlett para a estatística da razão de verossimilhanças nos MLGs considerando

o fator de escala conhecido. Cordeiro (1987) generalizou os resultados de Cordeiro (1983) em

que obteve um fator de correção de Bartlett nos MLGs quando o fator de escala é desconhe-

cido. Cordeiro & Paula (1989), obtiveram o fator de correção de Bartlett para a estatística

LR nos modelos não lineares da família exponencial com parâmetro de dispersão conhecido.

Fatores de correção de Bartlett para a estatística da razão de verossimilhanças foram obtidos

nos seguintes modelos: Em Cribari-Neto & Ferrari (1995) para os modelos lineares normais

heteroscedásticos; e Cribari-Neto & Zarkos (1995) para os modelos de regressão multivariada;

Cordeiro et al. (1995) para a família exponencial uniparamétrica; Ferrari & Arellano (1996)

para os modelos de regressão com erros t de student; Ferrari & Uribe (2001) para os modelos

lineares simétricos, que após foi generalizado por Cordeiro (2004) para os modelos não linea-

res simétricos; Cordeiro & Montenegro (2001) para os modelos não lineares de locação e escala

supondo que o parâmetro de escala é conhecido. O fator de correção de Bartlett para a esta-

tística da razão de verossimilhança perfilada foi obtido em Ferrari et al. (2004) para o modelo

de regressão normal linear heteroscedástico e por Cysneiros & Ferrari (2006) para os modelos

de regressão não lineares da família exponencial. Lemonte et al. (2010) propôs a correção de

Bartlett nos modelos de regressão Birnbaum–Saunders, estudos que foram generalizados para

o caso não linear em Lemonte et al. (2012). Uma aplicação da estatística na medicina pode-

se encontrar em Noma (2011) onde é abordado um problema em meta análise com correção

de Bartlett. Finalmente, em Vargas et al. (2014) foram obtidas correções tipo-Bartlett para a

estatística gradiente nos modelos lineares generalizados.

Foi mostrado em Frydenberg & Jensen (1989) por meio de simulação, que os resultados

teóricos que garantem que a distribuição da estatística corrigida tenha uma boa aproximação

com a distribuição χ2 são válidos apenas para os modelos contínuos. No entanto, Cordeiro

(1982) fez vários estudos de simulação envolvendo distribuições multinomial e de Poisson

que mostraram que os testes modificados, baseados em LR∗, apresentam taxas de rejeição

da hipótese nula bem mais próximas dos respectivos níveis nominais do que o teste não

modificado. As correções dos modelos discretos também se mostraram eficazes nos estudos

de simulação realizados por Cysneiros (1997) que obteve correções de Bartlett e tipo-Bartlett

nos modelos lineares generalizados contínuos e discretos. Finalmente, tais correções também

se mostraram competentes nos resultados desenvolvidos nesta dissertação apresentados no

Capítulo 3.

Em problemas regulares, a estatística LR converge para a distribuição χ2. Entretanto,
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em pequenas amostras, a aproximação de primeira ordem pode não ser satisfatória. Com o

objetivo de melhorar esta aproximação Bartlett (1937) propôs multiplicar a estatística LR por

uma constante (1 + d)−1 ou (1 − d) obtendo-se assim novas estatísticas LR∗ e L̃R, conhecidas

como estatísticas da razão de verossimilhanças corrigida por Bartlett, definidas por

LR∗ = LR/(1 + d) ou L̃R = LR(1 − d),

onde os fatores de correção de Bartlett 1/(1 + d) e (1 − d) são obtidos mediante

d =
ϵp − ϵp−q

q
, (2.11)

em que os termos ϵp e ϵp−q são expressões que envolvem cumulantes e derivadas de até quarta

ordem do logaritmo da função de verossimilhanças.

Em (2.11), d é uma constante de ordem de ordem n−1 escolhida apropriadamente tal que,

sob H0, E(LR∗) = q +O(n−3/2). É possível mostrar que P(LR∗ > xα) = α +O(n−2), enquanto

que P(LR > xα) = α + O(n−1), em que xα é o quantil de ordem 1 − α da distribuição χ2
q

(Barndorff-Nielsen & Hall, 1988). Uma expressão geral para d em termos de cumulantes do

logaritmo da função de verossimilhanças e suas derivadas foi desenvolvida por Lawley (1956).

Silva (2010) obteve o termo ϵp para os MSPNLGs como sendo

ϵp = ϵ
(L)
p + ϵ

(NL)
p , (2.12)

em que ϵ
(L)
p e ϵ

(NL)
p têm as seguintes formas matriciais:

ϵ
(L)
p = 1⊤ZdQ4Zd1 + 1⊤Q1Z(3)Q21 + 1⊤W̃1Z(3)W̃11 + 1⊤Q1ZdZZdQ31 + 1⊤W̃1ZdZZdW̃11,

e

ϵ
(NL)
p = 1⊤

(
W̃1 −

1
2

Q1

)
DZd1 + 1⊤(W̃1 − Q1)Cd1 − 1

4
1⊤W1(2B − D2)1 (2.13)

+
1
4

1⊤DW1Z
[

W1D + 4Zd

(
W̃1 −

1
2

Q1

)]
1 + tr

{[(
W̃1 − Q1

)
C − 1

2
W1B

]
W1Z

}
,

respectivamente, sendo 1 é um vetor de n × 1 um, Z = X̃(X̃⊤WX̃)−1X̃⊤ é uma n × n ma-

triz semi-definida positiva com elementos zij = x̃⊤i K−1
β x̃j, Z(3) = Z(2) ⊙ Z e Z(2) = Z ⊙ Z

como sendo o produto direto, ou seja, o elemento (i, j) de Z(3) é z3
ij. Os elementos das

matrizes quadradas B e C, de tamanho n × n, são definidos como bij = tr(K−1
ββ
˜̃XiK−1

ββ
˜̃X j) e

cij = x̃⊤i K−1
ββ
˜̃X jK−1

ββ x̃⊤i , respectivamente, onde x̃⊤i é a i-ésima linha de X̃ e ˜̃X j = ∂2ηj/∂β∂β⊤.
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Também são definidas as matrizes diagonais D = diag{d1i, · · · , d1n} com d1i = tr(Kβ
˜̃Xi).

Notaremos como Zd, Bd and Cd as matrizes diagonais formadas pelos elementos de Z, B e

C, respectivamente. As matrizes W̃1, W1, Q1 = diag{q11, · · · , q1n}, Q2 = diag{q21, · · · , q2n},

Q3 = diag{q31, · · · , q3n} e Q4 = diag{q41, · · · , q4n} são diagonais de tamanho n × n, cujos

elementos são, w̃1i, w1i, q1i, q2i, q3i e q4i são dados por

q1i =w2i −
w1ih

(2)
i

(h(1)i )2
,

q2i =
1
6

(
w2i −

w1ih
(2)
i

(h(1)i )2

)
− w̃1i,

q3i =
1
4

(
w2i −

w1ih
(2)
i

(h(1)i )2

)
− w̃1i e

q4i =
1
4

w3i −
3
4

w2ih
(2)
i

(h(1)i )2
+

3
4

w1ih
(3)
i

(h(1)i )3
− 5

4
w1i(h

(2)
i )2

(h(1)i )4
+

w̃1ih
(2)
i

(h(1)i )2
− w̃2i + w̃∗

1i. i = 1, · · · , n.

A equação (2.13) poder ser interpretada como o termo devido a não linearidade na parte sis-

temática do modelo. Se η(·, ·), definida em (2.2), é linear então as quantidades d1j, cij e bij

cancelam-se e portanto ϵ
(NL)
p = 0. Finalmente, considere as expressões ˜̃X2i = ∂2ηi/∂β2∂β⊤

2 ,

para i = 1, 2, · · · , n e Kβ2β2 = X̃⊤
2 WX̃2. O cálculo do termo ϵp−q na equação (2.11) é com-

pletamente análogo a (2.12) só precisando trocar X̃, ˜̃X e Kββ pelas expressões X̃2, ˜̃X2i e Kβ2β2 ,

respectivamente. Detalhes adicionais da obtenção de quantidades envolvidas podem ser con-

sultados no Apêndice A.

2.5 Teste da Razão de Verossimilhanças Bootstrap

A técnica de boostrap foi originalmente proposta em Efron (1979) num contexto de estima-

ção em populações infinitas. O objetivo é encontrar a distribuição da estatística diretamente da

amostra aleatória observada. Para a presente dissertação, serão consideradas versões boots-

trap da estatística LR. O esquema bootstrap pode ser realizado através dos seguintes passos:

1. Construa B pseudo-amostras aleatórias (yN1, · · · , yNB), sob H0, da amostra original y.

2. Calcule o valor da estatística LR para cada amostra aleatória. Ou seja, para cada pseudo

amostra yNb, calcule o respectivo valor da estatística, chamada LRNb, para b = 1, 2, · · · , B

como

LRNb = 2
{
ℓ
(

β̂Nb; yNb
)
− ℓ

(
β̃Nb; yNb

)}
, (2.14)
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onde β̂Nb e β̃Nb são os estimadores de máxima verossimilhança de β, sob H0 e H1 res-

pectivamente, que são obtidos da maximização de ℓ(β; yNb). O percentil 1 − α de LRNb

é estimado como o valor q̂(1−α), tal que

1
B

B

∑
b=1

I({LRNb ≤ q̂(1−α)) = 1 − α

onde I(·) é a função indicador. Ou seja, I({LRNb ≤ q̂(1−α)}) = 1 se LRNb ≤ q̂(1−α) e zero

em outro caso.

3. Fixe o valor q̂(1−α) como segue: Ordene, do menor ao maior, as B estatísticas de teste

bootstrap LRNb , b = 1, · · · , B previamente definidas. A replica B × (1 − α) é o percentil

estimado, zα, assumindo que B × (1 − α) é um inteiro. Se não for, use o seguinte pro-

cedimento: Seja k = ⌊(B + 1)× α⌋ o maior inteiro ≤ (B + 1)× α, assim, a quantidade

q̂(1−α) é dada pelo (B + 1 − k) elemento ordenado de LRNb.

O teste da razão de verossimilhança bootstrap consiste em rejeitar H0 se LR > q̂(1−α) para a

estatística da razão de verossimilhança.

Rocke (1989) apresenta uma alternativa para o cálculo do fator de correção para LR, ba-

seado em re-amostragem, via bootstrap. A ideia principal é estimar o valor esperado da

estatística. Sejam B o número de re-amostras bootstrap e (yN1, yN · · · , yNB) as amostras artifi-

ciais geradas sob H0. Para cada pseudo-amostra yNb, b = 1, · · · , B a estatística LR é calculada

como na equação (2.14). A estatística LR versão bootstrap Bartlett é calculada como sendo.

LR∗
boot = q

LR
LRN ,

onde LRN = B−1 ∑B
b=1 LRNb.

A última abordagem é esperada ser mais eficiente computacionalmente do que a abor-

dagem tradicional, i.e., esperamos que o correção Bartlett-bootstrap (computação numérica

da correção Bartlett) produza inferências mais precisas com apenas 200 repetições, uma vez

que estima a média da distribuição. Ja para a primeira abordagem (estimativa do respectivo

quantil crítico) espera-se um bom desempenho com pelo menos 1.000 replicações de boots-

trap. Bayer & Cribari-Neto (2013) utilizaram um fator de correção de Bartlett-bootstrap no

modelo de regressão Beta conduzindo a resultados competitivos com a correção de Bartlett

nesses modelos.



CAPÍTULO 3

Avaliação Numérica - Aperfeiçoamento de testes de hipóteses

Neste capítulo apresentamos simulações de Monte Carlo com o objetivo de avaliar o de-

sempenho dos testes baseados nas estatísticas da razão de verossimilhanças (LR), razão de

verossimilhanças bootstrap (LRboot) e as suas versões modificadas via Bartlett (LR∗ e L̃R e

LR∗
boot) nos modelos em séries de potências não lineares generalizados (MSPNLGs).

Os desempenhos são avaliados em função da proximidade da probabilidade de rejeição

sob a hipótese nula sendo esta verdadeira (Probabilidade de erro tipo I) aos seus respectivos

níveis nominais. Também, avaliamos o poder de cada um dos testes propostos e a influência

do número de parâmetros de perturbação no desempenho dos testes. Vale salientar que foram

considerados diversos cenários, variando número de parâmeros de perturbação e tamanhos

de amostra, para as simulações feitas. Vale salientar também que os cenários propostos nas

simulações apresentadas são os mesmos apresentados em Silva (2010), em que foram introdu-

zidas inicialmente as estatísticas de teste corrigida LR∗ e L̃R.

O estudo de simulação foi baseado nas seguintes distribuições dos MSPNLGs para a va-

riável resposta: Poisson generalizada (GPO), binomial negativa generalizada (BNG) e Consul.

Características de tais distribuições podem ser encontrados na Tabela 2.1. Para as simulações

fixamos ϕ = 1 e ν = 3 para a BNG, em ϕ = 0, 2 para a GPO e em ϕ = 1 para a Consul.

O estudo de simulação foi desenvolvido no Ox (Doornik, 2006), usando como rotina de

32
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maximização o algoritmo BFGS, descrita em (Nocedal & Wright, 1999, Cap. 8) e (Luenberger,

1973, Chap 12). Fixamos em 10000 o número de réplicas de Monte Carlo, em 600 o número

de réplicas bootstrap que envolve a estatística bootstrap e em 300 o número de réplicas boots-

trap para a estatística que envolve correção numérica de Bartlett. Consideramos os seguintes

tamanhos de amostra n = 20, 30, 40, 50 e os seguintes níveis nominais α = 1%, 5%, 10%.

Para cada tamanho de amostra e cada nível nominal, são calculadas as taxas de rejeição

dos testes baseados nas estatísticas LR, LR∗, L̃R, LR∗
boot, isto é, estimamos via Monte Carlo,

as seguintes probabilidades, a saber: P(LR ≥ χ2
(α,q)), P(LR∗ ≥ χ2

(α,q)), P(L̃R ≥ χ2
(α,q)) e

P(LR∗
boot ≥ χ2

(α,q)), respectivamente, em que χ2
(α,q) é o percentil (1 − α) da distribuição χ2

q.

Para o teste baseado na estatística LRboot, a taxa de rejeição é obtida da estimação da proba-

bilidade P(LRboot ≥ q̂1−α) sendo q̂1−α dado pelo elemento ordenado (B + 1 − k) de LR∗
boot,

apresentado na Seção 2.5

Foram gerados dois cenários gerais para as simulações com o objetivo de avaliar o impacto

do número de parâmetros de perturbação no desempenho dos testes. No caso linear, foram

considerados os preditores apresentados na Tabela 3.1. Nosso interesse aqui é testar a seguinte

hipótese: H0 : (β5, β6) = (0, 0) vs H1 : (β5, β6) ̸= (0, 0). A variável resposta foi gerada

assumindo que β5 = β6 = 0 e βi = 0, 05 para i ∈ {1, 2, 3, 4, 7, 8}. As respectivas covariadas

foram tomadas como amostras aleatórias das seguintes distribuições: U(0, 1),F(2, 5), Cauchy,

N(0, 1), t3, LN(0, 1) (Log-Normal), χ2
3 e F(3, 3), respectivamente.

Tabela 3.1: Preditores lineares para avaliar o desempenho dos testes

1. ηi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + β3xi3 + β4xi4 + β5xi5 + β6xi6 + β7xi7 p = 8, p − q = 6
2. ηi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + β3xi3 + β4xi5 + β5xi5 + β6xi6 p = 7, p − q = 5
3. ηi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + β3xi3 + β5xi5 + β6xi6 p = 6, p − q = 4
4. ηi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + β5xi5 + β6xi6 p = 5, p − q = 3
5. ηi = β0 + β1xi1 + β5xi5 + β6xi6 p = 4, p − q = 2
6. ηi = β0 + β5xi5 + β6xi6 p = 3, p − q = 1

Para o caso não linear, foram considerados os preditores apresentados na Tabela 3.2 cuja

hipótese considerada é a mesma, ou seja: H0 : (β5, β6) = (0, 0) vs H1 : (β5, β6) ̸= (0, 0) em

que a variável resposta foi gerada assumindo β5 = β6 = 0 e βi = 0, 05 para i ∈ {1, 2, 3, 4, 7, 8}.

Neste caso, as covariadas foram tomadas como amostras aleatórias das seguintes distribui-

ções: LN(0, 1) (Log-normal), F(2, 5), Cauchy, χ2
3, Beta(2, 3), N(0, 2), exp(1), N(0, 1), respecti-

vamente.
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Tabela 3.2: Preditores não lineares propostos para avaliar o desempenho dos testes

1. ηi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + β3xi3 + β4xi4 + β5xi5 + β6xi6 + exp(β8xi8) p = 8, p − q = 6
2. ηi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + β3xi3 + β5xi5 + β6xi6 + exp(β8xi8) p = 7, p − q = 5
3. ηi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + β5xi5 + β6xi6 + exp(β8xi8) p = 6, p − q = 4
4. ηi = β0 + β1xi1 + β5xi5 + β6xi6 + exp(β8xi8) p = 5, p − q = 3
5. ηi = β0 + β5xi5 + β6xi6 + exp(β8xi8) p = 4, p − q = 2
6. ηi = β5xi5 + β6xi6 + exp(β8xi8) p = 3, p − q = 1

3.1 Cenário Linear

Na Tabela 3.3 encontram-se as taxas de rejeição dos testes baseados nas estatísticas LR,

LR∗, L̃R, LRboot e LR∗
boot para os modelos lineares, considerando vários tamanhos de amostra,

2 parâmetros de interesse (q = 2) e 6 parâmetros de perturbação (p − q = 6) (modelo 1

da Tabela 3.1). Para todos os modelos adotados (BNG, Consul e GPO), o teste baseado na

estatística LR é bastante liberal. Por exemplo, para n = 20 e α = 10%, temos que as taxas

de rejeição do teste LR são respectivamente dadas por 15, 4%, 17, 8% e 15, 8%. Como é de

se esperar, à medida que o tamanho de amostra aumenta, as taxas de rejeição dos testes

ficam mais próximas dos níveis nominais considerados. Vale ressaltar ainda que mesmo para

tamanho de amostra n = 50, as taxas de rejeição do teste LR são 11, 1%, 11, 5% e 10, 9%,

respectivamente. Portanto, o teste LR continua sendo ligeiramente liberal quando o tamanho

de amostra é grande. enquanto que os testes baseados nas estatísticas corrigidas LR∗, L̃R e

LR∗
boot apresentam taxas de rejeição mais próximas dos níveis nominais. Por exemplo, para

n = 20, α = 10%, temos que as taxas de rejeição dos testes são, respectivamente 10, 8%, 9, 8% e

10, 4% para o modelo BNG; 9, 9%, 9, 9% e 9, 5% para o modelo Consul e 10, 8%, 10, 0% e 9, 8%

para o modelo GPO.

Com o objetivo de analisar o impacto do número de parâmetros de perturbação no desem-

penho dos testes fixamos o tamanho de amostra em n = 30 e diferentes valores de p foram

considerados. Os resultados deste estudo encontra-se na Tabela 3.4. Observamos que os testes

baseados na estatística LR são liberais à medida que aumentamos o número de parâmetros de

perturbação, isto é, suas taxas de rejeição tornam-se consideravelmente superiores aos níveis

nominais correspondentes. Já para os demais testes, as taxas de rejeição permanecem mais

estáveis. Para o modelo BNG com p = 8 e α = 10%, por exemplo, as taxas de rejeição dos

testes baseados nas estatísticas LR, LR∗, L̃R, LRboot e LR∗
boot são, respectivamente de 13, 3%,

10, 9%, 10, 5% 11, 4% e 9, 3%. O impacto do número de parâmetros para o teste LR é muito

marcante pois apresentou taxas de rejeição bem acima dos níveis nominais tornando-o se-

veramente liberal. Entre os testes corrigidos, esse impacto é notavelmente menos marcante
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nos testes baseados nas estatísticas LR∗, L̃R e LR∗
boot pois as taxas de rejeição destes testes

permanecem mais estáveis.

Os resultados apresentados na Tabela 3.5 foram obtidos levando em consideração a hi-

pótese alternativa H1 : β5 = β6 ̸= 0 para n = 30, p = 4, α = 10% e diferentes valores de

β5 = β6 = β(0) com β(0) variando de 0, 05 a 0, 5. Como observamos que o teste LR é liberal,

as simulações foram obtidas com os valores críticos estimados, ou seja com os quantis da

distribuição empírica de LR, em vez dos valores tabulados para que todos os testes tivessem

o mesmo tamanho. Os resultados indicam que não há nenhuma perda de poder derivada do

fato de usar os fatores de correção de Bartlett calculados teoricamente e numericamente.

Nas Figuras 3.1, 3.2 e 3.3 são apresentados gráficos da distorção (diferença entre a nível

nominal e a taxa de rejeição obtida) dos testes considerados para os modelos lineares BNG,

Consul e GPO, respectivamente, com n = 30 e vários níveis de significância, quando aumen-

tarmos o número de parâmetros de regressão desde p = 3 até p = 8. Os resultados sugerem

que, como já foi dito, o teste LR tende a ser liberal quando p aumenta. Observa-se também

que os testes LR∗, L̃R e LR∗
boot apresentam taxas de rejeição mais próximas dos respectivos

níveis nominais do que o teste LR original, tornado-os em testes alternativos mais acurados

do que o teste LR. Dentre os testes baseados nas estatísticas sem correção, em geral, o teste

LRboot apresentou as taxas de rejeição mais próximas dos níveis nominais do que o teste LR

para os diversos casos do cenário dos preditores lineares.
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Figura 3.1: Distorção de tamanho dos testes no modelo linear BNG, com n = 30.
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Figura 3.2: Distorção de tamanho dos testes no modelo linear Consul, com n = 30.
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Figura 3.3: Distorção de tamanho dos testes no modelo linear GPO, com n = 30.
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3.2 Cenário Não linear

Na Tabela 3.6 encontram-se as taxas de rejeição dos testes baseados nas estatísticas LR,

LR∗, L̃R, LRboot e LR∗
boot para os modelos não lineares, considerando vários tamanhos de

amostra, 2 parâmetros de interesse (q = 2) e 6 parâmetros de perturbação (p − q = 6) (modelo

1 da Tabela 3.2). Para todos os modelos adotados (BNG, Consul e GPO), o teste baseado na

estatística LR é bastante liberal. Por exemplo, para n = 30 e α = 5%, temos que as taxas de

rejeição são respectivamente dadas por 6, 4%, 7, 1% e 6, 3%. Como é de se esperar, à medida

que o tamanho de amostra aumenta, as taxas de rejeição dos testes ficam mais próximas dos

níveis nominais considerados. Vale ressaltar ainda que mesmo para tamanho de amostra n =

50, as taxas de rejeição do teste LR são 5, 5%, 5, 9% e 5, 5%, respectivamente. Portanto, o teste

LR continua sendo ligeiramente liberal quando o tamanho de amostra é grande. enquanto

que os testes baseados nas estatísticas corrigidas LR∗, L̃R e LR∗
boot apresentam taxas de rejeição

mais próximas dos níveis nominais. Por exemplo, para n = 30, α = 5%, temos que as taxas de

rejeição dos testes são, respectivamente 5, 1%, 5, 0% e 5, 0% para o modelo BNG; 4, 8%, 4, 8% e

4, 5% para o modelo Consul e 5, 0%, 5, 0% e 5, 0% para o modelo GPO.

Com o objetivo de analisar o impacto do número de parâmetros de perturbação no desem-

penho dos testes fixamos o tamanho de amostra em n = 30 e diferentes valores de p foram

considerados. Os resultados deste estudo encontram-se na Tabela 3.7. Observamos que os

testes baseados na estatística LR são liberais à medida que aumentamos o número de parâ-

metros de perturbação, isto é, suas taxas de rejeição tornam-se consideravelmente superiores

aos níveis nominais correspondentes. Já para os demais testes, as taxas de rejeição são mais

estáveis. Para o modelo Consul com p = 8 e α = 5% por exemplo, as taxas de rejeição dos tes-

tes baseados nas estatísticas LR, LR∗, L̃R, LRboot e LR∗
boot são, respectivamente de 7, 9%, 5, 0%,

4, 6% 5, 8% e 4, 5%. O impacto do número de parâmetros para o teste LR é muito marcante

pois apresentou taxas de rejeição bem acima dos níveis nominais tornando-o severamente

liberal. Entre os testes corrigidos, esse impacto é notavelmente menos marcante nos testes

baseados nas estatísticas LR∗, L̃R e LR∗
boot pois as taxas de rejeição destes testes permanecem

mais estáveis.

Os resultados apresentados na Tabela 3.8 foram obtidos levando em consideração a hi-

pótese alternativa H1 : β5 = β6 ̸= 0 para n = 30, p = 4, α = 10% e diferentes valores de

β5 = β6 = β(0) com β(0) variando de 0, 05 a 0, 5. Como observamos que o teste LR é liberal,

as simulações foram obtidas com so valores críticos estimados, ou seja com os quantis da

distribuição empírica de LR, em vez dos valores tabulados para que todos os testes tivessem

o mesmo tamanho. Os resultados indicam que não há nenhuma perda de poder derivada do
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fato de usar os fatores de correção de Bartlett calculados teoricamente e numericamente.

Nas Figuras 3.4, 3.5 e 3.6 são apresentados gráficos da distorção (diferença entre a nível

nominal e a taxa de rejeição obtida) dos testes considerados para os modelos não lineares

BNG, Consul e GPO, respectivamente, com n = 30 e vários níveis de significância, quando

aumentarmos o número de parâmetros de regressão desde p = 3 até p = 8. Os resultados

sugerem que, como já foi dito, o teste LR tende a ser liberal quando p aumenta. Observa-se

também que os testes LR∗, L̃R e LR∗
boot ficam sempre mais perto do respectivo nível nominal

do que o teste original LR, tornado-os em testes alternativos mais acurados do que o teste LR.

Já para o teste LRboot, existiram diversos cenários (α = 5% e α = 10% para o modelo BNG e

α = 1% e α = 5% para o modelo GPO) em que foi um teste com um desempenho parecido ao

apresentado pelo teste original LR mas consideravelmente inferior ao desempenho apresen-

tados nos testes baseados nas estatísticas corrigidas LR∗, L̃R e LR∗
boot. Para os demais casos

considerados, o teste LRboot teve um desempenho melhor do que o teste LR.
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Figura 3.4: Distorção de tamanho dos testes no modelo não linear BNG, com n = 30.
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Figura 3.5: Distorção de tamanho dos testes no modelo não linear Consul, com n = 30.
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Figura 3.6: Distorção de tamanho dos testes no modelo não linear GPO, com n = 30.



CAPÍTULO 4

Técnicas de diagnóstico nos MSPNLGs

Uma das etapas mais importantes na hora de ajustar um modelo estatístico, baseado em

dados reais, é a verificação de certas suposições feitas acerca do modelo para garantir credi-

bilidade nas suas conclusões e/ou previsões. Destaca-se nesta etapa, que objetiva verificar

possíveis afastamentos de tais supostos, a existência de observações atípicas ou influentes que

possam causar interferência desproporcional nos resultados. Tal etapa, conhecida como aná-

lise de diagnóstico, é fundamental para validar as conclusões que possam ser obtidas usando o

modelo estatístico empregado.

Os primeiros estudos feitos nesta área correspondem à análise de resíduos como forma

de avaliar o ajuste do modelo. Estudos baseados nos resíduos são importantes dado que é

preciso avaliar as suposições dos erros (Cox & Snell, 1968). Os primeiros estudos na área

dos resíduos estavam focados ao estudo dos modelos lineares normais e aos MLGs (Modelos

lineares generalizados). Posteriormente e visando produzir resíduos mais confiáveis, foram

introduzido outros resíduos como o resíduo padronizado, vide Cook & Weisberg (1982) e Bel-

sey et al. (1980) onde é proposto um resíduo padronizado para os modelos lineares e Pregibon

(1981), onde é introduzido o resíduo de componente de desvio. McCullagh (1987) apresenta

o resíduo de componente de desvio padronizado. Para avaliar também os resíduos, em At-

kinson (1981) foi proposta a construção de gráficos de bandas de confiança visando comparar

os percentis dos resíduos com os percentis respectivo da distribuição normal padrão. Tal téc-

50
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nica é conhecida atualmente como gráficos de envelope (QQ-plots). No presente trabalho,

serão chamados de pontos aberrantes os pontos que foram sinalizados como afastados (fora das

bandas de confiança) pelos resíduos estudados.

É importante também a obtenção de pontos que sejam influentes, ou seja, pontos que

exercem um peso desproporcional nas estimativas dos parâmetros do modelo. Os primei-

ros passos nesta direção foram dados na década dos 70 no caso de modelo normal linear.

Um dos principais resultados desta época é o estudo da diagonal principal da matriz H =

X(X⊤X)−1X⊤ onde X representa a matriz modelo, introduzido em Hoaglin & Welsch (1978).

Posteriores estudos para identificar os pontos de alavanca (nome dado aos pontos que tives-

sem um peso desproporcional no próprio valor ajustado) foram dados em St Laurent & Cook

(1992), onde estendem a definição de pontos de alavanca para modelos normais não lineares, e

Wei et al. (1998), onde é apresentado o conceito de alavancagem generalizada que é uma meto-

dologia bem mais geral para discriminar tais pontos. Vale salientar que a última metodologia

foi deduzida para modelos cuja resposta seja contínua. Embora tenham sido obtidos resulta-

dos satisfatórios neste trabalho, a aplicação da metodologia de alavancagem generalizada só

é possível nos MSPNLGs no caso em que ϕ for suposto como fixo e conhecido.

Quando se está ajustando um modelo a um conjunto de dados, é desejável que as estima-

tivas obtidas a partir do modelo proposto sejam resistentes a pequenas perturbações. Por isso

é importante que se faça um estudo sobre a robustez dos resultados obtidos em termos dos

vários aspectos que envolvem a formulação do modelo e as estimativas dos seus parâmetros,

ou seja, fazer uma análise de diagnóstico, que consiste, por exemplo, de métodos para ava-

liar o grau de sensibilidade das inferências a pequenas perturbações nos dados ou mesmo no

modelo proposto.

Assim, com o intuito de detectar observações atípicas ou influentes e realizar a elimina-

ção individual dos pontos para avaliar a mudança nas estimativas dos parâmetros com os

dados retirados, é introduzida a metodologia de influência global, proposta em Cook (1977)

originalmente para modelos normais e depois generalizada para outra classe de modelos

(Paula, 2003). A detecção de pontos que sejam influentes, i.e., que possam ter uma influência

muito forte na estimação dos parâmetros da regressão, é muito importante na hora de ajus-

tar modelos de regressão. Mesmo sendo uma ideia natural (deleção de pontos) podem não

ser percebidas certas interações entre as observações que possam ser influentes, i.e., podem

não estar sendo detectadas certas interações entre as observações que influenciam na estima-

ção. Tal efeito é conhecido, em inglês, com o nome de masking effect. Além disso, o custo

computacional da metodologia de influência global pode ser muito alta.
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Considerando tal efeito (masking effect), em Cook (1986) foi proposta a metodologia de

Influência Local que propõe avaliar a influência conjunta dos pontos sob pequenas mudanças

(perturbações) nos dados ou no modelo, nas estimativas de máxima verossimilhança dos pa-

râmetros. Nesta análise de diagnóstico, assumimos que o modelo postulado é correto, e dese-

jamos, por exemplo, comparar as estimativas obtidas através desse modelo com as respectivas

estimativas decorrentes de uma pequena perturbação no mesmo. Assim, pode-se verificar a

existência de pontos que sob modificações modestas causam mudanças desproporcionais nos

resultados, ao invés da avaliação pela retirada individual ou conjunta de pontos.

Estudos de diagnóstico, em vários modelos de regressão, vêm sendo amplamente aplica-

dos na literatura. Por exemplo, em Beckman et al. (1987) foi feito um estudo de influência local

para estudar a variância em modelos mistos. Em Galea et al. (1997) foi feita a influência local

nos modelos lineares elípticos. Em Galea et al. (2005) Foram desenvolvidas as metodologias

de alavancagem generalizada, influência local e padronização de resíduos nos modelos não

lineares simétricos. Em Espinheira et al. (2008) são feitos estudos de diagnóstico no modelo de

regressão Beta. Em Patriota et al. (2010) são deduzidas técnicas de diagnóstico nos modelos

normais multivariados reparametrizados. Em Lemonte & Patriota (2011) são aplicadas técni-

cas de diagnóstico na regressão não linear Birmbaum-Saunders, generalizando os resultados

obtidos em Galea et al. (2004). Em Borssoi et al. (2011) foi desenvolvida a metodologia de

influência local nos modelos espaciais Gaussianos lineares. Em De Bastiani et al. (2014) foi

desenvolvido um estudo de influência local em modelos lineares espaciais elípticos.

Neste capítulo serão apresentados algumas técnicas de diagnóstico nos modelos em séries

de potencia não lineares generalizados (MSPNLG). Será tratada a metodologia de alavanca-

gem generalizada obtendo assim uma forma para discriminar a importância individual das

observações. Também será feito a análise dos resíduos nesta classe de modelos. Finalmente,

as metodologias de influência local e influência global, que estudam o impacto quando alguns

pontos são eliminados e diversos esquemas de perturbação nos dados, respectivamente, serão

aplicadas. Vale salientar que para os resultados apresentados nesta dissertação, referentes aos

estudos de diagnóstico e influência, foi assumido ϕ como sendo fixo e conhecido.

4.1 Análise de Resíduos

Quando se procura ajustar um modelo a um conjunto de dados, a validação desse ajuste

passa pela análise de uma estatística especial, que tem finalidade de medir a qualidade do

modelo ajustado. Uma vez escolhido o modelo e realizado o ajuste, a análise de resíduos é
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uma maneira eficiente de verificar a qualidade do ajuste do modelo. Esta, por sua vez, é feita

para pesquisar problemas com o modelo ajustado, como por exemplo, avaliar a adequação da

distribuição proposta para a variável resposta, detectar a presença de observações aberrantes

(que interferem no intercepto do modelo e conseqüentemente alteram os valores ajustados),

identificar a relevância de um fator adicional omitido no modelo, assim como verificar se há

indícios de afastamentos sérios das suposições para a distribuição para o erro.

Por outro lado, sabemos que os resíduos são usados para identificar discrepâncias entre

o modelo ajustado e o conjunto de dados logo, é conveniente procurar uma definição para

o resíduo que leve em conta a contribuição de cada observação sobre a medida usada de

qualidade do ajuste.

4.1.1 Resíduo Componente de Desvio

Uma medida de qualidade de ajuste bastante utilizada nos modelos lineares generalizados

é a função desvio (Paula, 2003). Os resíduos construídos a partir dos componentes da função

desvio (McCullagh et al., 1989) baseiam-se na distância para cada observação entre o máximo

do logaritmo da função de verossimilhança do modelo saturado (com n parâmetros) e o má-

ximo do logaritmo da função de verossimilhança do modelo investigado (com p parâmetros).

A função de desvio para o caso dos MSPNLGs é definida como sendo

D(y, µ̂) = 2
n

∑
i=1

[
yi log

{
g(yi, ϕ)

g(µ̂i, ϕ)

}
+ log

{
f (µ̂i, ϕ)

f (yi, ϕ)

}]
.

O resíduo componente do desvio é definido como sendo a raiz quadrada da diferença entre

os logaritmos das funções de verossimilhança sob o modelo saturado e o modelo investigado

para cada observação, com o mesmo sinal (yi − µ̂i). Assim, o resíduo no caso dos MSPNLGs

fica dado por

tDi =
√

2 Sinal (yi − µ̂i)

{
yi log

{
g(yi, ϕ)

g(µ̂i, ϕ)

}
+ log

{
f (µ̂i, ϕ)

f (yi, ϕ)

}} 1
2

,

em que µ̂i = h−1(η̂i) é a estimativa de µ para o modelo postulado.

Com isso, pode-se dizer que o resíduo tDi representa una distância entre a observação yl e

seu valor ajustado µ̂i, medida na escala do logaritmo da função de verossimilhança.
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4.1.2 Resíduo Componente de Desvio Padronizado

Com base na proposta de De Souza & Paula (2002), podemos usar a alavancagem genera-

lizada para considerar uma correção nos componentes da função desvio. Assim, é obtido o

resíduo componente de desvio padronizado, dado por

t∗Di
=

tDi√
1 − ĥii

, para i = 1, 2, · · · , n,

em que ĥii corresponde com o i-ésimo elemento da diagonal da matriz Ĥ = Ŵ
1
2 X̃(X̃⊤ŴX̃)−1X⊤Ŵ

1
2 .

4.2 Alavancagem Generalizada

Os pontos de alavanca são pontos que elevam a variância dos valores ajustados, o que

prejudica na previsão dos dados. Para a detecção desses pontos vamos estudar a influência

de cada observação em seu próprio valor ajustado. Segundo Wei et al. (1998) a matriz ∂ŷ/∂y

pode ser obtida em forma geral como

GL(β) =
∂ŷ
∂y

=

{
Dβ(−L̈ββ)

−1 L̈yβ

}∣∣∣∣∣
β=β̂

, (4.1)

em que

Dβ =
∂µ

∂β⊤ , L̈ββ =
∂2ℓ(β)

∂β∂β⊤ e L̈yβ =
∂2ℓ(β)

∂β∂y⊤ .

O (r, s)ésimo elemento da matriz de informação observada é expresso como

∂2ℓ(β; y)
∂βr∂βs

= ∑
i
{d1i x̃is x̃ir + d0i x̃irs}

em que d0i = yiti − qi, d1i =
yit′i−q′i

h′i
. Fazendo T(1) = diag { t′1, · · · , t′n} e Q(1) = (q′1, · · · , q′n)

⊤.

Temos em notação matricial

L̈ββ = X̃⊤
(

T(1)y − Q(1)
)

H1X̃ +
[
(Ty − Q)⊤

][ ˜̃X].
Em que H1 = (1/h′1, . . . , 1/h′n) é um vetor de 1 × n,

Vale salientar que ˜̃X é um array de dimensão n × p × p e portanto [·][·] representa a mul-

tiplicação de uma matriz por um array, chamado de produto colchete e definido em Wei (1998),



Capítulo 4. Técnicas de diagnóstico nos MSPNLGs 55

Bates & Watts (1988) e Seber & Wild (1989).

Além disso,

Dβ =
∂µ

∂β⊤ =
∂µ

∂η

∂η

∂β
= HX̃,

em que H = diag {1/h′1, · · · , 1/h′n} é uma matriz de n × n, e o termo (r, s) da matriz L̈βy é

dado por

∂2ℓ(β; y)
∂βr∂ys

=
∂

∂ys

(
∂

∂βr

n

∑
i=1

[log{a(yi, ϕ)}+ yi log{g(µi, ϕ)} − log{ f (µi, ϕ)}]
)

=
∂

∂ys

(
n

∑
i=1

yi
1

g(µi, ϕ)

∂g(µi, ϕ)

∂µi

∂µi

∂ηi

∂ηi

∂βr
−

n

∑
i=1

1
f (µi, ϕ)

∂ f (µi, ϕ)

∂µi

∂µi

∂ηi

∂ηi

∂βr

)

=
∂

∂ys

(
n

∑
i=1

yi
1

g(µi, ϕ)
g′(µi, ϕ)

1
h′(µi)

x̃ir −
n

∑
i=1

1
f (µi, ϕ)

f ′(µi, ϕ)
1

h′(µi)
x̃ir

)

=
1

g(µs, ϕ)
g′(µs, ϕ)

1
h′(µs)

x̃sr

= t(µs, ϕ)x̃sr.

Portanto, em notação matricial, tem-se que L̈βy = X̃⊤T.

Substituindo as quantidades obtidas em (4.1), obtém-se

GL(β̂) =

{
HX̃

(
−X̃⊤

(
T(1)y − Q(1)

)
H1X̃ −

[
(Ty − Q)⊤

][ ˜̃X])−1
X̃⊤T

}
.

4.3 Influência Global

É importante detectar pontos que possam causar uma influência desproporcional nas es-

timativas de máxima verossimilhança dos parâmetros obtidos em um certo modelo proposto.

Uma ideia natural na hora de tentar avaliar tal influência dos pontos, é tirar da amostra os

pontos a serem examinados e verificar a diferença entre as estimativas de máxima verossimi-

lhança baseada em todos os pontos e baseada nos pontos sem a observação que está sendo

avaliada. Tal ideia foi apresentada em Cook (1977) e foi chamada de Influência Global.

Seja ℓ(β; y) o logaritmo da função de verossimilhança do vetor de parâmetros β. Para

avaliar a sensibilidade do vetor paramétrico β quando a i-ésima observação é retirada, usa-se

a medida de influência LDi, que mede o afastamento da verossimilhança, permitindo detectar
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possíveis pontos influentes. Define-se LDi como sendo

LDi = 2
{
ℓ
(

β̂; y
)
− ℓ

(
β̂(i); y

)}
, (4.2)

em que β̂(i) corresponde à estimativa β̂ quando a i−ésima observação é excluída. Assim, LDi

objetiva avaliar o impacto da retirada da observação, em ℓ(·).

O problema aparece quando não é possível obter uma forma analítica para LDi. É comum

utilizar uma aproximação baseada expansão de ℓ(β, y) em série Taylor ao redor de β̂. Assim,

é obtido que

LDi ≈ (β − β̂)⊤
{

L̈ββ(β̂)
}
(β − β̂).

Agora, o termo L̈ββ pode ser substituído pelo valor respectivo da informação de Fisher e o

termo β pode ser substituído por β̂(i), assim chega-se na expressão

LDi ≈
(

β̂ − β̂(i)

)⊤
X̃⊤ŴX̃

(
β̂ − β̂(i)

)
, (4.3)

sendo Ŵ = L̂V̂ L̂. Pregibon (1981) sugere a aproximação de um passo, que consiste em tomar a

primeira iteração do processo iterativo pelo método scoring de Fisher, iniciando em β̂. Assim,

temos que

β(i) = β̂ +
{
−L̈ββ(β̂)−1

}
ℓ(i)(β̂),

logo,

β̂(i) = β̂ − (yi − µ̂i)

V̂i
1/2

(1 − ĥii)

(
X̃⊤ŴX̃

)−1
x̃iw̃1/2

i , (4.4)

sendo ĥii representa o i−ésimo elemento da diagonal da matriz Ĥ = Ŵ
1
2 X̃(X̃⊤ŴX̃)−1X̃⊤Ŵ

1
2 ,

ver Apêndice B.

Portanto, inserindo (4.4) em (4.3), obtemos

LDi = t2
Si

ĥii

1 − ĥii
,

sendo tSi dado por

tSi =
yi − µ̂i√

V̂ar(Yi)(1 − ĥii)

, i = 1, 2, · · · , n.
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4.4 Influência Local

Quando se está ajustando um modelo a um conjunto de dados, é desejável que as esti-

mativas obtidas a partir do modelo proposto sejam resistentes a pequenas perturbações no

modelo ou nas observações. Por isso é importante que se faça um estudo sobre a robustez dos

resultados obtidos, em termos de vários aspectos que envolvem a formulação do modelo e as

estimativas dos parâmetros, ou seja, fazer uma analise de diagnóstico que consiste por exem-

plo, de métodos para avaliar o grau de sensibilidade das inferências a pequenas perturbações

nos dado ou mesmo no modelo proposto.

Uma análise de influência é feita assumindo o modelo como correto e estuda-se a robustez

das conclusões a perturbações nos dados ou no modelo. Uma observação é dito influente

se ela produz alterações desproporcionais nos resultados da análise, quando a mesma for

excluída ou submetida a uma pequena perturbação. Perturbação é qualquer modificação nas

suposições do modelo ou nos dados que podem causar diferenças substanciais nos resultados

da análise.

Seja ℓ(β; y) o logaritmo da função de verossimilhança para uma amostra y = (y1, . . . , yn)⊤

e para um vetor de parâmetros de dimensão (p + 1) × 1 dada em (2.4). A metodologia de

influência local baseia-se na introdução de um vetor de perturbação ω = (ω1, . . . , ωn)⊤, com

ω ∈ Ω e Ω ⊂ Rn para assim, poder comparar os estimadores de máxima verossimilhança a

fim de determinar os efeitos das perturbações nas estimativas fornecidas pelo modelo. Assim,

o logaritmo da função de verossimilhança do modelo perturbado possui então a forma ℓ(βω).

Portanto, seja β̂ω a estimativa de máxima verossimilhança do vetor de parâmetros β sob

o modelo perturbado e β̂ o estimado usual de máxima verossimilhança sob o modelo sem

perturbação. Há um grande interesse em conhecer o tamanho da mudança entre β̂ω e β̂.

Especificamente, o conceito de influência local está baseado na curvatura da superfície do

logaritmo da função de verossimilhança da verossimilhança (Cook, 1986). Assim, considere o

afastamento da verossimilhança da seguinte forma

LD(ω) = 2
{
ℓ(β̂; y)− ℓ(β̂ω; y)

}
, (4.5)

em que LD(ω) > 0, β̂ é a estimativa de máxima verossimilhança do modelo não perturbado e

β̂ω é a estimativa de máxima verossimilhança do modelo perturbado. LD(ω) permite calcular

a diferença das verossimilhanças avaliadas em seus estimadores (β̃ e β̃ω). Assim, valores altos

de LD(ω) indicam que as estimações são altamente sensíveis à perturbação. A ideia principal
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é estudar o comportamento da função LD(ω) em torno do vetor de não perturbação ω0, isto

é, o vetor ω0 é tal que ℓ(β̂ω0 ; y) = ℓ(β̂; y).

Em particular, tem-se LD(ω0) = 0 desde que LD(ω) ≥ 0, e o ponto ω0 é um mínimo

absoluto da função LD(ω). Em Cook (1986) é estabelecido que (4.5) pode ser investigado

tomando seções planas, isto é, considerando valores ao longo de uma reta em Ω na direção de

um vetor unitário d que passa por ω0. Ou seja, ao longo da reta ω(a) = ω0 + ad com a ∈ R.

Como resultado, é obtida uma curva plana (a, LD(ω(a))) cujo comportamento, como função

de a, ao redor de a = 0, é estudado. Assim, a curvatura normal na direção d no ponto ω0 é

estudada por Cook (1986) como uma medida de influência e é dada por

Cd(β) = −2
∣∣∣d⊤∆⊤ L̈−1

ββ ∆d
∣∣∣ ,

em que −L̈ββ é a matriz de informação observada de Fisher e ∆ é uma matriz p × n que de-

pende explicitamente do esquema de perturbação, com elementos dados por ∆ij = ∂2ℓ(βω; y)/∂βiωj

com i = 1, . . . , p + 1 e j = 1, . . . n, avaliados em β = β̂ e ω = ω0.

Cook (1986) sugere utilizar dmax que é maior autovalor da matriz F̈ = ∆⊤(−L̈ββ)
−1∆. O

gráfico de |dmax| contra a ordem das observações pode revelar quais pontos que, sob peque-

nas perturbações, exercem maior influência em LD(ω), na vizinhança de ω0. Tais observações

podem ser responsáveis por alterações consideráveis nas estimativas dos parâmetros sob pe-

quenas perturbações nos dados ou no modelo.

Escobar & Meeker Jr (1992) sugerem tomar como medida de influência os elementos da

diagonal principal da matriz F̈, enquanto que, Lesaffre & Verbeke (1998) propõem que a

curvatura normal seja avaliada na direção da i−ésima observação, ou seja, avaliar Cd(β) no

vetor di de dimensão n × 1, composto por um na i−ésima linha e zero nas demais. Tal

curvatura é denotada por Ci em que Ci = 2| fii| sendo fii os elementos da diagonal principal

da matriz F̈. Um gráfico de Ci versus índice é sugerido, em que observações com Ci > 2C̄ em

que C̄ = ∑n
j=1 Cj/n, merecem atenção especial.

Na presente dissertação apresentamos três tipos de esquemas de perturbação, conside-

rando os MSPNLGs definidos em (2.1) e (2.2) e cujo logaritmo da função de verossimilhança

é dada por (2.4). Foram considerados os cenários de perturbação aditiva na resposta, per-

turbação de casos ponderados e perturbação aditiva no preditor. Para cada esquema de

perturbação, obtemos a matriz ∆ avaliada em β = β̂ e ω = ω0 apresentada sob a forma

∆ = ∂2ℓ(βω; y)/∂β∂ω⊤.
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4.4.1 Perturbação Aditiva na Resposta

Considere um esquema de perturbação aditiva na variável resposta, ou seja,

yiω = yi + ωis(yi), i = 1, . . . , n,

em que s(yi), é um fator de escala, comumente utilizado com o intuito de padronizar os

componentes de ω e pode ser estimado pelo desvio padrão de yi. Assim, o logaritmo da

função de verossimilhança do modelo perturbado assume a forma

ℓ(βω; y) = ℓ(βω) =
n

∑
i=1

[log{a(yiω, ϕ)}+ yiω log{g(µi, ϕ)} − log{ f (µi, ϕ)}] ,

em que as funções a(yi, ϕ), g(µi, ϕ) e f (µi, ϕ) são dadas em (2.4). Ao derivar ℓ(βω; y) em

relação a βs, tem-se que

∂ℓ(βω; y)
∂βs

=
n

∑
i=1

[
yiω

g′(µi, ϕ)

g(µi, ϕ)

∂µi

∂ηi

∂ηi

∂βs
− f ′(µi, ϕ)

f (µi, ϕ)

∂µi

∂ηi

∂ηi

∂βs

]
=

n

∑
i=1

(yiωt(µi, ϕ)− q(µi, ϕ)) x̃is s = 1, . . . , p.

Agora, derivando com relação ao elemento ωl , l = 1, . . . , n obtemos

∂2ℓ(βω; y)
∂βs∂ωl

= s(yl)t(µl , ϕ)x̃ls.

Para a perturbação aditiva na resposta, ω0 = (0, . . . , 0)⊤, a matriz ∆ avaliada em β e ω = ω0

fica dado por ∆̂ =
[
TSX̃

]⊤ em que T e X̃ foram definidos no Capítulo 2. Finalmente, a matriz

de tamanho n × n, S = diag{s(y1), . . . , s(yn)}.

4.4.2 Perturbação de Casos Ponderados

Considere agora um esquema de perturbação da i-ésima observação no qual o logaritmo

da função de verossimilhança do modelo perturbado seja expresso na forma

ℓ(βω; y) = ℓ(βω) =
n

∑
i=1

ωiℓ(β; yi) =
n

∑
i=1

[ωi log{a(yi, ϕ)}+ yiωi log{g(µi, ϕ)}−ωi log{ f (µi, ϕ)}]
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com 0 ≤ ωi ≤ 1. Derivando ℓ(βω; y) em relação a βr, r = 1, . . . , p

∂ℓ(βω; y)
∂βr

=
n

∑
i=1

[
ωiyi

g′(µi, ϕ)

g(µi, ϕ)

∂µi

∂ηi

∂ηi

∂βs
− ωi

f ′(µi, ϕ)

f (µi, ϕ)

∂µi

∂ηi

∂ηi

∂βs

]
.

=
n

∑
i=1

[ωiyit(µi, ϕ)x̃ir − ωiq(µi, ϕ)x̃ir] .

Assim,
∂2ℓ(βω; y)

∂βr∂ωl
= [ylt(µl , ϕ)x̃lr − q(µl , ϕ)x̃lr] , l = 1, . . . , n.

Logo, para a perturbação de casos ponderados, ω0 = (1, . . . , 1)⊤, a matriz ∆ avaliada em β e

em ω = ω0 fica dado por ∆̂ = X̃⊤(Ty − Q) em que T, Q e X̃ foram definidas no Capítulo 2

4.4.3 Perturbação Aditiva no Preditor

Um esquema de perturbação em uma determinada variável explicativa xn pode ser descrita

adicionando um vetor de perturbação ω ponderado por um vetor de escala sxn , que pode ser

o desvio padrão da variável em questão, ou seja xipω = xip + wis(xn), i = 1, . . . , n. Seja

ηiω = η(xiω, β) com xiw = (xi1, . . . , xipω, . . . , xip)
⊤. O logaritmo da função de verossimilhança

para modelo com perturbação aditiva na p−ésima variável explicativa é expressa por

ℓ(βω; y) = ℓ(βω) =
n

∑
i=1

[log{a(yi, ϕ)}+ yi log{g(µiω, ϕ)} − log{ f (µiω, ϕ)}].

Derivando ℓ(βω; y) com relação ao βr, obtemos

∂ℓ(βω; y)
∂βr

=
n

∑
i=1

[
yi

g′(µiω, ϕ)

g(µiω, ϕ)
− f ′(µiω, ϕ)

f (µiω, ϕ)

]
1

h′(µiω)

∂ηiω

∂βr
, r = 1, . . . , p. (4.6)

Derivando (4.6) em relação a ωl , obtemos.

∂2ℓ(βω; y)
∂βr∂ωl

=
n

∑
i=1

[
yi

g′′(µiω, ϕ)g(µiω, ϕ)− g′(µiω, ϕ)g′(µiω, ϕ)

(g(µiω, ϕ))2

− f ′′(µiω, ϕ) f (µiω, ϕ)− f ′(µiω, ϕ) f ′(µiω, ϕ)

( f (µiω, ϕ))2

]
f1i

(
1

h′(µiω)

)2 ∂ηiω

∂βr

+

[
yi

g′(µiω, ϕ)

g(µiω, ϕ)
− f ′(µiω, ϕ)

f (µiω, ϕ)

] [
∂

∂ωl

{
1

h′(µiω)

}
∂ηiω

∂βr
+

1
h′(µiω)

f2ir

]
,

sendo f1i =
∂ηiω
∂ωl

e f2ir =
∂2ηiω

∂βr∂ωl
, com l = 1, . . . , n e r = 1, . . . , p.
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Para a perturbação aditiva no preditor, ω0 = (0, . . . , 0)⊤, a matriz ∆ avaliada em β = β̂ e

ω = ω0 ficará dependendo da forma de η. Em notação matricial fica dada por

∆̂ = X̃⊤ {Φ
(

g1(µω, ϕ)
)
y + Ψ

(
f1(µω, ϕ)

)}
H2F1

+ X̃⊤ {Φ
(

g2(µω, ϕ)
)
y + Ψ

(
f2(µω, ϕ)

)}
H(1)

+
[
F2
][

Φ
(

g2(µω, ϕ)
)
y + Ψ

(
f2(µω, ϕ)

)]
H,

em que

Φ
(

g1(µ, ϕ)
)
= diag

{
g1(µ1, ϕ), . . . , g1(µn, ϕ)

}
, e

Ψ
(

f1(µ, ϕ)
)
=

(
g1(µ1, ϕ), . . . , g1(µn, ϕ)

)⊤
,

com F1 = diag{ f11, . . . , f1n} e F2 é um array de dimensão n × n × p cuja i−ésima matriz é

dada pela matriz F2i cujo (i, r)-ésimo elemento é f2ir. Além disso, temos.

g1(µi, ϕ) =
g′′(µi, ϕ)g(µi, ϕ)− g′(µi, ϕ)g′(µi, ϕ)

(g(µi, ϕ))2 e

g2(µi, ϕ) =
g′(µi, ϕ)

g(µi, ϕ)
.

Mesma notação será empregada para a função f (µi, ϕ).



CAPÍTULO 5

Avaliação Numérica - Técnicas de Diagnóstico

A análise de influência e diagnóstico é uma metodologia freqüentemente utilizada em

modelos de regressão. A detecção de pontos que sejam aberrantes ou influentes é muito

importante para evitar chegar em conclusões ou previsões erradas, pois os parâmetros que

indexam esses modelos de regressão podem estar sendo afetados, de forma desmedida, por

tais pontos. No capítulo 4 foram desenvolvidas técnicas de diagnóstico para os modelos em

séries de potências não lineares generalizados (MSPNLGs) com o intuito de avaliar o impacto

dos dados nas estimativas dos parâmetros nos cenários em que a variável resposta tenha uma

distribuição pertencente aos MSPNLGs.

Assim, com a finalidade de apresentar as técnicas de diagnóstico abordadas nesta disser-

tação, realizamos simulações computacionais com tamanho de amostra fixo em n = 50. A

variável resposta foi gerada seguindo as distribuições Poisson generalizada (GPO) e Consul,

pertencentes aos MSPNLGs de acordo com o preditor não linear, dado por

h(µi) = β0 + β1xi1 + exp{β2xi2},

em que h(µi) = log(µi). Ou seja, foram geradas as variáveis yi ∼ GPO(µi) e yi ∼ Consul(µi)

onde

µi = exp
{

β0 + β1xi1 + exp{β2xi2}
}
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para i = 1, . . . , 50. Os valores iniciais dos parâmetros foram βi = 0.2 para i ∈ {0, 1, 2}, onde as

covariadas x1 e x2 foram tomadas como amostras aleatórias das distribuições U(0, 1) e N(0, 1),

respectivamente. Foram também considerados ϕ = 0, 2 para a GPO e ϕ = 1 para a Consul.

A metodologia geral aqui adotada para abordar o problema da avaliação das técnicas

propostas é descrito a seguir: Foram gerados 49 dados das respectivas distribuições utilizando

o parâmetro µ e foi gerada uma última observação utilizando o parâmetro 2µ. Assim, os

métodos desenvolvidos nesta dissertação serão efetivos na medida que o ponto #50 (ponto

que foi gerado com o parâmetro de media diferente) seja sinalizado. Finalmente, a avaliação

será feita mediante as gráficas correspondentes nas metodologias desenvolvidas. Tais gráficos

foram feitos no R.

Nas Figuras 5.1 e 5.2 são apresentados os gráficos dos resíduos versus os índices (e os

valores ajustados) para o modelo GPO, respetivamente. Vemos que, em geral, os gráficos

baseados nos resíduos de componente de desvio são pouco voláteis, no sentido de não se

afastar demais das bandas consideradas. Podemos verificar que o ponto #50 é candidato a

pontos aberrante.

Na Figura 5.3 é apresentado o gráfico de envelope para os resíduos de componente de

desvio padronizados. Pode-se observar que há 2 valores extremos que ficam fora das bandas

de 95% de confiança e portanto não fornece indícios de afastamentos sérios da suposição da

distribuição GPO para a variável resposta. O gráfico de alavancagem generalizada versus

os índices é dado na Figura 5.4a. Pode-se observar que os pontos #29, #41, #50 são pontos

notavelmente afastados, i.e., esse pontos são candidatos a serem pontos de alavanca. Na

Figura 5.4b é apresentado o gráfico de influência global onde o ponto #50 foi sinalizado de

forma muito marcante dada a escala do gráfico obtido.

Finalmente, para o modelo GPO, os resultados de influência local sob vários esquemas

de perturbação a saber: perturbação de casos ponderados, perturbação aditiva na resposta

e predição aditiva no preditor, são apresentados na Figura 5.5. Os pontos #29, #41 e #50

foram considerados como influentes pelo esquema aditivo na resposta. Os pontos #3 e #50 foi

considerado como influente pelo esquema de casos ponderados. Finalmente, os pontos #26 e

#29 foram sinalizados pelo esquema de perturbação aditiva no preditor.

Já para o caso da distribuição Consul, os gráficos dos resíduos considerados contra o ín-

dice, reportado na Figura 5.6, sinalizam várias vezes o ponto #50. Na Figura 5.7 são apresenta-

dos os gráficos dos resíduos de componente de desvio e componente de desvio padronizado

versus os seus respectivos valores ajustados onde o ponto #50 foi sinalizado novamente.
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Na Figura 5.8 é apresentado o gráfico de envelope para os resíduos de componente de

desvio padronizados que não fornece indícios de afastamentos sérios da suposição da distri-

buição GPO para a variável resposta. Na figura 5.9a são mostrados os gráficos da metodologia

de alavancagem generalizada versus os índices. Os pontos #26, #29, #41 e #50 foram sinaliza-

dos como sendo pontos de alavancagem, i.e., tem uma influência considerável no intercepto

do modelo. Na Figura 5.9b são apresentados os gráficos de influência global versus os índices

onde foi sinalizado o ponto #50 de forma destacada.

Finalmente, na Figura 5.10 são apresentados os gráficos de influência local para os três

cenários de perturbação que foram escolhidos. Os 8pontos #28, #41, #47, #49 e #50 foram si-

nalizados no caso de perturbação aditiva na resposta, enquanto o ponto #50 foi o único sina-

lizado no esquema de casos ponderados. Finalmente, os pontos #26 e #29 foram sinalizado

pelo esquema de perturbação aditiva no preditor.

Vemos que, em geral, os métodos de influência e diagnóstico tiveram êxito na hora de

identificar o ponto #50 como sendo influente nos casos considerados, ou seja, os casos em

que a variável for distribuída segundo as distribuições GPO e Consul. Vale salientar que

os pontos #29 e #41 foram também sinalizados por algumas das metodologias empregadas.

Fato que pode ser devido a maneira que foram que as covariadas foram geradas já que os

mesmos pontos foram sinalizados nos dois cenários considerados. Mesmo assim, vemos que

as metodologias apresentadas corretamente apontaram ao ponto #50. Concluímos portanto,

baseados nos resultados nos dados simulados, a utilidade dos método desenvolvidos nesta

dissertação referente aos estudos de diagnóstico e influência nos MSPNLGs.
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Figura 5.1: Gráficos dos resíduos contra os índices para o modelo GPO ajustado

3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 5.5

−
4

−
2

0
2

4

valor ajustado

t D
i

50

(a) Resíduos de componente de desvio

3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 5.5

−
3

−
2

−
1

0
1

2
3

valor ajustado

t D
i*

50

(b) Resíduos de Comp. de desvio padronizados

Figura 5.2: Gráficos dos resíduos contra os valores ajustados para o modelo GPO ajustado
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Figura 5.3: Gráfico normal de probabilidade para o caso da distribuição GPO
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Figura 5.4: Gráficos de alavancagem generalizada e da Influência local para o caso da distri-
buição GPO



Capítulo 5. Avaliação Numérica - Técnicas de Diagnóstico 67

0 10 20 30 40 50

0
5

10
15

20

Índice

C
i

29

41

50

(a) Perturbação aditiva na resposta

0 10 20 30 40 50

0
50

10
0

15
0

20
0

25
0

Índice

C
i

41

50

(b) Perturbação de casos ponderados

0 10 20 30 40 50

20
00

40
00

60
00

80
00

Índice

C
i

26
29

(c) Perturbação aditiva no preditor

Figura 5.5: Gráficos da Influência local para o caso da distribuição GPO
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Figura 5.6: Gráficos dos resíduos contra os índices para o modelo Consul ajustado
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Figura 5.7: Gráficos dos resíduos contra os valores ajustados para o modelo Consul ajustado
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Figura 5.8: Gráfico normal de probabilidade para o caso da distribuição Consul
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Figura 5.9: Gráficos de alavancagem generalizada e da Influência local para o caso da distri-
buição Consul
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Figura 5.10: Gráficos da Influência local para o caso da distribuição Consul



CAPÍTULO 6

Aplicação dos Métodos de Diagnóstico

Neste capítulo ilustraremos os Modelos em séries de potência não lineares generalizados

(MSPNLGs) com um exemplo de dados reais e aplicaremos as técnicas de diagnóstico de-

senvolvidas nesta dissertação aos dados apresentados no Apêndice C, correspondentes ao

número de espécies de peixes em um lago (y) e o logaritmo da área do lago em km2 (x). Esses

dados foram analisados inicialmente por Barbour & Brown (1974), e posteriormente por Rigby

et al. (2008), por Cordeiro et al. (2009) e por Silva (2010). Em Cordeiro et al. (2009) foi discutida

a flexibilidade dos MSPNLGs para ajustar os dados na Tabela C.1 adotando o modelo delta

binomial (DB) cujo o preditor é dado por

ηi = β0 + β1 log(xi) + β2{log(xi)}2, (6.1)

onde ηi = h(µi), e h(µi) = log(µi − m) é a função de ligação empregada, onde m é o suporte

da distribuição DB. Neste caso m = 5 .

No decorrer deste trabalho foi percebido que para tais dados e para o modelo ajustado

(6.1), os p−valores correspondentes dos parâmetros β0, β1 e β2 foram de 1.644e-11, 8.230e-01 e

5.618e-02, respectivamente. Ou seja, o parâmetro β1 é não significativo. Portanto, nossa abor-

dagem para a aplicação, referente as técnicas de diagnóstico e influência, será feita utilizando
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o preditor

ηi = β0 + β1{log(xi)}2, (6.2)

já que no modelo (6.2) os respectivos p−valores para os parâmetros β0 e β1, foram de 3.335e-

24 e 7.782e-08 e portanto, são parâmetros significativos. Assim, foi assumido que yi ∼ DB(µi)

onde µi = m + exp
{

ηi
}

, com ηi dado por (6.2). Na Tabela 6.1 apresentamos os valores do

ajuste dos modelos (6.1) e (6.2) ao banco de dados referente ao número de espécies de peixe

dados na Tabela C.1.

Tabela 6.1: Valores do ajuste dos modelos (6.1) e (6.2)

Parâmetros Estimativa Erro padrão t−valor p−valor

Modelo (6.2)
β0 2.42343 0.153924 15.744 3.335e-24
β1 0.01634 0.002709 6.033 7.782e-08

Modelo (6.1)
β0 2.48233 0.305867 8.1157 1.644e-11
β1 -0.02547 0.113429 -0.2246 8.230e-01
β2 0.01838 0.009456 1.9439 5.618e-02

Na Figura 6.1 encontra-se o gráfico de dispersão da área do lago (km2) contra o número de

espécies de peixes, para o modelo DB assumido para a variável resposta e o preditor adotado.

Na Tabela 6.2 encontram-se as estimativas dos parâmetros β0, β1 junto com os seus respetivos

erros padrão e p−valores. Notemos que existem algumas observações se destacando em rela-

ção as demais, a saber: #26, #32, #33, #38 e #39. As observações #26, #32 e #33 são destacadas

por terem área do lago muito grande e uma grande quantidade de espécies de peixe, enquanto

as observações #38 e #39 têm áreas do lago de maior tamanho mas uma menor quantidade de

espécies de peixe.

Objetivando avaliar a influência dos pontos, a seguir são apresentados os resultados dos

estudos de diagnóstico para o banco de dados usando o modelo (6.2). Foram aplicadas as

metodologias apresentados de análise dos resíduos com resíduos de componente de desvio

e resíduo de componente de desvio de componente padronizado, alavancagem generalizada,

influência glocal e influência local.

Na Figura 6.2 e 6.3 encontram-se os gráficos dos resíduos de componente de desvio (tDi )

e gráficos de componente de desvio padronizados (t∗Di
) contra os índices para o modelo DB

ajustado aos dados dos peixes da Tabela C.1. Neste caso, os pontos #36 e #66 foram sinalizados

como candidatos a serem pontos aberrantes. Na Figura 6.4 é apresentado o gráfico de normal

de probabilidades com envelopes para o modelo (6.2) no caso dos resíduo de componente de

desvio padronizado, que não fornece indícios de afastamento sérios da suposição de distri-
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Figura 6.1: Gráfico de dispersão do número de espécies de peixe contra a área do lago

buição DB para a reposta. portanto o modelo (6.2) é um modelo adequado para descrever os

dados.

Os resultados da alavancagem generalizada são reportados na Figura 6.5b. Neste caso, os

pontos #38 e #39 foram considerados como pontos influentes quando gráfica-se a alavancagem

contra os índices. Os resultados de metodologia de influência local, apresentados na figura 6.6

discriminam aos pontos #3 e #18 como sendo influentes, quando comparada com os índices.

Finalmente, os resultados da metodologia de influência local nos seus vários cenários (es-

quemas de perturbação) são apresentados na Figura 6.6. Neste esquema de avaliação da

influência, os pontos #3, #26, #27, #32, #39 e #38 resultaram influentes de acordo com estas

metodologias. Vale salientar que no esquema de perturbação aditiva na resposta não foram

sinalizados pontos influentes.

Precisamos verificar o peso das observações destacadas nas estimativas dos parâmetros.

Vemos assim que os pontos #3, #18, #26, #27, #32, #36, #38, #39 e #66 foram sinalizados por vá-

rias das metodologias empregadas. Visando avaliar a influência desses pontos, iremos calcular

os estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros do modelo (6.2) tirando separa-

damente os ponto já mencionados com o intuito a de avaliar o impacto da retirada individual
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das observações. Os resultados são apresentados na Tabela (6.2).

Tabela 6.2: Estimativas de máxima verossimilhança dos parâmetros do modelo DB ajustado
aos dados dos peixes da Tabela C.1

Pontos retirados
β0 β1

EMV Erro padrão p−valor EMV Erro padrão p−valor
Nenhum 2.42343 0.153924 3.335e−24 0.01634 0.002709 7.782e−08

3 2.3640 0.151600 8.124e-24 0.01680 0.00262 1.784e-08
18 2.36476 0.158208 7.237e-23 0.01713 0.002818 6.718e-08
26 2.44819 0.152231 1.612e-24 0.01512 0.002649 2.930e-07
27 2.42000 0.152559 3.320e-24 0.01602 0.002653 7.979e-08
32 2.44293 0.153796 3.092e-24 0.01542 0.002705 3.009e-07
36 2.41668 0.145911 3.376e-25 0.01673 0.002564 1.116e-08
38 2.42242 0.156419 1.162e-23 0.01639 0.002801 1.672e-07
39 2.41727 0.154787 7.519e-24 0.01654 0.002756 9.188e-08
66 2.46475 0.152915 1.430e-24 0.01584 0.002615 7.392e-08

Vemos que em geral, existem mudanças pequenas nos parâmetros quando são retirados

os pontos sinalizados pelas metodologias empregadas. Vale salientar também que, mesmo

retirando os pontos sinalizados, e levando em consideração a variabilidade das estimativas,

os p−valores e os erros padrão ficam estáveis para os dois parâmetros considerados. Para

avaliarmos o efeito ao eliminarmos uma ou mais observações sobre os estimadores de máxima

verossimilhança, vamos utilizar a razão de mudança. Esta razão de mudança é expressa por

RMj =

∣∣∣∣∣ β̂ − β̂ j

β̂

∣∣∣∣∣× 100, j ∈ {3, 18, 26, 27, 32, 36, 38, 39, 66},

em que β̂ j é o estimador de máxima verossimilhança quando se elimina a observação j.

Na Tabela 6.3 são apresentados as razões de mudanças para as pontos considerados. Por

tratar-se de um estudo que envolve 70 observações e só dois parâmetros a serem estimados,

uma mudança será considerada como relevante se for maior ao 3%. Vemos que em vários

casos as mudanças foram maiores do que o esse valor estabelecido. Em geral, e segundo esse

valor crítico, as estimativas de β0 foram mais robustas pois a retirada individual dos pontos

não afetou tal parâmetro. Já para o caso do parâmetro β1, as observações #18, #26, #32 e #66

causaram mudanças significativas (maiores do que o 3%) nas estimativas de máxima verossi-

milhanças deste parâmetro. Portanto, deve-se chamar a atenção nas observações #18, #26, #32

e #66.



Capítulo 6. Aplicação dos Métodos de Diagnóstico 75

Tabela 6.3: Razão de mudanças para os pontos sinalizados

RM β̂0 β̂1
RM3 2.45% 2.81%
RM18 2.42% 4.83%
RM26 1.02% 7.46%
RM27 0.14% 1.95%
RM32 0.80% 5.63%
RM36 0.28% 2.38%
RM38 0.13% 0.30%
RM39 0.25% 1.22%
RM66 1.71% 3.06%

Concluímos assim que os métodos de diagnóstico e influência para os MSPNLGs, desen-

volvidos nesta dissertação, se mostraram eficientes para detetar pontos que devam receber

um cuidado especial por tratar-se de pontos que podem afetar de forma significativas as esti-

mativas de máxima verossimilhança do modelo de regressão adotado.
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Figura 6.2: Gráficos dos resíduos contra os índices o para o modelo Delta Binomial ajustado
aos dados dos peixes da Tabela C.1
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CAPÍTULO 7

Conclusões

Nesta dissertação foram estudados os modelos em séries de potências não lineares genera-

lizados (MSPNLGs) recentemente propostos em Cordeiro et al. (2009). Tais modelos forecem

uma alternativa muito atrativa para modelagem de dados discretos uma vez que os MSPNLGs

contém, como submodelos particulares, alguns dos modelos de regressão discreta mais impor-

tantes e mais utilizados na área, como por exemplo: Poisson generalizada, Binomial negativa

generalizada e Geeta-m.

MSPNLGs tem sido estudados anteriormente. Em Silva (2010) foi desenvolvida uma cor-

reção de viés de segunda ordem para os estimadores de máxima verossimilhança na classe

MPSNLG, além foi implementada a técnica de correção de Barlett para a estatística da razão

de verossimilhanças. Em Lima (2012) foram apresentadas versões corrigidas tipo-Bartlett da

estatística escore nos MSPNLGs.

Podemos listar conclusões principais deste trabalho, baseado nos MSPNLGs, como segue:

a. O estudo dos tamanhos dos testes indicou que o teste da razão de verossimilhanças ori-

ginal (LR) é, em geral, liberal, conduzindo a taxas de rejeição da hipótese nula com uma

probabilidade maior que o nível de significância nominal do teste. Os testes da razão

de verossimilhanças corrigidos através de correção de Bartlett (LR∗ e L̃R), introduzidos
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inicialmente em Silva (2010) e estudados novamente neste trabalho, trazem a taxa de

rejeição empírica para um valor mais próximo do nível nominal. Por outro lado, neste

trabalho foram introduzidas duas estatísticas de teste corrigidas baseadas na estatística

original LR. A primeira delas, a estatística LRboot, é baseada na metodologia bootstrap,

vide Efron (1979), e consiste na estimação do percentil de referência da distribuição em-

pírica da estatística LR. O teste baseado na estatística LRboot traz a taxa de rejeição

empírica para um valor mais próximo do nível nominal, porém, não corrige totalmente

a tendencia liberal do teste da razão de verossimilhanças em rejeitar demasiadamente

a hipótese nula. A segunda estatística proposta neste trabalho baseada na estatística

original LR, a estatística de razão de verossimilhança Bartlett-boostrap, LR∗
boot, apresen-

tada em Rocke (1989), é obtida estimando a media da distribuição de LR. O teste LR∗
boot

mostrou-se eficiente corrigindo a tendência do teste original de rejeitar com demasiada

freqüência a hipótese nula, exibindo taxas de rejeição menores que o nível nominal do

teste. Comparando os testes baseados nas estatísticas LR, L̃R, LR∗, LRboot e LR∗
boot, ve-

mos que os testes L̃R, LR∗ e LRboot apresentaram taxas de rejeição bem semelhantes e

mais próximas do nível nominal enquanto o teste LRboot corrige o teste original sendo

ligeiramente menos preciso do que os outros testes modificados.

b. Em relação aos estudos de simulação realizados com o objetivo de analisar a influên-

cia do número de parâmetros de perturbação no desempenho dos testes, concluímos

que o número de parâmetros de perturbação tem impacto considerável sobre a aproxi-

mação por χ2 para a distribuição da estatística da razão de verossimilhanças (LR). É

importante ressaltar que o impacto é bem menos marcante no caso dos testes corrigidos

LR∗, L̃R, LRboot, LR∗
boot. Para estes testes, as taxas de rejeição permanecem mais estáveis

do que para o teste baseado na estatística LR.

c. Nas simulações envolvendo o poder dos testes, realizadas com o quantil estimado da

distribuição empírica de LR para tirar o efeito associado a liberalidade do teste original,

é observado que os testes LR∗, L̃R, LRboot e LR∗
boot são similares entre eles, em termos de

poder, mas são ligeiramente menos poderosos que o teste original LR.

d. A estatística LR∗
boot, proposta originalmente neste trabalho nos MSPNLGs, é uma opção

muito atraente para realizar testes de hipótese nestes modelos uma vez que a sua obten-

ção não envolve a álgebra dispendiosa das versões corrigidas via Bartlett. Além disso,

baseados nos resultados obtidos podemos dizer que o desempenho desta estatística cor-

rigida é comparável com o desempenho obtido pelas versões corrigidas da estatística de

razão de verossimilhançãs, via Bartlett, em termos que em termos de proximidade com

a taxa nominal. Além disso, LR∗
boot não mostrou perda considerável de poder.
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e. O Capítulo 4 apresenta os resultados obtidos das técnicas de diagnóstico como análise

dos resíduos, alavancagem generalizada, influência global e influência local em vários

cenários de perturbação. Foram realizadas simulações de Monte Carlo para avaliar os

métodos de detecção propostos em dois cenários não lineares envolvendo distribuições

pertencentes aos MSPNLGs. Os resultados e a análise gráfica dos resultados mostraram-

se eficientes para detectar pontos de alta alavancagem, assim como observações aberran-

tes e influentes entre o conjunto de dados simulados. Tal capítulo é a principal contribui-

ção teórica desta dissertação. Portanto, este trabalho constitui-se pioneiro na exploração

deste tipo de técnicas nesta classe de modelos vindo a preencher parcialmente a neces-

sidade deste tipo de estudos para modelos discretos contidos nos MSPNLGs.

Finalmente, todos os resultados obtidos nesta dissertação foram aplicados à um conjunto

de dados, previamente estudado em Barbour & Brown (1974), posteriormente em Rigby et al.

(2008) e finalmente em Cordeiro et al. (2009), estudando uma população de peixe em lagos

de diferentes comprimentos. Os procedimentos feitos mostraram-se uteis na hora de realizar

testes de hipóteses e achar pontos que pesam desmedidamente nas estimativas de máxima

verossimilhança dos parâmetros do modelos de regressão adotado.
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APÊNDICE A

Obtenção dos cumulantes envolvidos na correção de Bartlett

Considerando o modelo em séries de potência não linear generalizado, apresentado na

Seção 2.1, supondo o parâmetro de dispersão ϕ conhecido. Neste apêndice, apresentamos

a obtenção de expressões gerais para as quantidades necessárias para o cálculo do fator de

correção de Bartlett para a estatística de razão de verossimilhança, apresentado no capítulo 2.

O logaritmo da função de verossimilhança do parâmetro β, dado o vetor de observações

y = (y1, . . . , yn)⊤, do MSPNLG é dado por

ℓ(β; y) =
n

∑
i=1

[
log{a(yi, ϕ)}+ yi log{g(µi, ϕ)} − log{ f (µi, ϕ)}

]
,

em que a função a(y, ϕ) é positiva e as funções analíticas g(µi, ϕ) e f (µi, ϕ) dos parâmetros µi

e ϕ são positivas, finitas e duas vezes diferenciáveis. Denotando fi = f (µi, ϕ), gi = g(µi, ϕ)

e o índice sobrescrito (j) indicando a j-ésima derivada em relação µ, j = 1, 2, 3, definimos a

88



Apêndice A. Obtenção dos cumulantes 89

seguir algumas quantidades, que serão de grande valia para a simplificação dos cálculos:

ti =
g(1)i

gih
(1)
i

,

qi =
f (1)i

fih
(1)
i

,

d0i = yiti − qi,

dji =
yit

(j)
i − q(j)

i

(h(1)i )j
,

φji =
q(1)i Vit

(j)
i + qiV

(1)
i t(j)

i + qiVit
(j+1)
i

(h(1)i )j
,

w̃ji = φji − (j − 1)
qiVit

(j)
i h(2)i

(h(1)i )j+1
−

q(j+1)
i

(h(1)i )j+1
+ j

q(j)
i h(2)i

(h(1)i )j+2
e

w̃∗
ji = 2φ(j+1)i −

qiVit
(j+2)
i

(h(1)i )j+1
+

t(j)
i

(
q(2)i Vi + 2q(1)i V(1)

i + q(1)i V(2)
i

)
(h(1)i )j+1

− (2j − 1)
h(2)i φji

(h(1)i )2

+(j − 1)
qiVit

(j)
i

(h(1)i )j+2

[
(j + 1)

(h(2)i )2

h(1)i

− h(3)i

]
−

q(j+2)
i

(h(1)i )j+2
+ (2j + 1)

q(j+1)
i h(2)i

(h(1)i )j+3

+jq(j)
i

[
h(3)i

(h(1)i )j+3
− (j + 2)

(h(2)i )2

(h(1)i )j+4

]
,

para i = 1, . . . , n e j = 1, 2, 3. Vale ressaltar que as quantidades acima envolvem deriva-

das que dependem das formas específicas das funções f , g, h e V nas diversas distribuições

pertencentes à família de série de potência. Denotando x̃ir = ∂ηi/∂βr, x̃irs = ∂2ηi/∂βr∂βs e

x̃irst = ∂3ηi/∂βr∂βs∂βt, temos os seguintes resultados:

E(d0i) = 0,

E(dji) = wji =
µit

(j)
i − q(j)

i

(h(1)i )j
,
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∂ηi

∂βr
= yit
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i

1

h(1)i

x̃ir − q(1)i
1

h(1)i

x̃ir = d1i x̃ir,
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(h(1)i )j+2
x̃ir =

[
d(j+1)i − j

djih
(2)
i

(h(1)i )2

]
x̃ir

e

∂dji

∂βr∂βs
=

d(j+2)i −
(j + 1)d(j+1)ih

(2)
i

(h(1)i )2

 x̃is x̃ir

−

 j(h(1)i )2
[(

d(j+1)i − jdjih
(2)
i (h(1)i )−2

)
x̃ish

(2)
i + djih

(3)
i (h(1)i )−1 x̃is

]
(h(1)i )4

 x̃ir

+

[
2jdji(h

(2)
i )2h(1)i (h(1)i )−1 x̃is

(h(1)i )4

]
x̃ir +

[
d(j+1)i − j

djih
(2)
i

(h(1)i )2

]
x̃irs

=

d(j+2)i −
(2j + 1)d(j+1)ih

(2)
i

(h(1)i )2
−

jdjih
(3)
i

(h(1)i )3
+

(j + 2)jdji(h
(2)
i )2

(h(1)i )4

 x̃ir x̃is

+

[
d(j+1)i − j

djih
(2)
i

(h(1)i )2

]
x̃irs. i = 1, . . . , n, j = 1, 2, 3.

A.1 Derivadas de ℓ(β; y)

Por simples diferenciação em relação aos componentes do parâmetro β, e usando os índi-

ces i = 1, . . . , n, junto com r, s, t, u = 1, . . . , k, temos que

Ur =
∂l(β; y)

∂βr

= ∑
i

yi
1

g(µi, ϕ)

∂g(µi, ϕ)

∂µi

∂µi

∂ηi

∂ηi

∂βr
− ∑

i

1
f (µi, ϕ)

∂ f (µi, ϕ)

∂µi

∂µi

∂ηi

∂ηi

∂βr

= ∑
i

yi
1
gi

g(1)i
1

h(1)i

x̃ir − ∑
i

1
fi

f (1)i
1

h(1)i

x̃ir = ∑
i
(yiti − qi)x̃ir = ∑

i
d0i x̃ir,

De forma análoga, as derivadas de segunda, terceira e quarta ordem podem ser obtidas do

seguinte modo:

Urs =
∂2ℓ(β; y)
∂βr∂βs

= ∑
i

{
∂d0i

∂βs
x̃ir + d0i

∂x̃ir

∂βs

}
= ∑

i

{
d1i x̃is x̃ir + d0i x̃irs

}
,
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Urst =
∂3ℓ(β; y)

∂βr∂βs∂βt

= ∑
i

{
∂d1i

∂βt
x̃is x̃ir + d1i

∂x̃is

∂βt
x̃ir + d1i x̃is

∂x̃ir

∂βt
+

∂d0i

∂βt
x̃irs + d0i

∂x̃irs

∂βt

}

= ∑
i

{[
d2i −

d1ih
(2)
i

(h(1)i )2

]
x̃it x̃is x̃ir + d1i x̃ist x̃ir + d1i x̃is x̃irt + d1i x̃it x̃irs + d0i x̃irst

}

= ∑
i

{[
d2i −

d1ih
(2)
i

(h(1)i )2

]
x̃it x̃is x̃ir + d1i(x̃ist x̃ir + x̃is x̃irt + x̃it x̃irs) + d0i x̃irst

}

e

Urstu =
∂4ℓ(β; y)

∂βr∂βs∂βt∂βu

= ∑
i

{
∂2d1i

∂βt∂βu
x̃is x̃ir +

[
d2i −

d1ih
(2)
i

(h(1)i )2

]
x̃it(x̃isu x̃ir + x̃is x̃iru)

+
∂d1i

∂βu
(x̃ist x̃ir + x̃is x̃irt + x̃it x̃irs)

+d1i(x̃istu x̃ir + x̃ist x̃iru + x̃isu x̃irt + x̃is x̃irtu + x̃itu x̃irs + x̃it x̃irsu)

+
∂d0i

∂βu
x̃irst + d0i x̃irstu

}

= ∑
i

{[
d3i −

3d2ih
(2)
i

(h(1)i )2
−

d1ih
(3)
i

(h(1)i )3
+

3d1i(h
(2)
i )2

(h(1)i )4

]
x̃iu x̃it x̃is x̃ir +

[
d2i −

d1ih
(2)
i

(h(1)i )2

]
x̃itu x̃is x̃ir

+

[
d2i −

d1ih
(2)
i

(h(1)i )2

]
x̃it(x̃isu x̃ir + x̃is x̃iru) +

[
d2i −

d1ih
(2)
i

(h(1)i )2

]
x̃iu(x̃ist x̃ir + x̃is x̃irt + x̃it x̃irs)

+d1i(x̃istu x̃ir + x̃ist x̃iru + x̃isu x̃irt + x̃is x̃irtu + x̃itu x̃irs + x̃it x̃irsu) + d1i x̃iu x̃irst

+d0i x̃irstu

}

= ∑
i

{[
d3i −

3d2ih
(2)
i

(h(1)i )2
−

d1ih
(3)
i

(h(1)i )3
+

3d1i(h
(2)
i )2

(h(1)i )4

]
x̃iu x̃it x̃is x̃ir

+

[
d2i −

d1ih
(2)
i

(h(1)i )2

]
[x̃itu x̃is x̃ir + x̃it x̃isu x̃ir + x̃it x̃is x̃iru + x̃iu(x̃ist x̃ir + x̃is x̃irt + x̃it x̃irs)]

+d1i(x̃istu x̃ir + x̃ist x̃iru + x̃isu x̃irt + x̃is x̃irtu + x̃itu x̃irs + x̃it x̃irsu + x̃iu x̃irst)

+d0i x̃irstu

}
.
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A.2 Cálculo dos cumulantes

Tomando as esperanças nas derivadas acima, obtemos os seguintes cumulantes:

κrs = ∑
i

w1i x̃is x̃ir,

κrst = ∑
i
{qi1x̃it x̃is x̃ir + w1i(x̃ist x̃ir + x̃is x̃irt + x̃it x̃irs)} ,

κrstu = ∑
i
{q7i x̃iu x̃it x̃is x̃ir + q1i

[
x̃itu x̃is x̃ir + x̃it x̃isu x̃ir + x̃it x̃is x̃iru

+x̃iu(x̃ist x̃ir + x̃is x̃irt + x̃it x̃irs)
]
+ w1i(x̃istu x̃ir + x̃ist x̃iru + x̃isu x̃irt

+x̃is x̃irtu + x̃itu x̃irs + x̃it x̃irsu + x̃iu x̃irst)},

A.3 Derivadas dos cumulantes

Calculando as derivadas das expressões da Seção A.2 em relação aos componentes de

β, obtemos:

κ
(t)
rs =

∂κrs

∂βt
= ∑

i

{
w̃1i x̃it x̃is x̃ir + w1i x̃ist x̃ir + w1i x̃is x̃irt

}
,

κ
(tu)
rs =

∂2κrs

∂βt∂βu
= ∑

i

{
w̃∗

1i x̃iu x̃it x̃is x̃ir + w̃1i x̃itu x̃is x̃ir + w̃1i x̃it x̃isu x̃ir + w̃1i x̃it x̃is x̃iru

+w̃1i x̃iu x̃ist x̃ir + w1i x̃istu x̃ir + w1i x̃ist x̃iru + w̃1i x̃iu x̃is x̃irt + w1i x̃isu x̃irt + w1i x̃is x̃irtu

}
e

κ
(u)
rst =

∂κrst

∂βu
= ∑

i

{[
w̃2i x̃iu −

(h(1)i )2(w̃1i x̃iuh(2)i + w1ih
(3)
i (h(1)i )−1 x̃iu)

(h(1)i )4

+
2h(1)i h(2)i (h(1)i )−1 x̃iuw1ih

(2)
i

(h(1)i )4

]
x̃it x̃is x̃ir

+
[
w2i −

w1ih
(2)
i

(h(1)i )2

]
(x̃itu x̃is x̃ir + x̃it x̃isu x̃ir + x̃it x̃is x̃iru)

+w̃1i x̃iu(x̃ist x̃ir + x̃is x̃irt + x̃it x̃irs)

+w1i(x̃istu x̃ir + x̃ist x̃iru + x̃isu x̃irt + x̃is x̃irtu + x̃itu x̃irs + x̃it x̃irsu)
}
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= ∑
i

[
w̃2i −

w̃1ih
(2)
i

(h(1)i )2
−

w1ih
(3)
i

(h(1)i )3
+ 2

w1i(h
(2)
i )2

(h(1)i )4

]
x̃iu x̃it x̃is x̃ir

+∑
i

[
w2i −

w1ih
(2)
i

(h(1)i )2

]
(x̃itu x̃is x̃ir + x̃it x̃isu x̃ir + x̃it x̃is x̃iru)

+∑
i

w̃1i x̃iu(x̃ist x̃ir + x̃is x̃irt + x̃it x̃irs)

+∑
i

w1i(x̃istu x̃ir + x̃ist x̃iru + x̃isu x̃irt + x̃is x̃irtu + x̃itu x̃irs + x̃it x̃irsu).



APÊNDICE B

Influência Global

Suponha que o logaritmo da função de verossimilhança para o parâmetro θ seja agora

expresso na forma

ℓδ(θ; y) =
n

∑
i=1

δiℓi(θ; yi), (B.1)

em que ℓ(θ; yi) denota o logaritmo da função de verossimilhança correspondente à i-ésima

observação e δi é um tipo de perturbação, definida tal que 0 ≤ δi ≤ 1. Quando δi = 1, ∀i,

significa que não há perturbação no modelo e quando δi = 0 significa que a i-ésima observação

foi excluída.

A estimativa de β fica, supondo a estrutura (B.1), dada por

β̂δ = (X̃⊤∆ŴX̃)−1X̃⊤∆Ŵ ξ̂, (B.2)

em que ξ̂ = X̃β̂ + L̂(y − µ̂) e ∆ é uma matriz de uns com δ na i-ésima posição. Ou seja,

∆ = diag{1, . . . , δ, . . . , 1}. Assim

X̃⊤∆ŴX̃ = X̃⊤Ŵ[I − (1 − ∆)]X̃ = X̃⊤ŴX̃ − (1 − δ)x̃iω̂i x̃⊤i .

Analogamente, tem-se que X̃⊤Ŵ ξ̂ = X̃⊤Ŵ ξ̂ − (1 − δ)x̃iω̂i ξ̂ i.

94
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Para calcular (X̃⊤∆ŴX̃)−1, considere o seguinte resultado de álgebra linear:

(A + UV⊤)−1 = A−1 − (A−1U)(V⊤A−1)

1 + V⊤A−1U
,

com A = X̃⊤ŴX̃, U = −(1 − δ)x̃iω̂i e V⊤ = x̃⊤i .

Logo,

(X̃⊤∆ŴX̃)−1 = (X̃⊤ŴX̃)−1 −
[(X̃⊤ŴX̃)−1(−(1 − δ)x̃iω̂i)][x̃⊤i (X̃⊤ŴX̃)]

1 + x̃⊤i (X̃⊤ŴX̃)−1(−(1 − δ)x̃iω̂i)

= (X̃⊤ŴX̃)−1 +
[(1 − δ)(X̃⊤ŴX̃)−1x̃iω̂i x̃⊤i (X̃⊤ŴX̃)−1]

1 − (1 − δ)ω̂1/2 x̃⊤i (X̃⊤ŴX̃)−1 x̃iω̂1/2

= (X̃⊤ŴX̃)−1 +
[(1 − δ)(X̃⊤ŴX̃)−1x̃iω̂i x̃⊤i (X̃⊤ŴX̃)−1]

1 − (1 − δ)ĥii
,

em que ĥii = ω̂1/2 x̃⊤i (X̃⊤ŴX̃)−1 x̃iω̂
1/2.

Portanto, inserindo a última expressão obtida em (B.2), fica

β̂δ = β̂ −
(1 − δ)r̂β

i (X̃⊤ŴX̃)−1 x̃iω̂
1/2
i

1 − (1 − δ)ĥii
,

em que x̃i e ω̂1/2
i denotão as i−ésimas linhas de X̃ e Ŵ, r̂β

i = (yi − µ̂i)/V̂ar(Yi). O caso δ = 0

significa que o i-ésimo ponto foi excluído, ou seja, β̂(i), que fica dado por

β̂(i) = β̂ −
r̂β

i

(1 − ĥii)
(X̃⊤ŴX̃)−1 x̃iω̂

1/2
i ,

em que ĥii corresponde ao i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz

Ĥ = Ŵ1/2X̃(X̃⊤ŴX̃)−1X̃⊤Ŵ1/2

.



APÊNDICE C

Banco de dados

Tabela C.1: Número de espécies de peixe em um lago (y) e o logaritmo da área do lago, em
km2, (x).

y x y x y x y x y x
10 1.609 14 3.989 37 9.112 14 3.178 22 4.094
37 3.714 67 11.320 22 8.102 28 9.244 15 4.263
60 5.142 36 3.584 18 8.196 17 0.693 9 2.708
113 10.155 30 0.000 214 10.401 17 10.545 23 4.585
99 10.995 19 1.609 177 11.149 21 5.398 48 6.528
13 0.000 46 8.584 17 11.074 13 8.445 21 5.357
30 3.784 68 7.636 50 10.358 14 5.442 46 6.516
114 10.968 93 9.770 5 9.826 21 8.875 14 6.985
112 9.877 13 6.512 22 7.026 24 6.423 7 4.710
17 2.303 53 7.673 156 12.956 12 10.347 5 2.079
10 4.443 17 7.771 74 12.985 26 10.211 40 9.020
14 0.000 245 10.257 13 5.106 13 6.006 18 9.112
39 5.159 88 8.392 11 8.733 19 5.989 20 5.878
14 1.099 24 3.367 48 9.820 19 7.262 17 5.849
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