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RESUMO

Este trabalho € um estudo exploratério sobre 0 modo como alunos do ensino médio lidam
com problemas sobre volume. Neste estudo, o conceito de volume é investigado sob a 6tica da
Teoria dos Campos Conceituais desenvolvida por Gérard Vergnaud e colaboradores.
Adotamos como hipdtese didatica que volume deve ser considerado como grandeza. Tal
hip6tese é uma adaptacdo das pesquisas de Régine Douady e Marie-Jeanne Perrin-Glorian
sobre area de figuras planas. Volume €, portanto, considerado como um dos constituintes do
campo conceitual das grandezas geomeétricas e como conceito, na perspectiva proposta por
Vergnaud, ou seja, como tripé de trés conjuntos indissociaveis: o conjunto das situacfes que
Ihe déo sentido, o conjunto dos invariantes sobre os quais se apoia a operacionalidade dos
esquemas e 0 conjunto das representacdes simbolicas em jogo na apresentacdo e resolucdo das
tarefas relativas ao volume. A parte experimental deste trabalho consistiu na aplicacdo de
teste de sondagem e de entrevistas com alunos do terceiro ano do ensino médio de trés
instituicdes de ensino das redes privada, publica federal e publica estadual. A anélise dos
resultados foi desenvolvida relacionando aspectos presentes na revisdao de literatura e na
fundamentacdo tedrica. Podemos observar que o campo numérico predomina em relacdo ao
campo geométrico e das grandezas, na maioria das situacdes de volume abordadas e que
situacOes de medida sdo as mais compreendidas pelos sujeitos. Os aspectos abordados nesta
pesquisa apontam para lacunas e entraves de natureza epistemoldgica, como aqueles cuja
origem estd na complexidade das relagcbes entre volume e outras grandezas fisicas e
geométricas (como massa e area respectivamente), com os conceitos de dimensionalidade e
capacidade. Mas, por outro lado, os dados apontam para uma possivel origem didatica para
esses entraves e lacunas, reforcando a hipétese levantada em pesquisas anteriores de que a
énfase excessiva no uso de formulas e nas situacdes de medida ndo parece dar conta da
atribuigdo de um significado mais amplo para volume.

Palavras- chaves: Grandezas e medidas. Volume. Teoria dos Campos Conceituais.



ABSTRACT

This work is an exploratory study on how high school students deal with problems on volume.
In this study, the concept of volume is investigated from the perspective of Conceptual Fields
Theory developed by Gérard Vergnaud and colleagues. We adopt as didactic hypothesis that
volume should be considered as greatness. This hypothesis is an adaptation of the research
Régine Douady and Marie-Jeanne Perrin-Glorian about an area of plane figures. Volume is
therefore considered as one of the constituents of the conceptual field of geometric quantities,
and as a concept, in the perspective proposed by Vergnaud, namely as inseparable tripod of
three sets: the set of situations that give it meaning, the set of invariant which rests the
operation of the schemes and the set of symbolic representations at play in presentation and
resolution of tasks related to the volume. The experimental part of this work consisted in the
application of test survey and interviews with students in the third year of high school of three
educational institutions of private networks, federal and state government. The analysis of
results was developed relating aspects present in the literature review and theoretical
framework. We can observe that the numeric field predominates over the geometric field and
geometric quantities, in most situations of volume and addressed situations of measure that
are far more understood by the subjects. The issues addressed in this research point to some
gaps and barriers epistemological and those whose origins lie in the complexity of the
relationship between volume and other geometric and physical quantities (such as mass and
area respectively), with the concepts of dimensionality and ability. On the other one side, the
data leads to a possible didactic origin to these barriers and gaps, reinforcing the hypothesis
raised in previous research that the overemphasis on the use of formulas and situations of
measure does not seem to account for the attribution of meaning for larger volume.

Keywords: Quantities and measurements. VVolume. Theory of Conceptual Fields.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho tem por finalidade investigar o conceito de volume mobilizado por
alunos do ensino médio, considerando volume como um dos constituintes do campo
conceitual das grandezas geométricas. Desta forma, desenvolvemos nossa pesquisa baseados
nos estudos sobre area de figuras planas como grandeza de Regine Douady e Marie-Jeanne
Perrin-Glorian e adotando como aporte tedrico a Teoria dos Campos Conceituais
desenvolvida por Gérard Vergnaud e colaboradores.

Volume, assim como outras grandezas como massa, area, perimetro, tem um uso de
grande significado social, pois esta presente nas atividades do cotidiano. Torna-se relevante
seu estudo dentro de um programa de matematica, ndo s6 por configurar possibilidade de
aplicabilidade da disciplina na pratica social, como também por possibilitar a integracéo entre
0s varios tépicos programaticos (sistema de numeracdo, medidas, operacdes com numeros

racionais, espaco e forma) e entre outras disciplinas como a fisica e a quimica.

A grandeza volume é 0 nosso objeto de estudo que esta inserido no campo conceitual
que ndés chamamos de campo das grandezas geomeétricas, o qual por sua vez, faz parte de um
campo conceitual mais amplo das grandezas e medidas, que inclui, aléem das grandezas

geomeétricas, a massa, 0 tempo e outras grandezas fisicas.

Com a implantacdo dos Parametros Curriculares Nacionais, 0s PCN (BRASIL, 1998),
0s contelidos matematicos para o ensino fundamental foram agrupados em quatro blocos:
Numeros e Operacdes, Espaco e Forma, Grandezas e Medidas e Tratamento da Informacéo.
Porém, no Ensino Médio, de acordo com os PCN+ (BRASIL, 2002), os conteudos
matematicos foram agrupados em trés temas ou eixos estruturadores: Algebra, que inclui
nameros e funcbes, Geometria e medidas e Analise de dados. O conteudo em foco na nossa

pesquisa se situa na unidade tematica métrica do eixo estruturador Geometria e medidas.

Geometria e medidas € um dos trés temas estruturadores dentro da matematica,
selecionados em relevancia cientifica e cultural, que deve ser trabalhado no ensino médio.
Esse tema apresenta como unidades tematicas: geometria plana, espacial, métrica e analitica.

O ensino das propriedades meétricas, envolvendo célculos de distancias, areas e volumes,
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proposto pelos PCN+ (BRASIL, 2002) é apenas uma parte do trabalho a ser desenvolvido,
que nao pode ignorar as relacbes geométricas em si, levando o aluno a desenvolver

habilidades relativas a medidas e grandezas:

3.Métrica: areas e volumes; estimativa, valor exato e aproximado.
. Identificar e fazer uso de diferentes formas para realizar medidas e calculos.

. Utilizar propriedades geométricas para medir, quantificar e fazer estimativas de
comprimentos, areas e volumes em situacOes reais relativas, por exemplo, de
recipientes, refrigeradores, veiculos de carga, méveis, cdmodos, espacos publicos

.*Efetuar medicdes, reconhecendo, em cada situacdo, a necessaria precisao de dados
ou de resultados e estimando margens de erro(BRASIL, 2002, p.125).

O trabalho com grandezas geométricas foi marcado durante um longo periodo por
uma énfase exagerada na utilizacdo de férmulas e conversdo de unidades, 0 que ainda se
observa nos livros didaticos, de acordo com a avaliacdo do Programa Nacional do Livro
Didéatico (BRASIL, 2011), para o ensino médio.

Nas colecbes avaliadas pelo PNLD 2012 (BRASIL, 2011), a equipe de avaliacdo
observou que problemas que envolvem volume ainda ddo énfase a aplicacdes da algebra, o
que permite ao aluno pouca visualizacdo espacial para compreensdo de volume. Sugere que
seria interessante explorar outras perspectivas para representacdo dos objetos, pois algumas
ilustracbes apresentam falhas que dificultam a visualizagdo, e ainda sugere o uso da

modelagem, a fim de integrar a geometria a outros campos como grandezas e funcdes.

Nota-se, no tratamento da geometria espacial, a mesma tendéncia encontrada na
apresentacdo da geometria plana no ensino fundamental: a énfase na nomenclatura e
nas classificaces e a falta quase total de problemas genuinos. Por exemplo, 0s
problemas sobre areas e volumes recaem em mondtonas aplicagdes da algebra. ...As
colecbes aprovadas, com poucas excecdes, ndo contribuem para o aperfeicoamento
das habilidades de desenho e de visualizacdo de objetos geométricos. Nesse sentido,
seria importante explorar diferentes perspectivas, projecdes, cortes, planificagdes,
entre outros recursos de representacdo dos objetos.... ApOs a apresentacdo dos
volumes dos s6lidos geométricos, deveriam ser incluidos problemas de modelagem,
como, por exemplo, determinar a expressdo que fornece, em funcdo do tempo, o
volume de agua em um recipiente, no qual ela é vertida a uma taxa constante. Esse é
um dos exemplos possiveis de uma boa integracdo entre geometria, grandezas e
fungBes (BRASIL, 2011, p. 35).

Apesar de a formula ser uma ferramenta importante para o célculo de volume e de
outras grandezas geométricas, 0 seu uso de forma mecénica, sem a compreensdao do seu

sentido, e a aplicacdo exagerada de férmulas para compreensdo das grandezas tém se



18

mostrado ineficazes e geradores de entraves, como por exemplo, a omissdo ou 0 uso
inadequado de unidades de volume (OLIVEIRA, 2002).

A afirmacdo, dada acima, leva-nos a estabelecer a hipOtese de que, por esse uso
exagerado das formulas, os alunos trabalham de forma mecénica situa¢des que envolvem o
calculo de volume utilizando a férmula, e gera como uma das consequéncias, a incapacidade
de resolver problemas de célculo de volume, que exijam outros tipos de estratégia. Desta
forma, ndo adquirem as competéncias em relacdo a volume no ensino médio, de acordo com o
PCN+ (BRASIL, 2002).

...- recanhecer e utilizar simbolos, cédigos e da linguagem matematica; ...

...~ identificar, transformar e traduzir adequadamente valores e unidades basicas
apresentados sob diferentes formas como (...) litros em metros cubicos,...;

...- reconhecer a existéncia de invariantes ou identidades que imp&em as condigdes a
serem utilizadas para analisar e resolver situagdes-problema; por exemplo,
estabelecer identidades ou relagdes como aquelas existentes entre (...) 0s volumes de
um cilindro e de um cone que tenham a mesma base e a mesma altura, ...;

...~ identificar e fazer uso de diferentes formas e instrumentos apropriados para
efetuar medidas ou calculos; por exemplo, discriminar o melhor instrumento para
medir, comparar ou calcular (...) volumes ocupados por liquidos, em dada situacédo
especifica. Usar adequadamente réguas, esquadros, transferidores, compassos,
calculadoras e outros instrumentos ou aparelhos;

...~ identificar diferentes formas de quantificar dados numéricos para decidir se a
resolucdo de um problema requer calculo exato, aproximado, probabilistico ou
analise de médias. Por exemplo, de acordo com uma dada situacdo, escolher nimero
de algarismos apropriado ou fazer aproximacdes adequadas, optar pelo uso de
fracdo, porcentagem, poténcias de dez; escolher melhor unidade para representar
uma grandeza (BRASIL, 2002, p.114-116).

A andlise de pesquisas anteriores, como de Barros (2002) e de Oliveira (2002), revelou
diversos tipos de erros associados a expressdo “os alunos ndo compreendem o principio de
conservagdo de volume”. Além disso, mostra a persisténcia das dificuldades conceituais em
torno do conceito de volume, da distin¢éo entre volume e capacidade, e entre outras grandezas
como massa e peso. Também observaram que o0s alunos recorrem, na maioria dos casos, a
utilizacdo de formulas para calcular o volume. Porém tais estudos foram realizados com
alunos do ensino fundamental, o que nos levou a nos interrogar se os entraves observados no

ensino fundamental sdo superados no ensino médio.
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Oliveira (2007) pode constatar que alunos do ensino médio tém dificuldades ao
relacionar o conceito de volume com outros conceitos como de massa e densidade, que séo

considerados pelo autor, conceitos relevantes para a compreensao de volume.

Dessas constatagdes, surge a questdo central da nossa pesquisa: como os alunos de
ensino médio lidam com problemas sobre volume?

As escolhas da Teoria dos Campos Conceituais e da abordagem de volume como
grandeza levam a interrogar quais os tipos de situacdes que contribuem para a construcdo de
volume como uma grandeza, que condi¢cdes permitem aos alunos mobilizar estratégias
diversas, nas quais estdo em jogo diferentes invariantes operatorios (teoremas-em-acao e
conceitos-em-acdo) mobilizados pelos sujeitos e qual a importancia da utilizacdo de
representacBes simbolicas utilizadas nas questdes, tanto explicitamente como implicitamente.
Desta forma, pudemos obter um diagndstico sobre o que os alunos do ensino médio

compreendem a respeito do conceito de volume como grandeza.

Para a compreensao de volume como grandeza, fizemos uma analogia em relacdo ao
conceito de area como grandeza, a partir da construcéo de quadros elaborados por Douady e
Perrin-Glorian (1989), as quais distinguem trés quadros para compreensdo do conceito de area
como grandeza: o quadro numérico, o quadro das grandezas e o quadro geométrico. Assim,
distinguimos o quadro geométrico, numérico e das grandezas em relacéo a volume.

No capitulo 2 encontra-se a problemaética constituida pela fundamentagdo teorica,
revisdo de literatura e objetivos; a fundamentacdo tedrica esta dividida em subcapitulos.

Inicialmente, discutimos elementos da Teoria dos Campos Conceituais desenvolvida
por Gérard Vergnaud e a organizacao conceitual proposta por Régine Douady e Marie-Jeanne
Perrin-Glorian para area como grandeza, adaptada para o volume.

Em seguida, na revisdo de literatura, especificamos os estudos recentes sobre volume,
abordamos o conceito de volume relacionado a outros conceitos. Apresentamos ainda o
estudo do conceito de volume sob a ética da Teoria dos Campos Conceituais, em que
realizamos uma anélise especifica de cada situacdo de volume retirada por analogia da
classificagdo de situacdes de area dada por Baltar (1996), abordando seus aspectos relevantes
na andlise e estratégias que podem ser utilizadas. Para finalizar o capitulo, apresentamos os
objetivos geral e especificos.
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O capitulo 3 descreve a metodologia, em que se encontram as caracteristicas deste
estudo, o percurso metodolégico que foi tomado e a analise a priori das questdes que foram

utilizadas.

No capitulo 4, encontram-se os resultados e a discussao, distribuidos por subcapitulos,
dando uma visdo geral dos resultados e em cada subcapitulo seguinte, observando as
estratégias, as situacdes de volume, o conceito de volume em relagdo a outros conceitos e suas
concepgdes, 0s invariantes operatérios e as representacbes em jogo. E por ultimo, as
consideracdes finais, com conclus@es a respeito da analise dos resultados obtidos na pesquisa,

bem como possiveis repercussoes.
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2 PROBLEMATICA

Neste capitulo inicialmente abordaremos elementos da fundamentacdo tedrica
escolhida, que consiste na Teoria dos Campos Conceituais e organizagdo conceitual em torno
dos quadros para volume como grandeza e 0s elementos da revisdo de literatura.
Posteriormente realizamos uma discussdo sobre os tipos de situacdes que ddo sentido a

volume e apresentamos 0s objetivos.

2.1 VOLUME COMO GRANDEZA

Para a analise do objeto de estudo levamos em consideracdo a classificagdo em
quadros dada ao conceito de area por Douady e Perrin-Glorian (1989): quadro numeérico,
quadro geométrico e quadro das grandezas.

O quadro numérico refere-se ao conjunto dos nimeros reais nao negativos. O quadro
geomeétrico, para 0 conceito de area, é constituido pelas figuras que possuem superficie no
mundo fisico, e 0 quadro das grandezas sao as classes de equivaléncias das figuras planas de
mesma area, e pode ser representado pelo nimero e pela unidade de medida, por exemplo,

2m?.

Partindo desta distin¢éo entre os trés quadros, Douady e Perrin-Glorian (1989, p. 9-10)
elaboraram e experimentaram uma engenharia didatica baseada nas seguintes hipdteses: "O
desenvolvimento, no ensino, do conceito de area enquanto grandeza auténoma favorece o
estabelecimento das relacGes necessarias entre os quadros geométrico e numérico” e "Uma
associacao precoce da superficie a um nimero favorece o amalgama entre as diferentes

grandezas em jogo, ou seja, & indissociabilidade entre area e perimetro."*

1 0 texto é uma traducao livre do original publicado em francés.
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Para a construcdo do conceito de area, € importante levar em consideracdo a
classificacdo das concepgdes de area (DOUADY; PERRIN-GLORIAN, 1989) em dois tipos —

as concepgdes geométricas e as concepcdes numeéricas.

Parece-nos que algumas dificuldades estdo ligadas ao tratamento feito pelos alunos
dos problemas de area seja do ponto de vista de superficie, seja do ponto de vista
numeérico. Por exemplo, uma diminuicdo de area é compreendida como uma
diminuicdo de superficie mantendo sua forma e ocorre simultaneamente com a
diminuicdo do perimetro: a area e o perimetro séo, entdo, amalgamados a superficie
e ligados a sua forma. O perimetro é entendido como o contorno, a area como 0
interior. No outro extremo, a area € um nimero. Permanece-se no campo do calculo
e apenas os elementos envolvidos no calculo ganham destaque, como, por exemplo,
as medidas de comprimento dos elementos constitutivos de superficies e que entram
nas férmulas que fornecem a area. Aparecem, entdo regras do tipo: “somar as
medidas de dois lados de um tridngulo e multiplicar pela medida do terceiro lado”
para calcular a area de um triangulo. Desta maneira, em relacdo a area, os alunos
desenvolveriam uma “concepcdo forma” ligada ao quadro geométrico ou uma
“concepgdo nimero” vinculada ao quadro numérico, ou as duas mas de maneira
independente e eles tratariam os problemas sem estabelecer relagdes entre os dois
pontos de vista. Ora, os problemas de area invocam de modo essencial relagdes entre
0s quadros geométrico e numérico. (DOUADY e PERRIN-GLORIAN, 1989, p. 9)?

Segundo Douady e Perrin-Glorian (1989), os alunos desenvolvem uma concepcao
geométrica, a area é ligada a superficie e ndo se dissocia de outras caracteristicas dessa
superficie; uma concepcao numérica, segundo a qual s6 sdo considerados os elementos
pertinentes para o calculo; ou ambas, mas de forma isolada uma da outra. Uma das origens
das dificuldades conceituais dos alunos é a dificuldade em relacionar os campos numérico e

geomeétrico.

Melo e Bellemain (2008) realizaram um estudo que teve como objetivo analisar 0s
indicios de concepgdo numérica e geométrica, mobilizados pelos alunos, para responder
questdes sobre comparacdo de areas e de perimetros. Observaram a énfase no aspecto
numeérico e a dificuldade em dissociar area de perimetro, e quanto ao quadro geométrico, a
dificuldade em aceitar a equivaléncia em relacdo a area de figuras geométricas distintas,
confirmando a andlise realizada por Douady e Perrin-Glorian (1989) e Bellemain (2004), de
que os alunos ndo inter-relacionam os quadros geométrico e numérico, trabalhando

isoladamente e ndo simultaneamente, e ndo compreendem &rea e perimetro como grandezas.

20 texto é uma traducéo livre do original publicado em francés.
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Bellemain (2004) reforca o carater explicativo da modelizagdo de conhecimentos
acerca de area, por meio das concepc¢bes numéricas e geomeétricas. Pode-se interpretar erros
frequentes e persistentes observados na aprendizagem do conceito de &rea, como indicios de
concepgdes numéricas e geométricas, as quais sdo sistemas que apresentam certa coeréncia

interna, embora ndo correspondam ao significado desse conceito em Matematica:

O aluno que mobiliza uma concepgdo numeérica, considera que a area é um ndmero.
Nesse caso, ndo ha como justificar que uma mudanca de unidade néo altere a area de
uma figura. Ndo ha tampouco impedimentos a fabricacdo de formulas (que podem
ser mais ou menos pertinentes do ponto de vista matematico), nas situacfes em que
ndo se conhece outro modo de calcular a rea de uma figura ou a expressar a area de
uma figura em metros (BELLEMAIN, 2004, p. 4).

Podemos também citar o trabalho de Bellemain (2004) onde mostra que 0s usos da
palavra area na lingua portuguesa levam a confusdo entre a figura ou regido e sua area,

caracterizando as concep¢des geométricas sobre area:

LIS LI T3

Quando se usa expressfes como “area escolar”, “area de lazer”, “grande area de um
campo de futebol” e tantas outras, faz-se alus@o a um local e ndo a uma propriedade
do mesmo. Desse ponto de vista, uma mudanca de posi¢do ou de forma alteram
necessariamente a area, 0 que ndo corresponde a idéia de area em Matematica. Da
mesma forma, no sentido de uma concepcdo geométrica, duas figuras que tém
mesma area tém necessariamente mesmo perimetro, pois sdo idénticas; e aumentar a
area de uma figura, pressupde aumentar por homotetia o que leva necessariamente a
um aumento do perimetro e reciprocamente (BELLEMAIN, 2004, p. 5).

Possivelmente podemos levantar hipoGteses, por analogia, de que o aluno nao
estabelece uma distincdo entre o sélido e o volume, ou seja, ndo consegue entender que
solidos distintos possam ter o mesmo volume, mobilizando uma concepgdo geométrica; bem
como néo estabelecem distingéo entre o volume e suas medidas, obtidas em fungéo da escolha
de uma unidade de volume, manifestando uma concepcdo numérica, ou seja, o aluno
considera volume como sendo um nimero abstrato, sem unidade e s6 os aspectos relevantes

para o calculo sdo considerados.

A concepcéo de volume como uma grandeza foi observada por Oliveira (2002), o qual
defende que analogamente a area, deve-se considerar no ensino, volume como uma grandeza:
Assim, o volume de um sélido geométrico aparece como um objeto matematico

distinto do sdlido geométrico, pois, solidos diferentes podem possuir 0 mesmo
volume. Também se distingue do nimero que esta associado a uma figura espacial
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quando se escolhe um sélido unitario para medi-la, pois, mudar o sélido unitario
altera a medida de volume, mas o volume da figura permanece 0 mesmo
(OLIVEIRA, 2002, p. 23).

Assim como Oliveira (2002), adotamos o esquema conceitual de quadros construidos
por Douady e Perrin-Glorian (1989), e portanto consideramos o conceito de volume como
sendo objetos do quadro das grandezas, os solidos correspondem ao quadro geométrico e 0s
nimeros reais positivos referentes as medidas das grandezas correspondem a objetos do

quadro numeérico.

Entdo devemos considerar que, do mesmo modo que ocorre para a area, solidos
diferentes podem ser equivalentes em relacdo ao volume, o que leva a necessidade de
distinguir o solido e seu volume. Assim, como a mudanca de unidade de volume provoca
mudanca na medida do volume, mas ndo no volume enquanto uma grandeza, o que justifica a
necessidade de distinguir volume (que no nosso marco teérico é a grandeza) e medida de
volume (que na nossa base tedrica € um nimero). O par numero/unidade é uma maneira de

expressar 0 volume como grandeza.

De acordo com Lima e Bellemain (2010) héa trés componentes basicos a considerar no
estudo da geometria e das grandezas geométricas: 0s objetos do mundo fisico, as
representac@es graficas e as figuras geométricas. Portanto podemos dizer que temos trés tipos
de objetos que estdo estreitamente inter-relacionados: objetos matematicos, objetos fisicos e
objetos gréaficos. Cada um desses objetos pode ser utilizado para representar 0s outros dois.

Objetos
matematicos

Objetos
fisicos

Objetos
graficos

Figura 1- Relago entre objetos- Fonte: LIMA e BELLEMAIN, 2010, p. 174.
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Pode-se entender por objetos fisicos os objetos do mundo fisico que podem ser
visualizados e manipulados por nds, os objetos graficos correspondem aos desenhos ou
imagens desses objetos, e objetos matematicos sdo modelos abstratos dos objetos do mundo

fisico que possuem determinadas propriedades matematicas.

Tratando-se da grandeza volume, vamos considerar uma caixa de sapato, por exemplo.
A este objeto do mundo fisico, podemos associar seu desenho (objeto grafico), e o conceito
matematico de paralelepipedo (objeto matematico). Como vimos anteriormente, podemos
denominar qualquer um deles de objeto geométrico.

Porém, para se trabalhar com grandezas, Lima e Bellemain (2010) consideram cada
um dos componentes citados como sendo objeto geométrico e a esse objeto geométrico
associam uma grandeza e a medida dessa grandeza. Assim, 0s conceitos em jogo podem ser
organizados em trés dominios: o do objeto geométrico, o da grandeza e o da medida da
grandeza. Portanto, para compreensdo desses conceitos € necessaria a distingdo e articulaco

de tais componentes, de forma simultanea.

Objetos geomeétricos

.

Grandezas N Medidas

Figura 2- Compreensdo de grandeza- Fonte: LIMA e BELLEMAIN, 2010, p. 175.

No caso de volume, que é a grandeza geométrica, estdo associados o objeto
geométrico que € representado pelo sélido e a sua medida representada pelos nimeros reais
ndo negativos.

Para a compreensdao das grandezas geométricas é importante também verificar o
processo de medicdo de grandezas e as unidades de medida, o qual ndo pode ser limitado a

memorizacdo de unidades padronizadas e & conversdo mecanizada entre elas.
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Para a medicdo de grandezas é necessaria a escolha de uma unidade de medida de
mesma espécie da grandeza a ser medida e que é conceitualmente arbitraria. Em certas
situacOes, 0 uso de unidades ndo convencionais pode ser suficiente para resolver o problema.
A aceitacdo desse carater arbitrario € parte do processo de compreensdo da grandeza.
Podemos desta forma considerar como unidades de medida de volume o metro cubico, o litro,
mas para medir volume também podemos ter como unidades, por exemplo, o cubinho de 1cm
de aresta, ou uma barra de sab&o de coco, pois se conseguir preencher um recipiente com 20
barras de sabdo de coco, entdo o volume desse recipiente sera 20 barras de sabdo de coco. O
que ndo podemos € confundir unidades de medida de volume com unidades de medida de

outras grandezas como area (metro quadrado), a massa (grama) e comprimento (metro).

Na literatura brasileira de educacdo matematica ja existem trabalhos, como por
exemplos, os desenvolvidos por Barros (2002) e Oliveira (2002), que tém atestado a
relevancia de se trabalhar os trés quadros supracitados e estendido a abordagem para volume.

Seguindo a organizacdo conceitual de grandezas geométricas estendida para volume,
ao considerar como um objeto geométrico um objeto tridimensional, podemos associar varias
grandezas a este objeto, como é o caso da grandeza volume. Ao reconhecer, por exemplo, um
s6lido como sendo um paralelepipedo, o solido paralelepipedo faz parte do campo

geomeétrico.

Ao medir o volume desse objeto, sera necessario atribuir um ndmero que ira compor o
campo numeérico, e uma unidade de medida escolhida para a medicdo, que ird compor o
campo das grandezas geométricas. O quadro das grandezas vai se compor de classes de
equivaléncia, ou seja, vai corresponder a um conjunto quociente composto a partir da relagdo

de equivaléncia "ter mesmo volume”.

Desta forma, podemos observar que para a constru¢cdo de um conceito de grandeza
geométrica é importante para o aluno saber relacionar os campos numérico e geométrico, e

associa-los ao campo das grandezas.
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2.2 ELEMENTOS DA TEORIA DOS CAMPOS CONCEITUAIS

Segundo Vergnaud (1990), o conhecimento esta organizado em campos conceituais. O
campo conceitual pode ser considerado uma unidade de estudo para dar sentido as
dificuldades observadas na conceitualizacdo do real. Assim, para a Teoria dos Campos

Conceituais, a conceitualizagdo € a esséncia do desenvolvimento cognitivo.

Para Vergnaud (1990), a constituicdo de um conceito depende de trés dimensdes do
conhecimento, as quais estdo inter-relacionadas. O conceito é, entdo, definido por:

C={S,ILR}
Em que:

S = é um conjunto de situacdes que ddo sentido ao conceito (a referéncia);

I = é um conjunto de invariantes operatérios, mecanismos utilizados pelo sujeito na resolucdo
do problema (teoremas-em-acao e conceitos-em-ac¢do), corresponde ao significado;

R = é um conjunto de representa¢des simbdlicas, utilizadas tanto para apresentacdo quanto
para resolucéo do problema (significante).

Desta maneira, 0 conceito é constituido por situacGes de referéncia, por invariantes

operatérios e sistemas de representagdo simbdlica.

Isso implica que, para estudar o desenvolvimento e uso de um conceito, ao longo da
aprendizagem ou de sua utilizacdo, € necessario considerar esses trés conjuntos
simultaneamente. Ndo se pode reduzir o significado nem aos significantes nem as situacdes.
Assim, um Gnico conceito ndo se refere a um s6 tipo de situacdo e uma Unica situacdo nao
pode ser analisada com um s6 conceito. Segundo Vergnaud (1990, p. 135), “um conceito ndo
pode ser reduzido a sua definicdo se estamos interessados na sua aprendizagem e no seu

ensino. E através de situacdes e de problemas que um conceito adquire sentido para o aluno.”

Para a compreenséo de volume como grandeza, diante de uma situacdo de comparagéo
de volume entre sélidos constituidos por cubinhos idénticos (situacdo), a estratégia eleita para

0 calculo de volume, bem como os conceitos mobilizados para a resolugdo (invariantes
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operatérios) dependerdo da compreensdo do sélido como uma figura espacial, tridimensional
(a representacdo simbdlica). Assim, observamos a presenca da triade de Vergnaud, para
obtencéo do conceito de volume.

Vergnaud (1990) discute a importancia das situagdes para dar sentido a um conceito:

...0 saber se forma a partir de problemas para resolver, quer dizer de situacdes para
dominar. [...] Por ‘problema’ é preciso entender, no sentido amplo que lhe atribui o
psicélogo, toda situacdo na qual é preciso descobrir relac6es, desenvolver atividades
de exploracdo, de hip6tese e de verificacdo, para produzir uma solugdo
(VERGNAUD, 1990, p. 52).

Ha varias pesquisas (OLIVEIRA, 2002; BARROS, 2002; ANWANDTER-
CUELLAR, 2008) que tratam da importancia de se trabalhar o conceito de volume através das
trés dimensGes do conhecimento (situacOes, invariantes operatorios e representacdes)
estabelecidas por Vergnaud. No trabalho de Anwandter-Cuellar (2008) foi apresentada uma
classificacdo de situacOes para volume como situacfes de comparacédo, situagdes de medir
volume de um sélido, situacdes de variacdes de volume e de area, situacdes de producédo de
s6lidos a partir de volume dado, situacdes de producédo de sélido com volume maior ou menor

de um s6lido dado, e situacGes de mudancga de unidades.

Segundo Vergnaud (1990), esquema € a organizacao da conduta para certa classe de
situacdes. Teoremas-em-acdo e conceitos-em-acdo Ssdo invariantes operatorios, logo, sdo

componentes essenciais dos esquemas, sdo 0s conhecimentos contidos nos esquemas.

Teorema-em-ag¢do € uma proposicao considerada como verdadeira sobre o real. Um
teorema-em-acdo: “quando a massa de um corpo altera, o volume consequentemente altera no

mesmo sentido”, sendo valido quando a densidade do corpo se mantém constante.

Conceito-em-acdo € um objeto, um predicado, ou uma categoria de pensamento tida
como pertinente, relevante. Esse conhecimento geralmente estd implicito e o aluno tem
dificuldades em explica-lo ou expressa-lo, porém nao significa que tal conhecimento nao
possa ser explicitado (MOREIRA, 2002).

Segundo Moreira (2002, p. 11) “Entre os mais importantes conceitos-em-acao

desenvolvidos pelos alunos acham-se os de grandeza ...”.
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Desta forma, 0 nosso objeto de estudo, volume, é uma grandeza geométrica que faz
parte do quadro das grandezas, e pode ser mobilizado pelos sujeitos como conceito-em-acao.

Ha véarias formas de representacdo como numeros, figuras, férmulas, unidades de
medida, entre outras, que auxiliam em conjunto com 0s invariantes operatorios e as diversas

situacOes, na obtencdo do conceito de volume.

2.3 PESQUISAS ANTERIORES SOBRE O ENSINO E A APRENDIZAGEM DE VOLUME

Oliveira (2002) em seu trabalho realizou um estudo de casos com quatro duplas de
alunos de 5% Série (atual 6° ano) do Ensino Fundamental, que consistiu em um diagndstico
exploratorio de questdes didaticas relativas ao conceito de volume, adotando a modelizacdo
didatica das grandezas geométricas, proposta nos trabalhos de Douady e Perrin-Glorian
(1989) e Bellemain e Lima (2002). No caso da grandeza volume, procurando articular o
quadro de sélidos geométricos com o quadro das grandezas, observou entraves na articulaco
e dissociagdo entre volume e massa, entre volume e densidade, entre volume e capacidade,
entre aspectos unidimensionais e tridimensionais do volume, e entre as figuras e as grandezas

envolvidas.

Os mesmos entraves foram observados no estudo de Barros (2002) que procurou
identificar em seu trabalho conceitos e procedimentos mobilizados por alunos frente a
atividades envolvendo volume de s6lidos geométricos e capacidade de recipientes, adotando
também a modelizacdo didatica proposta por Douady e Perrin-Glorian (1989). Para tanto,
elaborou oito atividades que estavam relacionadas com a dimensionalidade da grandeza
volume e aplicou em uma turma de 45 alunos da sétima série (oitavo ano do ensino

fundamental) de uma escola municipal de Recife-PE.

Roldéan (2003) estudou as concepcdes de 24 professores de escola primaria do México
quanto ao conceito de volume, através da aplicacdo de exercicios que tratavam da medicdo de
volume de s6lidos geométricos, tendo os professores materiais diversos a sua disposicao para

realizar a medi¢cdo do volume; porém observou-se que a maioria s6 utilizava formulas para



30

calcular o volume pedido. Foi constatado que a maioria dos professores ndo sabe distinguir

nem relacionar volume e capacidade, volume e peso, volume e area de um corpo.

Para Roldan (2003), a riqueza do conceito de volume cabe, entre outros fatores, a
variedade de significados que podem associar a palavra volume, a complexidade das
caracteristicas fisicas e geométricas dos objetos e as relacbes que guarda com outras
propriedades dos corpos como capacidade e peso, além de permitir medir volume de maneira
indireta, de diversas formas, além do uso de férmulas, como por exemplo, a imersdo de um

solido dentro de um recipiente com liquido no seu interior.

Anwandter-Cuellar (2008) investigou a aprendizagem do volume em sua dissertacao
de Master 2 (nivel equivalente ao mestrado brasileiro) na Franca. Fundamentada na Teoria
Antropoldgica do Didatico de Yves Chevallard e na Teoria dos Campos Conceituais de
Gérard Vergnaud, essa caracterizou nove concepg¢des de volume mobilizadas por alunos dos
anos finais do ensino fundamental:

Volume delimitado: como sendo um espaco topoldgico delimitado por uma superficie;
Volume ocupado: é visto como um lugar ocupado por um corpo no espago Ou O espaco
ocupado por um objeto colocado em relagdo ao seu ambiente;

Volume sélido: o volume coincide com o solido que esta sendo estudado, pode desenvolver
0 teorema-em-acao: se dois objetos tém mesmo volume, entdo eles sdo idénticos;

Volume numero: o volume é visto como um nimero obtido por uma férmula, sem qualquer
relagdo com a grandeza;

Volume medida: o volume é considerado o nimero de unidades necessarias para preencher
um sélido;

Volume grandeza: o volume é considerado uma grandeza;

Volume area: o volume é confundido com a area. Respostas como “volume é a superficie”
ou “volume é a area de um objeto” mostra que ha dependéncia entre 0s conceitos de area e
volume, pode levar ao teorema-em-acao: “o volume de um sélido e a area da sua superficie
variam na mesma direcao”.

Volume deslocado: tal conceito vem do principio de Arquimedes: “um corpo imerso em um
fluido recebe um impulso verticalmente para cima, cuja intensidade ¢ igual ao peso do fluido
deslocado (este volume é igual ao volume imerso do corpo). Neste caso, 0 volume do objeto
sera igual a quantidade de 4gua deslocada quando o objeto é imerso em agua;
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Volume interior: é a quantidade de matéria, no sentido fisico, de que é constituido o objeto.
Tanto nos objetos sélidos como na quantidade de material para preencher uma caixa, por
exemplo. Neste sentido, é comum usar o termo capacidade.

Levando em consideracdo os entraves constatados no estudo de Barros (2002) e de
Oliveira (2002), anteriormente citados, e considerando a Teoria dos Campos Conceituais,
reflexdes sdo levantadas acerca das seguintes questdes: Quais sao as situacdes que dao sentido
ao conceito de volume? Como os alunos do ensino médio lidam com as situaces que dado

sentido a volume?

Barros (2002), em seu estudo, observou que situacOes-problema de comparacdo de
volumes podem favorecer o aparecimento de maior variedade de concepcoes e procedimentos
que ndo estdo presentes em situacdes que envolvem apenas o calculo de volume. Variadas
situacbes foram trabalhadas junto aos sujeitos da pesquisa, dentre elas: situacGes de
comparacao e conservacao de volume, como por exemplo, utilizando duas bolas de massa de
modelar de mesmo volume, pedia para amassar uma delas e comparar os volumes finais.
SituacbGes de articulacdo e dissociacdo entre os quadros geométrico, numérico e das
grandezas, como por exemplo, comparar volume de dois paralelepipedos retangulos distintos
formados por cubos menores de mesmo tamanho. Para realizar a comparacao entre eles, pode-
se utilizar o processo de decomposicdo e composicdo da figura, uma maneira para se
comparar sem medir. Além de trabalhar situagdes que envolvem a dimensionalidade da

grandeza volume.

Oliveira (2002), em seu estudo de caso, trabalhou situacbes que envolviam
conservacao de volume, comparacdo de volume com grandezas massa e densidade, distingdo
entre volume e capacidade, situacfes que envolviam o emprego de medida com unidades nao
convencionais (como utilizar recipientes menores para calcular o volume de um recipiente
maior e relacionar as medidas encontradas), articulacdo e dissociacdo entre os quadros
geométrico, numeérico e de grandezas. Por exemplo, em um de seus experimentos, colocou a
disposicdo dos oito alunos, recipientes diferentes, com densidades diferentes (uma bola
macica, um pedaco de ferro, um copo plastico, uma bacia de plastico e uma vasilha prismatica
de plastico) e pediu para que os alunos colocassem o0s recipientes em ordem crescente de
volume, inicialmente pelo método visual e mental, e posteriormente, pelo método
experimental, com o uso de duas jarras contendo agua em seu interior, para comprovarem

suas respostas. Nesta atividade devem ser articulados os quadros geomeétrico e das grandezas,
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sem necessidade do quadro numérico e investigar se os alunos compreendem a concepc¢ao de
capacidade e de volume como sendo a mesma grandeza. Embora nenhum dos sujeitos tenha
formado a sequéncia completa corretamente, a maioria considerou os volumes e as
capacidades como sendo a mesma grandeza, pois apenas dois alunos realizaram a sequéncia
separando os objetos em dois blocos (dos recipientes e dos sélidos macicos).

Capacidade é um conceito vinculado ao quadro das grandezas, pois se trata de um tipo
especifico de volume. E considerada como sendo o volume interno de um recipiente. Dessa
maneira, capacidade é um conceito que sé deve ser usado em sélidos ocos, pois apresentam
espaco interno vazio. Assim, pode-se relacionar capacidade como sendo o volume interno do
recipiente, e o volume total do recipiente como sendo a sua capacidade somada ao espacgo
ocupado pelas paredes do recipiente, caso elas (as paredes) tenham suas dimensdes
consideradas.

Oliveira (2007), em sua tese, realizou um estudo de caso com alunos do ensino médio
e estudantes de licenciatura, com o objetivo de analisar a importancia de grandezas fisicas na
construgdo do conceito de volume, utilizando como referenciais tedricos a Teoria dos Campos
Conceituais e a Teoria dos Construtos Pessoais. Pode observar que se tratando de campo
conceitual, os conceitos de medida, massa, peso, densidade, forma e dimenséo se relacionam
com a construcdo do conceito de volume, e que alunos que apresentaram dominio do conceito
de densidade foram aqueles que apresentaram melhor desempenho diante das situagdes
abordadas neste estudo.

Anwandter-Cuellar (2008) levando em consideragéo a Teoria dos Campos Conceituais
de Vergnaud e realizando uma analogia com a pesquisa de Baltar (1996) sobre o conceito de
area, apresentou uma classificacdo de problemas sobre o conceito de volume que foram

identificados como:

— Problemas de comparacéo;

— Problemas de medir volume de um sélido;

— Problemas de variagdes de volume e de area;

— Problemas de producao de sélidos a partir de volume dado;

— Problemas de producdo de sélido com volume maior ou menor de um sélido
dado;

— Problemas de mudanca de unidades.



33

Para cada tipo de problema, a autora explica e exemplifica como sdo mobilizados 0s
conhecimentos em jogo. Por exemplo, para resolver os problemas de comparacdo podemos
utilizar trés procedimentos: numérico, geométrico e fisico. O numérico pode ser através da
formula, o geométrico pode ser através da inclusdo e sobreposicdo de objetos, e o fisico
através da comparacdo de suas massas, sendo valido para comparar materiais homogéneos.
Nos problemas de variacbes de volume e de area, podemos observar os efeitos de certas
transformacGes com relacdo a medida transformada por um certo fator k, aplicado nas trés
dimensdes de volume, passa a ser o invariante k*; fato este devido a volume depender

linearmente de cada dimensé&o (trilinearidade do volume).

Com base nas pesquisas de Morais e Bellemain (2010) sobre o tema, onde foram
analisadas cinco colecOes aprovadas no PNLD 2008 e observado o tratamento dado a volume
nos livros de 6° ao 9° ano dessas colecBes, pode-se constatar que volume ainda é pouco
trabalhado nos anos finais do ensino fundamental; é dada muita énfase a transformacéo de
unidades, a medidas e a aplicacdo direta das formulas de volume. Entretanto, as situacdes de
comparacao (sobretudo sem medir), estimativas, atividades que propiciam a apropriacdo da
conservacdo de volume, bem como a confrontagdo entre volume e massa e situacbes que
trabalham a articulacdo/dissociacdo entre o sélido geométrico, a grandeza volume e a medida
sdo pouco exploradas nas cole¢cfes analisadas.

Kaleff, Rui e Garcia (1996) realizaram uma pesquisa com estudantes do ultimo ano do
ensino médio, alunos universitarios e professores de matematica sobre a habilidade de
visualizacdo geométrica, que se tratou da aplicacdo de questdes com desenhos que
representam sélidos construidos com empilhamento de cubos, para a contagem de cubos e
calculo do volume a partir dos desenhos. Os resultados mostraram que tanto os estudantes do
ensino médio, quanto alunos universitarios e professores de matematica tem dificuldades
significativas na interpretacdo dos desenhos, levando a crer que os profissionais e
universitarios desconhecem as convencdes para determinacdo de volume a partir de desenhos;
possuem deficiéncias relativas a diversos conceitos matematicos quanto a grandeza volume,
pois o conceito de volume e a forma de um sélido geométrico eram geralmente confundidos; e
apresentaram dificuldades para desenhar uma representacdo de um solido geométrico em

perspectiva cavaleira construido por cubinhos em madeira.
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Desta forma, cabe-nos a questionar: Como os alunos do ensino médio lidam com as
diferentes representacdes simbolicas diante das situacfes de volume? Quais representacdes

sdo melhor compreendidas pelos alunos?

2.4 RELACOES ENTRE VOLUME E OUTROS CONCEITOS

O conceito de volume pode ser entendido como por exemplo: 0 espago que ocupa um
corpo em relagdo a outros objetos, ou a quantidade de unidades que formam o corpo, ou 0
espaco ocupado ao submergir um objeto em um liquido, entre outras. Portanto, o conceito de
volume esté relacionado com outras propriedades dos corpos (fisicas e quimicas) e também
com caracteristicas fisicas e geométricas dos objetos.

Devido a esta estreita relacdo, podem ocorrer dificuldades em distinguir e associar
volume a grandezas fisicas (massa, peso e densidade) e a grandezas geométricas como area e

comprimento.

O conceito de massa, de acordo com a sua epistemologia, € um conceito de dificil
apropriagéo, segundo Bachelard apud Oliveira (2007), o qual em seu estudo dividiu a
evolucdo do conceito de massa em trés niveis (estatico, empirico, abstrato). No nivel estatico,
a massa toma sentido de uma descricdo, € a quantidade de matéria, em que pode haver
concepgdes equivocadas com o conceito de volume, em acreditar que ao erguer objetos,
considerem que apenas aqueles com volumes maiores tenham massa, ou que aqueles que
tenham maior massa terdo maior volume. No empirico, ha necessidade de determinar mais
precisamente a medida da massa atraves de instrumentos como a balanca, e no terceiro nivel o
conceito torna-se mais abstrato, e passa a ser calculada a partir da segunda lei de Newton, em
que define massa como o quociente entre forca da gravidade (peso) e aceleracdo da gravidade,
sendo neste nivel importante a distincdo entre 0s conceitos de massa e de peso, para evitar
afirmacdes do tipo “O peso do objeto corresponde a 50 quilogramas”.

Outro fato ja observado em estudos como o de Oliveira (2007) que dificulta a
compreensdao do conceito de volume como grandeza geométrica € ignorar a relacdo entre

massa e volume, que remete ao conceito de densidade dos corpos, pois ao comparar dois ou



35

mais objetos, nem sempre 0 mais pesado sera o de maior volume, a ndo ser que tais objetos
sejam constituidos da mesma substancia, pois terdo a mesma densidade, e assim, massa e

volume alteram na mesma proporc¢éo, ou seja, sdo diretamente proporcionais.

Ha também confusdo entre o conceito de volume e capacidade. Muitos estudos
mostram que tais conceitos ndo sdo vistos como sendo uma Unica grandeza, e realizam a
distincdo do que é capacidade, relacionando aos sdlidos ocos, e do que é volume,
relacionando aos sélidos macigos. Fato este observado no estudo de Oliveira (2002), o qual
sera descrito posteriormente. Para Oliveira (2002) a capacidade € volume ja que no contexto
matematico, os sélidos ocos estudados séo limitados por uma fronteira em que o seu volume é
nulo, resultando assim o volume do sdlido geométrico ser o0 mesmo que o volume interno

desse solido.

Segundo Vergnaud apud Oliveira (2002), para medir capacidade e volume utilizamos
processos distintos, no caso de capacidade utilizamos a capacidade de um recipiente como
unidade e medimos a capacidade do outro recipiente a partir da capacidade inicial. Tratando-
se de corpos macicos, o volume pode ser calculado a partir da formula, como por exemplo, o
calculo de volume de um paralelepipedo, em que estdo explicitas suas trés arestas, pode
utilizar como estratégia a aplicacdo da formula de volume. Assim, podemos relacionar o
conceito de volume ao conceito de dimensionalidade, em que o volume considerado como
sendo capacidade € uma grandeza unidimensional e o volume do sélido macico é

tridimensional.

Ha também confusdo entre a unidade de medida de volume com unidades de medida
de outras grandezas geométricas, como comprimento e area, 0 que mostra dificuldade na
compreensdo do quadro das grandezas, proposto por Douady e Perrin-Glorian (1989). A nao
compreensdo de volume como grandeza tridimensional, leva o aluno ao erro referente a
unidade de medida diante de situacdes que exigem o calculo do volume, mostrando respostas
do tipo: 1cm, por exemplo, 0 que seria comprimento, que é uma grandeza unidimensional, ou
2m?, por exemplo, 0 que seria area, que é uma grandeza bidimensional. Tais resultados podem
revelar uma incompreensdo da dimensionalidade das trés grandezas geométricas em jogo,
neste exemplo: comprimento (unidimensional), é&rea (bidimensional) e volume

(tridimensional).
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2.5 ESTUDO DO CONCEITO DE VOLUME SOB A OTICA DA TEORIA DOS CAMPOS
CONCEITUAIS

A escolha de adotar a Teoria dos Campos Conceituais leva a conceber volume como
conceito e portanto como um tripé de trés conjuntos indissocidveis: o conjunto das situacdes
que dao sentido a volume, 0 conjunto os invariantes operatorios contidos nos esquemas e o
conjunto das formas de representacdo simbdlica em jogo nas situagdes relativas a volume.
Diante disso, com base nas pesquisas anteriores sobre o tema e sobre temas conexos, como a
aprendizagem do conceito de area de figuras planas, vamos construir uma tipologia de
situacOes que potencialmente podem dar sentido a volume e submeter a uma analise de dados

empiricos.

Os tipos de situagdes propostas nesta pesquisa sao 0s baseados na classificacdo dada
por Baltar (1996) para o conceito de area, que consistem em situacdes de medida, de
comparacdo e de producdo. A situacdo de medida tem como subtipos situacGes de
transformacéo de unidade e de operacionalizacdo de volume.

Esta classificacdo estd também presente no trabalho desenvolvido por Morais (2013),
no Programa de Pds-Graduacdo em Educacdo Matematica e Tecnoldgica da Universidade
Federal de Pernambuco, o qual estuda o tema volume como grandeza nos livros didaticos do
ensino médio. Ressaltamos também que estes trabalhos se articulam ao grupo de estudos Proé-
Grandeza®, o qual se debruca sobre o ensino-aprendizagem das grandezas geométricas e suas

medidas, mais particularmente comprimento, area e volume.

A tipologia dada por Anwandter-Cuellar (2008), em que também foi realizada uma
analogia com a pesquisa de Baltar (1996) sobre o conceito de area, ndo foi a escolhida para
este trabalho, por ter uma classificacdo maior em relacdo as situacGes que podem ser
resumidas em uma Unica classificagdo. Como é o caso de problemas de producdo, problemas
com producéo de solido de mesmo volume que o sélido dado ou de volume menor/maior que
0 solido dado, remetem a uma classificacdo de subcategorias de situacGes de producdo. Ja

problemas de medir volume de um so6lido; problemas de variacbes de volume e de area e

® Grupo de pesquisa do Centro de Educacdo da Universidade Federal de Pernambuco liderado pelos professores
Dr. Paulo Figueiredo Lima, Dr2 Paula Moreira Baltar Bellemain e Dr2 Rosinalda Teles.
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problemas de mudanca de unidades, sdo subcategorias de situagdes de medida, 0 que torna a
analise mais simplificada e de melhor compreenséo por parte do leitor.

2.5.1 Analise especifica de cada tipo de situacao

De acordo com a classificacdo escolhida, faremos uma apresentagéo sobre cada tipo de
situacdo, destacando aspectos relevantes a serem observados durante a analise, bem como as

estratégias possiveis mobilizadas pelos sujeitos.

2.5.1.1 Situacdes de comparagéo

Na situacdo mais simples, os problemas de comparagdo consistem em determinar,
dados dois solidos, se eles ttm mesmo volume ou qual dos dois tem volume maior. Nos casos
em que sdo apresentados mais de dois solidos, trata-se de ordenar os solidos, e nesse caso,
intervém a transitividade da relacdo de ordem. Situacfes de comparagdo exigem do aluno a
passagem do quadro geométrico para o quadro das grandezas, levando em consideracdo a
articulacdo entre os quadros geomeétrico, numérico e das grandezas construidos por Douady e
Perrin-Glorian (1989). Situacdes em que sdo comparados sélidos ocos ou macigos, ou realizar
comparacdes estaticas ou dinamicas, podem favorecer ou bloquear as estratégias mobilizadas

pelos alunos.

Podemos observar como estratégias: visual (perceptiva), inclusdo, decomposicao-
recomposicao, imersao, medida e comparacao das medidas, e comparagdo das massas.

Ao utilizar estratégias como a visual, inclusdo e comparacdo de massas, 0 aspecto
numérico nao estarad presente. Portanto, nas situacées de comparacéo, 0 campo numerico nem

sempre sera mobilizado.

A estratégia visual consiste em comparar por meio da visdo 0s objetos, e através de
sua percepcao, ordenar os objetos de acordo com o seu volume. Na incluséo, os alunos podem

observar se um objeto tera maior volume que outro se este couber no interior do objeto de
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maior volume. Neste caso, pelo menos um dos solidos devera ser oco. Na estratégia por
decomposicado-recomposicéo, tentamos decompor um dos objetos para formar (recompor) um
objeto conhecido, ou parecido com o outro objeto a ser comparado, tornando assim a
comparacdo mais facil de ser entendida. Na imersdo, precisamos de um recipiente com agua
no seu interior para imergir 0s objetos um a um e comparar o nivel de 4gua deixado por cada
objeto submerso. O nivel mais elevado sera o nivel correspondente ao objeto de maior
volume. Na medida e comparacdo de medida, utiliza-se a formula de volume para calcular o
volume dos objetos e assim compara-los. Comparacdo de massas consiste em comparar as

massas dos objetos de mesma densidade. Logo, se tem maior massa, tera maior volume.

Oliveira (2002), em seu estudo, trabalhou com situacfes de comparagdo que exigiam
do aluno estratégias como visual (perceptiva) e imersdo. Em uma de suas atividades, aos
alunos era pedido para comparar 0s volumes de dois bastdes de massa de modelar de volumes
iniciais iguais ao deformar um deles. Além das estratégias esperadas (imersao e visual), pode
também identificar em um dos protocolos dos alunos a estratégia de comparagdo de massas,
em que o aluno utilizou o argumento de que corpos de mesma densidade, se ttm a mesma

massa, terdo o0 mesmo volume.

Aspectos importantes que devem ser observados diante de situagdes de comparacéao
como ao se comparar sélidos em que envolve apenas comparacao estatica, ou seja, 0s solidos
ndo mudam de forma, ou casos em que ha alteracdo na forma dos sélidos envolvidos
(comparacgdo dinamica), casos em que ha mais de dois solidos a serem comparados, em que
sera necessario 0 conhecimento sobre transitividade, casos em que utilizam s6lidos ocos e/ou

macicos, envolvendo assim o conceito de capacidade além de volume.

2.5.1.2 Situacdes de medida

SituacGes de medida de volume permitem a articulacdo entre os quadros numérico,
geométrico e das grandezas. Ao calcular o volume de um solido, o aluno passa do quadro
geométrico para 0 numérico, e ao reconhecer a medida como sendo da grandeza volume,

passa para 0 quadro das grandezas.
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Os alunos podem utilizar diferentes estratégias para resolverem problemas desse tipo,
tais como: contagem de unidades (consiste em contar sélidos unitarios), uso de formulas,
principio de Cavalieri, imersdo, preenchimento (caso os solidos a serem medidos sejam ocos,
podemos medir a sua capacidade, preenchendo com um liquido e observando a quantidade de
liquido que foi necesséaria para preenché-lo) e transvazamento.

Barros (2002), em uma de suas atividades, apresenta ao aluno trés figuras formadas
por cubos de 1cm de arestas, para comparad-los em relacdo ao seu volume. O aluno pode
calcular o volume através da formula ou pela contagem de cubos presentes em cada figura.
Temos que observar se o aluno, durante a contagem, considera o cubo do canto em todas as
arestas, se duplica os cubos do canto se conta apenas 0s cubos visiveis.

Vergnaud apud Oliveira (2007), estudando o conceito de volume como uma grandeza
fisica, observou dificuldades didaticas para a sua aprendizagem como o caso do “cubo do
canto”. O aluno, diante de atividades como contagem de cubos para calcular o volume de uma
figura geométrica formada por cubos, ndo inclui na sua contagem o cubo do canto, localizado
no vértice, pois considera que estaria contando duas vezes o mesmo cubo. Por exemplo,

considere o paralelepipedo representado na figura a seguir:

Figura 3- contagem do cubo do canto

Se 0 aluno considera para 0 comprimento 2 cubos, para a largura, 5 cubos e para a
altura, 1cubo, ao invés de serem 2 cubos para 0 comprimento, 6 cubos para a largura e dois
cubos para a altura. Ao ser questionado sobre o motivo de ter calculado o volume utilizando

essas medidas, ele responde que ndo pode contar duas vezes 0 mesmo cubo.
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O principio de Cavalieri consiste em estabelecer que dois sdlidos com a mesma altura
tém volumes iguais se as seccBes planas de iguais alturas possuirem a mesma area. Desta
forma, poderemos considerar que solidos nesta condicdo terdo mesmo volume, assim
conhecendo o volume de um dos solidos, teremos o volume dos outros.

A partir de trabalhos anteriores (OLIVEIRA, 2002; BARROS, 2002; ANWANDTER-
CUELLAR, 2008) podemos observar como entraves: confuséo entre as grandezas (natureza,
instrumento de célculo ou variacdo), uso inadequado de unidades ou auséncia do uso de
unidades, desconhecimento da formula, dificuldade na identificacdo das medidas a serem
utilizadas no célculo, dificuldades no célculo numérico, dificuldades no manejo com nimeros
racionais.

Em situacOes de medida temos que levar em consideracdo se a formula a ser utilizada
é facil de ser reconhecida, se a presenca/auséncia do solido ou da representacdo plana do
s6lido facilitou ou ndo a resolucdo, quanto a unidade de medida, se é de capacidade ou de
volume, se ha homogeneidade ou ndo das unidades de medida, se h& necessidades de
transformacdo ou de mudanca de unidades de medida, quanto a natureza dos nimeros, se sao
decimais ou inteiros, se os sélidos sdo ocos ou macicos, envolvendo o conceito de capacidade
além do de volume, se os solidos representados sdo retos ou obliquos, para observar se as

posicoes ou configuracdes dos s6lidos mais usuais sao mais compreendidos.

2.5.1.2.1 Situagdes de Transformacéo de unidades

Séo situacdes que exigem a mudanca de unidades ou transformacao de unidades.

Para a transformacdo de unidades de medida, o aluno dispde da estratégia de medir o
volume de um mesmo s6lido usando unidades diferentes, como por exemplo: medir o volume
de sélido formado por cubinhos de 1cm de aresta, pode ter como resposta o par
nimero/unidade de medida de volume cubinhos ou o par nimero/unidade de medida cm?.
Para a conversdao de unidades, o aluno devera utilizar a estratégia de converter uma unidade
de volume em outra, ou seja, de uma unidade de medida para um de seus multiplos ou
submultiplos, ou de uma unidade de medida de volume para uma unidade de medida de
capacidade, ou vice-versa.

Outro aspecto a ser observado neste tipo de situacdo é a respeito da natureza dos

ndmeros, pois os alunos poderdo encontrar mais dificuldades diante dos nimeros decimais.
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2.5.1.2.2 Situagdes de operacionalizacao de volumes

Consiste em operac6es de adicdo e/ou subtracdo entre volumes.
Podem apresentar dificuldades nesse tipo de situacdo devido a homogeneidade ou néo
de unidades e a natureza dos nimeros (naturais, racionais, reais), o que ird dificultar as

estratégias utilizadas pelos alunos.

2.5.1.3 Situacdes de Producao

Sdo situacbes que se caracterizam pela producdo de um sélido com volume menor,
maior ou igual a um volume dado. Podendo ser: producdo de um sélido com volume dado,
producdo de um sélido com volume menor ou maior, producdo de um sélido de volume igual
ao de outro sélido dado. Aspectos que podemos observar é quanto ao volume do sélido a ser
formado a partir de outro sélido, em que pede-se de mesmo volume ou de volume maior ou
menor, se 0s alunos conseguem calcular o volume do sélido a ser construido e se os alunos
conseguem dissociar o sélido do volume, e construir solidos diferentes do sélido dado, ou
seja, por exemplo, se o sélido dado for um paralelepipedo retangulo se os alunos constroem
s6lidos diferentes como o cilindro, o cone, a esfera, entre outros.

Como estratégias, o aluno pode dispor: da composicdo, da decomposicao-
recomposic¢do e do Principio de Cavalieri.

Em uma de suas atividades, Anwandter-Cuellar (2008) exige do aluno a estratégia de
composicdo ao pedir para construir solidos diferentes com 36 cubinhos de 1cm de aresta.
Porém, além dessa estratégia,o aluno pode dispor da decomposicao-recomposicao. Através da
montagem do sélido formado por 36 cubinhos, para encontrar os solidos diferentes com o
mesmo volume, ou seja, com o mesmo numero de cubinhos, o aluno podera formar outros
s6lidos, decompondo e recompondo os cubinhos.

Podemos construir s6lidos de mesmo volume seguindo o Principio de Cavalieri. Para
isso, os solidos deverdo ter a mesma altura e, quando seccionados em planos horizontais,

apresentarem mesmas areas correspondentes ao mesmo plano. Ver exemplo:
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Figura 4- Principio de Cavalieri- Fonte - DANTE, 2010, p.436

Observe que, de acordo com o Principio de Cavalieri, os volumes das garrafas sé serdo
0S mesmos, caso as areas das duas garrafas, em cada plano horizontal, a e B, forem iguais, ou
seja A1= Az e S; =S, . Porém, ndo s6 deverdo ser iguais as areas das sec¢des correspondentes
aos dois planos apresentados na figura 4, para considerar 0 mesmo volume das garrafas; pois,
de acordo com o Principio de Cavalieri, todo e qualquer plano horizontal, além de a e B, que
corte as duas garrafas devera sempre conter seccdes de areas iguais das garrafas. Assim,

podemos afirmar que as garrafas tém o mesmo volume.

2.6 OBJETIVOS

2.6.1 Objetivo geral

Analisar, sob a ética da Teoria dos Campos Conceituais, como alunos do ensino médio

lidam com situacgdes envolvendo a grandeza volume.
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2.6.2 Objetivos especificos

-Caracterizar como alunos do ensino médio distinguem e articulam conhecimentos
oriundos dos quadros geométrico, numérico e das grandezas na resolucdo de problemas

envolvendo volume.

-Descrever como alunos do ensino médio lidam com situacfes de comparacdao de
volumes, medida de volume e producdo de sélidos, com volume dado, volume maior/menor

ou igual ao de outro sélido.

-ldentificar invariantes operat6rios (conceitos-em-acdo e teoremas-em-acao)

mobilizados por alunos de ensino médio, na resolucdo de problemas envolvendo volume.

-Caracterizar como 0s alunos do ensino médio lidam com as representacdes simbolicas

em jogo na resolucdo de problemas envolvendo volume.
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3 METODOLOGIA

Para Trivifios (2011) estudos exploratorios sao aqueles que permitem ao investigador
aumentar a sua experiéncia, aprofundando seu estudo e adquirindo um maior conhecimento a

respeito de um problema. Podem ainda servir para levantar possiveis problemas de pesquisa.

Recomenda-se o estudo exploratorio quando ha poucos conhecimentos sobre o
problema a ser estudado. Por isso, optamos por esse tipo de abordagem, pois ha poucos

trabalhos desenvolvidos sobre esse tema, principalmente com o ensino médio.

O objetivo deste tipo de pesquisa baseia-se no aprimoramento do conhecimento ou
descoberta de intui¢des, porém ndo tem a finalidade de levantar hipoteses a serem testadas no
trabalho, segundo Rampazzo e Corréa (2008):

Este tipo de pesquisa tem como principal objetivo o aprimoramento de idéias ou a
descoberta de intui¢des (familiarizar-se com o fenbmeno ou obter nova percep¢éo do
mesmo). Nao elabora hipoteses a serem testadas no trabalho, restringindo-se a
defini¢do de objetivos e a busca de maiores informagdes sobre determinada tematica
(RAMPAZZO; CORREA, 2008, p. 72).

3.1 PERCURSO METODOLOGICO

Foram utilizados dois instrumentos de coleta de dados: um teste de sondagem e uma
entrevista. O teste de sondagem permite observar como cada aluno, em situacao individual e
sem consulta, lida com problemas de diversos tipos, envolvendo volume, além de permitir
uma confrontacdo com a andlise a priori, a qual nos fornece pistas de possiveis interpretacdes
dos procedimentos dos alunos. Como a realizacdo de entrevistas e a transcricdo consomem
muito tempo, a realizacdo do teste permite ter mais resolucdes de alunos, o que é relevante
para um estudo exploratorio. As entrevistas com 0s alunos objetivaram validar ou néo as
pistas e evidéncias sobre a construcdo do conceito do volume obtidas a partir da aplicacdo do
teste de sondagem, para esclarecer as respostas dadas por eles no teste escrito, confirmando
ou ndo a interpretacdo dada a resolucdo deles. Trabalhamos com um grupo de alunos do

terceiro ano do ensino médio previamente selecionados, de escolas tanto da rede estadual,
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federal e da rede particular de ensino da cidade de Recife-PE. Tanto o teste de sondagem
quanto as entrevistas foram realizadas pela autora deste trabalho, durante o decorrer do
terceiro ano do ensino médio dos sujeitos envolvidos. As entrevistas foram gravadas e

transcritas para haver maior precisao em relagdo as explicacdes dadas pelos sujeitos.
A parte empirica da pesquisa foi realizada em seis etapas:
-Construcao e analise a priori do teste de sondagem;
-Selecéo das escolas e dos alunos a serem pesquisados,
-Resolucdo do teste de sondagem pelos alunos selecionados;
-Andlise dos resultados do teste para selecdo dos alunos para entrevista;
-Entrevistas com os alunos selecionados;

-Andlise das respostas obtidas dos alunos e confrontagdo com a andlise a

priori.

Para construcdo do teste de sondagem, levamos em consideracao os estudos de Barros
(2002), Oliveira (2002) e Anwandter-Cuellar (2008), bem como exames de vestibulares, livro
didatico e atividades propostas pelo LEMAT (Laboratdrio de Ensino da Matematica da
UFPE), a partir dos quais refletimos a respeito das situacdes que dao sentido ao conceito de

volume.

Desta forma, agrupamos as atividades que foram aplicadas aos alunos de acordo com o
tripé de Vergnaud (1990) para a obtengdo de um conceito (situacdes, invariantes operatérios e
representacGes simbdlicas) e levamos em consideracdo a articulacdo entre os quadros
geométrico, numeérico e das grandezas construidos por Douady e Perrin-Glorian (1989).

Com o intuito de testar o instrumento a ser utilizado nesta pesquisa, foi realizado um
estudo piloto com um grupo de alunos do terceiro ano do ensino médio de uma escola
particular na cidade do Recife. A partir dos resultados obtidos no estudo piloto, modificamos
algumas questbes e retiramos outras, que tinham mesmo objetivo ou que mobilizavam as

mesmas estratégias e teoremas-em-agao.
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As escolas foram selecionadas por terem se mostrado receptivas para acolher a
realizacdo deste estudo, por serem escolas de referéncia no ensino médio deste municipio e
por pertencerem a trés redes de ensino — estadual, federal e privada. A escolha de selecionar
escolas de trés redes ndo foi motivada pela intencdo de realizar nenhum estudo comparativo,
mas por se tratar de um estudo exploratério, buscar obter procedimentos de resolucédo
diversificados. Por isso, na andlise dos dados ndo havera qualquer identificacdo da rede a qual

cada aluno pertence.

Como o tema volume geralmente é ensinado no fim do ano letivo do segundo ano do
ensino médio, decidimos realizar nosso estudo com alunos do terceiro ano do ensino médio.
Os exercicios propostos foram aplicados nas trés escolas. Na escola da rede estadual, 0s
exercicios foram aplicados com 16 alunos; na da rede particular, foram com 18 alunos; e na
da rede federal, com 17 alunos. Inicialmente foi explicada a finalidade do teste aos alunos,
que tiveram duas horas para resolucdo do mesmo; porém, como oito dos alunos da rede
particular chegaram atrasados na sala de aula, ndo tiveram tempo para resolverem as questdes
Q3, Q9 e Q10, as quais correspondem as trés Gltimas questdes do teste de sondagem. O teste
de sondagem foi elaborado com outra ordem de questbes, para que uma questdo nao
influenciasse de imediato a questdo subseqiente. Assim, a ordenacéo das questdes foi Q1, Q6,
Q5, Q7, Q4, Q2, Q11, Q12, Q8, Q9, Q10, Q3, para todos os testes de sondagem. Inicialmente
a Q1 foi apresentada, que é uma questdo de comparagdo, para observar como 0s alunos
compreendem o conceito de volume, em seguida vém as questdes Q6, Q5 e Q7, para observar
se 0s alunos sabem lidar com questbes de situacdo de medida, que com apenas 0 uso da
formula podem ser resolvidas. A Q4 é para observar se 0s alunos reconhecem os sélidos
representados e se sabem identificar as estruturas necessarias para o calculo de volume além
da sua férmula e posteriormente, questdes que necessitam além do uso da férmula de volume,
de conversdo de unidades; ou que podem ser resolvidas sem o uso da férmula de volume.

Tentando assim observar outras estratégias e propriedades empregadas.

O teste de sondagem foi aplicado em sala de aula, individualmente, sem consulta de
material de apoio, apenas com a autora do trabalho para tirar alguma ddvida sobre o

enunciado.

Foram selecionados para as entrevistas, 10 alunos dos que deixaram respostas

incompletas, ou que apresentaram dificuldades diante de situacGes que exigiam do aluno a
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articulacdo e distincdo entre os quadros numérico, geométrico e das grandezas, que nado
apresentaram justificativas nas respostas, de modo que a entrevista pudesse nos ajudar na

analise a que objetivava esta pesquisa.
Durante as entrevistas, foram analisados os seguintes aspectos:
-Que tipos de representacdes podem auxiliar o aluno na resolucéo dos problemas;

-Quais teoremas-em-acdo e conceitos-em-agdo estdo sendo mobilizados pelos alunos diante

das diversas situacdes que abordam volume;

-A distincdo e articulacdo entre os quadros geométrico, numérico e das grandezas (havia
respostas para céalculo de volume em que o sélido era confundido com outro, mostrando
dificuldades no quadro geométrico; ou em que ndo havia unidade de medida que representasse
0 volume, ou em que a formula de volume era confundida com a férmula de éarea ou de
comprimento, sugerindo que tais alunos ndo compreendem o quadro das grandezas;

apresentando dificuldades no quadro numeérico ao ter dificuldades no célculo do volume).

Como as entrevistas foram realizadas? Inicialmente foram expostos os protocolos aos
alunos selecionados para a entrevista, e pedia a eles que explicassem o modo como
resolveram cada questdo, uma a uma, esclarecendo as respostas dadas por eles no teste escrito,
confirmando ou n&o a interpretacdo para a resolucéo deles. Para ajudar-lhes na explicacéo, era
colocado a sua disposicdo material concreto, para observar se tal procedimento auxiliava tal
aluno para chegar ou ndo a resolucdo correta da questdo. Desta forma, tornaria possivel a
observacao dos aspectos acima citados.

3.2 APRESENTACAO E ANALISE A PRIORI DAS QUESTOES

Diante das situacdes listadas nos trabalhos de Barros (2002), Oliveira (2002) e
Anwandter-Cuellar (2008), selecionamos dentre questbes de vestibulares, do Enem e de
alguns trabalhos ja citados, as questdes que foram analisadas para a constru¢do do teste de
sondagem, instrumento de coleta de dados desta pesquisa e consideramos para este estudo a
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classificacdo dos problemas em: problemas de comparagéo, de medida e de producéo. Nota-se
que situacGes de medida foram um niimero maior de atividades, pois necessitdvamos de uma
variedade de situagBes para verificar: se os alunos identificam corretamente a formula de
volume dos diferentes s6lidos geométricos, se reconhecem o solido geométrico que a figura
estd , se mesmo desconhecendo a formula de volume, conseguem aplica-la em situacGes em
que a férmula era dada e se sabem realizar a transformacdo de unidades (Q9 e Q10). Assim,
observe no quadro a seguir, 0 agrupamento das questdes de acordo com a classificacdo dos
problemas a serem trabalhados:

Comparacao Medida Producao
Q1 X
Q2 X
Q3 X
Q4
Q5
Q6
Q7
Q8
Q9
Q10
Ql1 X
Q12 X

XX XXX XX

Quadro 1- Analise quantitativa de questfes por situacdo

PARTE 1- Situacdes de comparacado

Ha diferentes formas de se comparar volume, como por exemplo, através da contagem
de cubinhos, pela decomposicdo e recomposicdo (Q2), utilizando imersdo de objetos em
deposito com liquido no seu interior, e verificando o nivel de liquido a cada imersdo para
comparacdo (Q2), através da formula para calcular volume (Q3), pelo método visual,

perceptivo (Q1).

Questdo 1 Para a primeira questdo, necessitamos de dois pedacos de massa de

modelar de mesma quantidade de massa para serem comparados pelos alunos.

1) Vocé estd com dois pedacos iguais de massa de modelar, forme com um deles uma esfera e

com outro uma pizza e marque a alternativa correta:
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a) Os dois objetos formados tém 0 mesmo volume.
b) A esferatem volume maior que a pizza.

c) A esfera tem volume menor que a pizza.
Justifique sua resposta:
Andlise a priori:

Esta questéo foi inspirada a partir de uma questdo do trabalho de Oliveira (2002).

FICHA DO ALUNO
TAREFA 1
Voce recebeu dois pedagos iguais de massa de modelar. Escolha um

eles e amasse a vontade.

1 - Os dois pedagos de massa continuam com o mesmo volume?
00 Nao. Porque:
O Sim. Porque:

2 — Marque com um X a opgdo mais conveniente e justifique a sua
resposta.
0 O pedago amassado tem volume maior do que o outro pedago

O O pedago amassado tem volume menor do que o outro pedago

L [0 Os dois pedagos tém o mesmo volume.

Figura 5-Ficha do aluno-Fonte - Oliveira (2002, p. 68).

Modificamos a forma dos dois objetos, pois no caso da pesquisa de Oliveira (2002),
eram entrevistas e que havia, desde o inicio material a ser manipulado a disposi¢cdo do aluno,
enquanto que neste estudo, a situacdo é evocada pelo texto. O material a ser manipulado s6 foi

colocado a disposicdo do aluno, durante a entrevista.

Esta questdo trata da distin¢do entre o sélido geométrico e seu volume, em que o
aluno deve imaginar a deformacéo de dois sélidos idénticos e a transformacdo de um solido

em uma pizza e do outro em uma esfera, pois durante o teste ndo era possivel a manipulacao
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do material, que no caso era a massa de modelar; para resolver a questdo, o aluno deve
considerar 0 argumento de conservacdo de volume, dando indicios de dominio no quadro das

grandezas.

A resposta certa é a letra a, 0s dois objetos formados tém o mesmo volume. Os alunos
devem mobilizar o teorema-em-acdo correto: “Solidos de mesma massa € mesma densidade

tém mesmo volume”, ao observar que houve invariancia da massa e da densidade.

Por ser uma situacdo de comparagdo entre dois objetos, o aluno pode dispor de
estratégias como: visual-perceptiva, durante o teste de sondagem e comparagdo de massas e
imersdo, durante a entrevista, pois foram colocados a seu dispor materiais para a imersao e

massa de modelar apenas durante a entrevista.

Se os alunos ndo desenvolveram ainda o principio de conservacdo de volume, podem
mobilizar o teorema-em-acdo errdbneo do ponto de vista matematico: “O volume de um solido
se altera na mesma propor¢do que seus comprimentos”, podendo justificar como resposta
certa a letra b desta forma: “a esfera tem volume maior por ter maior altura”; ou a letra c
como correta assim: “a pizza tem volume maior por ter maior raio”. Como foi observado no
trabalho de Oliveira (2002), houve teoremas-em-acdo erréneos do tipo: “tem volume maior
porque é mais comprido”, “o corpo que tem maior peso, tem maior volume”, “se altera a

figura, altera a medida, entdo o volume é modificado”.

A auséncia de outras representacBes simbolicas, como material concreto para ser
manipulado, durante o teste de sondagem e a sua presen¢a durante a entrevista, foi para
observar a relevancia da representacdo para compreensdo da situacdo de comparagédo, caso
algum sujeito responda uma letra durante o teste e adquira outra opinido durante a entrevista,
diante dos materiais a serem manipulados. Ou seja, se caso 0 aluno tenha respondido a letra b
como resposta e tenha justificado que a esfera tem volume maior que a pizza pois a esfera é
maior. Diante do material concreto, pode utilizar a estratégia de imersdo, para observar que o
nivel de &gua € 0 mesmo e assim responder a letra a, considerando agora que 0s volumes sao
iguais, independente da forma. Porém, o contrario podera acontecer, por um procedimento
mal executado, deixando cair um pouco d’agua do recipiente plastico, ndo observar que o
nivel d’agua € o mesmo ao imergir os dois objetos, um a um, e assim responder a letra b ou c,

de acordo com o nivel mais alto d’&gua observado.
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Questao 2

2) Os so6lidos abaixo, sdo compostos por cubinhos de 1cm de aresta, sabendo que na parte
escondida do desenho, ha um cubo sob outro, até que fique visivel o cubo do topo, e desta
forma ndo ha cubo suspenso e nem sobrando. Compare o volume dos sélidos abaixo e marque

a alternativa correta:

f SOLIDO B SOLIDO ¢
SOLIDO A
a)  Va=Vp=V.
b) Va< Vp< Ve
C) Va>Vp> Ve
d)  Va=Vp> V.
e) OUTROS

Justifique sua resposta:
Andlise a priori:

Esta questdo foi elaborada a partir da observacdo de duas questfes, uma presente no
trabalho de Barros (2002) e a outra no trabalho de Anwandter-Cuellar (2008); porém, foram
modificadas na forma dos sélidos. Acrescentamos reentrancias no solido B e mudamos a
posicdo do cubinho do nivel mais superior do solido C. Ao invés de estar no canto esquerdo,
colocamos no centro, dificultando o célculo de volume e assim pudemos identificar um
numero mais diversificado de estratégias de medida. A questdo foi escolhida para verificar se
os alunos sabem comparar volumes entre sdlidos de diferentes formas. Modificamos as
alternativas e acrescentamos a alternativa “outros” para que encontremos outras estratégias
desenvolvidas pelos alunos que nao foram contempladas na andlise a priori. Porém, para que

os alunos considerem a alternativa “outros” como uma real alternativa, foi dada como
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resposta nesta questdo, que é a primeira questdo do teste de sondagem que apresenta
alternativas, pois as questdes anteriores ndo havia alternativas como resposta. Ao acrescentar
uma alternativa em aberto (outros) pode tornar as alternativas anteriores como ndo sendo a
resposta correta da questéo, correspondendo a um valor obtido pelo aluno diferentemente das
alternativas anteriores, ndo dando ao aluno a garantia de que se ele encontrar algum algoritmo

que leve a alguma das alternativas, a partir delas, possa estar correta.

A questdo trata da comparacdo entre os volumes de trés blocos que estdo
representados em perspectiva cavaleira, ao contar os cubinhos de cada sélido, concluimos
que: V, =24 cubinhos,V,=23 cubinhos, V=26 cubinhos, e como cada cubinho tem volume
igual a 1cm®, podemos escrever V, =24cm®Vp=23cm?® e V =26cm®. Entfo colocamos em
ordem crescente de volume, os blocos B, A e C, nesta sequéncia, que nao esta representada
em nenhuma das alternativas, logo, a resposta é a letra e. A formacéao dos blocos por cubinhos
fornece ao aluno um instrumento de medida (cubinhos) para resolucéo da questéo, o que torna
0 aluno capaz de realizar o procedimento de contagem de acordo com algumas das
competéncias a serem adquiridas pelo aluno do ensino médio descrita nos PCN+ (BRASIL,
2002):

...Identificar e fazer uso de diferentes formas e instrumentos apropriados para efetuar
medidas ou calculos; por exemplo, discriminar o melhor instrumento para medir,
comparar ou calcular volumes ocupados por liquidos, em dada situacdo especifica
(BRASIL, 2002, p. 116).

Por dizer no enunciado da questdo que os cubinhos tém 1 cm de aresta, fornece ao
aluno duas possibilidades para a unidade de medida de volume dos sélidos apresentados:

cubinhos ou o centimetro clbico.

Como estratégias que podem ser utilizadas pelos alunos, podemos citar a
decomposicdo-recomposicdo, medida e comparacdo das medidas. Na decomposicao-
recomposicdo, o aluno ira decompor o sélido em cubinhos e montar (compor) um outro sélido
parecido com eles, para serem comparados. Por exemplo, posso tentar transformar o sélido C,
no soélido A, com quatro fileiras de seis cubinhos dispostas duas a duas, uma em cima da
outra, e verificamos que irdo restar dois cubinhos do s6lido C. Logo, concluimos que se o

s6lido C tem mais cubinhos que o sdlido A, entdo tem maior volume. O mesmo faria com o
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s6lido B e observaria que ficou faltando um cubinho para montar o s6lido A. Assim, teriamos

a solucédo da questéo, V¢ >V, > V.

A presenga de reentrancias nos blocos B e C, deixando de ser bloco retangular como o
bloco A, pode dificultar a contagem dos blocos, levando o aluno ao erro. Caso mude as
posicOes dos cubos por visualizacdo, tentando transformar o sélido C, por exemplo, em um
dos solidos restantes, pode errar considerando os solidos iguais. Desta forma, pode considerar

também o mesmo volume para todos os sélidos, respondendo assim a letra a.

O aluno pode errar nos calculos de contagem (adicdo e multiplicacdo), desconsiderar o
cubinho do canto em uma das arestas, segundo Barros (2002) e Vergnaud apud Oliveira
(2007) observaram, respondendo assim a letra b, contar apenas os cubinhos visiveis, desta
forma responderia a letra ¢, ou duplicar o cubinho do canto, confundir volume com é&rea de
superficie, multiplicar as areas das faces do s6lido. Considerar que o sélido de maior volume é
0 sélido de maior altura, respondendo a letra d, j& que o s6lido C tem altura maior que 0s

s6lidos A e B, os quais ttm mesma altura.
Questdo 3- Variagdo quantitativa.

3) Se aumentarmos em 20% (vinte por cento) as arestas de um paralelepipedo retangulo, em

quantos por cento o seu volume sera aumentado:

A) 20%
B) 0,8%

C) 60%

D) 72,8%

E) OUTROS.

Justifique sua resposta:



Andlise a priori:

Esta questdo foi retirada de um exame de vestibular ADVISE 2009 e alteramos
as alternativas para observarmos erros quanto aos calculos numéricos, acrescentando a
alternativa “outros”, para dar possibilidades de resposta variadas. O objetivo de escolha
desta questdo foi observar se os alunos compreendem a concepcdo do volume
relacionada com a sua tridimensionalidade em referéncia com o comprimento de suas

arestas. A estratégia utilizada é a formula de volume.

De acordo com Barros (2002) e Anwandter-Cuellar (2008) a concepgdo da
tridimensionalidade do volume depende do desenvolvimento da habilidade algébrica de
transformacdo de semelhanca, ou seja, se a razdo de semelhanca é k, ao modificar o
comprimento da aresta de um s6lido, entdo o volume do sélido é multiplicado por k°.

Assim a resposta correta é a alternativa d, pois:
Como V = a®, entdo: se aumentamos em 20% as arestas, logo:

V’ = (1,20 a)® = 1,728 a*> = 1,728 V, isso significa que o volume final aumentou
de 72,8%.

Segundo Vergnaud (1990), a grandeza volume se insere no campo conceitual
das estruturas multiplicativas e para a sua compreensao faz-se necessario a passagem
de uma concepcéo aditiva da grandeza volume (como na contagem de cubinhos para
calcular o volume) para a concepcao multiplicativa que, segundo o autor supracitado, é
um processo lento e dificil do desenvolvimento cognitivo do sujeito. Desta forma,
podemos esperar que os alunos ainda adotem a concepc¢do linear de volume,
mobilizando o teorema-em-acdo errdneo de que o volume de um sélido se altera na
mesma proporgdo que seus comprimentos, ou seja, se a aresta aumentar de 20%, entdo

0 volume também aumenta de 20%, respondendo a alternativa a.

Entretanto, podera também responder a alternativa c, que ao invés de elevar a
terceira poténcia, desenvolve o principio aditivo, somando o aumento das trés arestas

para encontrar o aumento do volume.
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Poderd também errar no célculo numérico e responder a letra b, elevando de
maneira incorreta 0 aumento da aresta, que ao invés de ser (1,2 a)*, eleva (0,2 a),
achando o valor de 0,008 a°, que para ele corresponde a 0,8%.

PARTE 2-Situagdes de Medida

SituacGes de medida de volume permitem a articulacdo entre os quadros numeérico,
geométrico e das grandezas. Ao calcular o volume de um so6lido, o aluno passa do quadro
geométrico para 0 numérico, e ao reconhecer a medida como sendo da grandeza volume,

passa para 0 quadro das grandezas.

Questdo 4

4) ldentifique os soélidos abaixo, escrevendo seu nome, indique sobre a figura 0s
comprimentos necessarios e escreva a formula para calcular o volume de cada sélido (use as

letras correspondentes na figura e na formula, como no exemplo abaixo).

Exemplo:

.

Nome: cubo

Formula do volume: v=a®
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Andlise a priori:

A questdo foi de nossa autoria, para verificar se o aluno conhece os solidos
geométricos presentes, bem como a férmula de seus respectivos volumes. Ndo abordamos
nesta questdo o aspecto numérico, pois ndo ha necessidade de calcular o volume dos sélidos
dados, ja que o objetivo foi observar os aspectos referentes ao campo geométrico e das
grandezas.

O aluno, ao reconhecer o sélido que esta sendo representado em cada letra, identificar
0s elementos necessarios para o calculo de volume dos sélidos geométricos e escrever a
formula do seu volume corretamente, estard articulando os quadros geomeétrico e das

grandezas. Portanto, na letra a a resposta certa seria:

Nome: paralelepipedo

Formula de volume: V= a.b.c

b) Nome:cilindro

Formula de volume: V= nr’. h
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c) Nome: cone

Formula de volume: V= 1/3.r°. h

d) Nome: esfera

Formula de volume: V= 4/3. nr’.

Porém, se 0 aluno ndo reconhece os sélidos geométricos, € porgue ele desconhece 0
quadro geomeétrico, e se ndo escreve corretamente a formula do volume para cada sélido é
porque tem dificuldades no campo das grandezas. Assim, podera acertar o nome do sdlido,
mas dar uma resposta errada para a formula de volume, como por exemplo, colocar para o

paralelepipedo, a formula de volume como sendo:

V=a+b+c

Ou para o cilindro, a formula:

V=hxr

Para o cone:

V=h.r/3
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Para a esfera:
V=%nrouV=%mr .

Pode ainda confundir a area da circunferéncia com o seu perimetro, e assim escrever
para a formula do cilindro: V= 2. r. h e para a formula do volume do cone: V=1/3. 2 . r. h.
Mostrando assim dificuldades no campo das grandezas, ao confundir formulas de grandezas

distintas (comprimento e area).
Questdo 5

5) A base de uma piramide é um quadrado de lado 5 cm. Sabendo-se que a altura da piramide
mede 6 cm, calcule o volume dessa piramide. Dada a formula do volume da pirdmide:

V= % -Sy -h. (onde: S, € aareadabase e h e aaltura)

Justifique sua resposta:
Andlise a priori:

Questdo de autoria propria para observar se 0 aluno sabe interpretar a formula de
volume para o calculo do mesmo e se o aluno identifica a unidade de medida do volume
obtido. Diferentemente da questdo anterior, em que 0 aspecto geométrico era evidente, aqui
apenas o aspecto numeérico € observado, pois, embora seja uma questao sobre volume, trata-se
essencialmente de lidar com a nocdo de variavel e de calculo numérico, com a mera aplicagédo
da formula, que esta explicitada. A auséncia da figura, leva a um enfraquecimento do papel do
quadro geométrico, embora ele ndo esteja totalmente ausente, pois o aluno precisa inferir que
o calculo da area da base quadrada da piramide se faz pelo quadrado do comprimento da base,
reconhecendo a area de um quadrado.

A natureza dos numeros € facil de se trabalhar (nUmeros naturais) e ha homogeneidade
da unidade (ha apenas o centimetro como unidade de medida de comprimento). Formulamos a
questdo mostrando a formula de volume do sélido, para observar se os alunos sabem utiliza-la

corretamente.
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Porém, para resolucdo desta questdo, fica evidente a independéncia da representacao
simbolica do s6lido geométrico, pois se trata exclusivamente da interpretacdo da férmula de
volume e do uso correto das unidades de medida.

A estratégia favorecida pelos alunos para resolucdo desta questdo € o emprego da
férmula de volume da piramide. Se o aluno consegue empregar corretamente a férmula dada,
chegara ao resultado de 50cm?®, correspondendo ao volume da piramide em questdo. Porém, se
desconhece a formula da area da base da pirdmide, podera considerar apenas o lado e a altura,

ficando desta forma: V :% -5.6=10. Podera também apenas multiplicar os valores dados, 5 e

6, sem utilizar a formula, e achar o resultado 30.

Entretanto, como estamos tratando volume como grandeza, ndo basta saber empregar a
formula do volume da piramide, tem que indicar corretamente a unidade de medida, que neste
caso é o cm®. Assim, pode haver respostas sem a unidade de medida, ou com unidade de
medida de area (cm?), ou de comprimento (cm), indicando que n&o hé passagem do quadro

numérico para o quadro das grandezas.

O aluno pode ter dificuldade em visualizar uma pirdamide, o que mostra dificuldades
em relacdo ao quadro geométrico. Desta forma, o aluno também ndo compreendera volume

como uma grandeza geomeétrica.

Questdo 6

6) Um tanque em forma de paralelepipedo tem altura de 2 m e por base um retangulo, na
posicao horizontal, de lados 8 m e 4 m. Qual o volume desse tanque?

Justifique sua resposta:

Andlise a priori:

Trata-se de uma questdo elaborada para este trabalho, sem presenca da figura, de
formula facil de ser reconhecida, apresentando uniformidade das unidades de medida e
utilizando medidas inteiras, ndo trazendo muitas dificuldades no campo numeérico, apenas
para observar se 0 aluno conhece a férmula de volume do paralelepipedo retéangulo, se sabe
empregéa-la e a unidade de medida correspondente ao volume obtido. A estratégia a ser
empregada € a férmula de volume do paralelepipedo.
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Se 0 aluno conhece a formula do volume do paralelepipedo retangulo e sabe emprega-
la corretamente, bem como indicando a unidade de medida relativa ao volume, realizard o
produto 8 m x 4 m x 2 m, chegando a resposta de 64 m*, acertando assim a quest&o. O que
mostra que o aluno compreende a passagem entre os quadros propostos por Douady e Perrin-
Glorian (1989).

Porém, caso ndo conheca a formula do volume, podera utilizar o principio aditivo, e ao

invés de multiplicar as medidas dadas, ird somar (2 + 8 + 4) , chegando ao resultado 14.

Pode haver respostas sem a unidade de medida, ou com unidade de medida de area
(m?), ou de comprimento (m), indicando que ndo h& passagem do quadro numérico para o

quadro das grandezas.

O aluno pode ter dificuldade em visualizar um paralelepipedo retangulo, o que mostra
dificuldades em relacdo ao quadro geométrico. Desta forma, o aluno também ndo

compreendera volume como uma grandeza geomeétrica.
Questdo 7

7) Os papiros mostram que 0s egipcios antigos possuiam diversos conhecimentos
matematicos. Eles sabiam que o volume da piramide equivale a um terco do volume do
prisma que a contém. A maior piramide egipcia, Quéops, construida por volta de 2560 a.C.,
tem uma altura aproximada de 140 metros e sua base € um quadrado com lados medindo
aproximadamente 230 metros. Logo, o volume da piramide de Quéops é de aproximadamente

(em milhGes de metros cubicos):

A. 200



C. 370

D. 75

E. OUTROS
Anélise a priori:

Esta questdo foi retirada do exame de vestibular, com o objetivo de observar se
0 aluno compreende a férmula de volume da pirdmide, da maneira representada
(textualmente), e o papel da representacdo da figura geométrica para resolucdo da
questdo. Alteramos algumas alternativas da questdo original, para observar os erros

quanto ao campo numeérico, citados posteriormente nesta anélise.

Trata-se de uma situacdo de medida, em que a férmula estd descrita no
enunciado, a partir de uma relacdo, mostra a representacéo do sélido inserido em outro
s6lido, o que pode levar a compreensdo melhor da relacdo dada, e na identificacdo dos
s6lidos em questdo, o que representa simbolicamente a pirdmide e o prisma. Ha
homogeneidade nas unidades de medida, porém a natureza dos nimeros pode dificultar
a resolucdo, por terem ordem de grandeza elevada. Como estratégia, o aluno dispde da
formula do volume da pirdmide ou da relacdo existente entre a formula do volume da

pirdmide com a férmula de volume do prisma, dada no enunciado.

O aluno que perceber a relacdo entre os volumes dados, e souber a férmula de
volume do prisma, calculando corretamente o produto da area da sua base quadrangular
com a altura, ird encontrar o valor de 2,5 milhdes de metros cubicos, para o volume da

pirdmide, aproximadamente, realizando o célculo algébrico:
Volume da pirdmide = 1/3 volume do prisma
V= 1/3 (Area da base quadrangular x altura)
V=1/3 (230° x 140)

V=2 468666,667 m3~ 2,5 10°m>.
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Se souber diretamente a formula de volume da pirdmide: V = 3 S, -h. (onde:

S, € a area da base e h é a altura), tambem conseguira o resultado supracitado,

respondendo assim a alternativa correta, letra b.

Ao invés de multiplicar as grandezas em jogo, o aluno pode usar o principio
aditivo, e, somando as medidas desta forma: 230+230+140, ir4 encontrar 600, em
unidades de milhdes de metros clbicos, para 0 volume do prisma e consequentemente
dividir por 3 para achar o volume da pirdmide de forma errada, neste caso o resultado

seria 200 milhdes de metros clbicos, respondendo assim a letra a.

Usando também o principio aditivo, pode encontrar os valores 370 milhGes de
metros cubicos (caso s6 considere um dos lados da base quadrangular e a altura da
piramide), somaria entdo 230+140, respondendo assim a letra c.

Porém, pode calcular o volume do prisma (V = 230° x 140) e considerar o
volume da pirdmide igual ao do prisma, como sendo 7,5 milhdes de metros cubicos,
respondendo a letra d, sem entender a relacdo dada no enunciado, apresentando assim
dificuldades no campo algébrico.

Caso considere os 600 milhdes de metros cubicos como sendo o volume da
pirdmide, responderd a letra e.

Alguns alunos poderéo ter dificuldades em compreender que a altura do prisma
e sua base sdo as mesmas da piramide, como mostra o desenho, porém isso pode ndo
ficar evidente para eles na representacdo do desenho, sendo o desenho uma
representacao que pode dificultar ao invés de auxiliar na resolucdo do problema.

Questao 8- Célculo de comprimento.

8) Imagine uma caixa de vidro inteiramente fechada e quase cheia de agua, como
mostra a figura. Observe que o nivel da agua esta a 5 cm abaixo do méximo. Agora,
vamos colocar a caixa em pé, para que fique com 40 cm de altura. Nesse caso, o nivel

da agua ficara quantos centimetros abaixo do maximo?
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25 cm

a0 cm 30 cm

A) 5cm.

B) 32cm.

C) 8cm.

D) 24000cm®.

E) Outros.

Justifique sua resposta:
Anélise a priori:

Esta questdo foi retirada do Laboratério de Educacdo Matematica de
Universidade Federal de Pernambuco, LEMAT-UFPE (2011) para observar se o0s
alunos compreendem o principio de conservacdo do volume. Consiste numa situacao de
medida, em que o aluno deve compreender que é possivel alterar medidas como
comprimento das arestas, a area de uma superficie e manter constante o volume.

N&o houve alteracdo do enunciado nem no desenho, porém na versdo original,
ndo havia alternativas. As alternativas foram acrescentadas propositalmente, para
expressar erros possiveis previstos na analise a priori.
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O aluno que perceber que o volume ocupado pelo liquido se conserva da mesma
forma que o volume que falta para preencher toda a caixa, pode chegar a resposta
correta, que seria 8cm, alternativa c. Nesse caso, 0 aluno estaria mobilizando o

principio da conservacgdo de volume e desenvolvendo os seguintes calculos algébricos:
Volume da caixa 1 (C1)= volume da caixa 2 (C2)
Comprimento C1 x largura C1 x altura C1= Comprimento C2 x largura C2 x altura C2
40x 30x20=30x25xh

Entdo, h=32cm. Logo, a medida do nivel da agua até a superficie superior da caixa sera:

40cm-32cm=8cm.

Outra forma seria considerar o volume de liquido que falta para preencher a caixa até o

maximo constante, logo:

Volume da caixa 1 a preencher (C’1)= volume da caixa 2 a preencher (C’2)
Comprimento C’1 x largura C’1 x altura C’1= Comprimento C’2 x largura C’2 x altura
c2
40x30x5=30x25xN’
h’=8cm.

Tal atividade permite a dissociacdo entre o quadro geométrico (caixa de vidro é

uma representacdo de um soélido geométrico) e o quadro das grandezas (volume).

Entre as concepcdes errdneas que poderiam ocorrer, podemos citar a falsa
relacdo entre a conservagdo do volume com a conservacdo da altura do nivel da 4gua a
superficie superior da caixa de vidro, mantendo o valor de 5cm, 0 que mostra que a
representacdo do desenho néo fica evidente para o aluno que as dimensdes se alteram ao
mudarem de posi¢do (a altura, a largura e o comprimento da caixa mudam de valor

numérico), respondendo assim a alternativa a.
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Pode considerar a letra b correta, caso ndo tenha interpretado corretamente o
enunciado da questdo, achando que a medida pedida seria a altura correspondente ao
nivel de &gua da primeira situacdo, na qual a caixa esta deitada.

Considerar como resposta certa a alternativa d, como sendo o volume da caixa

na situacdo inicial, neste caso desenvolveria o calculo algébrico seguinte:

V= 40cm x 30cm x 20cm = 24 000cm?®. O que ndo estaria errado se a questio
estivesse pedindo para calcular o volume, onde estaria articulando o quadro numérico

com o das grandezas.

Tais respostas indicariam que os alunos ndao mobilizam o principio de
conservagao de volume, ndo dissociam a grandeza volume da grandeza comprimento e
ndo sabem identificar unidades basicas de medida de volume, que seriam capacidades
do aluno adquiridas no ensino medio, de acordo com os PCN+(BRASIL, 2002).

Questdo 9
9) Sabendo que 1L corresponde a 1 dm?, transforme:
a) 2m? em litros;
b) 10 dl em dm?;
¢) 0,001 dm® em ml;
d) 1 cm® em ml;
e) 0,01 dl em cm?.
Justifique sua resposta:
Andlise a priori:

Questdo elaborada para este trabalho para observar se o aluno sabe transformar e/ou

converter as unidades de medida de volume e capacidade.
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Na letra a, a resposta correta é 2000 litros, o aluno devera converter primeiro o m* em
dm?® , que dara 2 000 dm?® , e assim usar a relagdo dita no enunciado, converter 2 000 dm® , em
litros, como 1 litro corresponde a 1 dm® como dito no enunciado, ou seja, 2 000 dm?®
corresponde a 2 000 litros. Na letra b, a resposta correta é 1 dm®; ou seja, para converter 10 dl
em dm?® temos que primeiramente converter 10 dl em litros, que d& 1 litro. Assim,
observando a relacdo, 1 litro corresponde a 1 dm®. Na letra c, iremos converter 0,001 dm® em
ml; primeiro convertemos 0,001 dm® em litros, vai dar 0,001 litros, pela relacdo. Agora
convertemos 0,001 litros em ml, que dara 1ml como resposta. Na letra d, a conversao sera de
1 cm® em ml. Converteremos 1 cm® em dm?, dara 0,001 dm? , agora converteremos 0,001 dm?®
em litros, dard 0,001 litros, e entdo 0,001 litros em ml, dara 1ml. Assim a resposta sera 1ml.
Logo observamos outra relacdo que surgiu desta conversdo de unidades, 1 cm® corresponde a
1 ml; que pode ser utilizada em algumas respostas, diretamente, sem realizacdo dos calculos
acima. Na letra e, a resposta certa é 1cm?®. Para converter 0,01 dl em cm?®, primeiramente
temos que converter 0,01 dl em litros, dara 0,001 litros. Agora, usando a relacdo, teremos que
0,001 litros corresponde a 0,001dm®. E assim convertendo 0,001dm? em cm?®, dara 1 cm®.

Nesta questdo, se 0 aluno ndo compreende a mudanca de unidades e suas conversoes,
ndo conseguird responder corretamente, trocando assim o metro por litro, fazendo
transformacdes utilizando poténcias de base 10, de base 10% a0 invés de 10°, quando trata-se

da grandeza volume.

Outra dificuldade que podera surgir no desenvolvimento da questdo, € a respeito de

opera¢Bes com nUmeros racionais.
Questéo 10

10) Considere um reservatério, em forma de paralelepipedo retdngulo, cujas medidas sdo 8 m
de comprimento, 5 m de largura e 120 cm de profundidade. Com base nessas informacoes, é
CORRETO afirmar que, para se encher completamente esse reservatorio, serdo necessarios:

A) 48000 litros.

B) 48 litros.
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C) 133 m?®.
D) 14,2 m*.
E) OUTROS.
Justifique sua resposta:

Andlise a priori:

Esta questdo € uma adaptacdo da questdo retirada de um exame de vestibular da
Universidade Federal de Minas Gerais, UFMG, no ano de 2008. No enunciado original, havia
uma relacdo entre tempo e volume, a qual foi eliminada, pois fugia dos nossos objetivos. As
alternativas foram alteradas e foi acrescentada a possibilidade “outros”, para observar outras
estratégias errdneas de célculo ou de transformacdo de unidades mobilizadas pelos alunos.
Porém, selecionamos pare este estudo tal questdo com o intuito de observar se o aluno
compreende volume como grandeza e sua relacdo com a unidade de medida, ja que ndo havia
homogeneidade das unidades de medida.

Trata-se de uma questdo em que a formula é a estratégia a ser empregada, entretanto
ndo esta explicitada no enunciado, ndo ha representacdo simbdlica da formula nem do sélido
paralelepipedo e ha heterogeneidade das unidades de medida de comprimento. Esses fatores
fazem com que o nivel de dificuldade dessa questdo seja mais elevado que o das questdes
anteriores de medida.

Para resolucdo desta questdo, o aluno deve conhecer a férmula de volume de um
paralelepipedo retangulo, saber emprega-la, apds realizar a transformacdo das unidades de
medida. Portanto, o aluno passa do quadro numérico para o quadro das grandezas, proposto
por Lima e Bellemain (2002), de acordo com Douady e Perrin-Glorian (1989).

Assim, os alunos podem desenvolver o calculo numérico e analise dimensional:
V = 8m x 5m x 1,2m = 48m° = 48 000dm® = 48 000 litros.
Assim a alternativa certa é a letra a.

O aluno pode acertar o célculo numérico, pois conhece a formula de volume do

paralelepipedo retangulo, mas ndo compreendendo a conversdo de unidades de medida de
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volume, podera considerar correta a alternativa b, ndo articulando os quadros numérico com o

das grandezas. Fato este que reflete um entrave relativo a capacidade do aluno de :

.. -identificar, transformar e traduzir adequadamente valores e unidades basicas
apresentados sob diferentes formas como litros em metros clbicos, dentre outros
exemplos...”, citado como uma das competéncias adquiridas pelo aluno no ensino
médio para a grandeza volume, de acordo com os PCN+ (BRASIL, 2002, p. 114).

Pode utilizar erroneamente o principio aditivo para o célculo do volume, e responder
as alternativas ¢, caso some todas as medidas dadas sem realizar a conversdo, ou seja,
8+5+120.

Ou ainda utilizando o principio aditivo, pode somar as medidas apds converter 120 cm
para 1,2m, desta forma: 8+5+1,2, respondendo a letra d.

Outros valores errados podem ser encontrados, caso 0 aluno ndo consiga converter

corretamente a unidade de comprimento e assim responda como alternativa a letra e.

Outra dificuldade em que pode levar o aluno a ndo encontrar uma resposta correta € a

auséncia de desenho representando o paralelepipedo retangulo e suas dimensdes.

PARTE 4-Situacdes de Producéo

Nas situacbes de producdo ha a passagem do quadro geométrico para o quadro das
grandezas, e deste para 0 geométrico, pois 0 aluno apds conhecer a classe de equivaléncia
para a grandeza volume do objeto dado, podera construir um novo objeto, retornando assim
ao quadro geométrico. Nessa passagem, o quadro numérico também pode intervir, sobretudo,
em situacGes em que se pedem sélidos com volume menor ou maior que um volume dado.

As estratégias para a producdao de um solido a partir de seu volume podem ser por
composi¢do, decomposicao-recomposicao e utilizando o Principio de Cavalieri.
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Questéo 11

11) O empilhamento abaixo foi construido a partir de cilindros de 2cm?®, 4cm® e 8cm?®
respectivamente. Construa sélidos com 1/3 do volume deste empilhamento. Saiba que os

cilindros tém a mesma altura mas apresentam variacao de raios.

Andlise a priori:

Esta questdo foi retirada do trabalho de Anwandter-Cuellar (2008), pois trata-se de
uma situacdo de producdo que permite observar se 0 aluno mobiliza a ideia de independéncia

do volume em relagdo ao objeto.

Nesta questdo, para o aluno alcancar o seu objetivo, deve construir sélidos
diferentemente do sélido exposto, com 1/3 do volume. Devera usar como estratégia a medida

a partir da contagem dos volumes dos cilindros.
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O aluno observa que ha, de acordo com o desenho, 7 cilindros de 8 cm®, 5 cilindros de

4 cm® e 4 cilindros de 2 cm?, totalizando 84 cm® de volume. Pode observar também que existe

equivaléncia entre os cilindros, ou seja:

de:

1 cilindro de 8 cm?® corresponde a 4 cilindros de 2 cm?.
2 cilindros de 4 cm?® correspondem a 4 cilindros de 2 cm®.
Entdo, dividindo por 3 o volume da figura, teremos 28 cm®.

Portanto, para a construgdo do sélido pedido, de volume igual a 28 cm®, necessitamos

2 cilindros de 8 cm?, 1 cilindro de 4 cm?® e 4 cilindros de 2 cm?.

Mas também podemos utilizar outros cilindros com volumes equivalentes para a

construcao do sélido. As combinacGes possiveis serao:

-3 cilindros de 8 cm® e 1 cilindro de 4 cm?;

-ou 3 cilindros de 8 cm® e 2 cilindros de 2 cm?®;

-ou 2 cilindros de 8 cm?®, 2 cilindros de 4 cm® e 2 cilindros de 2 cm?®;
-ou 2 cilindros de 8 cm® e 3 cilindros de 4 cm® ;

-ou 1 cilindro de 8 cm?®, 4 cilindros de 4 cm® e 2 cilindros de 2 cm?;
-ou 1 cilindro de 8 cm® e 3 cilindros de 4 cm® e 4 cilindros de 2 cm®;
-ou 1 cilindro de 8 cm® e 5 cilindros de 4 cm?®;

-ou 5 cilindros de 4 cm® e 4 cilindros de 2 cm®.

Nesta questdo o aluno pode utilizar outro instrumento de medida que s&o os cilindros,

para sua resolucdo e pode também construir outros sdlidos diferentes dos cilindros dados,

porém com seu volume correspondendo a terca parte do volume do sélido desenhado, o que

mostra a independéncia do volume com a forma do sdlido, considerando o volume como uma
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grandeza auténoma, o que concorda com algumas das competéncias almejadas nos PCN+

para 0 ensino médio:

...-reconhecer a existéncia de invariantes ou identidades que imp6em as condi¢des a
serem utilizadas para analisar e resolver situagdes-problema; por exemplo,
estabelecer identidades ou relagdes como aquelas existentes entre 0s volumes de um
cilindro e de um cone que tenham a mesma base e a mesma altura;

...-identificar e fazer uso de diferentes formas e instrumentos apropriados para
efetuar medidas ou calculos; por exemplo, discriminar o melhor instrumento para
medir, comparar ou calcular volumes ocupados por liquidos, em dada situacdo
especifica.

...-escolher melhor unidade para representar uma grandeza (BRASIL, 2002, p. 116).

No trabalho de Anwandter-Cuellar (2008), foi observado que a maioria do total de 89
alunos, 72%, calcularam o volume total e dividiram por 3, 17% nédo construiram o sélido,
28% construiram cilindros e outros 28% construiram paralelepipedos retangulos. Diante
desses resultados, a autora pode concluir que as concepgdes presentes nesta questdo foram a
de volume numero, volume medida e volume grandeza, mostrando predominar o aspecto

numérico na resolucdo da questéo.

Alguns erros podem ser previstos para esta questdo. Um primeiro € a contagem
incorreta do volume do sdlido a ser construido; o segundo € construir 3 s6lidos com a mesma
quantidade de cilindros de mesmo volume presentes na questao, e considerar o volume final
do solido construido como sendo apenas a soma dos volumes dos cilindros que participaram
da construcdo de cada sélido, desconsiderando os cilindros que restaram da distribuicdo, ou
seja, como ha 7 cilindros de 8 cm® , 5 cilindros de 4 cm® e 4 cilindros de 2 cm® , para a
construgdo de cada um dos 3 sélidos idénticos, utilizaremos: 2 cilindros de 8 cm®, 1 cilindro
de 4 cm® e 1 cilindro de 2 cm?; restando assim:

1 cilindro de 8 cm?, 2 cilindros de 4 cm® e 1 cilindro de 2 cm®.

Como o aluno ndo compreende a independéncia da grandeza volume com a figura
geométrica, ndao saberda o que fazer com os cilindros restantes e podera ignora-los,

respondendo como sélido resultante o sélido acima formado, ou seja, o sélido contendo 2
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cilindros de 8 cm?®, 1 cilindro de 4 cm?® e 1 cilindro de 2 cm®. Esta forma de lidar com a

divisdo de nimeros naturais refere-se a discretizagdo da grandeza.
Questéo 12

Esta questdo foi retirada do trabalho de Anwandter-Cuellar (2008), e sé foi alterada
devido a traducdo, para trocar o personagem de Luc para Jodo.

12) Jodo possui 36 cubinhos de 1cm de aresta. Ele quer organizé-los de modo a formar um

paralelepipedo retangulo.

a)Indique quantos paralelepipedos retangulos diferentes Jodo podera formar com os 36
cubinhos.

b)Jodo acha que todos os paralelepipedos retangulos formados possuem o mesmo

volume. O que vocé acha?

c)Jodo acha que todos os paralelepipedos retangulos formados tém a mesma area pois

possuem a mesma quantidade de cubinhos. VVocé concorda com ele?
Andlise a priori:

Esta questdo também foi retirada do trabalho de Anwandter-Cuellar (2008), pois
apresenta como objetivos a que buscamos: na letra a, observar se o0 aluno compreende a
invariancia do volume por decomposicdo e recomposicdo; na letra b, observar se o aluno
compreende a invariancia do volume por isometria; e na letra c, observar se o aluno

compreende area e volume como grandezas distintas.

Para resolver o nimero de paralelepipedos retangulos que Jodo podera formar com 36
cubinhos, poderemos utilizar o método de tentativa-e-erro, ou decompor o ndmero 36,
levando em consideracdo o teorema-em-acdo “o volume é o nimero de cubinhos necessarios
para preencher o solido”, conforme o trabalho de Anwandter-Cuellar (2008). Assim
poderemos formar 8 paralelepipedos retangulos, ao decompor o nimero 36 no produto de 3
numeros naturais. Considerando a medida de volume do paralelepipedo retangulo igual a 36 e
sua unidade de medida sendo o cubinho de 1cm de aresta, cada paralelepipedo retangulo
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formado podera possuir em suas 3 dimensdes (comprimento x largura x altura), a quantidade

descrita abaixo:

Um paralelepipedo retdngulo contendo (36 x 1 x 1) de dimens6es, outro contendo (6 x
6 x 1) de dimensdes, outro com (6 x 2 x 3) de dimensdes, outro com (18 x 2 x 1) de
dimensdes, outro com (9 x 2 x 2) de dimensdes, outro com (9 x 4 x 1) de dimensdes, outro

com (12 x 3 x 1) de dimensdes e outro com (3 x 3 x 4) de dimensdes.

Porém o aluno pode considerar diferentes posicbes de um mesmo paralelepipedo
retangulo, formando sélidos de mesmo volume, porém com dimensdes trocadas, ou seja, um
s6lido de medidas (6 x 2 x 3) de dimensdes e outro de medidas (2 x 6 x 3) como sendo
diferentes. Desta forma pode errar na quantidade de paralelepipedo retangulo formados,

dando um valor acima do esperado.

No trabalho de Anwandter-Cuellar (2008), pdde observar que houve predominio do
aspecto geométrico para resolucdo da questdo, em que a maioria desenhou os paralelepipedos
por tentativa-e-erro, e pela decomposicao multiplicativa do nimero 36, porém houve também
respostas relacionadas ao aspecto unicamente numérico, em que o paralelepipedo era definido
pelas medidas de suas dimens@es, porém ndo houve relacdo entre 0s aspectos geométrico e

nuMErico.

Na letra b, a resposta correta é que os paralelepipedos terdo 0 mesmo volume, assim, o
aluno mobiliza o teorema-em-acao correto do ponto de vista matematico: “Sélidos compostos
por outros s6lidos, organizados diferentemente tém mesmo volume”, buscando justificativas
do tipo: so6lidos formados pela mesma quantidade de cubos de mesma dimensdes, possuem o
mesmo volume.” Como a decomposicdo e recomposicdo conserva 0 volume, considera
correto o0 pensamento de Jodo de que todos os paralelepipedos retangulos possuem 0 mesmo
volume. Pode utilizar como estratégia o calculo de volume por contagem de cubinhos ou pela

formula.

Porém, se ndo respondeu corretamente a letra a, desenhando paralelepipedos contendo
quantidades de cubinhos, no total, diferentes, logo, ndo considera 0 mesmo volume para 0s
paralelepipedos, pois teriam os paralelepipedos volume diferentes, por conter quantidades de
cubinhos diferentes. Assim, erra a questdo, ndo concordando com o pensamento de Jodo. Ou,

também erra a questdo se considerar o volume dependente da forma e da posicdo dos
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paralelepipedos construidos no espaco, por exemplo, o de maior altura, teria maior volume, o
que mostra a dificuldade em compreender a independéncia de volume com a forma e a

posigdo do soélido no espago.

Anwandter-Cuellar (2008) verificou que 38,71% dos alunos estudados, justificaram
que os paralelepipedos possuiam o mesmo volume pois eram formados por cubos de volumes
iguais. Observou em 29,03% das respostas o uso de férmulas para justificar a resposta correta
e alguns apresentaram dificuldades em comparar os sélidos devido a sua posicdo espacial.

Na letra ¢, como resposta correta, 0 aluno deve considerar que a area se altera, ao
mudar as dimensGes do paralelepipedo; como estratégia, pode calcular a éarea total dos
paralelepipedos construidos somando as areas de cada face ou pela multiplicagdo de suas

dimensades.

Porém, o aluno pode desenvolver o teorema-em-a¢do:“sélidos de mesmo volume tém
a mesma area”. Ao considerar este teorema como valido estara errando a questdo, pois a area

podera variar de acordo com o paralelepipedo retangulo formado.

Quanto a letra ¢, Anwandter-Cuellar (2008) observou que a maioria justificou através
do célculo de éarea, a partir da multiplicacdo das dimensfes encontradas na decomposi¢do do

ndmero 36.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Para analise dos resultados, levamos em consideracao a classificacdo em quadros dada
ao conceito de area por Douady e Perrin-Glorian (1989) e por ter como aporte teérico a Teoria
dos Campos Conceituais, a analise serd distribuida em partes referentes a triade dada por
Vergnaud (1990) na admisséo do conceito.

1- Anaélise das estratégias;
2- Concepgdes de volume e volume como grandeza;
3- Como os alunos lidam com as situagdes que ddo sentido a volume;
4- Invariantes operatorios mobilizados pelos alunos;
5- Representagdes simbolicas em jogo.
Para facilitar a compreensdo da analise dos dados, inicialmente faremos uma analise

geral para termos uma visao global dos resultados por questéo dada.

4.1 UMA VISAO GERAL DOS RESULTADOS

O resultado obtido, por situacdo de volume, com 51 alunos do ensino médio, sendo 18
alunos de uma escola da rede particular de ensino, 17 alunos de uma escola federal e 16
alunos de uma escola estadual de referéncia é explicitado nas tabelas a seguir. Foram
considerados acertos plenos, os acertos propriamente ditos, ou seja, respostas referentes ao
que realmente eram consideradas certas como respostas e com justificativas adequadas. As
“outras respostas” referem-se as respostas certas sem justificativas ou com justificativas
erradas ou inadequadas, além de respostas erradas. Quanto ao item “ndo respondeu”
corresponde as questdes deixadas “em branco” pelos alunos, ou seja, sem resposta.

A quarta questdo apresentava quatro letras, com um solido representado por uma
figura em cada letra e era necessério o aluno reconhecer a figura, colocando o nome do sélido
que a figura representa e além disso escrever a formula de volume e identificar na figura, os
elementos (comprimentos) necessarios para o célculo de volume. Caracterizamos cada item

desses com as letras F correspondendo a formula de volume, N correspondendo ao nome do
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s6lido e C correspondendo aos elementos. Desta forma, por exemplo, a questdo denominada
por Q4aF, significa que corresponde a formula de volume do sélido representado na letra a.

TABELA 1- Viséo geral dos resultados

QUESTAO ACERTOS PLENOS OUTRAS NAO RESPONDEU
RESPOSTAS
Q1 7,84 82,36 9,80
Q2 66,67 29,41 3,92
Q3 39,53 53,49 6,98
Q4aF 66,67 9,80 23,53
Q4bF 47,06 23,53 29,41
Q4cF 43,14 15,69
Q4dF 39,22 25,49
Q4aN 64,71 27,45 7,84
Q4bN 90,20 1,96 7,84
Q4cN 90,20 9,80
Q4dN 84,31 3,92 11,76
Q4aC 49,02 13,73 37,25
Q4bC 43,14 13,73 43,14
Q4cC 35,29 15,69 49,02
Q4dC 19,61 21,57 58,82
Q5 58,83 35,29 5,88
Q6 64,71 23,53 11,76
Q7 49,02 41,18 9,80
Q8 39,22 49,02 11,76
Q9a 47,06 23,53 29,41
Qob 31,37 25,49 43,14
Q9c 49,02 7,84 43,14
Qod 45,10 17,64 37,25
Qe 33,33 21,57 45,10
Q10 53,49 46,51 0,00
Q11 29,41 49,02 21,57
Q12a 6,97 55,78 37,25
Q12b 50,98 33,33 15,69
Q12¢c 27,45 56,86 13.72

LECGENDA DE PERCENTUAL DE RESPOSTAS DO TESTE DE SONDAGEM

[ ACIMA DE 75%
B Entre 50% e 75%
B Entre 30% e 50%

B Abaixo de 30%
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Os percentuais de acertos plenos dos 29 itens do teste de sondagem se distribuem da

seguinte maneira:

Faixa Quantidade de itens/questdes Percentual
Inferior a 30% 5 17,24%
Entre 30% e 50% 14 48,27%
Entre 50% e 75% 7 24,14%
Superior a 75% 3 10,35%
Total 29 100%

Quadro 2 - Percentual de acertos plenos

Aproximadamente 17 % dos itens s6 sdo respondidos corretamente por menos de
30% dos alunos, bem como aproximadamente 10% tem indice de acerto pleno de mais de
75%, por volta de 70% dos itens tem acertos entre 30% e 75%. Isso significa que a maioria
dos alunos conseguiu resolver a metade do teste de sondagem- ja que mais de metade dos
itens do teste tém indice de acerto na faixa dos 50%. A partir desses resultados, podemos
realizar a analise dos dados em grupos.

O primeiro grupo corresponde as questdes que obtiveram maiores percentuais de
acerto pleno e baixo indice de auséncia de respostas, que foram quanto ao reconhecimento da
figura do cone (Q4cN), do cilindro (Q4bN) e da esfera (Q4dN), com indices de acerto
superiores a 80% e auséncia de resposta inferior a 12%, mostrando compreensdo do quadro
geométrico em relacdo a esses sélidos; seguido das questbes que obtiveram percentuais de
acertos entre 50% e 75%, questdes que com apenas o uso da férmula de volume se encontrava
0 resultado (Q2, Q4aN, Q5, Q6, Q10), e a Q12b, que depende da compreensdo da
conservacao de volume ao alterar a forma do sélido construido na questdo de producdo. Estas
questdes, menos de 16% dos alunos deixaram em branco, com exce¢do da questdo 10, que

nenhum aluno deixou sem resposta.

Dentre as questdes que obtiveram percentuais de acerto entre 50% e 75%, estd uma
questdo de comparacdo (Q2), que para se comparar os sélidos dados, o aluno pode dispor da
formula para chegar a resposta desejada, contar cubinhos um a um, entre outras maneiras.

Assim, sugere que talvez o elevado indice de acertos tenha sido devido as vérias formas de
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estratégias utilizadas pelos alunos para chegar aos resultados. Discutiremos posteriormente as
estratégias utilizadas.

Um segundo grupo de questbes pode ser destacado: aquelas que tiveram um indice
razoadvel de respostas (entre 50% e 75%), mas também um indice relativamente alto de
auséncia de resposta (mais de 20%). Neste grupo esta a questdo Q4aF, que em relacdo as
outras alternativas, que tratavam da formula de volume de outros sélidos, foi a que obteve
melhores resultados. A Q4aF corresponde a formula do volume do paralelepipedo. Tais
resultados podem dar indicios de que os alunos compreendem mais a formula de volume do
paralelepipedo em relacdo aos outros sélidos abordados.

O terceiro grupo é o das questdes com baixo indice de resposta plenamente correta,
mas também baixo indice de auséncia de resposta: ou seja, a ampla maioria dos alunos pelo
menos tenta responder as questdes, mas, menos da metade dos sujeitos d& uma resposta
plenamente correta. Nesse grupo estdo as questdes Q1, Q3, Q7, Q8 e Q12c, cujos acertos
plenos estdo entre 30% e 50%, com excecdo das Q1 e Q12c, que obtiveram indices de acertos
plenos ainda mais baixos (7,84% e 29,41%, respectivamente), e os indices de auséncia de
resposta sdo inferiores a 16%.

Na Q1, em alguns protocolos considerados “outras respostas”, identificamos a
dependéncia de volume com a forma do objeto, justificando ser a forma do objeto responsavel
pela conservacdo do volume dos objetos formados, observe algumas justificativas dadas:
“Porque eles possuem formas semelhantes”, “Pois a pizza também tem a forma de uma esfera,
sendo assim, ambos terdo 0 mesmo volume”, relacionando volume com o tamanho do objeto:
“pois 0s dois objetos ttm o0s mesmos tamanhos, ou seja, sdo iguais, s6 que em formas
diferentes”, 0 que mostra que o principio de conserva¢do de volume em relacdo a conservacao
da densidade e da massa do objeto ainda ndo esta bem esclarecido para o aluno, observado no
estudo de Barros (2002) e Oliveira (2002). Obtivemos como justificativas considerando ser a
esfera volume maior que a pizza, levando em consideracdo a forma do objeto: “a pizza é uma
figura plana, ndo tem volume”, “pois para fazer a pizza a massa foi dobrada em trés partes”,
“a esfera é uma forma tridimensional, a pizza ndo”. Trata-se de um entrave ligado a lidar com
0 objeto ideal ou com o real. Como a “altura” da pizza, em relacdo as suas demais dimensdes
poderia ser considerada desprezivel, o aluno considera que “transformou” um sélido em uma

figura bidimensional. Alguns protocolos buscaram a justificativa utilizando erroneamente a
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formula de volume da esfera e da pizza, confundindo o volume da pizza com a area da
circunferéncia: “Porque a formula do circulo da pizza é nr? ¢ a da esfera nr’ . Para justificar
que a esfera tem volume menor que a pizza, os alunos consideraram ser o tamanho do objeto
responsavel pela alteracdo no volume, como nas justificativas: “Pois a pizza € maior que a
esfera”, ou, “A esfera possui sua massa mais concentrada, possuindo menor tamanho que a

pizza. Pelo volume depender do raio,e a esfera possuir menor tamanho, tera menor volume.”

O alto percentual de erros na questdao Q3, aponta para lacunas existentes quanto a
compreensdo da concepcdo de volume a respeito da sua trilinearidade quanto ao comprimento
das arestas do sélido, também compreendida como a tridimensionalidade do volume
observada nos trabalhos de Barros (2002) e Anwandter-Cuellar (2008), além da constatacdo
da dificuldade da passagem de uma concepcdo aditiva da grandeza volume (como na
contagem de cubinhos para calcular o volume) para a concepg¢do multiplicativa, observada por
Vergnaud (1990). Como ja foi dito, a passagem do campo aditivo para o campo multiplicativo
é necessaria para a compreensdo de volume como grandeza, por fazer parte do campo das
estruturas multiplicativas, segundo Vergnaud (1990).

Nesta questdo, Q3, dos alunos que erraram, onze alunos ainda adotam a concepcao
linear de volume, desenvolvendo o teorema-em-acao erréneo de que “o volume de um sélido
se altera na mesma proporgdo que seus comprimentos”, ou seja, se a aresta aumentar de 20%,
entdo o volume também aumenta de 20%, respondendo a alternativa a. Houve respostas ¢, em
que, ao invés de elevar a terceira poténcia, desenvolveram o principio aditivo, somando o
aumento das trés arestas para encontrar o aumento do volume. Também houve erro no célculo
numerico respondendo a alternativa b, elevando de maneira incorreta 0 aumento da aresta, que
ao invés de ser (1,2 a)°, eleva (0,2 a), achando o valor de 0,008 a®, que corresponde a 0,8%,
fato este observado em quatro protocolos.

Dos 17 alunos que acertaram, 10 elevaram a terceira poténcia e 7 consideraram um
valor para cada aresta, desenham o sélido e aumentaram 20% calculando assim o volume,
mostrando a importancia da representacdo geométrica do sélido para auxiliar na resolucdo da

questdo. Ver figura 6.
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Figura 6- Extrato do protocolo do aluno ERI- Atividade Q3.
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As questdes Q7 e Q8 obtiveram indice de acertos inferiores (49,02% e 39,22%,

respectivamente) em relagdo as outras situacdes de medida, em que apenas com a férmula se

obtinha o resultado, além de ter indice de respostas inadequadas elevado (acima de 30%).

Apesar de conter a representacdo do sélido, o resultado mostra que tais questdes ndo soO

exigiam o conhecimento do campo numérico, mas envolviam outros aspectos que podem estar

ligados e que dificultaram a resolucéo das questdes.

Quanto a letra ¢, da questdo 12, a maioria que acertou a questdo, desenvolveu o

teorema-em-acdo: “se 0s cubos estdo organizados de forma diferente, logo terdo areas das

faces diferentes”, de acordo com o trabalho de Anwandter-Cuellar (2008), observando assim

que tais alunos compreendem &rea e volume como grandezas distintas. Observe o exemplo

abaixo.

chlodo acha que todos os paralelepipedos retingulos t8m a mesma drca pois

possuem @ mesma quantidade de cubimhos. Voo concords com ele?
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Figura 7- Extrato do protocolo do aluno ARFR- Atividade Q12c.
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No ultimo grupo estdo as questdes cujo indice de acerto pleno € inferior a 50% e o

indice de auséncia de resposta é superior a 20%. Nesse grupo destacam-se as questfes de
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situacdo de producdo (Q11 e Q12a) e no reconhecimento das dimensdes da esfera (Q4dC),
cujos indices de acerto sdo inferiores a 30% e os indices de auséncia de resposta sdo
superiores a 35% (menos de 1/3 dos alunos responde corretamente e mais de 1/3 sequer
fornece alguma resposta). Ainda nesse grupo estdo as questdes Q4bF, Q4cF, Q4dF, Q4aC,
Q4bC, Q4cC, Q9, Q9b, Q9c, Q9 e Q9 cujos indices de acerto pleno estdo entre 30% e
50% e nas quais mais de 29% dos alunos deixaram em branco. Dados referentes a quarta
questdo apontam dificuldades na compreensdo do quadro geométrico, por ndo reconhecerem
as dimensBes necessarias para o calculo de volume e dificuldades no quadro das grandezas,
por desconhecerem a férmula de volume dos sélidos dados e quanto aos dados
correspondentes as letras b, d e e da nona questdo, ddo indicios de que os alunos ndo
compreendem a conversdo de unidades de medida de volume.

Podemos observar, também, que as questbes de producdo, Q11 e Q12a, obtiveram
indices elevados de erros (49,02% e 55,78%, respectivamente) além do indice elevado de ndo
respostas (21,57% e 37,25%, respectivamente), o que mostra a dificuldade de compreensao
diante deste tipo de situacdo em se tratando de volume.

Dos erros presentes na questdo 11, houve alunos que desenharam outro sélido
(paralelepipedos), mas com o mesmo volume do sélido dado, ou seja, com 84 cm®, o que
mostra a ndo compreensao do enunciado da questdo, mas que da indicios de que os alunos
compreendem volume como grandeza, de que sabem realizar a passagem entre 0s quadros
numérico, geométrico e das grandezas e compreendem volume como sendo independe da
forma do s6lido. Dois alunos ndo desenharam corretamente e cinco alunos ndo desenharam,
embora tenham calculado o volume do sélido pedido corretamente e mostraram a unidade de
medida de volume corretamente. Um calculou errado e também n&do desenhou.

Dois que erraram o célculo de volume na Q11, conseguiram produzir um sélido
correspondente ao terco do volume calculado erroneamente, o que leva a crer que estes alunos
compreendem volume como grandeza, pois 0s mesmos, apesar de terem calculado
erroneamente o volume do sdlido inicial, calcularam de maneira correta o volume do sélido
pedido, representaram corretamente a unidade de medida de volume e representaram
corretamente o solido correspondente ao volume calculado. Nota-se ainda em um dos
protocolos, que o sélido produzido foi diferente do sélido dado na questdo, mostrando que o

aluno reconhece a independéncia do volume com a forma do sélido. Ver exemplo a seguir:
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O empilhamento sbaixo foi construido a partir de cilindros de Zem®, dem® e
8cm® respectivamente, Construa um solido com 1/3 do volume deste
empilhamento.

P
f i
i {ix
2 -';:71-_ Il it
-y /// ¥y o &
L=
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Figura 8- Extrato do protocolo do aluno RBM- Atividade Q11.

A décima segunda questao, letra a, foi a que mais obteve erros desse grupo, 55,78%, o
que mostra a dificuldade dos alunos em compreender a invaridncia do volume por
decomposicdo e recomposicdo, ou seja, de ser capaz de produzir s6lidos de mesmo volume
com a mesma quantidade de cubinhos. Porém, alguns tentaram construir realizando a
decomposicdo do numero 36, segundo a analise a priori, mas erraram no ndmero de
combinagdes. Ver figura abaixo.

Jodo possui 36 cubinhos de lem de aresta. Ele quer oi ganiza-los de modo a

formar um paralelepipedo reténgulo.
pao eIy e

a)Indique quantos paralelepipedos retdngulos diferentes JH&0 podeﬂ_?'\ fé)zmar c_?m’ o
T ey <zxA { Respostor
0s 36 cubinhos. el i = Ai ontes

Justifique suaresposta: 34 12 au 3x 3
Zouslg = s iom G b G RS
1 « 26 = 3€ Lg p&f&ie}epi’ped@‘) )

5wt T 6 i . wie=
: retangulos dferenies
& w5 530 e e
T R S e e IR e e e

Figura 9- Extrato do protocolo do aluno CAM- Atividade Q12a.

Quanto a questdo Q4dC, foi a que mais obteve auséncia de resposta, 58,82%. Como
trata-se de uma situacdo de medida, mas que exige do aluno a identificacdo na figura dos
elementos necessarios para calcular o volume do sélido, que no caso é uma esfera, tal

resultado d& indicios de que os alunos tém dificuldades no campo geométrico.
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O baixo indice de acertos das letras b e e da nona questdo pode indicar que os alunos
tém dificuldades em trabalhar com nUmeros decimais e em realizar duas transformacdes
seguidas, além de utilizar a correspondéncia dada no enunciado; ja na letra b, os alunos
mostraram desconhecer a correspondéncia de decilitro para litro.

Podemos observar no exemplo a seguir, que o aluno mobiliza corretamente o
conceito-em-acdo da relacdo existente entre as unidades de volume e de capacidade
(representou a relacdo de correspondéncia entre 1 m® e 1000 L e entre 1 L e 1 dm®), porém
ndo consegue transformar o litro em seus submultiplos, ao verificar que tal aluno desenvolveu
arelacdo 1dL = 1.10L = 10 L. Ver exemplo a seguir:

Sabendo que 1 litro corresponde a | dm’, transforme:

3

a2 2w cm hitros;

b) 10 dl em dm™;

Figura 10- Extrato do protocolo do aluno AKRS- Atividade Q9.

4.2 AS ESTRATEGIAS QUE CONDUZIRAM A RESPOSTAS CERTAS

Abordamos neste subcapitulo as estratégias utilizadas pelos alunos que responderam
corretamente as questdes, para observar quais sdo mais mobilizadas pelos alunos que levam o
aluno a compreensao de volume nas diversas situacoes.

Dos 51 alunos, apenas 7,84% dos alunos acertaram a primeira questdo com
justificativa adequada. Dos que acertaram, 75% utilizaram como estratégia a formula de
densidade e 25% utilizaram a comparacdo de massas, no teste de sondagem. Durante a
entrevista, pudemos observar a estratégia visual-perceptiva, pois estavam a sua disposicdo
dois pedacos iguais de massa de modelar e um recipiente plastico transparente com agua no
seu interior; porém, ndo foi utilizada a estratégia de imersdo. Os alunos, ao serem
entrevistados, utilizaram a férmula da densidade, relacionando massa e volume, para justificar

suas respostas. Ver trecho de entrevista:
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Aluno ERSO -Esse aqui eu usei meio que o conceito de quimica, que densidade néo é
massa sobre volume?!..., ele diz que ia usar a mesma massa, entdo € a mesma densidade,
como ia ser a mesma quantidade de massa, entdo, o volume tinha que ser o mesmo. Eu botei

assim.

Tal estratégia relaciona conceitos de grandezas distintas: massa, densidade e volume,
como foram também referenciados no trabalho de Oliveira (2002). A sua compreensdo da

indicios de que o sujeito compreende volume como grandeza.

Na segunda questdo, dos 66,67% que acertaram, a estratégia mais utilizada pelos
alunos foi a decomposigdo-recomposicdo, em que os alunos utilizaram a decomposicdo e
recomposicdo do solido para ajudar na visualizacédo e calculo do volume, seguida da estratégia

de contagem de cubinhos por unidade. Ver tabela a seguir:

TABELA 2: Tipos de estratégias utilizadas pelos alunos na segunda questao

Estratégia Alunos %
cubinhos um aum 18 52,94
cubinhos por decomposicao 20 58,82
mentalmente 2 5,88
cubinhos por composicao subtraindo 3 8,82
uma unidade
Formula de volume 7 20,59

Observe que os alunos que acertaram, utilizaram mais de uma estratégia para calcular
0 volume dos sdlidos presentes. Vejamos o0 protocolo abaixo, e observe as estratégias

utilizadas pelo aluno para calcular o volume de cada solido.



Os s6lidos abaixo, sdo compostos por cubinhos de lem d= aresta, sabendo que
na parte escondida do desenho, ndo ha cubinhos faltando nem sobrando.

Compare o volume dos solidos abaixo e responda a alternativa correta:

1z = ) @

; SOLIDO B
SOLIDO A
SOLIDC C
a) V,=V=V,
Ve > Va >\B

BN <V
¢) M =N Vs
d) Va=Vp>V,

& OUTROS

Figura 11- Extrato do protocolo do aluno CAM- Atividade Q2.

Nesse protocolo, podemos observar que o aluno, para calcular o volume do sélido B,
utilizou a estratégia cubinhos por composicao subtraindo uma unidade, para calcular o volume

do sélido C utilizou a estratégia de decomposicdo e no sélido A, mentalmente. Observe outro
exemplo:

86
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Os solidos abaixo, sio compostos por cubinhos de lcm de aresta, sabendo que
na parte escondida do desenho, ndo ha cubinhos faltando nem sobrando.

Compare o volume dos solidos abaixo e responda a alterna‘iva correta:

-1
/ "-’

SALIDO A

!
h,

SOLIDO C

aje Vo= V=Y
b) Va<Vp<Ve
c) Va> V>V
dy Va= Voo Ve
2 OUTROS

Figura 12 - Extrato do protocolo do aluno EFL- Atividade Q2.

Esse aluno contou um a um os cubinhos do solido A e do solido B, e por

decomposicdo, calculou o volume do sélido C. Outro exemplo de estratégia utilizada a seguir:
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) Os sélidos abaixo, sdo compostos por cubinhos de lem d: aresta, sabendo que
na parte escondida do desenho, ndo hd cubinhos falt indo nem sobrando.

Compare o volume dos sélidos abaixo e responda a alterna iva correta:

Yo=Na4Vy + V5 Yp =16 +6t 17 Ao
- V/‘: Q,‘B‘K“'l "i{_a(i‘v‘:‘;
‘IL»_ a;é-g ‘IEI:;)-L&‘,\ = ():‘1:,
\Jgg:}\’\ (‘rw’?’ Y g A= ‘h’”wxj
S
/Z A 2 2 “ '\
A 1
& j1
A { |
w7 - T X
i : 'J«/
B e
— '——'“_‘—274---—' l“_q’"
ey SOLIDO B
SOLIDO A
R TRAGEA M= 16434 1= 260
/Q ':‘f! \}'.\:‘i."' 4= '!‘(C,r,’_”":;
34! Vs 3.3 4= Q_{_A"_‘__'a
. e L e
1 = : : o
1
JH{ 1 b 3 4 //q\
q v
—_ 0
SOLIDO C
a) Va=Vbx Vc &

b) Va<Vuy<V
c) Va> V>V,
d): Na= o= ¥
2 OUTROS

Figura 13 - Extrato do protocolo do aluno FLA- Atividade Q2.

Nesse caso, 0 aluno além de decompor os s6lidos B e C, calculou o volume a partir da
formula de volume. Observe que os valores estdo corretos, que a unidade de medida escolhida
foi 0o cm®, evidenciando dominio no campo das grandezas, no campo geométrico, por
reconhecer a figura, e no campo numérico, por calcular corretamente o volume de cada sélido.

A terceira questdo obteve 39,53% de acertos plenos. Os alunos utilizaram a estratégia
de medida e comparacdo de medida em todos os casos, porém 58,82% dos alunos que
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acertaram, utilizaram o aumento da aresta elevado a terceira poténcia, como esperado na
andlise a priori. Observe o exemplo:

Se aumentarmos em 20% (vinte por cento) as arestas de um paralelepipedo

retAngulo, em quantos por cento o seu volume sera aumentado:

a) 20% Vomterior = 0 br &
bl VFOL"!’CT§O\’ e LLrOs = 1,0 b-lac
3
K i
B \Jfo;’rgr\'or s a-bie (L) = @ b.c. 1,732
Ay Va L4 0,728)
e) OUTROS : it
Vp a-bedR08 0 | Up - V4,923 |
Justifique sua resposta: Ve Gt R T
] mv& e ol OIS
{'«Jf‘—?’ e o} af - “/A' , o ;AJ(,L_';,
i
29
43z e ¥R87
e s,
Est

Figura 14- Extrato do protocolo do aluno ACBSA- Atividade Q3.

Em 41,18% dos acertos, foi mobilizada a relagéo de porcentagem com o volume de um
paralelepipedo construido pelo aluno, mostrando a importancia da representacdo simbdlica
para resolucdo da questédo. Para calcular o aumento percentual do volume, o aluno considerou
valores fixos de arestas de um paralelepipedo e acrescentou o aumento de 20% nas arestas.
Entdo, calculou os volumes do paralelepipedo antes e depois do aumento do tamanho das

arestas e por fim, calculou o aumento percentual do volume. Observe o exemplo:
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Se aumentarmos em 20% (vinte por cento) as arestas de um paralelepipedo

retangulo, em quantos por cento o seu volume sera aumentado:

= 4

i >

a) 20% f e 1 - = / /'/_ﬂAg, Yoo/
= TERRET, )
b) 0,8% : O
c) 60% S L AR ‘
= 7 ,‘l’
;:69'372,8% A, FR28 X7 ¢ .
S SEIROS 227

Justifique sua resposta:

Figura 15- Extrato do protocolo do aluno GMDV- Atividade Q3.

A quinta questdo, como a férmula era explicitada no enunciado, foi a estratégia
utilizada pelos alunos. Do total de alunos, 58,83% acertaram esta questdo. 23,33% nao
realizaram a analise dimensional adequadamente. Na resolucdo do célculo de volume, os
nimeros apresentam-se sem dimensdes, ou seja, sdo adimensionais, e logo em seguida,
colocam como resposta 0 numero seguido de sua unidade de medida, tornando-o dimensional.
Isto é inadequado diante da compreensdo de analise dimensional, pois revela uma confuséo

entre um nimero e uma grandeza. Observe o exemplo:

A base de uma piramide ¢ um quadrado de lado 5 ¢m. Sabendo-se que a altura

da pirdmide mede 6 cm, calcule o volume dessa pirdmide. Dado a férmula do

volume da pirAmide:

1
V = E-Sb ~h.{onde: S, € a area da base e /1 ¢ a altura)
Justifique sua resposta:

9 LS
3 A 3
V= /%,\5. &;{ - 35 3=\00 em 2

il

Figura 16- Extrato do protocolo do aluno ARFR- Atividade Q5.
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Observe que, na resolucdo acima, a relagdo entre nimero e grandeza € inadequada,
pois o aluno lida com nimeros, mas fornece como resultado um volume acompanhado do par
nimero/unidade de medida. Ou seja, o correto seria: 1/3 x 6 x 25 = 50 e ndo 50 cm?®, ou entéo
realizando as operacOes diretamente com grandezas expressas por pares numero/unidade de

acordo com o protocolo abaixo:

A base de uma pirdmide ¢ um quadrado de lado 5 cm. Sabendo-se que a altura
da pirdmide mede 6 cm, calcule o volume dessa pir@mide. Dado a formula do
volume da pirdmide:

JE — % +Sy -h. (onde: S, € a drea da base ¢ /1 ¢ a altura)

Justifique sua resposta:

z/'; 4 5‘—(‘(;(.5 c :7"'-5*1 . é-{_ —

=

=7
Vr/ 50 C 2 o

Figura 17- Extrato do protocolo do aluno LAM- Atividade Q5.

Na sexta questdo, 64,71% acertaram a questdo, mesmo ndo tendo no enunciado a
formula de volume do paralelepipedo, todos resolveram a questdo utilizando-a. Em um dos
protocolos, cita o Principio de Cavalieri como forma de demonstrar a formula de volume do
prisma. Veja o protocolo a seguir:

Um tanque em forma de paralelepipedo tem altura de 2 m e por base um

retangulo, na posicdo horizontal, de lados 8 m e 4 m. Qual o volume desse
tanque?

Justifique sua resposta: 0 qyburre, de Awm {’;ﬂirpﬁ“.ﬁv (ve eane  © yoonodals FMM)
{ catetode pelo mwduts da Ay (dheou da. bran) Jooe
A (0tuwnn)-

VaBLh =493 2 - 64>

i
™ 2ok, dernondlinods
Jado el pio R

Cannd

Figura 18- Extrato do protocolo do aluno ACBSA- Atividade Q6.

Porém, mesmo citando o Principio de Cavalieri, apenas utiliza a formula para calcular

0 volume do s6lido dado. Porém, errou diante da gestdo da unidade, ou seja, da relacdo entre
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nimero e grandeza. Isto foi observado em 48,48% dos alunos que acertaram esta questao.

Apenas um aluno utilizou adequadamente as unidades de medida. Ver a figura abaixo:

Um tanque em forma de paralelepipedo tem altura de 2 m e por base um

retdngulo, na posi¢do horizontal, de lados 8 m e 4 m. Qual o volume desse
tanque?

Justifique sua resposta:
roluse s Apca Da BASE . atTcp«
= B e Zan

fi e 65;4‘?-"\.%

Figura 19- Extrato do protocolo do aluno LAM- Atividade Q6.

Na sétima questdo, houve 49,02% de acertos, a estratégia empregada em todos 0s
protocolos foi a formula de volume da piramide; embora em trés protocolos, utilizaram a

relacdo dada no enunciado para chegar a formula de volume da pirdmide. Oberve o protocolo
abaixo.

s papiros mostram gue 0s egipcios antigos possuiam diversos conhecimentos
matematicos. Eles sabiam que o volume da pirdmide equivale a um terco do
volume do prisma que a contém. A maior pirimide egipcia, Quéops, construida
por volta de 2560 a.C., tem uma altura aproximada de 140 metros € sua base €

um quadrado com lados medindo aproximadamente 230 metros. Logo, o volume

da pirimide de Quéops ¢ de aproximadamente (em milhdes de metros cubicos): | ('_); = 3
\ LT .
Yo : o Pox & v
g A 5
J‘: 030wt / \\
AN So Y
5
Ve A 52800 <190
3
a) 200 e B : L
B 25 k= 230 S
C) 370 I-\J: »?;ifé?c’_\ﬂo g
d) 7,5 | O 8an
e 8 3 A A6
e) OUTROS = 2:9:5Cad 3 goo
2 5C00 06 [ 3

Justifique sua resposta: A

Figura 20 - Extrato do protocolo do aluno ML- Atividade Q7.

Na oitava questdo, dos 39,22% dos acertos plenos, a estratégia mais utilizada foi a

formula de volume (65%), em que calcularam inicialmente a medida da altura de agua na
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segunda posicao da caixa de vidro, igualando as medidas dos volumes nas duas posi¢des do
objeto. Posteriormente, realizaram a subtracdo da altura da caixa com o nivel de agua da

segunda posicao, e assim, encontraram a resposta correta da questéo. Ver protocolo seguir:

Imagine uma caixa de vidro inteiramente fechada e quase cheia de 4gua, como
mostra a figura. Observe que o nivel da dgua estd a 5 ¢ n abaixo do maximo.
Agora, vamos colocar a caixa em pé, para que fique com - 0 cm de altura. Nesse

caso, o nivel da agua ficard quantos centimetros abaixo do méximo?

10 v
1 2¢C 40 cm
== ,_/:" 25 cm
)
— 30 cm b
niny ) 25cm
l JUYV 40 em
?J r 1N O = e, \
2O e, 0% 30x10 = 2Sx30%Y
e b) 32cm.
- C = a | ~ -4 I
>0 X 8cm. 21000 = S0V
d) 24000cm’. o ‘ :
= Y R un _~\g -~ [
1.0 ¢  OUTROS. i W=t
' 29 - D 2
e )
Justifique sua resposta: T
&\ \NFAY i ha b ap o T {NEh "k—\"-r fz/( }'F'A
UV YOLUME AL LW BKIRF iy &

Figura 21- Extrato do protocolo do aluno EFL- Atividade Q8.

Ou, ao compreender a conservacao de volume nas duas posi¢des da caixa, calcularam
0 volume que resta para preencher completamente a caixa na posi¢do inicial, e depois,
calcularam a medida desejada, igualando o volume inicial com o volume de &gua que resta

para preencher também a caixa na segunda posicdo. Tal estratégia foi observada em 35% dos
acertos. Ver exemplo abaixo:
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Imagine uma caixa de vidro inteiramente fechada e quase cheia de agua, como
mostra a figura. Observe que o nivel da dgua estd a 5 cm abaixo do maximo.
Agora, vamos colocar a caixa em pé, para que fique com 40 cm de altura. Nesse

caso, o nivel da 4dgua ficard quantos centimetros abaixo do maximo?

20 ,
230 LA 25./’?,@,3(

40 cm

25cm

40 cm 30 cm

a) Scm.

b) 32cm.
x 8cm.

d) 24000em’.

e) OUTROS.

Justifique sua resposta: — 7 T : Lj -
o webosy e imemdom , Man CGeme o) N TS T SYQ YT (3.9 /5
o ollire Jto Columg arwde

Figura 22 - Extrato do protocolo do aluno GCV- Atividade Q8.

Na nona questdo, na letra a, 47,06% acertaram; porém, ndo conseguimos identificar a
estratégia utilizada em 12,5% das respostas corretas. 54,17% resolveram pela relagdo 1 litro
corresponde a 1 dm®, explicitada na questdo. Observe o exemplo abaixo:

Sabendo que 1 litro corresponde a 1 dm’, transforme:

W
2) 2 m’ em littos; —» aM° = & 00O dm> = |00\

Figura 23- Extrato do protocolo do aluno ACBSA- Atividade Q9a.

33,33% dos alunos usaram a relacdo 1m?® corresponde a 1000 litros. Ver figura a
sequir:
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a) 2 m’ em litros; == J?Jw“-——« L

b) 10 dlemdm’; -1

01 dm* S0 e N HA : )
C) 0,0 S ml: ui[‘\l_,lu-], B ’1 L - ‘J_I;' i E.,,_. — 61 { }‘—\.ﬁ\

d) 1cm’em ml; A7 5 3 Ao g

D00l dlomem® " By an e R ey D
ViUl 0,1 L= 0,001 e 1om

Justifique sua resposta:

[ .
rm—o
R
—
r
i
E&L-—

b

=

Figura 24 - Extrato do protocolo do aluno EFL- Atividade Q9.

Na letra b, da nona questéo, 31,37% dos alunos acertaram a conversdo da unidade de
medida de volume, dos quais, 81,25% dos alunos transformaram inicialmente o decilitro para
litro e depois, utilizando a relacdo exposta, converteram o litro em decimetro cubico. Em
18,75% dos acertos, ndo foi possivel identificar a estratégia empregada na resolucdo. Observe
a figura a seguir, mostrando a relacdo de conversdo de unidades de volume utilizada pelo

aluno:

N e
{2

o 4L S
b) 10dlemdm’; 2 S

Figura 25- Extrato do protocolo do aluno MCG- Atividade Q9b.

Na letra ¢ da nona questdo, 49,02% dos alunos acertaram. Desses, 60% realizaram a
conversdo utilizando a relacdo existente no enunciado; 8% utilizaram a relagdo 1lcm?
corresponde & 1Iml e 8%, a relagdo 1dm? corresponde a 1000 ml. Em 24% dos acertos, néo foi

possivel identificar a estratégia empregada na resolucdo. Observe a figura a seguir:



10)Sabendo que 1 litro corresponde a 1 dm’, transforme:
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g 4
a) 2 m’ em litros; 3 =3 g . AdRP=EC
£3 2 4 d’lfn - 4, 40 m
b) 10 dlem dm’; gL =770 T A
3 - ?’
¢) 0,001 dm” em ml; g — 10
|
d) 1cm® em ml; " f
3 j :
| 4 ,;!fi'f‘. — )P 4%5 - 14 e
e) 0,01 dlem cm’, | o=t
e .
Justifique sua resposta: et , 2
/ 2 A/
“Yl= 1084 1, :
99 & ¢ v_ 2.19"X
A " e 104t~ e
j&/ 1 day” 5 ( /f St o
ned | 0,00 N fgmd T , | o018z 1M
7| 4 A |y | )
JEEN | g Agltomes dal
%o 1e i I e
.':.{‘ ‘ /ﬂf’”"/{ M f At ‘, ‘ —
e ‘\ [:'} A

Figura 26- Extrato do protocolo do aluno VIC- Atividade Q9c.

O aluno primeiro converteu dm*® em cm® e utilizou a relagdo 1cm?® corresponde & 1ml,

para obter a resposta correta. Neste outro exemplo a seguir, o aluno utilizou a relagdo 1dm?®
corresponde a 1000 ml. Observe o exemplo:

403 L
3 ™ s A -;A“
¢) 0,001 dm” em mi; ——
B lemennl o> —=vel
3
e) 0,0ldlemem™. g ol b — %woli
Justifique sua resposta: AL A X
2 0,0

Figura 27- Extrato do protocolo do aluno ERSO- Atividade Q9c.

Na letra d da nona questdo, 45,10% acertaram a questdo, 34,78% dos acertos
resolveram diretamente pela relacdo 1cm?® corresponde a 1ml, como podemos observar nos

protocolos expostos nas figuras 26 e 27. Nao foi possivel identificar a estratégia empregada na
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resolucdo em 30,44% dos acertos. 34,78% dos alunos que acertaram a questdo, resolveram
pela relacdo dada no enunciado. Observe o exemplo:

-

b
O

2 ™ | = ;J'_.W.IJ
d] ].CIH} €m ml; ~ doum” 2 AT < o —

| T

e) 0.01dlem em’. '-'D‘ad,b o Py 0 Ed‘_.ml

Justifique sua resposta:

Figura 28- Extrato do protocolo do aluno ACBSA- Atividade Q9d e Q9e.

Na letra e da nona questdo, 33,33% acertaram a questdo, a maioria dos alunos que
acertaram, 41,18%, resolveram pela conversdo de unidades utilizando a relagcdo do enunciado
(1 litro corresponde a 1 dm®), conforme o protocolo acima, do aluno ACBSA. Apenas um dos
alunos que acertaram, correspondendo a um percentual de 5,88%, utilizou a relagdo 1 litro
corresponde a 10°cm?, observe a figura 27. N&o foi possivel identificar a estratégia empregada
na resolucdo em 29,41% dos acertos. 23,53% utilizaram a relagdo 1cm® corresponde a 1ml,

veja o exemplo:

d) 1cm’ emmi;

W e
AL X L7 G :tj/

/ W | VW @nw ’ ;

O Otdf ~ Lnd=\em> |

{/;3\0,01 dl em cm’.
M P

. \0
Justifique sua resposta:

Figura 29- Extrato do protocolo do aluno DTMM- Atividade Q9e.

53,49% dos alunos acertaram a décima questdo. A estratégia utilizada pela maioria dos
que acertaram a décima questdo, 86,96%, foi a utilizacdo de férmula de volume do
paralelepipedo e a conversdao de unidades, tanto de comprimento, quanto de volume em

capacidade. Observe o protocolo a seguir:
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|) Considere um reservatério, em forma de paralelepipedo retangulo, cujas medidas 40"

s30 8m de comprimento, Sm de largura e 120cm de profundidade. Com base ,,,A g

nessas informacgdes, ¢ CORRETO afirmar que, para se encher completamente™ —
esse reservatorio, serdo necessarios: .
1m
3r5xA2 s AL o
< : 1’4? = ” Joe0 dr
/ar.n 48 000 litros. —— THR P =
N / =¥ -
b) 48 litros.
3
c) 133 m’.
3
d) 14,2 m’,
e) OUTROS.
. ! P T R, LSRR S ok Qodo
Justifique sua resposta: T welrera oo s [k Cae L s Toepes
P N | ~ ORA ot e ‘g N TEPREy + ] FlayteTRoet = S s
""T"'“u“’é"a‘ cando- . aan  Slvea-n0ts J GUL ‘, : Yoo L
i A ONNFNTL— O SW LTS L AN
& o%ulan o0 elur. g ™M 2 SRt S e TOrLE &
oot micwscous ol gree A RO
O _

Figura 30- Extrato do protocolo do aluno GMDV- Atividade Q10.

O aluno acima desenvolveu corretamente a conversdo das unidades, além de explicar
corretamente a formula de volume do paralelepipedo retangulo que utilizou para calcular o
volume desejado (capacidade do reservatdrio), o que evidencia a compreensdo do aluno a
respeito do campo das grandezas, pois reconhece as unidades de medida de volume e de
comprimento e do campo numérico, pois calculou corretamente o volume.

A maioria transforma a unidade de profundidade em metros (78,26%); porém, 8,7%
dos acertos transformaram todas as unidades de comprimento em decimetro, para facilitar a
converséo da unidade de volume em litros (11 corresponde a 1 dm®).
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) Considere um reservatério, em forma de paralelepipedo retdngulo, cujas medidas
sdo 8m de comprimento, Sm de largura e 120cm de profundidade. Com base

nessas informagdes, ¢ CORRETO afirmar que, para se encher completamente

esse reservatorio, serio necessarios:

2 48000 litros. _"f.;?//

b) \48 litros. e 7

c) 133 m°. el

d) 14,2 m’. T e e L i ‘fn

e)  OUTROS.

justiﬁque sua resposta:

Figura 31- Extrato do protocolo do aluno PP- Atividade Q10.

Para a transformacéo da unidade de volume, 47,83% realizaram a conversdo a partir
da relagdo 1 m® corresponde a 1 dm? ; 39,13% dos alunos realizaram a converséo a partir da
relacdo 1 litro corresponde a 1 dm®. N&o foi possivel identificar a estratégia empregada na
resolucéo em 13,04% dos acertos.

Nas situacOes de producdo, como estratégias o aluno pode se dispor da composicao e
da decomposi¢do-recomposi¢cdo. Porém, podemos observar na décima primeira questdo, que
obteve um percentual de respostas corretas de 29,41%, a estratégia mais utilizada foi de
decomposicdo-recomposicdo em novo empilhamento de cilindros (54,55%), seguido da
composi¢cdo em outro solido (45,45%), no caso o paralelepipedo, que foi desenhado por todos
que utilizaram esta estratégia. Porém, um dos alunos também desenhou um cilindro. Veja no
exemplo:
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%O empilhamento abaixo foi construido a partir de cilindros de 2em?, 4cm’ e
8cm’ respectivamente. Construa um sélido com 1/3 do volume deste

empilhamento.

6o+ 24=B4 ym’

AR

A [23L

23 e

Justifique sua resposta:

s 2 em3
J4X2= ZQemn? At iy

&

B A% gnnt,

Figura 32- Extrato do protocolo do aluno JOR- Atividade Q11.

Tal aluno mostra que compreende a independéncia de volume com a forma do objeto,
desenvolvendo a questdo, desenhando outros solidos com um terco do volume do
empilhamento. Tal resolu¢cdo demonstra que o aluno considera 0 volume como sendo uma
grandeza autbnoma, como observado no trabalho de Anwandter-Cuellar (2008).

Dois alunos utilizaram além da decomposicdo dos cilindros para o célculo do volume
do empilhamento, a formula de volume do paralelepipedo para construir o sélido. Observe a
figura 32 e 0 exemplo abaixo, referentes aos dois protocolos:
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O empilhamento abaixo foi construido a partir de cilini ros de 2cm’, 4cm’ e
8em® respectivamente. Construa um  sélido com
q“m%\’}i@n ‘d\& %i;,-y";
S(’iﬁ,ﬁwﬁé«ék@ﬁ % Yo

A' 2 s A -
(‘4&\‘\ﬂ‘"}'@ﬁ!{\‘ oY Af"ﬂﬁ

143 do volume deste T
empilhamento. ) Sas ,

b Vioda) = 4% + 5t +142
jlﬁﬁe-ﬁj? BQ 1043

i jn-!:‘& NYeand

ay

Figura 33- Extrato do protocolo do aluno FLA- Atividade Q11.

Nesses dois protocolos acima, note que os alunos calcularam o volume do solido
construido; porém, ndo realizaram uma gestdo adequada das unidades de medida. Nesse caso,
0 correto seria 14 x 2= 28, e 2 x 2 X 7= 28 e n&o, 28 cm®.

Como vimos, nesta questdo, a maioria utilizou a decomposicdo-recomposicdo de
empilhamento de cilindros (54,55% dos acertos). Observe o exemplo:
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O empithamento abaixo foi construido a partir de cilindros de 2cm’, 4em’ e
3 ; o
8cm” respectivamente. Construa um sélido com 1/3 do volume deste

empithamento. ~
Y dy e = 561" /,'2‘2/_
4 gy Jum® = 3om*

2 ferr” = Mo
7 Z
’:/'.‘G& Hom? — Z
2 Zom? = Y
s =
A8 tm”

Figura 34- Extrato do protocolo do aluno GMDV- Atividade Q11.

O protocolo acima dé indicios de que o aluno mobilizou a relacdo de dependéncia do
conceito de volume com a forma do objeto, ndo compreendendo a invariancia de volume ao
modificar a forma do objeto, ndo considerando o volume como grandeza autbnoma, segundo
Anwandter-Cuellar (2008).

Na décima segunda questdo, letra a, apenas 6,97% dos alunos obtiveram respostas
corretas e todos que acertaram, utilizaram a estratégia da decomposicdo do numero 36,
encontrando oito decomposicGes do nimero 36, conforme analisado por Anwandter-Cuellar
(2008). Como os outros exemplos serdo mostrados posteriormente ao tratarmos de estudo das

situagdes, observe um dos exemplos:
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T, Todie possui 36 cubinhos de lem de aresta. Fle quer organiza-los de maodo a

34 6,9 118,36 formar um paralalepipado retingulo.

25

#)indique quantos paralelepipedos retingulos diferentes Jodo poders formar com
it

us 36 cubinhos, ¢ W= 9 %
05 36 cubinhos, . b o (7 meburie do -Fﬂi‘q,[tblp;ﬂ&:.& i .

'

=k
% 5
i, -

A
N PO -
i e Justifique sua resposta: o ® ..lj"ﬂ].,"'r‘ LIE;"'}' s TR 0 L ffJ,L;"'r-.- B ;,.1 e
TR (i) & - A
B B ; 4 vokerer - ,JJ.. 3 srdorren Ddlgnas
L = o (e Jﬂfm achan, R L
i 1 o B el W
1= b™e y eclor s ST GRS T, 1‘9’: LERET .‘f.z
da B-6 T Fgrr‘rﬂ‘fir"-l.‘-i- ot gevefn REL Rurpre. 17 A
e 3 ﬁurmr.g Ll f.fma 2] r__{r,_rﬂ ;n
& J=q (i) l"_}I(1chr acha aue todos el g ATy
faraed fom) i b & 0s paralelepipedos |c1angr_<m pOSSHEm o mesma volume.
o at =}

() que voed acha?

_taemdel e ugmn BUBRE & 36 ik, Jedie qoroinfy

: Ju4_l*u5 —ﬂl—ﬁ-ﬁ-'J-ﬂ-u-_‘LU.E_.!_'LL{.um._ Om proTomena
'__J.g UQ'?'J""&. J.?QJJJ“!::

Figura 35- Extrato do protocolo do aluno ACBSA- Atividade Q12a.

Esse aluno, além de decompor o nimero 36 em seus divisores, mostra que reconhece a
férmula de volume do paralelepipedo e assim justifica o porqué de serem oito combinagfes de
trés numeros divisores de 36. Segundo Anwandter-Cuellar (2008), os alunos, ao acertarem
essa questdo utilizando esta estratégia de decomposicdo do numero 36, mobilizaram o
teorema-em-acdo correto do ponto de vista matematico: “A medida do volume de um

paralelepipedo é o produto das medidas de seus lados”.

Sobre a letra b dessa mesma questdo, podemos verificar que a maioria dos alunos
(50,98%) ndo apresenta dificuldades em compreender volume como grandeza, pois
compreende que independente da forma dos paralelepipedos que serdo construidos, o volume
sempre sera 0 mesmo. Como estratégia, a maioria dos que acertaram, 73,07%, utilizou a
medida para o volume dos sélidos formados, justificando ser pela quantidade de cubinhos que
se mantem constante (46,15%) ou pelo volume dos paralelepipedos ser sempre igual a
36cm>(26,92%).

Na letra ¢ da décima segunda questdo, 27,45% acertaram a questdo, a formula de area
foi utilizada como estratégia em 20% dos acertos, como podemos observar no protocolo a
sequir:
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c)lodo acha que todos os paralelepipedos retngulos tém a mesma 4rea pois
possuem a mesma quantidade de cubinhos. Vocé concordz com ele?
Nob Y TN W\am‘ﬁ!mx oi dtnfodan,  ge mwhl.lrm\-r)- VS TUN S ek
e titerglo ! fﬁ 2, Ej)-v 2.4 + 4488+ =F00m> /fa 2, o) > 32+4.19 =138 *‘*?"’%1

Figura 36- Extrato do protocolo do aluno ARFR- Atividade Q12c.

O aluno acima mobilizou a féormula da area para calcular a area total de cada
paralelepipedo formado e comparou as areas, verificando que as mesmas ndo se mantem
constantes. Outra estratégia utilizada, obtendo um percentual de 33,33% dos acertos, é pela

visualiza¢do da organizacdo dos cubinhos. Veja no exemplo:

c)Jodo acha que todos os paralelepipedos retdngulos tém a mesma area pois

possuem a mesma quantidade de cubinhos. Vocé concorda com ele?
P = ¢ = S Lo
TP, gt ma Culilen ; Les ;’ﬂf_/* n oy z’g‘u( AU v t:n(‘ﬂ N AL
.

b

fe-%fr’m e Ovn olguim bhgin. omots goco fmé&g-ww

<

Figura 37- Extrato do protocolo do aluno GCV- Atividade Q12c.

Porém a maioria dos acertos, 46,67%, mobilizou a estratégia de visualizagdo das

dimensdes (altura, largura e comprimento) dos sélidos formados. Observe o exemplo:

c)Jodo acha que todos os paralelepipedos retingulos téin a mesma érea pois
possuem a mesma quantidade de cubinhos. Vocé concorda com ele?
Nkﬁ IA f '}“0 & A A *”'\\“&Jﬂ) {\qy{*}\& bA }H X ‘%‘* «\’j{iﬁ QR0 8 \3 Oy ‘g\iﬂ"l"fw“.:"‘:;?if
\ = \ I
'3\,\ VUDLTIRR \, L e zm-.wn)*wu ;a\,«',-:‘._y ooy -jwtad\;uf;é‘&f? ¥

Figura 38- Extrato do protocolo do aluno FLA- Atividade Q12c.
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Resultados foram diferentes do observado no trabalho de Anwandter-Cuellar (2008),
no qual predominou a estratégia do uso da formula de area como justificativa, na letra ¢ dessa
questdo, observe o grafico abaixo:

Woutra estratégia
Oférmula

Q1 Q2 03 Q5 06 Q7 Q8 Q10 Q11 Q1l2a Q12b Q12c
Grafico 1 — Relagdo entre a estratégia medida (com uso da férmula) e outras estratégias.

Podemos observar como estratégia eleita pelos alunos presente em todas as situaces,
a estratégia de medida, em que utilizavam a formula para calcular o volume, pois além das
questdes de situacdo de medida, as situacdes de producdo e de comparagdo também podiam
ser resolvidas utilizando esta estratégia. Porém, também identificamos outros tipos de

estratégias referentes a cada tipo de situacdo que levaram o aluno ao acerto.

4.3 CONCEPCOES DE VOLUME E VOLUME COMO GRANDEZA

Para analisar as concepgdes mobilizadas pelos alunos sobre volume, utilizamos a
tipologia das concepcdes sobre este conceito construida por Anwandter-Cuellar (2008), citada

anteriormente.

No quadro Geomeétrico, a questdo 1 nos da indicios da mobilizacdo de concepc¢édo de
volume ocupado, com a justificativa: “Se os pedagos de massa de modelar séo iguais eles
com certeza tem a mesma massa e ocupam o mesmo lugar no espago.” E também no trecho da

entrevista abaixo, podemos observar indicios da mobiliza¢do da concepg¢édo volume ocupado:
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Aluno CAM- “Nessa primeira questdo, considerei a esfera maior volume que a pizza,

pois acho que a esfera ocupa um volume maior no espaco que a pizza.”

Quando o aluno desenvolve uma concepg¢do de volume nimero, ele considera volume
como um ndmero, ndo mostrando a sua unidade de medida; conhece apenas uma forma de
calcular o volume, através de uma férmula, mesmo ndo sendo a férmula correta, tenta
manipular os nimeros existentes, até que encontre uma férmula nova e um resultado nédo
valido do ponto de vista matematico, fato este observado em alguns protocolos de alunos, ver
figura abaixo:

epipedo tem altura de 2 m € por base um

1 fi de paralel
Um tanque em forma de p | de lados 8 m e 4 m. Qual o volume desse

retAngulo, na posi¢ao horizonta
tanque?
Justifique sua resposta:

Figura 39- Extrato do protocolo do aluno BMBS- Atividade Q6.

Quando o aluno desenvolve uma concepgdo de volume solido fica dificil compreender
a invariancia de volume ao modificar a forma do objeto, ou simplesmente mudar de posi¢cdo o
objeto, pois se alterou as arestas ou uma das dimensdes, comprimento, altura e largura, ou
deixou de ser um sélido para ser outro, logo o volume ird também se alterar. E o que podemos
observar diante das questdes em que a forma do objeto era modificada, no caso das massas de
modelar, ou na mudanca de posi¢cdo do objeto, como é o caso da caixa de vidro ao mudar de
posicao, e nas questdes de producdo em que pedia-se ao aluno para construir a partir de um
empilhamento de cilindros um sélido com um terco do volume do empilhamento. Ver

exemplos de respostas dadas:
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) O empilhamento abaixo foi construido a partir de cilindros de 2Zem®, 4em’ e
8cm” respectivamente. Construa um sélido com 1/5 do volume deste

~ empilhamento.

Justifique sua resposta:

Figura 40- Extrato do protocolo do aluno JMPN- Atividade Q11.

Observe a explicacdo dada pelo aluno a respeito do protocolo acima:
Entrevistador- Nessa questao aqui, na verdade eu ndo entendi a quantidade de cilindros, que,
como é um desenho que vocé tentou fazer tridimensional, ndo é?! Ai, eu queria assim, que
vocé me dissesse quantos sdo, se sdo dois, ou se € um?

Aluno JMPN- Como tem aqui, € de 2cm tem quatro, ai de 2cm um terco € um so, ai de 4cm

sdo cinco, ai vai ser um também, de 4cm, e o de 8cm, vai ser sd dois, pois é um terco de cada.

Nesse exemplo, podemos observar a concep¢do volume solido mobilizada pelo
aluno, pois 0 mesmo ndo consegue calcular corretamente o volume correspondente a um terco
do volume dado, devido a dependéncia de volume com o sélido, assim resolve fazendo a
distribuicdo incorreta de cilindros para dar um terco do volume e ndo mostra autonomia de
volume com a forma do objeto, pois ndo desenha outros sélidos, a ndo ser cilindros. A

distribuicdo incorreta de cilindros nos da indicios de que o aluno realiza a discretizacdo da
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grandeza. Como a quantidade de cilindros de cada tipo (2cm?, 4cm®, 8cm®) néo é de multiplos
de trés, ele divide quatro por trés, dd como resultado um e despreza o resto. Depois divide
cinco por trés, dd novamente 1 como resultado e despreza o resto e depois divide oito por trés,
da dois como resultado e despreza novamente o resto. (Ele aparentemente conta oito cilindros
de 8 cm® a0 invés de sete), mas de todo modo é interessante esse fato de ele lidar com a
divisdo nos naturais, que se trata da discretizacdo da grandeza, como foi esperada na analise a

priori.

Também ¢é possivel que o aluno mobilize uma concepcdo numeérica, considerando
volume como um numero, sem considerar seu aspecto dimensional; por, também ndo
compreender a mudanca de unidades de volume e nem tampouco, outra forma de se calcular

volume, a nédo ser pela formula.

Neste exemplo a seguir, identificamos a concepgdo volume medida, pois o aluno
considerou o volume do solido a partir da medida do volume de cada cubinho, que

correspondem a 1cm®:

b)Jodo acha que todos os paralelepipedos retangulos possiaem o mesmo volume.

O que vocé acha?

M an MM&MM Gt th!ml :
ﬁ‘r}@;ﬂ eﬁﬂlﬂ\ QLUBNY\J\H Rinwe L :«\M@mg glﬁ_ "'L@ma.

Figura 41- Extrato do protocolo do aluno CLA- Atividade Q12b.

Ao considerar terem o mesmo volume, os s6lidos diferentes construidos com 36
cubinhos na questdo de producdo (Q12a e Q12b), os alunos estdo mobilizando a concepcao
volume grandeza, ou seja, considera as classes de equivaléncia da grandeza volume;
portanto, volume é uma grandeza autbnoma, independente do sélido e de sua forma. Ao
mobilizar tal concepcao, da indicios de que o aluno compreenda volume como uma grandeza.

Observe os exemplos dados pelas entrevistas, a seguir:

Aluno AKRS- “...Se sdo formados pelo mesmo nimero de sélidos iguais, tem 0 mesmo

volume, se sdo formados pelo mesmo nimero de cubinhos, tem 0 mesmo volume...”
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Assim como na fala do aluno abaixo:

Aluno ERSO-“ ..Jodo acha que todos os paralelepipedos retéangulos possuem o
mesmo volume. Acho que s6 vai ter o mesmo volume se usarem a mesma quantidade de

cubinhos, ndo necessariamente, ha vai, porque tem que usar os 36...”

Volume interior esta relacionado ao conceito de capacidade bem como a quantidade
de matéria que constitui o objeto. Identificamos a mobilizacdo dessa concepcao no trecho da
entrevista a seguir, referindo-se a Q1:

Aluno CLA- “Esta questéo resolvi pensando como as massas sao iguais, entdo tém o
mesmo volume inicialmente. Ao formar a esfera e a pizza, continuardo com o mesmo volume,

a néo ser que a esfera fosse oca, assim teria maior volume...”

Ao afirmar que se a esfera fosse oca, 0 seu volume seria maior, estd mobilizando o
conceito-em-acdo de capacidade, que remete para a concepcao de volume interior. Também
podemos observar tal concepcdo, relacionando volume com a quantidade de matéria na

justificativa do protocolo abaixo:

[} [ L]} d{'.l e 1{; 5 1Zua dE‘ ni 1 ] dE 1 NOS Com ] © ] i
— 5 f.ln
[ L& L 5 [ S5E o 0 Ed.r, EUI 1 (4| LT ILlE 50
o ms
= ‘:iJ_L OGO o o LITha de.’_'ﬂ ?‘—'!alii"lﬂ a alfer 1aiiva correta,

2 Os dois abjetos formados tém o mesmo volume

b) A esfera tem volume maior que a pizza.

€} Aesfera tem volume mengr que a pizza

Justifique sug resposta;
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Figura 42- Extrato do protocolo do aluno LMF- Atividade Q1.

A concepcéo volume area é mobilizada ao confundir as grandezas volume com a area,
como no exemplo a seguir, o aluno confunde a formula de volume com a de area, o que pode
trazer dificuldades na compreensdo da dissociagdo entre essas grandezas, bem como ao
equivoco de estabelecer que o volume e a area se alteram nas mesmas propor¢des. Ver

exemplo a seguir:



110

Aluno EM- “€, essa primeira questdo, €, quando ele diz que com dois pedacos de massa de
modelar , vai fazer uma esfera e o outro vai fazer uma pizza. E, quando a gente vai fazer uma
pizza, a gente tem entdo, a gente tem também uma circunferéncia, e 0 que € uma
circunferéncia? A circunferéncia é um, é o contorno do circulo, e como a gente vai achar
esse volume? Que esta pedindo aqui em relacdo ao volume. O volume da esfera vai ser r,
porque é uma figura geométrica, ela vai ser z/* sobre 4, j4 a da pizza, como é uma
circunferéncia, vai ser 772, logo, ...”

Além das concepcdes dadas ao conceito de volume, podemos identificar, diante das
respostas dos alunos, a relagéo existente entre volume e outras grandezas, que podem facilitar
ou ndo a compreensdo do conceito de volume.

Nas respostas observadas na primeira questdo, podemos identificar varios conceitos
que estdo relacionados com o de volume, de maneira equivocada ou ndo. Observe algumas
justificativas dadas, quanto a sua relagdo com o conceito de massa: “pois foi usado mesma
quantidade de massa para forma-los” ou “E utilizada a mesma massa, logo, 0 mesmo
volume”. Quanto a sua relacdo com a figura geométrica, ou seja, com a forma e tamanho do
objeto: “Porque eles possuem formas semelhantes”, “Pois a pizza € maior que a esfera”.
Quanto a sua relacdo com o conceito de densidade: “Como se trata de um mesmo material
(massa de modelar) e de pedacos iguais (massas iguais) entdo temos d = m/v — v=m/d, como
a massa e a densidade sdo iguais também os volumes que ocupam, independente do sélido
que formam, uma vez que esses solidos sdo maci¢os.”, “sendo a férmula de volume v=m/d e
tendo a esfera e a pizza iguais massas e densidades, infere-se que o volume também sera
igual”. A relacdo de volume com o conceito densidade, segundo Oliveira (2007), é importante
para a compreensao de volume como grandeza.

Com relacdo a dimensionalidade de volume, houve respostas em que o volume foi
considerado uma grandeza adimensional, ndo apresentando unidade de medida

correspondente, o0 que evidencia a concepcao numeérica de volume. Observe a figura abaixo:
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A base de uma pirdmide ¢ um quadrado de lado 5 cm. Sabendo-se que a altura

da pirimide mede 6 cm, calcule o volume dessa pirimide. Dado a formula do
volume da pirimide:

1
V:;-Sb~h_ (onde: S, € a area da base e 4 € a altura)

Justifique sua resposta: = ]

Figura 43- Extrato do protocolo do aluno MBV- Atividade Q5.

Foi observada também confusdo entre a unidade de medida de volume com unidades
de medida de outras grandezas geométricas como comprimento e area, 0 que mostra
dificuldade na compreensdo do quadro das grandezas proposto por Douady e Perrin-Glorian

(1989). No protocolo abaixo, o aluno confunde a unidade de medida de volume com a
unidade de medida do comprimento. Ver exemplo:

A base de uma pirdmide é um quadrado de lado 5 cm. Sabendo-se que a altura
da pirdmide mede 6 cm, calcule 0 volume dessa pirimide. Dado a férmula do

volume da pirdmide:

V=—-8,-h (onde: S, éadreadabaseehca altura)

W | =

Justifique sua resposta:

Figura 44- Extrato do protocolo do aluno LMSP- Atividade Q5.

Indicios de que o aluno quando percebe que solidos diferentes podem ter mesmo
volume, distingue volume e outras grandezas como massa, area e comprimento e utiliza
adequadamente as unidades de volume e capacidade. As situa¢es de producdo podem dar

indicios de compreensdo de volume como grandeza, pois 0s alunos utilizam estratégias como
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o célculo de volume a partir da formula e estdo livres a construir o sélido que desejarem,
observando a autonomia do volume quanto a forma do objeto. Observe o exemplo:

O empilhamento abaixo foi construido a partir de cilindros de 2em®, 4em’ e

3 ; o
8em” respectivamente. Construa um sélido com 1/3 do volume deste

empilhamento.

24 om®
puch g

T_q,m.mx'l-*ﬁ»"'-*? B6+281 30 v 6442
[ A e

— ,»:.‘_:]h a f} /)fu'/}:y(io
abliguo

refagule:

Justifique sua respostai~,

Figura 45- Extrato do protocolo do aluno ARFR- Atividade Q11.

Podemos identificar indicios de compreensdo de volume como grandeza nesse
protocolo, pois o aluno calculou corretamente o volume, desenhou um sélido diferente do
empilhamento de cilindros e colocou a unidade de medida de volume corretamente,
mostrando dominio nos campos numérico, geométrico e das grandezas; embora, ao invés de

marcar a altura do prisma para calcular o volume, ele marcou os comprimentos das arestas.

4.4 ESTUDO DAS SITUACOES

Consideramos para a nossa analise, trés tipos de situaces que dado sentido ao volume:
de medida, de comparacéo e de producéo.

As questbes de comparacdo dadas aos alunos foram questdes em que pudessem
raciocinar sobre o conceito de volume em relacdo a outros conceitos, para observar se 0S
alunos vao além dos calculos diante dessa situacdo e se compreendem volume como
grandeza.

Nas situacdes de comparagdo, observamos que, por ser estatica, como no caso da

questdo 2, dos trés solidos formados por cubinhos de 1cm de aresta, é de mais fécil
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compreensdo que na comparacdo dindmica, como nas questdes 1 e 3, como evidencia 0
quantitativo de acertos obtidos na Q2 superior ao observado nas questfes 1 e 3. Tal resultado
aponta para dificuldades em compreender volume ao modificar a forma do objeto, o que pode
ser resultado de aquisicdo de uma concep¢do de volume sélido observada por Anwandter-
Cuellar (2008). Ver o gréfico a seguir:

90

M respostas certas

H respostas
inadequadas

= guséncia de
resposta

Percentual de alunos

Q2 Q3 a1
Questoes de comparagao

Grafico 2- Situacdes de comparacéo

Quanto a transitividade, os alunos compreendem a relacdo entre mais de dois sélidos,
colocando corretamente em ordem crescente de volume os solidos dados da segunda questao,
por isso o0 percentual elevado de respostas corretas.

Observamos que a terceira questdo, que trata da concepcao de tridimensionalidade de
volume, observado nos trabalhos de Barros (2002) e Anwandter-Cuellar (2008), foi a questao
de situacdo de comparacdo com baixo indice de resposta plenamente correta, 39,53%, mas
também um indice elevado de respostas erradas, 53,49%.

Segundo Vergnaud (1990), para a compreensdo de volume como grandeza
tridimensional, faz-se necessario a passagem da concepcédo aditiva de volume, como no caso
da questdo de contagem de cubinhos, para a concepc¢do multiplicativa de volume, que é uma
concepcao mais dificil de ser mobilizada, como podemos observar diante dos resultados.

A primeira questdo, que era uma situagdo de comparagdo que dependia do
conhecimento sobre outras grandezas, como massa e densidade, foi a questdo que obteve
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maior indice de respostas inadequadas (incluindo respostas certas com justificativas
inadequadas e respostas erradas), 82,36%, e menor indice de acertos plenos, 7,84%. Segundo
Oliveira (2007), a aquisicao do conceito de densidade favorece a compreensao do conceito de
volume como grandeza. Porém, o indice baixo de acertos plenos da indicios de que a maioria
dos alunos nédo adquiriu 0 conceito de densidade, e desta forma, dificulta a compreensdo de
volume como grandeza.

SituacGes de medida envolveram problemas em que o solido era representado ou nao,
a formula era apresentada ou ndo, as unidades de medida eram uniformes ou ndo, para
observarmos como os alunos lidam diante dessas situacdes, da mais elementar, com a mera
aplicabilidade da férmula e compreensdo de volume como sendo uma grandeza ao identificar
a correta unidade de medida, a mais complexa, em que necessita saber além da formula, a
transformacdo de unidades. Portanto, s6 foram consideradas validas as questfes em que
estavam explicitamente corretas as respostas, incluindo a unidade de medida. Observe os

gréaficos a seguir:

M auséncia de
resposta

Quarta questao

W respostas
inadequadas

M respostas certas

0] 20 40 60 80 100

Percentual de alunos

Grafico 3- Questdo 4- situacbes de medida
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Percentual de alunos

20 +
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Q6 Q5 Q10 Q7 Q9 Q9% Q9 Q8 Q9 Q9b
Questdes de medida

B respostas certas

M respostas
inadequadas

1auséncia de
resposta

Grafico 4- Questdes- situacbes de medida

Podemos observar que das questdes de situacdo de medida, as de reconhecimento da
figura (Q4aN, Q4bN, Q4cN, Q4dN), da formula do paralelepipedo (Q4aF) e de questBes de
calculo de volume do paralelepipedo (Q6 e Q10) e da pirdmide em que a formula de volume

estava explicitada e que ndo havia necessidade de conversdo de unidades de medida (Q5),

foram as que obtiveram altos indices de acertos, acima de 50%, e baixo indice de auséncia de

respostas, abaixo de 30%. A Q10, que exigia a conversdo da unidade, tanto de volume quanto

de comprimento, além do uso da formula de volume do paralelepipedo, foi a que obteve

menor percentual de acertos, 53,49%, comparados com 0s percentuais das outras questdes

deste grupo. Tal resultado da indicios de que os alunos dominam a férmula de volume do

paralelepipedo e apresentam dificuldades na transformacdo de unidades. Observe o quadro

abaixo:

Faixa de acertos plenos Questdes Percentual
Inferior a 30% Q1, Q4dC, Q11, Q12a, Q12c 17,24%
Entre 30% e 50% Q3, Q4bF, Q4cF, Q4dF, Q4aC, 48,27%

Q4bC, Q4cC, Q7, Q8, Q9a, Q9b,
Q9c, Q9d, Q9%
Entre 50% e 75% Q2, Q4aF, Q4aN, Q5, Q6, Q10, 24,14%
Q12b
Superior a 75% Q4bN, Q4cN, Q4dN 10,35%
Total 29 100%

Quadro 3- Distribuigdo das questbes por percentual de acertos plenos



116

A maioria dos alunos reconhece a figura geométrica que o so6lido desenhado
representa, como mostram os resultados da questdo Q4N. Na letra a, que era o paralelepipedo,
obteve 64,71%; na letra b, que era o cilindro, obteve 90,20%; na letra c, que era o cone,
obteve 90,20% e na letra d, que era a esfera, obteve 84,31%, de acertos plenos. Porém, alguns
alunos confundem o paralelepipedo com figuras planas (um aluno confundiu com o

paralelogramo e treze alunos confundiram com o retangulo). Ver figura a seguir:

Prsfplba s prnh

(6.3

Figura 46- Extrato do protocolo do aluno JS- Atividade Q4a.

Observe que o aluno mesmo confundindo o solido paralelepipedo com outras figuras
geométricas como o retangulo, mostra que reconhece as dimensdes necessarias para o calculo
do volume, bem como a formula de volume do paralelepipedo. Neste caso, da indicios de que
0 aluno apenas tem dificuldades quanto a nomenclatura do objeto, ndo no aspecto geométrico.
Caso apresentasse dificuldades no quadro geométrico, ndo identificaria as dimensdes
corretamente, e caso apresentasse dificuldades no campo das grandezas, poderia errar a
férmula de volume, confundindo com formulas de outras grandezas, como a formula de area.
Porém, em outras resolu¢cdes podemos identificar dificuldades no quadro numérico e das

grandezas. Observe o protocolo a seguir:
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Figura 47- Extrato do protocolo do aluno LM- Atividade Q4a.

O aluno erra 0 nome do so6lido que esta sendo representado e a formula de volume
deste solido, além de ndo mostrar as dimens@es necessarias para o calculo de volume. Este
mesmo aluno, em outras questdes, reforca ainda mais indicios de que ndo compreende volume
como grandeza, pois nao articula os quadros geométrico, numérico e das grandezas, como
visto nos trabalhos de Oliveira (2002) e Barros (2002). Observe na sexta questdo, a aplicacéo
da férmula de area de um tridngulo para o célculo de volume do paralelepipedo, a auséncia da
unidade de medida de volume e a representacdo simbodlica de um reténgulo, evidenciando os
aspectos acima abordados. Ver protocolo referente a sexta questao:

Um tanque em forma de paralelepipedo tem altura de 2 m e nor base um

retingulo, na posigdo horizontal, de lados 8 m € 4 m. Qual ¢ volume desse
tanque? e
Justifique sua resposta: , "

Figura 48- Extrato do protocolo do aluno LM- Atividade Q6.

Quanto as unidades de medida de capacidade ou de volume, as questdes de situacdo de
medida mostraram indicios de que os alunos compreendem a unidade de medida de volume e
de capacidade, pois até nos casos em que ndo ha uniformidade das unidades de medida de

comprimento, como na Q10, mantiveram um elevado percentual de acertos (53,49%).
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Alternativas | Quantidade Nao Errou Errou a Nao justificou
de alunos | uniformizou | conversdo | conversao
as unidades | decm/m de m*/I
de
comprimento
A 23 0 0 0 0
B 9 4 0 4 1
C 3 0 0 3 0
D 1 0 0 0 1
E 7 2 4 1 0
Total 43 6 4 8 2

Quadro 4 — Quantitativo de alunos por resposta dada na Q10.

Podemos observar que a maioria dos alunos acertou a questédo, embora a maioria dos
erros foi devido a ndo leitura das unidades, ao invés do ndo reconhecimento da formula de
volume do paralelepipedo. De acordo com a anélise a priori, alguns alunos mobilizaram a
concepgdo aditiva para a grandeza volume, respondendo a alternativa ¢, mostrando o ndo
reconhecimento da férmula de volume do paralelepipedo; porém, 18 alunos erraram por ter
dificuldades em converter as unidades de medida, ora de volume, ora de comprimento. Nesta
questdo, dois alunos erraram, pois ndo transformaram corretamente a unidade de medida de
comprimento, embora acertaram a conversdo da unidade de medida do volume. Observe um

dos protocolos:
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1) Considere um reservatério, em forma de paralelepipedo reténgulo, cujas medidas
sdo 8m de comprimento, Sm de largura e 120cm de profiundidade. Com base

nessas informagdes, € CORRETO afirmar que, para se er cher completamente

esse reservatorio, serdo necessarios:

a) 48 000 litros.

\] = % - 5 - O[,Z :
@ 48 litros. S I T
= &
respsta enads. N < 40 013 ; ?
c) 133 m’. V=44 m
d) | 2w’ gt S
-»¢)  OUTROS. ‘ Ve = B m
ree,:o#q ceito- \ g o
Justifique sua resposta: e
7

Figura 49- Extrato do protocolo do aluno CAM- Atividade Q10.

Outro aluno acerta a conversdo da unidade de medida de comprimento, mas erra diante
da converséo das unidades de medida de volume. Observe o exemplo:

Considere um reservatério, em forma de paralelepipedo retingulo, cujas medidas
sio 8m de comprimento, Sm de largura e 120¢m 'de profundidade Com base
nessas informacdes, € CORRETO afirmar que, para se encher completamente
esse reservaldrio, serio necessarios:

a) 48 000 litros. 3 SR 7y
57
¢) 133 m’. =
LT
d) 14,2 m*.
¢)  OUTROS.
Justifique suaresposta: 1 e T~ T4 @ = Hp)

Figura 50- Extrato do protocolo do aluno RBM- Atividade Q10.
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Dois alunos confundem a unidade de medida de volume com a de comprimento, além

de desconhecer a formula para o calculo de volume. Observe um dos protocolos:

11) Considere um reservatorio, em forma de paralelepipedo retéagulo, cujas medidas

sdo 8m de comprimento, Sm de largura e 120cm de profiundidade. Com base

nessas informagdes, ¢ CORRETO afirmar que, para se ercher completamente

esse reservatorio, serdo necessarios:

a)

48 000 litros.

48 litros.

133 m’.

14,2 i N A

OUTROS. &

Justifique sua resposta:

Figura 51- Extrato do protocolo do aluno CV- Atividade Q10.

Assim como o outro aluno que confundiu a unidade de medida de volume com a de

comprimento nesta questdo, ja citado anteriormente (refere-se ao aluno LM), este aluno CV,

também dé& indicios de que ndo compreende volume como grandeza, pois ndo conhece a

formula de volume do sélido abordado, ndo identifica as unidades de medida de volume,

apenas as unidades de medida de comprimento. Podemos observar também que o aluno

revelou possivel intencdo de evitar trabalhar com nimeros decimais, o que d& indicios de que

tem dificuldades em operar com nameros racionais, pois decompés o 120cm em 1 metro e

20cm, ao invés de transformar 120cm em 1,2m.

Outro aluno confundiu a unidade de medida de volume com a grandeza comprimento e

a grandeza area, nas questdes Q5, Q6 e Q7. Observe o protocolo referente as questdes Q5 e

Q6.
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Um tanque em forma de paralelepipedo tem altura de 2 m € por base um
retangulo, na posi¢ao horizontal, de lados 8 m e 4 m. Qual o volume desse

tanque?
Justifique sua resposta:

A base de uma piramide é um quadrado de lado 5 ¢cm. Sabendo-se que a altura

da pirimide mede 6 cm, calcule o volume dessa pirimide. Dado a formula do

volume da pirdmide:

V=—-8,-h (onde: S, éadreadabasee h € a altura)

u |

Justifique sua resposta:

Figura 52- Extrato do protocolo do aluno LMSP- Atividade Q6 e Q5.

Observe o trecho da entrevista a seguir, que trata das questdo Q5, inicialmente, e
depois da questdo Q7 desse mesmo aluno:

Entrevistador- E. Ai no caso, vocé achou esse volume, esse valor e essa unidade. Que unidade
é essa?

Aluno LMSP-cm.

Entrevistador- O centimetro também é outra unidade de medida pra volume?

Aluno LMSP-E.

Entrevistador- Nessa quest@o aqui, ele d4 uma piréamide, dentro de um prisma, certo? Ai ele
pede pra calcular o volume dessa pirdmide, ndo é isso?E ele diz, oh!, que o volume da

piramide equivale a um terco do volume do prisma que a contém. Certo? Ai como foi que
vocé achou 370?
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Aluno LMSP- Eu somei. Que foi aqui a altura aproximada, 140 e, 230 a forma dos lados. S6
1SS0.

Entrevistador- E no caso aqui, teria unidade?
Aluno LMSP- Ficaria metros ao quadrado? N&o. E. 370 m?.

Outro exemplo de ndo compreensdo do campo das grandezas em relacdo a volume, no
trecho da entrevista abaixo, com outro aluno:
Entrevistador- Quando eu digo assim, volume de alguma coisa, eu digo alguma unidade?
Aluno BMBS- Unidade?
Entrevistador- Sim.
Aluno BMBS- Nao!
Entrevistador- Entdo vamos la! Por aqui vocé colocou 2 o qué?
Aluno BMBS- 2 metros.
Entrevistador- 2 metros, ndo é isso? E aqui, ficou?
Aluno BMBS- Em centimetros.
Entrevistador- Teria que ser 0 qué?
Aluno BMBS- Metros, né?
Entrevistador- Metros também! E na resposta de volume, teria alguma unidade?
Aluno BMBS- Entéo € metros!

Inicialmente, o aluno considera volume como uma grandeza adimensional, ao observar
as unidades de outra grandeza, no caso 0s comprimentos das arestas do paralelepipedo,
referente a sexta questdo, passa a considerar a mesma unidade de medida para volume,
mostrando que tem dificuldades no campo das grandezas, por ndo conhecer as unidades de
medida de volume e por confundir volume com comprimento.

Na quinta questédo, dois alunos néo identificaram as unidades de medida de volume nas
respostas certas, dando indicios de mobilizar a concepc¢do de volume niimero, de acordo com

a classificagdo de concepgdes de volume de Anwandter-Cuellar (2008). Veja exemplo:
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L. . r = -,
A base de uma pirdmide é um quadrado de lado/> cm) Sa rendo-se que a altura

T 5 - SR . 7 :
da pirdmide mede 6 cm, calcule o volume dessa pirdmide . Dado a formula do

volume da pirdmide:

7 -”‘Sb'-f }‘ff';(onde: S, € a drea da base e h € a altura)

Justifique sua resposta:

vz -4 HV=50]

o

Figura 53- Extrato do protocolo do aluno EG- Atividade Q5.

Observe que esse aluno do protocolo acima, reconhece a formula de volume, calcula
corretamente, mas ndo identifica a unidade de medida de volume, o que demonstra
dificuldades no campo das grandezas. O outro aluno que néo identificou a unidade de medida

de volume na quinta questdo, também néo considera as unidades de volume na sexta questao.
Observe a figura a seguir:

2) Um tanque em forma de paralelepipedo tem altura de 2 m e por base um
retangulo, na posi¢io horizontal, de lados 8 m e 4 m. Qual o volume desse
tanque? '

Justifique sua resposta:

e,

Hrhy2 7;6_5{)

Figura 54- Extrato do protocolo do aluno MNOG- Atividade Q6.

Este aluno d& indicios de mobilizar a concep¢do volume namero, classificada por
Anwandter-Cuellar (2008), ao ndo identificar a unidade de medida de volume. Porém na

sétima quest&o, o aluno MNOG identifica a unidade de volume (m?), que esté& explicitada no
enunciado da quest&o.
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Os papiros mostram que 0s egipcios antigos possuiam diversos conhecimentos
matematicos. Eles sabiam que o volume da pirdimide equivale a um terco do
volume do prisma que a contém. A maior pirimide egipcia, Quéops, construida
por volta de 2560 a.C., tem uma altura aproximada de 140 metros e sua base é
um quadrado com lados medindo aproximadamente 230 metros. Logo, o volume

da pirimide-de Quéops ¢ de aproximadamente (em milhdes de metros ciibicos):

a) 200
b) 2,5
¢) 370
d) 7,5
3. OUTROS

i A=h

Justifique sua resposta:

Figura 55- Extrato do protocolo do aluno MNOG- Atividade Q7.

Nesta questdo, o aluno tem dificuldades em resolver por se tratar de algarismos de
ordem de grandeza elevada, milhdes, como visto na andlise a priori. Tal dificuldade foi
observada em 10 alunos que erraram a sétima questdo, sendo que um dos alunos errou
também a férmula de volume que serd comentado mais adiante. Porém, o aluno MNOG
mostra que sabe aplicar a formula de volume da pirdmide, assim como na sexta questéao.

Observe o protocolo referente a Q5:
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A base de uma pirdmide € um quadrado de lado 5 cm. Sabendo-se que a altura
da pirdmide mede 6 cm, calcule o volume dessa piramide. Dado a férmula do
volume da pirdmide:

Vz%-Sb -h. (onde: S, é a area da base e h € a altura)

Justifique sua resposta:

Figura 56- Extrato do protocolo do aluno MNOG- Atividade Q5.

Diante desta questdo, além da auséncia de unidades de medida de volume, podemos
observar a dificuldade dos alunos de lidar com a férmula de volume de uma piramide, por

conter a férmula de area da sua base quadrangular, fato este observado em dois protocolos.
Ver exemplo a seguir:

A base de uma piramide é um quadrado de lado 5 cm. Sabendo-se que a altura

da pirdmide mede 6 cm, calcule o volume dessa pirdmide. Dado a formula do
volume da pirdmide:

1
14 =§-Sé -h.(onde: S, é aarea da base e /i € a altura)

Justifique sua resposta:

Figura 57- Extrato do protocolo do aluno LM- Atividade Q5.
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Observamos que o aluno LM ndo considera a area da base, e calcula o volume
multiplicando o lado do quadrado pela altura da piramide, ao invés de calcular a area do
quadrado e multiplicar pela a altura da piramide. Na sétima questdo também podemos

observar 0 mesmo erro presente na resolucdo de outro aluno. Ver figura:

Os papiros mostram que 0s egipcios antigos possuiam diversos conhecimentos
matematicos. Eles sabiam que o volume da pirimide equivale a um terco do
volume do prisma que a contém. A maior pirdmide egipcia, Quéops, construida
por volta de 2560 a.C., tem uma altura aproximada de 140 metros e sua base é
um quadrado com lados medindo aproximadamente 230 metros. Logo, o volume

da pirdmide-de Quéops € de aproximadamente (em milhGes de metros ciibicos):

7AN

130
g
Yy ®
a) 200 \f1 i T4e. 130 SE3 fedii
5 o
b) 2,5 oo
¢) 370 Vs 7 A ree
d) 7,5 :
= RRIBE
®) OUTROS 7
\f";_

Justifique sua resposta:

Figura 58- Extrato do protocolo do aluno MBV- Atividade Q7.

Além de errar a formula do volume da pirdmide, o aluno tem dificuldades quanto a
lidar com numeros de ordem de grandeza elevada, como observado na analise a priori.

As questbes de situacdo de medida com baixo indice de resposta plenamente correta,
entre 30% e 50%, mas também baixo indice de auséncia de resposta, abaixo de 20%, foram as

Q7e Q8.
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Na sétima questdo, 21,57% dos alunos tiveram dificuldades quanto ao célculo
numérico e 17,67% erraram aspectos quanto a férmula de volume e da area da base da
piramide, pois oito alunos desconhecem a férmula do volume da piramide, sendo que quatro
realizaram o principio aditivo e trés alunos apenas multiplicaram os valores dados na questao
para calcular o volume. Ver exemplo a seguir:

Os papiros mostram que os egfpcios antigos possuiam diversos conhecimentos

matematicos. Eles sabiam que o volume da pirdmide ec sivale a um terco do
volume do prisma que a contém. A maior piramide egipc a, Quéops, construida
por volta de 2560 a.C., tem uma altura aproximada de 149 metros e sua base &

um quadrado com lados medindo aproximadamente 230 metros. Logo, o volume

da pirdmide de Quéops ¢ de aproximadamente (em milhdes de metros clibicos):

a) 200
by
c) 370
d) 7.5
B OUTROS

Figura 59- Extrato do protocolo do aluno LM- Atividade Q7.

Um aluno apresentou dificuldades em calcular o volume ao se deparar com numeros
decimais ou inteiros de ordem de grandeza elevada, 0 que remete a lacunas no campo dos
nimeros e operacfes. Assim, mobilizou o principio aditivo, respondendo a alternativa c,
como era esperado na anélise a priori. Ver exemplo:
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) Os papiros mostram que 0s egipcios antigos possuiam diversos conhemmen[os

matematicos. Eles sabiam que o volume da pirimide equivale a,\um tergo dor,‘
< volume do pnsm 13)que a contém. A maior pirdimide egipcia, Quéops, construida

por volta de 2560 a. C., tem uma altura aprommada de 140 metros e sua base €

um quadrado com lados medindo aproximadamente 230 metros. Logo, o volume

da piramide de Quéops € de aproximadamente (em mllhoes de metros cubicos):

= 2) 200 S35 oo 535
b) 2,5 ’
4 370
d) 7,5
e) OUTROS

Justifique sua resposta: o
2L NRo

T

Figura 60- Extrato do protocolo do aluno JS- Atividade Q7.

O aluno calculou errado a multiplicacdo de 230 por 230, e posteriormente o resultado
dessa multiplicacdo por 140, mostrando dificuldades no campo numeérico, apesar de estar
realizando os passos na sequéncia correta para o calculo de volume, mostrando reconhecer a
férmula de volume.

Os solidos ocos, como observado na oitava questdo, envolvendo o conceito de
capacidade, os alunos ndo apresentaram dificuldades em calcular o volume, obtendo um
percentual de acertos de 39,22%. Seis alunos (11,76%) acertaram a questdo, mas néo

justificaram, e 0 mesmo percentual de alunos ndo responderam a questao.

Quatro alunos (7,84%) responderam erroneamente a alternativa b, correspondendo a
medida da altura ocupada pelo liquido na caixa de vidro, 32 cm, como observado na analise a
priori. Ver exemplo:
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9) Imagine uma caixa de vidro inteiramente fechada e quasc cheia de dgua, como
mostra a figura. Observe que o nivel da dgua estd a 5 ¢ n abaixo do maximo.
Agora, vamos colocar a caixa em pé, para que fique com - 0 cm de altura. Nesse

caso, o nivel da dgua ficard quantos centimetros abaixo de maximo?

40 cm

Sem 25 cm

N, - 20 » X LooO tr ho= 30%) o
a) Sem. = b= ?‘*_f:sjg -
) 32em.
c) 8cm.
d) 24000cm’,

e) OUTROS,
Justifique sua resposta:

Figura 61- Extrato do protocolo do aluno LUI- Atividade Q8.

Treze alunos (25,49%) tiveram dificuldades em compreender que ao conservar o
volume, ndo implica em conservar as medidas do comprimento, largura e altura, ao modificar

a posicdo do sélido, respondendo a alternativa a. Ver figura:
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Imagine uma caixa de vidro inteiramente fechada e quase cheia de dgua, como
mostra a figura. Observe que o nivel da dgua estd a 5 ¢ abaixo do maximo.
Agora, vamos colocar a caixa em pé, para que fique com 0 cm de altura. Nesse

caso, o nivel da agua ficara quantos centimetros abaixo do maximo?

5 ) Sem.
b) 32cmf
c) dcm.
d) 24000cm’
€) OUTROS.

Justifique sua resposta:

Qs A KUArT e pe A6eq4 & K 2z

G

Figura 62- Extrato do protocolo do aluno JMPN- Atividade Q8.

Observe que o aluno tenta resolver a questdo através da figura, colocando os valores
das dimensbes e conclui que se o volume de agua ndo se altera, entdo o nivel de agua
permanece 0 mesmo. O aluno ndo percebe que o nivel de agua corresponde a medida do
comprimento de uma das arestas, ao se calcular a capacidade restante de dgua para preencher
completamente o recipiente, dando indicios de ter mobilizado o teorema-em-acdo: Se dois
solidos tem mesmo volume, entdo eles séo idénticos.

Alguns acertam na férmula de volume do s6lido da questdo, mas erram no célculo,
mostrando dificuldades no campo numérico. Ver exemplo a seguir:



. .
Imagine uma caixa de vidro inteiramente fechada e quase cheia de dgua, como

a)
b)
9)
d)

©

40 cm \

N 40 -
a5, v V2o
32cm. Ty= 24
8cm. .
24000cm’.

OUTROS.

Justifique sua resposta:

25 cm

30 cm

30 - 20

70

mostra a figura. Observe que o nivel da dgua estd a 5 ¢ abaixo do maximo.
Agora, vamos colocar a caixa em pé, para que fique com 0 cm de altura. Nesse

caso, o nivel da dgua ficard quantos centimetros abaixo do maximo?

40 cm

Ve B S 1O
Ne = 12 5
del = SrcC
L 200
rr
Z S - 2 albure
=t

-} i 5

Figura 63- Extrato do protocolo do aluno CAM- Atividade Q8.
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Observe que no protocolo acima, o aluno erra nos calculos da medida de volume, ao

multiplicar 40 por 30 e acaba errando os volumes, ao invés de ser 24 000 cm® considera
2400cm® e ao invés de 30 000 cm?® considera 3 000 cm®.

Outro exemplo de dificuldade no campo numérico, quanto a situacdo de medida, o

aluno mostra que conhece a formula, mas erra nos calculos de volume do paralelepipedo, veja

o exemplo:



132

Um tanque em forma de paralelepipedo tem altura de 2 m e por base um
retingulo, na posicio horizontal, de lados 8 m € 4 m. Qual o volume desse
tanque? .

Justifique sua resposta: viloy . o Caleulads OV 7

: A Al e —~ £ i
AYZqa Aar pAbs AlTuYa loap < ol
o 704 2 Clo sy

G ol

]
v =

Figura 64- Extrato do protocolo do aluno RBM- Atividade Q6.

Observe a multiplicagcdo 16 por 4, efetuada por ele, no protocolo acima, que considera
como resposta do volume 184 m*. Neste caso, 0 aluno compreende volume como grandeza e o
campo geométrico, pois representou corretamente o sélido e suas dimensfes, apresentou
corretamente a unidade de medida, apenas errou no calculo, mostrando lacunas no campo

nUMErico.

No ultimo grupo estdo as questdes de situacdo de medida cujo indice de acerto pleno é
inferior a 50% e o indice de auséncia de resposta € superior a 20%. Nesse grupo destaca-se a
questdo de reconhecimento das dimensfes da esfera (Q4dC), cujo indice de acerto foi de
19,61% e o indice de auséncia de resposta foi de 58,82%. Ainda nesse grupo estdo as questdes
Q4bF, Q4cF, Q4dF, Q4aC, Q4bC, Q4cC, Q9b, Q9d e Q9e cujos indices de acerto pleno estao
entre 30% e 50% e nas quais mais de 29% dos alunos deixaram em branco.

Dados referentes a quarta questdo apontam dificuldades na compreensdo do quadro
geométrico, por ndo reconhecerem as dimensdes necessarias para o calculo de volume e
dificuldades no quadro das grandezas, por desconhecerem a formula de volume dos sélidos

dados, confundindo com formulas de outras grandezas, como &rea, por exemplo.

Como podemos observar no grafico 3 da pagina 114, as questdes de transformacéo de
unidades (Q9) foram as questes que obtiveram maior percentual de auséncia de resposta
entre as situacOes de medida, com excecdo da Q4dC, seguida das questdes de reconhecimento

da férmula de volume dos s6lidos cone, esfera e cilindro, o que reforca ainda mais indicios de
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que os alunos ndo compreendem situacdes de medida que envolvam conversdo de unidades e

outros solidos diferentemente do paralelepipedo.

Quase a metade dos alunos ndo indicou sobre a figura 0s comprimentos necessarios
para o calculo de volume, principalmente no cone (49,02%) e na esfera (58,82%), 0 que
mostra lacunas no quadro geométrico, por apresentarem dificuldades em identificar, sobre a

figura, os elementos geométricos cujos comprimentos estdo em jogo no calculo do volume.

Houve em protocolos de alunos a confusdo entre a formula de area do circulo com o
seu perimetro, respondendo assim para a férmula do volume do cilindro, por exemplo, v=2nrh

e do cone, v=1/3. 2nrh. Ver figura abaixo.

]

c}

Figura 65- Extrato do protocolo do aluno LMF- Atividade Q4b e Q4c.

Tais resultados explicitam lacunas diante do quadro das grandezas, por ndo reconhecer
a formula de volume ou confundi-la com a férmula do comprimento da circunferéncia.

Os alunos, diante da questdo de transformacdo de unidade, erraram mais a alternativa
a, com indice de erros de 23,53%, a alternativa b, com indice de erros de 25,49% e a
alternativa e, com indice de erros de 21,57%, em relacdo a alternativa ¢, com indice de erros
de 7,84% e elevado percentual de respostas certas, 49,02%, e a alternativa d, com percentual
de acertos também elevado, 45,10%. As alternativas d e e, tratavam-se de uma transformagéo
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que envolvia uma relagdo entre grandezas de volume e de capacidade conhecida pelos alunos,
a relagdo: 1cm? corresponde a 1ml. Entdo, na alternativa “e” era s6 conhecer a relagdo, que

ndo precisava de transformar as unidades. Conhecendo tal relagdo, ficava mais fécil
transformar as unidades da letra d. Ver exemplo:

10) Sabendo que 1 litro corresponde a 1 dm’, transforme:

] g,’qu; ) Lam”
3 = o Aam? = !/
7 &) . 3
a) 2m’ em litros; Adm3 = 4.40 'm
s
b) 10 dl em dm’; 4L =110 o
¢l
3 f 3
¢) 0,001 dm” em ml; el
q f ":/ A,
d) 1 cm em ml; [ 3
gt
i oAl 144= X
¢) 0,01 dlem cm’. | opd—9"!
e
. [ Lt
Justifique sua resposta: g —— - 4
2,0 104dl A
Nois ’ 4,1., 1044 s Sl
gl st 1o 13 =
o h 3 :
arLy 0 e S j AL et
L, z!. A : 7 i {2 /,f’:h‘ S |
g ; | dem” = 17md ~ (e = / Ty
| ‘I’/:’,""'T'i/{ ' f—li s e - 3 Aand
/I 14 "

Figura 66- Extrato do protocolo do aluno VIC- Atividade Q9.

Porém, os que ndo conheciam tal relagcdo, acertaram a transformacdo utilizando a
relagdo dada no enunciado: 1 litro corresponde a 1 dm®. Observe no protocolo a seguir que o
aluno compreende a relacdo 1 litro corresponde a 1 dm® e acerta a letra a da quest&o, mas néo

reconhece a relacdo 1cm?® corresponde a 1ml, trocando-a pela relacdo 1m® corresponde a 1ml,

errando desta forma as letras c, d e e.
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10) Sabendo que 1 litro corresponde a 1 dm”, transforme:
a) 2 m’ em litros;
b) 10 dl em dm’;
¢) 0,001 dm’ em ml;
d) 1em® emml;
e) 0,01 dlem o’

Justifique sua resposta:

)4 g3 = 400Qm? b> fdm? &ﬂ’v C) fen3 24l CD ﬁm%:’lri‘zl. E)OJL“: L=04
1000 < 12 o 16 Goscaialis  Seteighed . dgel t

d B X X =10dm3 . 106cm2 = 4o ) 106l D3
iy 0,004 dm3= o e

X = Qmﬁ*QOOO/e, J dm 4m£ ﬁ[‘_(w\':)-(’: X X“O}OOOjun;

¥ = 0,000004cm3

Figura 67- Extrato do protocolo do aluno SAC- Atividade Q9.

Quanto a letra b, por descuido, o aluno considerou 10dl como sendo 10 litros, errando
a questdo. Porém, tal aluno mostra que conhece as unidades de volume e de capacidade
necessarias para as transformacgdes exigidas, bem como as estratégias que deve mobilizar para
resolver tais situacOes de transformacéo.

Um dos alunos justifica durante a entrevista a sua dificuldade nas questdes que
envolvem transformagdes de unidades de medida de volume, como na Q9, alegando néo saber
transformar determinadas unidades de medida, por ndo estar habituado a trabalhar com elas.
Observe o extrato da entrevista:

Entrevistador- Vocé desconhece essa unidade, é isso?

Aluno RBM-E porque eu ndo, é, exato, porque é uma coisa que eu ndo uso usualmente,

assim, eu ja vi mas como é uma coisa que eu nao costumo exercitar.

Entrevistador- Certo, mas vocé sabe os multiplos e submultiplos do metro? E do metro
cubico, do litro?

Aluno RBM- Assim, eu peco nessa hora. Que é uma coisa basica que talvez eu, como o fato
de s6 utilizar certos tipos de unidades , eu ndo olho pra outras e acabo perdendo questdes.

As situagBes de producdo Q11 e Q12a, obtiveram indices de acertos abaixo de 30% e
elevado indice de auséncia de respostas, acima de 20%. Tais questdes necessitavam da
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construcdo de um solido. Portanto, devido aos poucos acertos e ao elevado percentual de
auséncia de resposta e de respostas inadequadas nesse tipo de situagédo, os resultados apontam
indicios de que os alunos ndo conseguem calcular o volume do so6lido a ser construido e que
os alunos nao conseguem dissociar o sélido do volume e construir s6lidos diferentes do sélido
dado.

70

W respostas certas

M respostas
inadequadas

W auséncia de
resposta

Percentual de alunos

Ql2b Q11 Ql2c Ql2a
Questdes de produgdo

Grafico 5-SituacOes de producdo

Na décima primeira questdo, era dado o solido para construir outro sélido com um
terco do seu volume, apenas quinze alunos (29,41%) conseguiram calcular o volume do s6lido
e construir o sélido com um terco do volume calculado. Sete alunos que acertaram,
construiram empilhamentos de cilindros, mostrando dependéncia do volume com a forma do
objeto, segundo observado no estudo de Anwandter-Cuellar (2008). Um dos alunos construiu
um cilindro, além de um paralelepipedo. Observe o exemplo:
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’KO empilhamento abaixo foi construido a partir de cilindros de 2em?, 4cm’ e
8cm® respectivamente. Construa um sélido com 1/3 do volume deste

empilhamento.

6o+ 24=34 o>
LU\ 2
2A ]2,‘31

2 enmi®

Justifique sua resposta: ?X X T = 2% f/m3

J4x2= 2¢en3
A= em?, qom

~ P

Figura 68- Extrato do protocolo do aluno JOR- Atividade Q11.

Trés alunos construiram a piramide mas, um deles durante a entrevista, alegou que ndo
seria possivel construir sélidos como o cilindro, o cone e a esfera. Observe a justificativa dada
por um dos alunos:

“Entrevistador- Nessa questdo aqui da producéo do sélido, vocé pensou nessa figura, nesse

s6lido, ndo € isso? Teria outro diferente que vocé poderia construir, ou nao?

Aluno AKRS -Com o cone eu acho que ndo iria dar exato, porque a gente teria que
multiplicar pelo valor de m. Como o valor de = ndo é exato, ndo iria dar 28. O cilindro
também multiplica por z, entdo acho que ndo. (da uma pausa para pensar). Ha! Ja a
piramide podia ser. (fica pensativa) Porque se tivesse uma piramide de base quadrada iria
funcionar como o paralelepipedo porque...(fica pensativa), digamos que a base fosse dois e a
altura da piramide fosse sete. Mas o volume da piramide é um terco. Entdo, ndo da 28, ndo
sei, (fica pensativa), entdo tinha que ter uma piramide de base quadrada, de lado 2 e a altura

ao invés de ser 7 seria 21, ai ia dar certo o volume.”

Diante do que foi exposto na entrevista, mostra-nos que o aluno tem dificuldades
quanto a lidar com os nameros irracionais e se prende ao quadro numérico, ndo observando

que seria possivel construir outros sélidos, mesmo que na formula de seu volume contenha o



138

namero irracional =t. Porém, tal aspecto ndo sera aprofundado neste estudo, o que sugerimos

aborda-lo em uma pesquisa posterior.

Alguns ainda insistem em calcular o volume do solido a ser construido, utilizando a
formula do volume do cone, ja que o sdlido da questdo € um empilhamento de diversos
cilindros e acreditam que o solido a ser construido é um cone, errando a questdo. Observe

abaixo:

O empilhamento abaixo fol construide a partir de eilincros de Zem?®, 4em® e
dcm® respectivamenie, Construa um sdlido com 13 de wvolume deste

empilhamento.

Justifigue sua resposta:

0, il B ol
s %

Figura 69- Extrato do protocolo do aluno CLA- Atividade Q11.

Fato este observado no protocolo acima, remete a concepcdo volume nimero segundo
a classificacdo de Anwandter-Cuellar (2008), pois o aluno mobiliza a férmula de volume do

cone para construir o sélido com um ter¢o do volume do empilhamento de cilindros.

A questdo Q12a, em que era dado o volume para serem construidos com cubinhos
solidos diferentes, foi a que mais obteve respostas inadequadas deste grupo de situacbes
(55,78%), 0 que mostra a dificuldade dos alunos em decompor o0 nimero 36, para encontrar 0s
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s6lidos de mesmo volume. Apenas trés alunos realizaram a montagem dos sdlidos
corretamente. Ver figura abaixo.

Jodo possui 36 cubinhos de lem de aresta. Ele quer o1 zaniza-los de modo a

formar um paralelepipedo retangulo.

a)Indique quantos?paraleleéalpgd{os retdngulos diferentes J: o podera formar com
%= 1,2, 3,969,178, 567

0s 36 cubinhos. iR V=B Dye = ("
r-——‘"‘""'*h—"‘;""\l ’ . ¢ = q =36 e
ustifique sua resposta: S R ‘1>< S s NN ek
T Pl pipades . o Vy= 1 3afaz “Sfc.m s R=4u3s3z3emd’
Vs fuYu® 0%

\JS:;;{:'_,\_J,

A

Figura 70 - Extrato do protocolo do aluno FLA- Atividade Q12a

Observe em outro protocolo, como o aluno encontrou as combinacfes possiveis para
montar os paralelepipedos, decompondo o nimero 36 em seus divisores, porém representa 0

s6lido mobilizando a concepcdo de volume medida, pois desenhou um sélido formado por
cubinhos, considerando a unidade de medida de volume, o cubinho:

(3h=1 136 —G{L

"'45 P L

A 36 i 3.~

Jodo possui 36 cubinnes de lem de aresta. Fle quer o ganiZa-los de modo a j{;. 15*} "‘*’l
[y b

formar wm paralelepipedo retingulo, =136+

%3431

a)Indique quantos paralelepipedos retingulos diferentes Jofo poders formar com
: = P i %:ﬁﬁ}-&_}_

s 36 cubinhos,

Justifique sua respusia:

R ﬁ Wﬁ%}iﬂf«/f"“ ﬂ»f"w.ih

Figura 71- Extrato do protocolo do aluno CLA- Atividade Q12a.
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Em outro protocolo, podemos observar a concepg¢do volume niimero em jogo, pois a
férmula de volume é explicitada tanto por enunciado quanto por representacéo grafica.

Divilokes de 36! 8) Jodo possui 36 cubinhos de lcm de aresta. Ele quer organiza-los de modo a
1,2,3,4,6,9,12, 13,36 - formar um paralelepipedo retangulo.

a)Indique quantos paralelepipedos retangulos diferentes Jodo podera formar com

- ~;¢ \38(3 %g 0s 36 cubinhos. — | ‘1 V=obe —» O notume deo WMF‘PA"} Ja

A’ 2 1 % W, rats A

|, 3.1 (m Justifique sua resposta; & ° Rarpre Ap.h —»ou @y, & anudHplicacdh de

=3 Q" = 2 MLt 3 P Joen [
q (=) 2 BVONeR - Jo. Q. wtaen diands

Lo : Ruye - 8 Daerrse ochar Syt "a bl

s 6°6 (=) — sty 07 o« m el hbeh, e velin

G Ao ) w)ﬂ@‘¢zaf_’j}§ﬁ de. deemn rat )'meﬂ& J’ff,”d/“.@ﬂ*’ )

= - 3 UMW o produte JOU T VD!

& 209 @m) Bilodo ok d ,mdmtz 2m o? ! i

S ol i )Jodo acha que todos os paralelepipedos retangulos possuem o mesmo volume.

~ e

O que vocé acha?

Figura 72- Extrato do protocolo do aluno ACBSA- Atividade Q12a.

Dos erros, treze alunos buscaram nos divisores as combinacdes possiveis, porém
erraram na quantidade de combinacdes. Outros erros indicam que os alunos buscaram dividir
em partes iguais os 36 cubinhos e acharam respostas diversas, como 3, 4, 6, 12 e 18

paralelepipedos, o que aponta para a interpretacdo incorreta do enunciado da quest&o.

O aluno pode considerar diferentes posicdes de um mesmo paralelepipedo retangulo,
formando sélidos de mesmo volume, porém com dimensdes trocadas, ou seja, um sélido de
medidas (6 x 2 x 3) de dimensdes e outro de medidas (2 x 6 x 3) como sendo diferentes. Desta
forma pode errar na quantidade de paralelepipedo retangulo formados, dando um valor acima
do esperado, como foi observado em uma das respostas, na qual um aluno considerou 10
paralelepipedos formados, conforme visto na analise a priori.

As questdes Q12b e Q12c foram questdes de producdo, que estavam relacionadas com
0 conceito de volume a partir da construcdo de sélidos. A Q12b tratava da compreensao da
independéncia de volume com a forma do solido a ser construido e na Q12c relacionava com
a area da superficie externa. De acordo com os resultados obtidos, podemos observar no
grafico que a Q12b foi melhor compreendida pelos alunos, mostrando percentual de acertos
igual a 50,98%, o que evidencia que os alunos compreendem volume como uma grandeza
autdbnoma, independente da forma do objeto a ser construido com a mesma quantidade de
cubinhos de 1cm de aresta cada, de acordo com Anwandter-Cuellar (2008). Em tal questéo,
dos 17 alunos que erraram, correspondendo a um percentual de erros igual a 33,33%, ou néo

resolveram a Q12a, correspondendo a 7 alunos; ou resolveram dividindo o numero 36, por um
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numero divisor, dando como resposta o resultado nao esperado na analise a priori. Observe o

exemplo:

8) Jodo possui 36 cubinhos de lem de aresta. Ele quer or zanizé-los de modo a
formar um paralelepipedo retangulo.
a)Indique quantos paralelepipedos retan gulos diferentes It 10 podera formar com
0s 36 cubinhos.

Justifique sua resposta:

b)Jodo acha que todos os paralelepipedos retingulos poss em o mesmo volume.
O que voeé acha?
A0y z ' 1 5 §
—cACYO QU2 NOG , 0o o Quomisdaode de
don dov fo

DA Quak 3XR snov Qs
1 fongir Cudiimiie

Figura 73- Extrato do protocolo do aluno LMSP- Atividade Q12b.

Tal resultado aponta para a relevancia da relacdo existente entre a producao do solido
(Q12a) e a compreensdo de conservacdo de volume (Q12b), visto no trabalho de Anwandter-
Cuellar (2008). Os alunos que acertaram a questdo Q12a, ou que tentaram resolver pela
decomposicdo do nimero 36 e assim obtinham as dimens6es possiveis, mas ndo conseguiram
encontrar as 8 combinagfes da resposta correta, acertaram a questdo Q12b, o que da indicios
de que os mesmos compreendem a independéncia de volume quanto a forma do objeto e de
que mobilizaram o teorema-em-acdo correto do ponto de vista matematico: “Sélidos

compostos por outros sélidos, organizados diferentemente tém mesmo volume”.

b)Jodo acha que todos os paralelepipedos retingulos possuem o mesmo volume.

O que vocé acha?

g
s
B 2 W LR - . o 8 & ! :
5;\'1'{\ [ el & WO A 17D 4 Sh sl B RETTELEDS
S Q g A vy S : ol et i & # Fin P S
JEL 8 XV D & Al dvoaali&and inthnild O EhWOrerl D ae
11 led #y r‘:-":"'y;‘x

Figura 74- Extrato do protocolo do aluno GLSS- Atividade Q12b.
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Porém, a questdo Q12c obteve um indice mais baixo de respostas certas, em relacao a
Q12b, por tratar da relacdo entre duas grandezas, volume e area. Os alunos podem ter
mobilizado o teorema-em-acdo errdneo do ponto de vista matematico: “Sélidos de mesmo
volume tém a mesma &rea”, segundo observado no trabalho de Anwandter-Cuellar (2008).
Observe o exemplo:

c)Jodo acha que todos os paralelepipedos retangulos t€m a mesma area pois

possuem a mesma quantidade de cubinhos. Vocé concorda com ele?

Sf‘ﬂ,nm 200 __Posztramn A N F 2 o A QroanTodad 2 S2p.n04 12
g \ [] l 1

Figura 75- Extrato do protocolo do aluno RBM- Atividade Q12c.

O aluno relacionou a quantidade de cubinhos com a conservacao da area, assim como

fez com a questdo Q12b.

b)Jodo acha que todos os paralelepipedos retingulos possuem o mesmo volume.

O que vocé acha?

ey ﬂ?‘ Vv nA A MMpnnna  Grani da ,f}[,f’ d b bz
{
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Figura 76- Extrato do protocolo do aluno RBM- Atividade Q12b.

Porém, ndo compreende que compor solidos diferentes com mesma quantidade de
cubinhos unitarios € algo que conserva volume e que ndo conserva a area da superficie dos

possiveis sélidos construidos. Observe o protocolo abaixo:

c)Jodo acha que todos os paralelepipedos retangulos t&in a mesma area pois

possuem a mesma quantidade de cubinhos. Vocé concorda com ele?

Nég. An Jocss do du g, ) PN DALI0B BRI o Do "

’\‘x}wt.-%;'«.' Wvdds & e WEOMANWIANNINIR OB ou ;:l;-‘.'i,‘"\},-j-\):\fi'i,

Figura 77- Extrato do protocolo do aluno FLA- Atividade Q12c.
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“As faces” a que o aluno se refere sdo a superficie exposta de cubinhos ao formar os
paralelepipedos. O aluno compreende a relacdo entre a grandeza area com a forma do objeto

construido.

4.5 INVARIANTES OPERATORIOS

Teoremas-em-acao e conceitos-em-acao sdo 0s invariantes operatérios que compdem
0S esquemas, sdo 0s conhecimentos contidos nos esquemas, 0S quais consistem na

organizacdo da conduta para certa classe de situagdes (VERGNAUD, 1990).

Como ja foi dito, teorema-em-ac¢do € uma proposicao considerada pelos sujeitos como
verdadeira. Podemos observar indicios de mobilizacdo de vérios teoremas-em-agdo
possivelmente desenvolvidos pelos alunos diante das respostas dadas para cada situacao. Eles
permitem interpretar procedimentos corretos, mesmo que 0s sujeitos ndo sejam capazes de
explicar, e também erros. Para isso, foi preciso explicitar através de codificacdo os teoremas-
em-acdo corretos do ponto de vista da matematica académica e os que ndo sdo. Assim,
codificamos TAC os teoremas-em-a¢do corretos do ponto de vista da matematica académica e
denominamos TAE para teoremas-em-acdo errbneos do ponto de vista da matematica
académica. Desta forma listamos os teoremas-em-acdo mobilizados pelos alunos diante das
resolugdes das questdes e durante as entrevistas.

TA1C “Sélidos de mesma massa e mesma densidade tém mesmo volume”

Na situacdo de comparacdo, em que eram comparados dois pedacos de massa de
modelar modificados em uma esfera e 0 outro numa pizza, obtivemos como justificativas: “se
a massa € igual e provavelmente tem a mesma densidade, entdo tera o0 mesmo volume”,
“mesmo material, mesma medida, apenas dimensdes diferentes”, 0 que podemos observar em
tais protocolos que os alunos compreendem o principio de conservacdo de volume
relacionado com a invariancia da massa e da densidade do objeto, como observado no

trabalho de Barros (2002). Observe o protocolo a seguir:
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e
1) Com dois pedagos iguais de massa de modelar, formamo: com um deles uma

esfera e com outro uma pizza. Marque a alternativa correta:
@ Os dois objetos formados tém o mesmo volume.

b) A esfera tem volume maior que a pizza.

c) A esfera tem volume menor que a pizza.

5 ] : / . 3
Justifique sua resposta: sendo @ formnula. de volome V=™ e tendo a
esfera. e a pizza ’\%uo,{s massas e densidades,infere-se
Qe o valume rampem Serst iopal.

Figura 78- Extrato do protocolo do aluno SAC- Atividade Q1.

Segundo Oliveira (2007), a compreensao do conceito de densidade é importante para a
aquisicdo do conceito de volume. Desta forma, a mobilizacdo desse TA1C da indicios de que

0 aluno compreende o conceito de volume, relacionado a outros conceitos.
TALE: “Sélidos diferentes tém necessariamente volumes diferentes”

Em algumas respostas da primeira questdo, identificamos a dependéncia de volume
com a forma do objeto, justificando ser a forma do objeto responsavel pela conservacéo ou
ndo do volume dos objetos formados, segundo a justificativa: “Pois a pizza também tem a
forma de uma esfera, sendo assim, ambos terdo o mesmo volume”. Entre as respostas
corretas, justificativas erradas, relacionando a forma do objeto com a conservacao do volume:
“Porque eles possuem formas semelhantes”, relacionando volume com o tamanho do objeto:
“tem 0 mesmo volume, pois 0s dois objetos tém os mesmos tamanhos ou seja sao iguais, s6
que em formas diferentes”, o que mostra que o principio de conservacdo de volume em
relacdo a conservagdo da densidade e da massa do objeto ainda ndo estd bem esclarecido ao

aluno.

O teorema-em-acdo TALE também foi mobilizado por seis alunos na Q12b, ao
relacionar volume com a forma dos objetos construidos com a mesma quantidade de cubinhos

de 1cm de aresta cada. Observe o protocolo a seguir:
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b)Jodo acha que todos os paralelepipedos retdngulos possuem o mesmo volume.

O que voce acha?

W .‘]L@%; Nyrd) _-‘.\_;f‘f-ﬁj:?‘\-\&ia% Ck:ﬁ‘: hﬁ’\i@"; f,}*{k\wm

Figura 79- Extrato do protocolo do aluno VGS- Atividade Q12b.

TAZ2E: Se dois sélidos ttm a mesma massa, entdo ttm o mesmo volume.

Observe o protocolo a seguir que mostra como esse teorema-em-acdo TAZ2E foi
mobilizado:

1) Com dois pedagos iguais de massa de modelar, formamos com um deles uma

esfera e com outro uma pizza. Marque a alternativa correta:
? Os dois objetos formados tém o mesmo volume.
b) A esfera tem volume maior que a pizza.

c) A esfera tem volume menor que a pizza.

T |

/
Justifique sua resposta: £ uT, (/z4d4 4  wtoams  Amass

a, ‘;‘I» V2 g 1‘,:,/,';(_ e

Figura 80- Extrato do protocolo do aluno RBM- Atividade Q1.

O que levou ao indice elevado de erros nesta questdo, 82,36%, foi os alunos terem
justificado a alternativa correta desta forma representada no protocolo acima, mobilizando
esse teorema-em-acdo TA2E. Fato este também observado no trabalho de Barros (2002). Em
respostas desse tipo, ndo podemos saber se implicitamente o aluno mobilizou a ideia de que
os dois objetos formados tém a mesma densidade ou se esse aspecto ndo é considerado; pois,
pela Teoria dos Campos Conceituais, 0 sujeito pode mobilizar algum conhecimento que néo €
capaz de explicitar. Para pensar que essa resposta estaria realmente errada, precisaria ter
materiais de densidades diferentes e ver se o critério Unico da massa é usado; porém, como

néo foi justificada adequadamente, resposta desse tipo foi considerada errada.



146

TA3E: O volume de um sélido se altera na mesma proporcao que seus comprimentos.

Em outra situacdo de comparacdo, em que havia a necessidade de compreensdo da
trilinearidade do volume, dos 25 alunos que erraram, onze alunos ainda adotam a concepcao
linear de volume, desenvolvendo o teorema-em-acdo errbneo de que o volume altera na
mesma proporgao que a aresta, ou seja, se a aresta aumentar de 20%, entdo o volume também

aumenta de 20%. Veja protocolo a seguir:

)Se aumentarmos em 20% (vinte por cento) as arestas de um paralelepipedo

retangulo, em quantos por cento o seu volume sera aumentado:

){ 20%

b) 0,8%

c) 60%

d) 72,8%
e) OUTROS

Justifique sua resposta:
: . 4 OZW’V—’ {l
/l%u./; Surmeié W&@;m

Figura 81- Extrato do protocolo do aluno RAS- Atividade Q3.

O aluno, ao mobilizar o teorema-em-acdo TA3E, ndo percebe que “volume é uma
funcéo trilinear com relacdo ao comprimento de suas arestas que partem de um mesmo Vértice
(comprimento, largura e altura)”. (BARRQOS, 2002, p.94)

TA2C: Solidos compostos por outros sélidos, organizados diferentemente, tém mesmo

volume.

Na questdo em que pede para formar com 36 cubinhos de mesmo volume cada,
paralelepipedos diferentes, os sujeitos podem mobilizar o teorema-em-acdo TA2C, ao
considerar que todos os paralelepipedos formados terdo o mesmo volume. Observe o

exemplo:
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b)Jo_Eio "acha que todos os paralelepipedos retdngulos possuem 0 mesmo volume.

O que voceé acha?

£

vefdade pois mesmo gile mude Qg J@Q’%Ché.‘m-sic,ag
Tl

/s_hn% fui’)f:'n'r?m{w, @) ve suladny jgm‘o’)r@ ek Q. EHTCY)

Figura 82- Extrato do protocolo do aluno CAM- Atividade Q12b.

Observamos no protocolo acima, que o aluno considera 0 mesmo volume para todos

os solidos formados, independente da sua forma de organizacgéo de cubinhos.
TAA4E:Se dois sélidos ttm mesmo volume, entdo eles séo idénticos.

Ao mobilizar o teorema-em-acdo TA3E, 0 sujeito pode considerar que as dimensdes
de um solido n&o podem se alterar, ja que o volume permanece o mesmo. E o que observamos

no protocolo a seguir:
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Imagine uma caixa de vidro inteiramente fechada e quase cheia de agua, como
mostra a figura. Observe que o nivel da 4gua estd a 5 ¢cm abaixo do maximo.
Agora, vamos colocar a caixa em pé, para que fique com 40 cm de altura. Nesse

caso, o nivel da dgua ficara quantos centimetros abaixo do maximo?

25cm haR )
L 25cm
40 cm
Va2 A5 < Y0 «2
' Y ¢ Az
\“a) Scm. \ e
b) 32cm. :
c) 8cm. d iletg :
d) 24000cm’. =
e) OUTROS.
Justifique sua resposta: 3 “\golre O oG o

Figura 83- Extrato do protocolo do aluno EGB- Atividade Q8.

Ao considerar que as dimensdes ndo se alteram por manter o mesmo volume, o aluno
conclui que o nivel da dgua permanece 0 mesmo, dando indicios de mobilizar o teorema-em-
acdo TAJ4E. Segundo Anwandter-Cuellar (2008), esse teorema-em-acdo TA4E esta
relacionado com a concepcédo de volume solido, classificada em seu estudo.

TA3C: As areas das superficies de solidos de mesmo volume nédo sdo necessariamente
iguais.

O teorema-em-acdo TA3C pode ser mobilizado na situacdo de producao, ao relacionar
a grandeza area com a grandeza volume, como no exemplo a seguir:
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c)lodo acha que todos os paralelepipedos retingulos tém a mesma drea pois
possuem a mesma quantidade de cubinhos. Vocé concorda com ele?

Naid, poi o, oren, folod de pukrm. TOD KL romem
eonndonn® vob Qpfo OV de Ei VoL

Imagine uma caixa de vidro inteiramente fechada e quase cheia de dgua, como

mostra a figura. Observe que o nivel da dgua estd a 5 cm abaixo do maximo.
Agora, vamos colocar a caixa em pé, para que fique com 40 ¢m de altura. Nesse

caso, o nivel da agua ficard quantos centimetros abaixo do maximo?

Figura 84- Extrato do protocolo do aluno ACBSA- Atividade Q12c.

Observe que o aluno mobiliza claramente o teorema-em-acdo TA3C, ao justificar a
letra ¢ da décima segunda questdo, além de mostrar exemplos de s6lidos com mesmo volume

e com areas diferentes.
TAA4C: Volume e area sdo grandezas distintas.

Em situacdes de producdo, ao relacionar area com a producdo dos sélidos, a maioria
que acertou a questdo, pode ter mobilizado o teorema-em-acdo TA4C. Um deles justificou:
“se 0s cubos estdo organizados de forma diferente, logo terdo areas das faces diferentes”,
observando assim que tais alunos compreendem area e volume como grandezas distintas.

Observe o exemplo abaixo.

cllofo acha que todos os paralelepipedos retingulos ®im a mesma drca pois

posspcm a mesma quantidade de cobinhos, Vool concords com ele?

_[“;'..p.._pu._..Ln_h ﬁtmn"_!t.. o Aldeegdan,  ge o

P ot |3, 1.} = 9.4 e e, TS i i_:_lla'.l':. S i !1_-._-1..'! F 4%~ G,

Figura 85- Extrato do protocolo do aluno ARFR- Atividade Q12c.
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TABE: S6lidos de mesmo volume tém a mesma area.

Porém 10 alunos podem ter mobilizado o teorema-em-acéao errdneo acima, o que levou

ao erro, pois a area podera variar de acordo com o paralelepipedo retangulo formado na
décima segunda questdo. Veja o trecho da entrevista a seguir:

Aluno RBM- “...E, Jodo acha que todos os paralelepipedos retangulos tém a mesma
area pois possuem a mesma quantidade de cubinhos. Vocé concorda com ele? Sim, porque,
por exemplo, se eu pego 36 cubinhos e uma coluna e eu tiro daqui e coloco aqui para fazer
duas colunas de 18, eu vou tirar a area daqui mas vou colocar aqui, entdo, € meio que, 0 que
eu vou tirar daqui compensa aqui, também porque é o mesmo tamanho de cubinhos, se
fossem cubinhos diferentes, a area poderia mudar, mas como € o mesmo tamanho dos
cubinhos, entdo o volume e a area seriam 0 mesmo...”

No protocolo acima, observamos a relacdo dada pelo aluno entre tamanho dos
cubinhos e as grandezas area e volume; entdo, o aluno considera que, como o0s cubinhos séo
de mesmo tamanho, logo os sélidos formados por eles terdo mesmo volume e mesma area.

Os alunos que mobilizaram esse teorema-em-acdo, TASE, mobilizam a concepcéo de
volume area segundo Anwandter-Cuellar (2008).

TAS5C: A medida de volume de um paralelepipedo retédngulo é o produto das medidas
de seus lados.

Este teorema-em-acdo foi o mais mobilizado nas situacbes de medida que
necessitavam do céalculo de volume do paralelepipedo retangulo. Porém, nas situacdes de

producdo abordadas, também observamos a mobilizacdo do TA5C. Observe o exemplo:

Dividores i 26: 8) Jodo possui 36 cubinhos de lem de aresta. Ele quer organiza-los de modo a

1,2,3,4,6,9,12, 43,36 - formar um paralelepipedo retangulo.

a)Indique quantos paralelepipedos retdngulos diferentes Jodo podera formar com

Lo l‘g’ s’é Sg 0s 36 cubinhos. —> V=o.b.e —s (9 peburme do Walﬂnpl}!«ﬂf NG

et ‘ ‘witeae a8 A

1, 3- 48 () Justifique sua resposta: o L 3"'&«’/(”:4&:1!1& By-h —»ou ;»;;;,r;aw,, a, mulHplieacas de

- 2y A ¢ [P ot By
g U . 3 Uodgvn - Jol quu vtames Ldards

’L‘ o ( RU*‘\ 4 8 Dfd)ﬂ’ﬂm tha"v wfr e i} f? q'uuﬁw el Dgen

A 66 ) m— PR ) QLT RA, svc\ml_:u‘r\

3 36 00 com b nagswr d. devem rRuL numpre INTUHES

o \ 3 U ayo puodute Joru v

L 20 Gm) 5 PxJ.HJ.Q 2 4 26! i

e b)Jodo acha que todos os paralelepipedos reténgu?os possuem o mesmo volume.

3 ® L

O que vocé acha?

Figura 86- Extrato do protocolo do aluno ARFR- Atividade Q12¢- Observagido do TA5C.
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O aluno mobilizou o teorema-em-acdo TA5C, realizando a decomposi¢cdo do numero
36 em divisores inteiros e assim conseguiu chegar a resposta certa, como observado no estudo
de Anwandter-Cuellar (2008).

4.6 AS REPRESENTACOES

Os numeros, as figuras, as formulas, as unidades de medida, entre outras, sdo formas
de representacdo de volume. Desta forma, procuramos abordar nas questdes diversos tipos de
representacOes, para observarmos a sua necessidade ou ndo para compreensdo da questdo e
resolucdo da mesma. Por isso, em algumas questdes a formula é dada e em outras ndo, em
algumas questdes a figura acompanha o enunciado textual em outras ndo, os nimeros séo
inteiros ou racionais, as unidades de medida séo de volume ou de capacidade, ou podem ser

dadas em dois tipos: cubinhos ou cm®.

Analisando o gréfico 3, da pagina 114, podemos observar que a questdo cinco, em que
a formula do volume da pirdmide era explicitada, que apresentou indice de acertos de 58,83%,
ndo obteve destaque em relacdo aos resultados se comparado com as outras questdes em que a
férmula ndo era exposta; porém, necessitava dela para calcular o volume, como nas questdes
Q6, com percentual de acertos de 64,71%, e Q10, com percentual de acertos de 53,49%, o que
da indicios de que os alunos reconhecem a férmula de volume do paralelepipedo e

reconhecem a formula de volume da piramide, mostrando a sua correta aplicacéo.

Quanto a presenca de figura, as questdes Q2, Q4, Q7, Q8 e Q11 representavam 0
s6lido por meio da figura, enquanto que nas questdes restantes, o sélido ndo era representado
graficamente. Porém os resultados apontam para ndo relevancia da presenca/auséncia da
figura nas situacdes de medida; porém, a presenca/auséncia do solido nas situacbes de
producdo, assim como outros aspectos presentes a serem observados em pesquisas

posteriores, pode influenciar o baixo indice de acertos nesse tipo de situacéo.

No caso da décima primeira questdo, o sélido era representado por um empilhamento
de cilindros, obteve 30% de respostas validas; porém, alguns alunos ndo compreenderam
como calcular o volume do empilhamento, utilizando outras estratégias vistas anteriormente,

como por exemplo, dividindo a figura em trés partes ou considerando o empilhamento um
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s6lido Unico, no caso um cilindro, e desenhando um cone que tem um terco do volume do
cilindro, errando a questdo. Outros ndo consideraram o volume como sendo dependente da
forma do sélido original, desenhando apenas outras formas de empilhamentos de cilindros
contendo um ter¢o do volume do empilhamento inicial, fato este observado no trabalho de

Anwandter-Cuellar (2008). Observe o protocolo a seguir:

O empilhamento abaixo foi construido a partir de cilindros de 2em®, 4cm’ e
8ctm® respectivamente. Construa um sélido com 1/3 do volume deste
empilhamento.

3
}Ral.g+ bl s Vpe 5648480 = oM

J.ﬂ"i:i.:&,?umat )
3

Figura 87- Extrato do protocolo do aluno ACBSA- Atividade Q11.

O protocolo acima, da indicios que o aluno mobiliza a concepg¢do volume solido, da
classificagdo dada por Anwandter-Cuellar (2008), por sé representar graficamente sélidos
constituidos pelo empillhamento de cilindros assim como esta representado na questao.

No caso da décima segunda questdo, a falta da representacdo grafica do sélido pode ter
levado ao baixo indice de acertos e elevado indice de respostas ausentes, o que da indicios de
que os alunos ndo compreenderam o enunciado, resolvendo de forma inadequada a construcao
dos sélidos constituidos por 36 cubinhos. Muitos consideraram a particdo de forma equitativa
do numero 36, apresentando como resposta valores diversos como 3, 4, 6, 12 e 18
paralelepipedos construidos. Observe o trecho da entrevista abaixo:

Aluno LMSP- “(pausa) A letra A, realmente eu ndo sei. Tem varias formas de fazer, néo é,
cubinhos, é saber quantos ele ia fazendo.
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Entrevistador- N&o, eu quero que vocé me diga como foi que vocé entendeu essa letra a?

Como foi que vocé entendeu? Como era que vocé iria fazer?

Aluno LMSP- Eu ia sair desenhando os paralelepipedos.

Entrevistador- Mas, vamos usar os cubinhos, certo! Mas ai se eu tivesse lhe dado ao invés de
36, tivesse Ihe dado 12 cubinhos.

Aluno LMSP- (pausa manipulando os cubinhos)Eles sdo parecidos, né?
Entrevistador- lam ser 6 diferentes?
Aluno LMSP- Nao, séo todos iguais!

Entrevistador- Ele pediu pra vocé fazer com os 36, vocé esta dividindo em varios pedagos. E
pra fazer com esses 12, um paralelepipedo, certo?

Aluno LMSP- E pra fazer com tudinho?

Entrevistador- Com tudinho. Com esses 12 vocé faz um paralelepipedo. Depois desmonta e
faz outro diferente, ta entendendo?

Aluno LMSP- Ha t4, ele queria que eu fizesse de um por um?

Entrevistador- E! (pausa) Esse é um, ndo é? Um exemplo, entdo vamos la. Outras dimensoes,

quais sédo as dimensdes,oh! Tem quantos quadradinhos na, nessa dimensao?
Aluno LMSP- Dois.

Entrevistador- Nessa dimenséo?

Aluno LMSP- Seis.

Entrevistador- E nessa dimensao?

Aluno LMSP- Um.

Entrevistador- Entéo teria como dimensado, vocé disse, dois, um e seis. Entdo forme outra

agora.

Aluno LMSP- Eu vou ter que fazer um por um?
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Entrevistador- N&o, a gente s0 vai tentar, testar alguns.

Aluno LMSP- (0 aluno resolve em siléncio) Pronto!...”

Nesse trecho da entrevista percebemos que o aluno ndo compreendeu o enunciado da

questdo e sO utilizando uma forma de representacdo, o material concreto formado por

cubinhos de mesmas dimensdes, e durante a sua manipulacdo, foi que o aluno conseguiu

compreender o que o enunciado pedia e chegar a construcdo correta do solido.

As representacdes usadas nos protocolos pelos alunos foram a férmula de volume, as

figuras, os numeros e a unidades de medida. Quanto a formula, observamos no gréfico as

questdes que a formula era explicitada pelo aluno. As questdes Q9 e Q12b, ndo houve esse

tipo de representacdo, pois a Q9 se tratava de transformacdo de unidades e a Q12b, da

compreensao de independéncia de volume com a forma do objeto, ja construido na Q12a. Ver

grafico a seguir:

Questdes do teste de sondagem
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Grafico 6- Ato de representar a férmula de volume por questéo.

Podemos observar que, até mesmo nas questdes em que ndo necessariamente

necessitasse da formula para o calculo de volume, alguns recorreram a férmula para justificar

a construcdo do solido, como na letra ¢ da décima segunda questéo. Ver exemplo a seguir:
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¢)Jodo acha que todos os paralelepipedos retangulos tém a mesma area pois

possuem a mesma quantidade de cubinhos. Vocé concorde com ele?

Al Birbﬂv .5 e
&1 el «

Figura 88- Extrato do protocolo do aluno VGS- Atividade Q12c.

Embora tenha errado a questdo, o aluno representa a formula de &rea de um trapézio

para justificar a sua resposta, 0 que mostra a mobilizacdo da concepcédo area nimero presente
no trabalho de Anwandter-Cuellar (2008).

Outro exemplo de representacdo de formula, em que ndo necessariamente precisaria da
férmula para resolver a questdo. Observe a figura:

O empilhamento abaixo foi construido a partir de cilindros de 2cm®, 4cm’ e

8cm” respectivamente. Construa um sélido com 1/3 do volume deste
empilhamento.
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Figura 89- Extrato do protocolo do aluno GLSS- Atividade Q11.

Nesta questdo, o aluno poderia resolver decompondo o sélido dado para calcular o seu
volume e construir um sélido com um terco do volume encontrado, sem utilizar a férmula de
volume. Porém, tal aluno construiu um sélido diferente e justificou a sua constru¢do com a

representacao da formula de volume do paralelepipedo, mostrando independéncia da grandeza
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volume com a forma do objeto, de acordo com o esperado na analise a priori e segundo o
trabalho de Anwandter-Cuellar (2008).

Desenhos também foram utilizados na maioria das questdes como podemos observar

no grafico a seguir:
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Grafico 7- Ato de representar por desenho o s6lido por questdo.

Nas questdes em que ndo havia a figura geomeétrica, alguns alunos buscavam
representar o solido por meio de desenhos, apesar de apresentarem, em alguns casos, confusao
entre o paralelepipedo com figuras planas, como o exemplo a seguir, em que um dos alunos

confundiu com o cilindro, na sexta questéo. Veja o exemplo:

Um tanque em forma de paralelepipedo tem altura de 2 m e por base um
retingulo, na posicdo horizontal, de lados 8 m € 4 m. Qual o volume desse
tanque?
Justifique sua resposta:

7

( ; ¥ > f 7 7. &

‘\:\'\%

Figura 90- Extrato do protocolo do aluno FCA- Atividade Q6.
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No exemplo acima, o aluno ndo representava corretamente o solido da questdo e
mostra dificuldades no campo das grandezas, pois desconhece a formula de volume, ao
explicitar uma forma incorreta de se calcular o volume. Tal confuséo entre o solido e a sua
forma geométrica foi observada nos estudos de Barros (2002), de Oliveira (2002) e de Kaleff,
Rui e Garcia (1996). Nesta mesma questao houve oito alunos que desenharam o retangulo, um
aluno que desenhou um prisma de base triangular e um aluno desenhou um trapézio. Ver
exemplos a seguir:

Um tanque em forma de paralelepipedo tem altura de 2 m e por base um
retangulo, na posi¢do horizontal, de lados 8 m e 4 m. Qual o volume desse
tanque?
Justifique sua resposta: h:2vw

- \ E |

VTN - AR

'

Figura 91- Extrato do protocolo do aluno EGB- Atividade Q6.

Tais alunos déo indicios de ndo compreenderem o campo geométrico, pois confundem
s6lidos tridimensionais, como o paralelepipedo, com solidos bidimensionais, ou confunde o
paralelepipedo com outros sélidos tridimensionais, como os citados anteriormente. Porém, um
aluno desenhou um trapézio em cima de um retdngulo, mas acertou os célculos e a formula de
volume do paralelepipedo, pode ter representado o paralelepipedo desta forma por ndo

conseguir desenhar figuras que representem solidos tridimensionais. Ver figura:
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Um tanque em forma de paralelepipedo tem altura de 2 m e por base um
retAngulo, na posicio horizontal, de lados 8 m e 4 m. Qual o volume desse

tanque?
Justifique sua resposta:

W reel A

2 A A
B e
: 1 ol o L)
]
| \

e s e

Figura 92- Extrato do protocolo do aluno MC- Atividade Q6.

Neste caso ndo podemos considerar que tal aluno apresenta dificuldades no campo
geométrico, pois até no reconhecimento do so6lido, o mesmo aluno identificou o sélido
corretamente, representou a férmula de volume e as arestas corretamente, o que da indicios de
que este aluno compreende volume como grandeza, apenas apresenta dificuldades no ato de

desenhar figuras tridimensionais. Ver protocolo a seguir:

E 9 Q g v
/ > el e
: )

V:b‘gﬂwu N

Figura 93- Extrato do protocolo do aluno MC- Atividade Q4a.

A sexta questdo foi a que mais os alunos representaram o s6lido através do desenho,
seguido da quinta questdo, dentre as questdes que ndo era apresentada a representacdo grafica
do soélido. Porém, observamos que a maioria dos alunos ndo utilizou a representacdo
geométrica do sélido, o que pode dar indicios de que alguns dos alunos ndo compreendem o
campo geométrico para volume ou que ndo necessitam de representacdo a mais nas questdes
para a compreenséo de volume, de acordo com o estudo de Kaleff, Rui e Garcia (1996).

Quanto a natureza dos ndmeros representados, nas questes em que apenas eram

abordados nameros inteiros, obtiveram melhores resultados do que nas questdes em que havia
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necessidade de operar nimeros racionais, como ja foi dito anteriormente. Até nas questdes de
producdo, um dos alunos ndo conseguiu construir sélidos como o cilindro e o cone, por ter em
sua férmula um ndmero irracional, o mr, como ja foi comentado anteriormente. Ver trecho da

entrevista abaixo:

“Entrevistador- Nessa questdo aqui da producéo do sélido, vocé pensou nessa figura, nesse

s6lido, ndo € isso? Teria outro diferente que vocé poderia construir, ou nao?

Aluno AKRS -Com o cone eu acho que ndo iria dar exato, porque a gente teria que
multiplicar pelo valor de m. Como o valor de = ndo é exato, ndo iria dar 28. O cilindro

também multiplica por z, entdo acho que ndo.”

Em se tratando de volume, havia situacbes em que o aluno poderia representar a
unidade de medida de volume em dois tipos: cubinhos ou o cm®. Como é o caso da segunda
questdo, em que a maioria ndo representou a unidade de medida de volume, caracterizando
uma concep¢do de volume nimero, de acordo com a classificacdo de concepcdes de volume

de Anwandter-Cuellar (2008). Observe a tabela a seguir:

TABELA 3: Unidades de medida de volume utilizadas na segunda questo.

UNIDADES DE CUBINHOS cm’ AUSENCIA DE ERRO NA
MEDIDA UNIDADES DE UNIDADE DE
MEDIDA
MEDIDA
ALUNOS 8 11 31 1

Todavia, podemos verificar a presenca das duas unidades de medida: cubinhos e o

centimetro cubico, em alguns protocolos. Observe figura a seguir.
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s s0lidos abaixo, sau compaostos par cubinhos de lem de aresta, sabendo que

na parte cecondids do desenho, n@o hd cubinhos faltinde nem sobrando,

Compars o volume dos sélidos abaixo e respoada a alternativa cometa:

o i i‘.l_l_!_ g o i
i L WL
_'i-l_"n*_-: ci?'.f" o
o _./i T
e (=
P =1 | r {
=] [
| o L -
Ll e
| | 37
L ' 2
S : fin Tl %7 lB+3— A3 il
; SOLIDG B i g
SOLIDO A i
L
q '__ ¥ EH_GT'-. T )
i | ;H, > ‘::l.LJu“‘“’“
f_
|
i ./ W& eudrrban
e S s
SOLIDOC e eulppdants £ 1 UM 26 el
) Va=Vi= Ve
by WV, = V=W,
C) VW= v,
d} Vo=V,

)j/ OUTROS

Justifique sua resposta:

e N e < Ao

Figura 94- Extrato do protocolo do aluno ARFR- Atividade Q2.

A presenga de unidades de medida de volume referencia 0 dominio no campo das

grandezas por parte do sujeito, que assim mostra desenvolver a concepg¢édo de volume medida,
segundo Anwandter-Cuellar (2008). O fato de reconhecer duas unidades de volume, uma
unidimensional (cubinhos) e outra tridimensional (cm®), foi discutido nos estudos de Oliveira
(2002) e Barros (2002).

Nas questdes Q5 e Q6 como ndo havia alternativas indicando a unidade de medida de

volume, foram questdes em que a presenca da unidade de medida de volume representada

pelo aluno pode dar indicios de compreensdo de volume como grandeza. Observe na tabela a

sequir:



161

TABELA 4: Unidades de medida representadas como de sendo de volume nas questBes 5 e 6.

UNIDADES m* cm® Cm* m Cm AUSENCIA TOTAL
DE DE
MEDIDA UNIDADES
DE
MEDIDA
Q5 3 34 1 0 2 11 51
Q6 37 0 0 2 0 12 51

A quinta questdo tem como unidade de medida correta 0 m?; e a sexta questdo, o cm®.
Desta forma, quanto & unidade de medida de volume, a maioria dos alunos acertou a quinta e
a sexta questdo; porém, um aluno confundiu a unidade de volume com a unidade de medida
de area (cm?) e outros dois alunos confundiram com a unidade de medida de comprimento
(cm), na quinta questdo. Observe no exemplo abaixo, o aluno que confundiu volume com

area, em relacdo as unidades de medida, na quinta questao:

A base de uma pirdmide é um quadrado de lado 5 cm. Sabendo-se que a altura
da piramide mede 6 cm, calcule o volume dessa pirimide. Dado a formula do

volume da pirdmide:
% :%-Sh -h_(onde: S, éa drea da base e h & a altura)

Justifique sua resposta:

Figura 95- Extrato do protocolo do aluno EGB- Atividade Q5.

Esse mesmo aluno do exemplo acima, foi um dos que confundiu as unidades de
medida de volume e de comprimento na sexta questdo (observe na figura 91, pagina 157).
Outro aluno também errou a unidade de medida de volume, confundido com a unidade de

medida de comprimento na sexta questdo. Ver figura a seguir:
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Um tanque em forma de paralelepipedo tem altura de 2 m e por base um

retangulo, na posi¢ao horizontal, de lados 8 m e 4 m. Qual o volume desse
tanque?
Justifique sua resposta:

"“{ ™+ I m= ™

Figura 96- Extrato do protocolo do aluno LMSP- Atividade Q6.

Tal aluno também errou a unidade de medida de volume, confundido com a unidade
de medida de comprimento na quinta questao. Observe o protocolo:

A base de uma piramide é um quadrado de lado 5 cm. Sabendo-se que a altura
da pirimide mede 6 cm, calcule o volume dessa piramide. Dado a férmula do

volume da pirdmide:

V ==-8,-h. (onde: S, éaareadabasee h é a altura)

W | =

Justifique sua resposta:

Figura 97- Extrato do protocolo do aluno LMSP- Atividade Q5.

Podemos observar que tais alunos ndo compreendem volume como grandeza, pois

confundem com outras grandezas como comprimento e area, ao representar a unidade de
medida, como foi observado no trabalho de Barros (2002).

Porém, do total de alunos, a maioria representou corretamente as unidades de medida
de volume, um dos elementos necessarios para a compreensdo de volume como grandeza.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, realizou-se um estudo exploratdrio, com o objetivo de analisar, sob a
Gtica da Teoria dos Campos Conceituais, como alunos do ensino médio lidam com situacdes
envolvendo a grandeza volume.

Adotamos a modelizacdo da area como grandeza, com base em Douady e Perrin-
Glorian (1998), adaptada para o volume, o que consiste em considerar volume como uma

grandeza geométrica.

Vimos a relevancia das concep¢des geométrica e numeérica adquiridas e mobilizadas
pelos sujeitos para a compreensdo de grandeza e da dissociacdo e articulacdo dos quadros
geométrico, numeérico e das grandezas elaborados por Douady e Perrin-Glorian. Porém, como
o trabalho de Douady e Perrin-Glorian era sobre area, buscamos outros trabalhos, que fizeram
a analogia com volume, como os de Barros (2002), Oliveira (2002) e o de Anwandter-Cuellar
(2008).

Para realizagdo deste estudo, foram utilizados dois instrumentos de coleta de dados:
um teste de sondagem e uma entrevista. Trabalhnamos com um grupo de alunos do terceiro ano
do ensino médio, de escolas tanto da rede estadual, federal e da rede particular de ensino da
cidade de Recife-PE, no total de 51 alunos. A escolha das escolas foi essencialmente pela
disposicdo dos docentes em acolher a pesquisa e sdo de referéncia no estado. O teste de
sondagem foi aplicado em sala de aula, individualmente, sem consulta de material de apoio,
apenas com a autora do trabalho para tirar alguma ddvida sobre o enunciado. As entrevistas
foram realizadas com 10 alunos, selecionados das trés instituicdes de ensino, gravadas e
documentadas para posterior analise. O teste de sondagem continha 12 questdes, envolvendo
as situacdes de volume. Os tipos de situacGes propostas nesta pesquisa foram baseados na
classificagdo dada por Baltar (1996) para o conceito de area, que consistem em situacfes de
medicdo, de comparacdo e de producdo. Juntamente com Morais (2013), consideramos
subcategorias de situacdes de medida: transformacédo de unidade e a operacionalizacdo de
volume. Desta forma, fizemos uma analogia para situacfes de volume. Uma analise a priori
foi realizada sobre as questdes, o que nos forneceu pistas de interpretacdes dos procedimentos

dos alunos.
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Buscando responder aos nossos objetivos, realizamos um estudo das situacGes, para
observar como os alunos lidam com cada tipo de situacéo, e a partir das respostas, realizar um
estudo comparativo, observando aspectos de cada questdo, como as estratégias mais

utilizadas, teoremas-em-acéo e uso das representagoes.

Para caracterizar como alunos do ensino médio distinguem e articulam conhecimentos
oriundos dos quadros geométrico, numérico e das grandezas na resolucdao de problemas
envolvendo volume, que foi 0 nosso primeiro objetivo especifico, observamos algumas
concepgdes sobre volume mobilizadas pelos alunos, de acordo com a tipologia das situacdes
de Anwandter-Cuellar (2008). Tais concepcbes foram: volume sélido, volume numero,
volume medida, volume grandeza, volume ocupado, volume area e volume interno. Dentre
essas concepcdes, as que predominaram foram as de volume nimero e de volume medida, o
que evidencia a forca do aspecto numérico na compreensdo do conceito de volume, para 0s
sujeitos investigados. Quanto ao aspecto geomeétrico, as concepcdes volume sélido e volume
objeto foram evidenciadas; e ao aspecto das grandezas, a concepcdo volume grandeza e
volume area foram mobilizadas. A mobilizacdo de algumas concepgdes provoca dificuldades
em distinguir e articular os quadros geométrico, numérico e das grandezas. Nas situacdes
analisadas, observamos indicios de manifestacbes de concepcdes volume sélido, volume
namero, volume medida e volume area, as quais foram utilizadas no trabalho para interpretar

alguns erros ou lacunas na resolucao das questdes propostas no teste ou na entrevista.

O segundo objetivo especifico foi descrever como alunos do ensino médio lidam com
situacdes de comparacdo de volumes, medida de volume e producdo de sélidos, com volume

dado, volume maior/menor ou igual ao de outro sélido.

Das situacdes, as situacdes de medida foram as que mais obtiveram acertos, indicando
serem as situacfes que os alunos mais compreendem volume como grandeza. A estratégia
mais utilizada pelos alunos é a formula, pois até em situacGes em que poderiam ser utilizadas
outras estratégias, a formula era mobilizada. A formula de volume mais reconhecida foi a do
paralelepipedo. Os alunos representam corretamente as unidades de medida de volume;

porém, ndo conseguem converter corretamente as unidades de volume e de capacidade.

As situacdes de comparacdo estaticas, em que o sélido ndo é deformado nem trocada a
sua posicdo no espaco, sdo mais compreendidas do que as situagdes de comparacao
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dindmicas. A estratégia do uso da férmula de volume também é utilizada para comparar as

medidas encontradas.

As situacdes de producdo foram as que apresentaram mais dificuldade de resolugéo,
mostrando que os alunos tém dificuldades em compreender volume como grandeza autbnoma,
independente da forma e do tamanho e que ndo conseguem construir sélidos, com volume

dado ou com volume maior/menor ou igual ao de outro sélido.

Para responder ao objetivo especifico seguinte: identificar invariantes operatdrios
(conceitos-em-acdo e teoremas-em-acdo) mobilizados por alunos de ensino médio, na
resolucdo de problemas envolvendo volume, mostramos exemplos de teoremas-em-agao
falsos e verdadeiros do ponto de vista matematico que foram mobilizados pelos alunos
durante a resolucéo das questoes.

Teoremas-em-acao falsos do ponto de vista matematico, como por exemplo: “Se dois
s6lidos tém mesmo volume, entdo eles sdo idénticos”; “Sdlidos diferentes tém
necessariamente volumes diferentes”, foram mobilizados pelos alunos mostrando néo
compreender volume como grandeza independente da forma, dando indicios de que os alunos

apresentam dificuldades no campo geométrico.

Houve também a mobilizacdo de teoremas-em-acdo verdadeiros do ponto de vista
matematico, como por exemplo: “Volume e area sdo grandezas distintas”, “Sélidos de mesma
massa e mesma densidade tém mesmo volume”; que deram indicios de que os alunos

compreendem volume como sendo uma grandeza independente do objeto.

Para caracterizar como os alunos do ensino médio lidam com as representacdes
simbodlicas em jogo na resolucdo de problemas envolvendo volume, observamos quais

representacGes foram utilizadas pelos alunos.

As representacdes utilizadas pelos alunos foram a férmula, o desenho do sélido, a
unidade de medida de volume e os nimeros. A presenca de algum tipo de representacdo,
como no caso da férmula e do desenho, mesmo em questdes em que ndo era solicitado o seu
uso, foi evidenciada em alguns protocolos observados, o que da pistas para trabalhos futuros
sobre a importancia desses tipos de representacéo e sua influéncia na compreensdo de volume

como grandeza.
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Diante do que foi observado, podemos concluir que os alunos do ensino médio
compreendem melhor situacdes de volume em que 0 aspecto numérico estd em jogo, como
nas situacbes de medida. Diante de situacbes em que necessitam dissociar e articular os
quadros numeérico, geomeétrico e das grandezas, como nas situaces de producdo, apresentam
dificuldades, quer seja no campo numérico, quer seja no campo geométrico ou no campo das
grandezas. Além do mais, para aquisicdo do conceito de volume, o aluno adquire outros
conceitos que estdo interligados, como de massa, de densidade, de dimenséo; e as concepgdes

de volume vistas neste trabalho.

Porém, como vimos, varios aspectos estdo relacionados a compreensdo de volume
como grandeza, e alguns foram abordados nesta pesquisa. Entretanto, ha necessidade de
aprofundar tais aspectos a partir de futuras pesquisas que possam trabalhar volume quanto ao
aspecto numérico, observando a influéncia dos nimeros, como no caso 0 nUmMero m; no
aspecto geomeétrico, trabalhando varios sélidos (ocos e preenchidos, retos e obliquos) e
utilizando materiais concretos e outras formas de representar os solidos geométricos, para
permitir a utilizacdo de outras estratégias e mobilizacdo de outros teoremas-em-acdo que
possam ser observaveis. No campo das grandezas, trabalhar volume relacionando com outras

grandezas geométricas, como area e comprimento.

Esperamos que esta pesquisa possa contribuir para o ensino de volume como
grandeza, para tornar a sua abordagem, assim como o das grandezas, mais freqiiente em sala
de aula, que seja mais diversificada em termos de situacdes de volume, deixando o assunto de
ser repetitivo; e com o uso de menos férmulas, como é freqiiente nas praticas educacionais,
para que o aluno possa construir o conceito de volume de forma adequada do ponto de vista

matematico.
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APENDICE A- TESTE DE SONDAGEM

FICHA DO ALUNO

1) Com dois pedacos iguais de massa de modelar, formamos com um deles uma esfera e

com outro uma pizza. Marque a alternativa correta:

d) Os dois objetos formados tém 0 mesmo volume.
e) A esferatem volume maior que a pizza.

f) A esfera tem volume menor que a pizza.

Justifique sua resposta:

2) Um tanque em forma de paralelepipedo tem altura de 2 m e por base um retangulo, na
posicdo horizontal, de lados 8 m e 4 m. Qual o volume desse tanque?

Justifique sua resposta:

3) A base de uma pirdmide é um quadrado de lado 5 cm. Sabendo-se que a altura da
pirdmide mede 6 cm, calcule o volume dessa pirdmide. Dado a férmula do volume da

piramide:

V= % -Sy -h. (onde: S, € aareadabase e h e aaltura)

Justifique sua resposta:
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4) Os papiros mostram que 0s egipcios antigos possuiam diversos conhecimentos
matematicos. Eles sabiam que o volume da piramide equivale a um ter¢o do volume
do prisma que a contém. A maior pirdmide egipcia, Quéops, construida por volta de
2560 a.C., tem uma altura aproximada de 140 metros e sua base é um quadrado com
lados medindo aproximadamente 230 metros. Logo, o volume da piramide de Quéops

é de aproximadamente (em milhGes de metros cubicos):

a) 200
b) 2,5
c) 370
d) 75
e) OUTROS

Justifique sua resposta:

5) Identifique os sdlidos abaixo, escrevendo seu nome, indique sobre a figura o0s
comprimentos necessarios e escreva a formula para calcular o volume de cada sélido

(use as letras correspondentes na figura e na formula, como no exemplo, abaixo).

Exemplo:

.




Nome: cubo

Formula do volume: v=a®

b)v
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d)

6) Os solidos abaixo, sdo compostos por cubinhos de 1cm de aresta, sabendo que na parte
escondida do desenho, ndo ha cubinhos faltando nem sobrando. Compare o volume

dos sélidos abaixo e responda a alternativa correta:

= e

SOLIDO B SOLIDO C

SOLIDO A

a) Va=Vp=V.
b) Va<Vp< V¢
c) Va>Vp>V,
d) Va=Vp> V.
e) OUTROS

Justifique sua resposta:
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7) O empilhamento abaixo foi construido a partir de cilindros de 2cm®, 4cm® e 8cm®

respectivamente. Construa um sélido com 1/3 do volume deste empilhamento.

Justifique sua resposta:

8) Jodo possui 36 cubinhos de 1cm de aresta. Ele quer organiza-los de modo a formar um
paralelepipedo retangulo.

a)Indique quantos paralelepipedos retangulos diferentes Jodo podera formar com os 36
cubinhos.

Justifique sua resposta:

b)Jodo acha que todos os paralelepipedos retangulos possuem o mesmo volume. O que
vocé acha?
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c)Jodo acha que todos os paralelepipedos retangulos tém a mesma area pois possuem a
mesma quantidade de cubinhos. Vocé concorda com ele?

Imagine uma caixa de vidro inteiramente fechada e quase cheia de agua, como mostra
a figura. Observe que o nivel da agua esta a 5 cm abaixo do méaximo. Agora, vamos
colocar a caixa em pé, para que fique com 40 cm de altura. Nesse caso, 0 nivel da agua
ficara quantos centimetros abaixo do méaximo?

40 cm

25¢cm

30cm
25¢cm

40 cm 30cm

5cm.
32cm.
8cm.
24000cm?®.
OUTROS.
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Justifique sua resposta:

10) Sabendo que 1 litro corresponde a 1 dm?, transforme:

a) 2m?em litros;

b) 10 dlem dm?;

c) 0,001 dm®em ml;
d) 1cm®em ml;

e) 0,01dlemcm®.

Justifique sua resposta:

11) Considere um reservatério, em forma de paralelepipedo retangulo, cujas medidas sdo

8m de comprimento, 5m de largura e 120cm de profundidade. Com base nessas

informagdes, ¢ CORRETO afirmar que, para se encher completamente esse

reservatorio, serdo necessarios:

b)

d)

e)

48 000 litros.

48 litros.

133 m°.

14,2 m®.

OUTROS.

Justifique sua resposta:
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12) Se aumentarmos em 20% (vinte por cento) as arestas de um paralelepipedo retangulo,

em quantos por cento o seu volume sera aumentado:

a) 20%

b) 0,8%

c) 60%

d) 72,8%

e) OUTROS

Justifique sua resposta:
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ANEXO A - QUESTOES ORIGINAIS RETIRADAS DE VESTIBULARES,
TRABALHOS ANTERIORES E DO LEMAT PARA ELABORACAO DO TESTE DE
SONDAGEM.

(LEMAT-UFPE) Imagine uma caixa de vidro inteiramente fechada e quase cheia de agua,
como mostra a figura. Observe que o nivel da dgua estd a 5 cm abaixo do maximo. Agora,
vamos colocar a caixa em pé, para que fiqgue com 40 cm de altura. Nesse caso, o nivel da agua
ficara quantos centimetros abaixo do méaximo?

40 cm 30cm

(FUVEST 2009) Os papiros mostram que 0s egipcios antigos possuiam diversos
conhecimentos matematicos. Eles sabiam que o volume da piramide equivale a um terco do
volume do prisma que a contém. A maior pirdmide egipcia, Quéops, construida por volta de
2560 a.C., tem uma altura aproximada de 140 metros e sua base € um quadrado com lados
medindo aproximadamente 230 metros. Logo, o volume da pirdmide de Quéops é de

aproximadamente (em milhdes de metros cubicos):
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pl 25
S

o 75
5L 15

(UFMG 2008) Considere um reservatorio, em forma de paralelepipedo retangulo, cujas
medidas s& 8 m de comprimento, 5 m de largura e 120 cm de profundidade. Bombeia-se
agua para dentro desse reservatdrio, inicialmente vazio, a uma taxa de 2 litros por segundo.
Com base nessas informacdes, ¢ CORRETO afirmar que, para se encher completamente esse

reservatorio, serdo necessarios:

A) L 40 min .

B) L 240 min .
Q) L 400 min .
D) L 480 min .

(ADVISE 2009) Se aumentarmos em 20% (vinte por cento) as arestas de um paralelepipedo

retangulo, em quantos por cento o seu volume serd aumentado:

AL 20%
pl  331%
ol 60%
)l 72.8%

5l 8%
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ANEXO B - QUESTOES RETIRADAS DO TRABALHO DE ANWANDTER-
CUELLAR (2008).

Pag. 74:

8.6 PROBLEME 2

Compare le volume des solides suivants : sont-ils plus petits, plus grands ou égaux, les

uns par rapport aux autres ? Argumente ta réponse.

Deux empilements sans trous de cubes égaux de 1 cm d’aréte.

' /
////// /
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Quest&o retirada do trabalho de Anwandter-Cuellar (2008), p. 80.

8.8 PROBLEME 4

L’empilement suivant est construit a partir de cylindres de 2 cm?®, 4 cm® et 8 cm®

respectivement.

Construisez un solide dont le volume soit égal a un tiers du volume de I’empilement.

Quest&o retirada do trabalho de Anwandter-Cuellar (2008), p. 84-85.

9.2 LE PROBLEME OUVERT

Luc possede 36 petits cubes de 1 cm d’aréte. 1l veut les arranger de facon a former des

parallélépipedes rectangles comme indiqué ci-dessous :
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ANEXO C- QUESTAO RETIRADA DO TRABAL HO DE BARROS (2002), p. 75

grandes conforme o desenho:

Marque um X na resposta certa:

o bloco A tem volume maior do que o bloco B

:I 0 bioco A tem volume menor do que o bloco B

os blocos A e B tém © mesmo volume.

Escreva uma justificativa para a sua resposta.




