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Resumo

Realizamos um estudo do método de otimizagao geométrico de Pontryagin. Em
particular, avaliamos as solugoes 6timas para o problema de saturagao, no contexto
de RMN;, para um conjunto de spins 1/2 na presenga de relaxagao. A solugao ana-
litica desse problema permite o entendimento de trajetorias regulares e singulares
que sao encontradas durante o processo de otimizacao. As solu¢bes das equagoes
de Bloch que incluem variaveis de controle externa (campos de radiofrequéncia) e
sao otimizadas no processo, sao obtidas também de forma analitica utilizando um
método matricial. As solucoes favorecem a percepcao fisica do processo de otimiza-
¢ao em contraste com os métodos numeéricos que, apesar de eficientes, nao fornecem
formas analiticas para os controles de variavel externa. A presenca de relaxacio
transversal 75 e longitudinal 77 no processo é fundamental para as vantagens do
método quando comparado com as metodologias predominantes na literatura, em
particular, a técnica de saturacao por inversao-recuperacgao. Finalmente avaliamos
varios cenarios em funcao da amplitude das variaveis de controle e de tempos de

relaxagao para amostras de interesse.

Palavras Chave: Extremais singulares. Relaxacao transversal. Relaxagao

longitudinal. Equagdes de Bloch. Inversao-Recuperagao. RMN.



Abstract

We conducted a study of the geometrical optimization method of Pontryagin. In
particular, we evaluated the optimal solutions the saturation problem in the NMR,
context for a set of spin 1/2 in the presence of relaxation. The analytical solution
of this problem enables the understanding of regular and singular trajectories that
are found during the optimization process. The solutions of the Bloch equations
that include variables external control (radio frequency fields) and are optimized
in the process, are also obtained analytically using a matrix method. The analy-
tical solutions promote the perception of physical optimization process in contrast
to the numerical methods, although effective, do not provide analytical forms for
external control variable. The presence of transverse relaxation 75 and longitudinal
T7 in the process is essential to the advantages of the method compared with the
predominant methodologies in the literature, in particular, the technique saturation
inversion recovery. Finally we evaluate several scenarios depending on the amplitude

of the control variables and relaxation times for samples of interest.

Keywords: Singular extremals. Transverse relaxation. Longitudinal relaxation.

Bloch equations. Inversion Recovery. RMN.
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Capitulo 1

Introducao

1.0.1 Imageamento por Ressonadncia Magnética Nuclear

(IRMN)

O Imageamento por Ressonancia Magnética Nuclear (IRMN) é uma técnica basea-
da nos principios da Ressonancia Magnética Nuclear (RMN), é capaz de produzir
imagens de elevada qualidade e é utilizada principalmente em a medicina. No en-
tanto, a aplicagao da imagens por RMN em materiais tem uma ampla gama de
aplicagbes, tanto em pesquisa teérica como aplicada na industria. A RMN, pode
ser aplicada a tecidos bioldgicos, das plantas, alimentos e muitos outras variedades
de materiais sintéticos. Os aparelhos usados para a RMN sao equipamentos com
campos magnéticos fortes para alinhar a magnetizagao dos nicleos atémicos. Com
radio frequéncia (rf) sdo perturbados os spins nucleares quebrando o alinhamento
da magnetizacao com o campo magnético, obtendo-se assim um campo magnético
girante que pode ser detectado. Estes sinais podem ser manipulados com a ajuda de
outro campo magnético externo para a geragao de gradiente de campo; que tem a
particularidade de variar linearmente em uma diregao conhecida (condigao espacial)
para poder assim construir uma imagem da mostra.

Felix Bloch e Edward Purcell [1,2], ganhadores do premio Nobel no ano 1952,
encontraram independentemente o fenémeno da RMN em 1946, Desde 1950 até 1970

foi usada utilizado para o analise molecular fisico e quimico. Em 1971 foi publicado
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pela revista Science uma pesquisa de Raymond Damadian [3| na qual demostrava-
se que os tempos de relaxagdo magnética de tecidos saudéveis e tumores malignos
diferiam o que resultou em intmeras investigagbes sobre a deteccdo das doencas
utilizando a RMN. Em 1973 P. Lauterbur [4] obteve de forma pioneira fazer uma
imagem com ressondncia magnética em pequenas mostras, utilizando gradientes de
campo magnético para codificar o espago, uma técnica semelhante & tomografia
computada apresentado no mesmo ano por Hounsfield. Ele chamou seu método
Zeugmatografia (de zeugma=uniao), referindo-se a unido de um campo magnético
con a radiofrequéncia. En 1975 Richard Ernst propés o desenvolvimento da imagens
usando uma codificacao de fase e frequéncia, aplicando a transformada de Fourier
e formando assim a base das técnicas de MRI atuais [5]. Poucos anos depois, en
1977 Peter Mansfield desenvolvem a Imagem de Eco Plano (EPI), que depois foi
desenvolvida para assim gerar uma imagem em video a 30ms/imagem.

En 1980 Edelstein e colegas obtiveram imagens do corpo humano usando a téc-
nica de Ernst, aquisi¢ao foi realizada em 5 minutos. Um rapido desenvolvimento das
técnicas em 1986 permitem reduzir o tempo de aquisi¢ao para apenas 5 segundos,
sem perder a resolu¢ao na imagem. Em 1991 Richard Ernst recebeu o premio o Pré-
mio Nobel em Quimica, por sua contribui¢gdo na desenvolvimento da RMN e IRM.
No inicio dos anos 90s foi desenvolvido a IRM funcional (fIRM) para o mapeamento
de varias regioes do cérebro. Em 1994 pesquisadores da Universidade Estadual de
New York desenvolvem uma imagem de gés ' Xe hiperpolarizado para estudos res-
piratorios. Em o ano 2003 foi concedido o prémio Nobel de Medicina para Paul C.
Lauterbur e Peter Mansfield por suas descobertas em IRM.

Para a produzir uma imagem por RMN é preciso a utilizagdo um campo externo
By e um campo magnético dependente do tempo e a posigao B (t,r), o que significa
ter um gradiente de campo magnético.

Assim, a equagao que relaciona a frequéncia de ressonancia de Larmor dos spins

nucleares w (z) com a magnitude do campo magnético B (z):

w(z) =B (2), (L1)
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que nos diz que, se este campo varia linearmente com a posicao, também o faz a
frequéncia de Larmor. Assim o sinal de RMN sera composto por varios componentes
cuja frequéncia que depende da posicdo em o espagco e assim, cada plano da amostra
perpendicular & direcao do gradiente de campo magnético caracteriza-se por uma
tnica frequéncia de precessao os spins nesse plano.

Se fizermos um experimento com um tnico gradiente de campo magnético, por
exemplo na diregao z, através da transformada de Fourier do sinal de RMN é possivel
obter uma imagem em uma dimensao da mostra, ou projecao da densidade de spins
ao longo da dire¢ao do gradiente.

Com a aplicacao de dois gradientes adicionais perpendiculares entre si e com o
primeiro se podem obter imagens de dois ou trés dimensoes, depois de aplicar a
transformada de Fourier em cada caso.

Por exemplo, a aplicacdo de um rf com largura de banda finita centrada an
frequéncia de Larmor do campo estatico com o gradiente de campo, o que leva a
uma excitagdo de uma camada, de espins ortonormal para o gradiente com uma

largura TH.

Relaxacao e Contraste

Um ponto importante a ser considerado é a intensidade do sinal, que esté sendo afe-
tada pelos processos de relaxacgao. O sistema de spins a energia entre os diferentes
estados os spins, tendem a orientar a magnetizagao na direcao do campo magné-
tico estatico By, definido na direcao z. Esta restauracao pode ser caraterizada por
um tempo constante 77 chamado relazagao longitudinal (a o longo do campo By
constante) e surge da interagao entre os spins e seu ambiente atdémico. A evolugao
temporal da magnetizacao é descrito por as equagbes de Bloch, que incorporam
os efeitos de relaxagdo e precessdo. O sinal de RMN, entretanto, provem de um
estado de nao-equilibrio obtido pelo RF. Os tempos carateristico, chamado tempos
de relaxagao, determinam o retorno da magnetizacao ao equilibrio.

A outra forma de relaxagao presente é devido a desfasagem dos spins, ou relaxa-

¢ao spin-spin, que representa o decaimento da componente transversal da magneti-
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Figura 1.1: A Frequéncia de precessao no sistema de laboratério em funcéo da
posicéo ao longo do eixo selecionado. A frequéncia central e a largura de banda do
pulso RF sao tais que a camada de largura Az = TH é uniformemente excitado (isto
é, todos os spins dentro dessa faixa satisfaz a condigao de ressonancia.)

zacao. Da mesma maneira, a inomogeneidade dos campos externos contribui para o
desloca-mento de fase do sinal, por conseguinte, tém 75 que neste caso substitui-lo
com um tempo menor chamado 7%.

A TRM pode ser usada para diferenciar materiais dentro de uma amostra, por
causa da sua sensibilidade para a densidade de proétons, tempos de relaxacao, e
heterogeneidade dos tecidos. A possibilidade de utilizacdo de um grande ntmero
de varidveis que podem gerar imagens com diferentes niveis de contraste, conforme
necessario, tornando esta técnica bastante versatil.

Na préatica a obtengao de contraste entre regioes distintas em imagens por RMN
nem sempre e possivel do ponto de vista pratico. Os tempos de relaxagdo e a
duragao das sequencias de pulso as vezes encontram-se em escalas temporais muito

distintas. Isso pode acarretar tanto longo tempos de medida quanto uma qualidade
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de contraste reduzida na regiao especifica de interesse. Técnicas alternativas para
a melhoria de contraste por meio de métodos de otimizagdo de pulsos de rf tem
se tornado bastante populares. A implementacao de métodos de controle 6timo

buscando reduzir tempo e melhorar contraste sera o tema principal dessa dissertacao.

1.1 Sistemas DinAmicos

Os sistemas dindmicos sao sistemas cujos parametros internos (variaveis de es-
tado) seguem uma série de regras temporais. Chamam-se sistemas porque estao
descritos por um conjunto de equagoes e dindmicos porque os parametros variam
com respeito alguma variavel que geralmente é o tempo [6]. Os sistemas dinamicos
é dividida em dois grandes classes: aquelas em os que o tempo varia continuamente
e em os que o tempo transcorre discretamente. Os sistemas dindmicas de tempo
continuo sao expressados em equagoes diferenciais; as quais podem ser equagoes di-
ferenciais ordinarias (ODEs), equagoes diferenciais em derivadas parciais (PDEs) e
equagoes diferenciais com retardos (DDEs). Por outro lado se o tempo ¢ discreto os
sistemas sdo descritos por meio de equagoes diferenciais (DEs), também conhecidas
como mapas iterados.

Um sistema dindmico continuo n-dimensional pode ser representado pela equa-

cao

q=£(q,1), (1.2)
onde q = [q1,- - ,qn]T € R" é o vector dos estados e f = [f1(q), -, fn (q)]T :
R — R

Agora, sem duvida o analise de sistemas dindmicos podem melhorar nossa com-
preensao dos fenémenos que nos rodeiam. Mas, além do andlise o objetivo superior
é poder influenciar no comportamento do sistema através do controle ou o desenho.
O campo da teoria de controle tém esse objetivo geral. Como caso particular dos
sistemas dindmicos sao os problemas de controle 6timo pode ser formulado tanto

para tempos discretos como para os tempos continuos. Por conseguinte, para nosso
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caso trataremos o problema para tempos continuos onde os resultados do Principio
Maximo de Pontryagin (PMP) sdo mais fortes. Porém, as formulagoes para tempos
discretos também sao tratados com frequéncia, especialmente em sistemas de grande

escala, desenvolvidos por computadores digitais aplicando métodos de optimizagcao.

1.1.1 Teoria de Controle

O objetivo da Teoria de Controle é manipular o comportamento de um sistema
dindmico por meio de agoes externas, de modo que satisfacam certas condicoes
pré-definidas, por exemplo, ter um ponto ou extremidade fixa, ou as duas onde
determinadas varidveis nao podem atingir alguns valores ou outras situagdes mais
ou menos complicadas. Neste trabalho, vamos nos concentrar no caso em que 08
dois estados extremos, os estados inicial e final sdo fixos, mas outras situacées mais
gerais tém tratamento similar |7,8]. A equagao que descreve a evolugao dos estados

para um problema deste tipo é um sistema de equagoes diferenciais:

q(t) =f(q(t),u(t) (1.3)

onde ¢ representa as variaveis que descrevem o estado do sistema e u descrevem
acoes ou controles externos. Sobre a Teoria de Controle Otimo, além disso, quere-
mos que o sistema verifique uma condicao adicional, que normalmente é minimizar
(ou maximizar) uma forma funcional, ou seja, noés queremos encontrar trajetorias
n(t) = (q(t),u(t)) suficientemente regulares, por exemplo, C' por partes, com as
extremidades fixas no espago de estado, ¢ (0) = qo e ¢(t) = gr, que satisfagam a
equagao de controle (1.3) e que também minimizem o seguinte funcional, chamado

funcional de custo, em algum espago de caminhos admissiveis:

Suin () = / L(q(t),u(t))dt (1.4)
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onde L (q(t),u(t)) é uma fungao que depende das componentes e os controles para
os quais T' é a duragao do controle. O Lagrangiano é relacionado com o hamiltoniano
H, usando as equacoes de movimento de Hamilton. Por enquanto usando que se L
¢ minimo o hamiltoniano ¢ maximo. Os caminhos 7 (t) que satisfagam todas estas
condigoes serao ditas 6timas |7].

Para resolver essa classe de problemas, foram desenvolvidos um amplo ntmero
de ideias, técnicas e resultados mateméticos. Além disso ferramentas analiticas e
numéricas tém desfrutado de uma grande prestigio; podemos perceber que cada vez
torna-se mais importante o ponto de vista geométrico na teoria de controle, ja que os
gradientes das contastes do movimento em no hamiltoniano descrevem as variagoes
em os contornos do sistema obtendo assim as trajetérias ¢étimas. Possivelmente, a
introducdo do ponto de vista geométrico na teoria de controle foi iniciada por L.
Pontryagin e seus colaboradores [7, 8] como certamente R. Brockett no estudo de
problemas de controle em areas e grupos de Lie. [9-11]

Assim, a teoria de controle pode ser formulada em termos geométricos e obter
resultados intrinsecos préprios do sistema. No préoximo capitulo, o objetivo é aplicar
os métodos da geometria (variagoes das trajetorias dos campos vectoriais utilizando
os gradientes das coordenadas) para descrever intrinsecamente a Teoria de Controle
Otimo. O que faremos é estabelecer um quadro axiomatico o suficientemente ge-
ral para poder assim chegar a nosso caso particular usando uma analogia com a
mecanica Lagrangiana.

Esta dissertacao se estende por mais quatro capitulos:

e O Segundo Capitulo apresenta os argumentos teéricos em RMN, IRM e da
teoria do controle 6timo. Apresenta-se sem entrar em detalhes, o Teorema do
Principio Méaximo de Prontryagin (PMP) e suas solugoes que sao frequente-
mente chamadas de solugoes “bang-bang”, e estudamos também o Problema
de Controle de Tempo Minimo que é definido geralmente para todos os casos

onde PMP ndo tem uma solucdo explicita, esse caso é para quando fungoes
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sao do sistema de equagoes sao acopladas ou implicitas, esse tipo de solugoes

sao chamadas “singulares”.

No Terceiro Capitulo desenvolve-se a teoria para um método proposto de o cal-
culo das equagoes de Bloch explicitamente durante o pulso rf aplicada; depois
usamos a teoria de controle para determinar os pulsos que atendam tempos mi-
nimos onde noés interpretamos os resultados da teoria matemaética é executada
e comparada com os resultados experimentais (feitos por nos ou compararmos
com o0s que estd em os artigos). Se inclui uma descrigao detalhada os valores
da magnetizacdo, tempos de relaxacdo para as diferentes valores deles que sdo

analisadas e comparadas com os resultados obtidos em outros artigos.

Discutimos os resultados obtidos como as solugbes gerais analiticas das equa-
¢oes de Bloch durante o pulso rf aplicado. Também sao apresentados os re-
sultados ou aplicar-se pulsos sucessivos que compara os resultados tedrico e os

experimentais.

Por fim, no Quarto e dltimo capitulo apresentamos as conclusoes e as perspec-

tivas futuras da pesquisa incluindo alguns calculos detalhada como anexos.



Capitulo 2

Principios da RMN

2.1 Principios da Ressonancia Magnética Nuclear

A ressonancia magnética é um fendomeno que ocorre em sistemas que tém mo-
mento magnético angular. Um sistema de ntcleos tem um momento magnético
(e um momento angular J, que estao ligados por uma constante chamada razao
giromagnética -y, cuja relacao é da forma

ji=nJ (2.1)

Aplicando um campo magnético By no diregdo z ocorre uma interacao entre o

campo e os nucleos que pode ser representada pelo hamiltoniano de energia

B = —vhB,l, (2.2)

Os valores proprios do hamiltoniano de interagdo sdo proporcionais aos valores

proprios de I,, assim, as energias permitidas sao:

E:—’yhBom[, m[:_[,]—lj...,—[ (23)

22
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Para detectar estes niveis de energia é aplicado um campo magnético variével
perpendicular ao campo estatico By, produzindo transigoes entre os niveis permiti-

dos. Escrevendo no termo de perturbacao em funcao da amplitude By.

H, = —yhBy 1, cos (wt) (2.4)

O operador I, tem elementos de matriz entre os estados m; e m/}, diferentes de
zero apenas quando m; = m’ %+ 1, ou seja, as transigoes permitidas sdo apenas entre

niveis adjacentes da energia.
hw=AE =~hBy, = w="B,. (2.5)

Se temos uma amostra macroscopica em que observamos detalhado acima, onde por
simplicidade, vamos supor que tem spin 1/2, com uma populagdo N, para o estado
m = 1/2 e N_ para o estado m = —1/2. Como resultado do campo magnético
varidvel aplicado ent@o os niveis populacionais variam, mas o nimero total de spins
N permanecem constante [4,5,12-14]. Também é definida a diferenga das populagoes

entre dois estados de spin. A razdo das populagoes é dada por

N_ AFE

onde AE = vhBy ¢ a diferenga da energia entre dois niveis. Agora, se a probabilidade
de transicao do nivel 1/2 para o nivel -1/2 é chamado W; e a probabilidade de

transicao inversa ¢ Wy, entao podemos escrever

AN
d—t* = +N_W, — N, W, (2.7)

que em equilibrio resulta
N_ W,

s 2.8
¥ =W (2.8)



24

Aqui, as probabilidades de transicao sao diferentes pelo fato de a transigdo tér-
mica requer nao s6 um acoplamento, mas também outros sistemas em um estado
de energia compativel a transi¢ao. Isto pode ser visto assumindo que o reservatorio
tem dois niveis cuja espagamento entre eles é igual ao sistema nuclear, onde tran-
sicoes simultaneas conservam a energia, mas se ambos estiverem no nivel mais alto
da energia, a transicao nao é permitida, pelo o principio da conservacao da energia
seria violado.

Se nos chamamos estados nucleares 1 e 2 com populacoes N; e Na, e os estados

da rede a e b com populagoes N, e N, o ntimero de transi¢oes por segundo é
namero/s = n/s = Ny NyWip o, (2.9)

onde Wiy_.o, é a probabilidade de transicao do nucleo entre o estado 1 e 2, e a rede
entre o estado b e a. O estado de equilibrio é dado pela igualdade das taxa de

transicao e sua taxa de transicao inversa.

NlewlaAQb = NQNaW2a~>1b (210)

A teoria quéantica exige que Wiy, = Woe_s1p. Em equilibrio térmico temos

entao
N N,
St le (2.11)
Ny Ny

Os niveis nucleares tém a mesma populacgao relativa dos niveis da rede, a popu-

lacao nuclear estd em equilibrio térmico com a rede. Pode-se calcular entao

Wi = NoWoqsusW) = NeWiposoa = NyWaas1p (2.12)
assim
dn
E =N (W~L — WT) —n (W¢ + WT) (213)

re-escrevendo
dn ng—n
dt T
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onde

=W 1
N7 — (W, + W) 2.14
ng <W¢+WT) Yo (W, +Wy) (2.14)

Entao a solugao é

n—no—i-AeXp{—;} (2.15)

1
onde A é uma constante de integracao, ng representa a diferenca na populagdo em
equilibrio térmico e 77 é um tempo caracteristico de chegada ao equilibrio chamado

“Tempo de Relaxamento spin-rede”.

2.1.1 Efeitos dos Campos Magnéticos Dependentes do Tempo

Para estudar os efeitos do campo magnético B, (t) = B, cos (wt) este ¢ divido
em dois componentes, ambos com uma amplitude By, mas uma girando no sentido
horério e no sentido anti-horario. Perto da ressondncia pode ser demonstrado que o
componente anti-horario nao exerce influéncia qualquer sobre a amostra, portanto

é desprezado. Em seguida, o campo pode ser escrito

B, = B cos (wt) i + By sin (wt) J. (2.16)

A equacdo que descreve o movimento de um spin em um campo magnético es-
tatico By e um campo magnético girante By é dado pela relacao
T = =
CT/; — X~y [BO A (t)} . (2.17)
Usando um sistema de coordenadas girante em torno do eixo z a uma frequéncia
w, pode eliminar a dependéncia temporal do campo magnético B;. A rotacdo em
torno eixo z mantém independéncia do tempo del campo By. Se o eixo x é escolhido
nas novas coordenadas do sistema de forma a coincidir com a direcao de Bj, em
seguida, a equagao pode ser escrita como

ou

o = X Bers
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onde

By =DBii+ <Bo - w) k. (2.18)
¥

A magnetizacdo no sistema girante esta submetida a um campo magnético esta-
tico B.ss. Entao a magnetizacao mostra um movimento de precessao em um cone

com um angulo fixo em torno da dire¢ao B.sy com uma frequéncia angular yB,y.

2.1.2 Equacgoes de Bloch

O comportamento do magnetizacdo M na presenga de um campo magnético

By (t) é expressamente escrito pelas equagoes de Bloch

M o o M,i4+M,; (M,— M) k
LZ’YMXB— $7’+ Z/]_( z 0)k7
T, T

(2.19)

onde My ¢ o valor da magnetizac¢ao (M) no equilibrio térmico na presenga apenas
By. Os tempos caracteristicos de dos processos de relaxamento T e Tp de um
sistema de espins depois de ser perturbado a partir do seu estado de equilibrio
térmico. Agora se negligenciarmos o segundo eo terceiro termo em (2.19), porque
estamos interessados apenas o comportamento de M durante a aplicacao do campo
rf, podemos fazer isso porque a duragao do pulso rf é curto em comparagdo com os

tempos de relaxagao 17 e T,. As equacoes de Bloch ficam

— =7MxB (2.20)

— YM,.; X Bejy (2.21)

onde B,y é dado pela relacdo (2.18) entdo a equacao de Bloch em o sistema

girante pode-se escrever

81\7[7“075
ot

My i + My 3 (M — M) ¥
T T ’

=M, x By — (2.22)
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2.1.3 Deteccao de Sinal

Como ¢é descrito acima, a colocacdo de uma amostra num campo magnético
estatico By e aplicar um campo magnético dependente do tempo B (t), pode ser
induzido uma magnetizacdo em a amostra. Agora vamos ver como detectar esta
magnetizacao usando principios basicos.

A deteccao da sinal em ressonancia baseada-se na lei da inducao electromagnética
de Faraday e o principio de reciprocidade. A lei de Faraday estipula que um fluxo
de campo magnético dependente do tempo através de uma bobina receptora induz
em ela uma forca electromagnética (ou tensao) igual a taxa de variagdo do fluxo
magnético através de la bobina. Aqui, a bobina receptora utilizada é o mesmo
que a bobina de excitagao. Assumindo que B, (t) é o campo magnético do sistema
de referéncia de laboratério em r, produzido por um fluxo de corrente através da

bobina, o fluxo magnético através da bobina produzido por M (r,t) é dado por

v = /Br (t) M (r,t) dr (2.23)

Entao de acordo com a lei da indugao de Faraday a tensao induzida em a bobina
serao

V(t) = _afhft) - _;/BT () M (r,t) dr (2.24)

Sendo esta a relagdo de base para a detecgao de sinais em a RMN.

2.1.4 Geragao de Pulsos RMN Base

Depois a publicacao da obra Spin Echoes de Erwin Hahn em o ano 1950, seguido
de uma série de investigacoes para encontrar os tempos de relaxagao 17 e Ts prin-
cipalmente através de um método de pulsos, deixando de lado o método de Onda
Continua usado no inicio da ressonincia magnética nuclear. Entretanto Irving Lowe
e Richard Norberg testaram o relacionamento entre o espectro de frequéncias e a

FID (Free Induction Decay). J. W. Cooley e John Tukey desenvolvido um efici-
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ente algoritmo para a transformacao de Fourier. Final dos anos 60, Richar Ernst e
Weston Anderson fizeram avangos importantes em RMN para a alta resolugao.

Considera-se um grupo de spins inicialmente em equilibrio térmico com um
campo magnético estatico By em a direcdo z. Primeiro analisa a situacao negli-
genciando os tempos de relaxamento 77 e T5.

Um campo magnético girante B; é aplicado em t = 0 com uma frequéncia w
em ressonancia com o campo By, o que é igual a ter w = yBy. Agora, o sistema é
observado a partir de um sistema que gira com uma frequéncia vBy e em que B
define a diregdo x. O pulso 7/2 ¢ atingido ajustando apropriadamente a duragao
do pulso t,, de tal modo que a magnetizacao consiga girar a partir da sua posigao
inicial em z até que fique orientado para a diregdo ao longo do eixo y. No caso
que nao existam inomogeneidades em o campo By, todos os spins em a amostra
precessariam na frequéncia By, isso €, no sistema girante a magnetizacao em toda
a amostra seria orientada na direcao y. Mas a presenca de inomogeneidades do
campo Hy em a amostra leva na existéncia de um desfasagem de frequéncias da
precessao em os spins em amostra. Agora, se consideramos uma pequena parte
da amostra, em um intervalo de tempo 7, a magnetizacao manter-se-4 em no plano
x—1y, onde desprezamos no tempo de relaxamento longitudinal 77, mas tera mudado

a direcdo dM com respeito ao eixo e um angulo 6 dado pela relacao

0=~ (B)T (2.25)

onde B = B — By representando a inomogeneidade em o campo B. Agora
pode-se obter de volta a magnetizacao inicial usando um segundo pulso para alinhar
a magnetizacdo em no eixo y novamente, a este “novo enfoque” de a magnetizacao
chamam eco de spin ou Eco de Hahn. A sequéncia de pulsos pode-se escrever como
/2 — T — 7, isto é, se aplicarmos um pulso 7/2 em no eixo z, logo de um tempo
7 aplicarmos um pulso m, vale notar, que a duragdo nestes pulsos é negligenciavel.
Na figura.(2.1) mostra que depois do segundo pulso, a magnetizagao 0 M avangara

na mesma dire¢do e retornard ao eixo y, independentemente do 6, em um tempo
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27. Depois a sinal diminuird novamente por causa da falta de homogeneidade do
campo.

Agora se considerarmos os efeitos dos tempos 17 e 15, depois do primeiro pulso da
componente do eixo z cresce com um tempo caracteristico 77, o pulso 7 invertendo
assim a componente z que foram desenvolvidos, por conseguinte nao contribui &
componente M localizado em no plano xy. Durante o intervalo 7 a magnetizacao
em o plano xy diminuird com um tempo de relaxagao T, o tamanho da magnetizagao

que produz o eco é

_2r
M (t) = Mye T (2.26)
¥4 z V4
A Mo
JRSPRE PR . Mo = . M -
/’ \/ /’ w ‘\/ (..’.: .......... 11 - -
\\~~ ___________ - y \\\-___ _______ - y \\\§ ___________ -
t=0" t=0" t=1"
X (a) x (b) x ©
z V4
_____ oM P S Y
i’:\ H__’,/ Y Sl -y
t=<" t=2t
x (d) x (e)

Figura 2.1: Diagrama que ilustra mais visivelmente a formacao do eco de spin.



30

2.1.5 Ecos de Gradiente

Frequentemente em IRM ¢é usada outra forma de sinal de eco de spin que é
formada por os campos do gradiente de magnético dependentes do tempo [13,15,16].
Comegando primeiro definindo o campo do gradiente.

Um campo de gradiente Bg, é um campo nao homogéneo cuja componente z
vai mudando ao longo de uma direcao chamada direcao de gradiente, usando uma

variacao lineal do campo, isso é

Bg . =Gyx+Guy+ G2 (2.27)
Em consequéncia

— ~

B=(By+ Gz +Guy+G.2) k (2.28)

A sequéncia de os pulsos pode ser representado como se segue. Se depois da
aplicagao de um pulso «a, surge um gradiente negativo, os spins em diferentes posi¢oes
de  ganham diferentes fases, que podem ser escritas em o mesmo sistema girante

como

o(z,t) = 'y/(—Gz):cdt 0<t<r
= — Gyt (2.29)

A medida que o tempo passa, a perda da coeréncia de fase de spin é aumentado.
A sinal decai com um tempo 73. Agora aplicamos um gradiente igual em magnitude
mas positivo, as componentes transversais comegaram um realinhamento, o dngulo

de fase em o sistema girante ¢é

o(x,t) = —’ny:L‘t—kv/wadt T<t<27

= —yGurt+yGpa(t—r1) (2.30)
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Depois de um tempo 7 os spins se concentram novamente para formar uma sinal

de eco.
(0
RF |
Gradiente
Sinal

Figura 2.2: Sequéncia de pulsos Gradiente-Eco. Depois da aplicagdo de um pulso
para criar uma inclinagdo pequena ao angulo, o gradiente negativo em z leva um
desfasamento dos spins.

2.1.6 Sequéncias de Pulsos Inversao Recuperagao (IR)

E uma variacdo das sequencias de eco de spin, sendo similar entre elas, s6 que
esta aumenta um pulso inicial de 180 graus antes da sequéncia eco de spin. Neste
pulso inicial de 180° é conhecido como pulso de inversao o que implica um parametro
adicional conhecido como tempo de inversao (TI), que é usado para inverter (rever-
ter) ou anular seletivamente a sinal de algum tecido [15,16]. Devido as variagoes
em no tempo de relaxagao 77 no contraste na imagem pode-se manipular usando
um pulso de inversao na qual vira a magnetizagao longitudinal desde no eixo +z
até no eixo —z (veja a fig.2.3). Antes de aplicar a sequéncia de pulsos de excitagao
rf posterior, é necessario proporcionar um tempo de retardo “delay” para permitir
que a magnetizagao invertida poda retornar para no valor de equilibrio (isso ¢ desde
no eixo —z até no eixo +z). As sequéncias de pulsos com um pulso de inversao,

seguido de um tempo de atraso antes de uma excitagao rf é conhecido como sequén-
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cia pulsos de recuperacao da inversdo pelas siglas inglesas IR (Inversion Recovery).
No tempo de retardo entre a inversao e a excitacao é chamado tempo de inversao

(denotado por TT).

(a) ’ ’ (b)
MO f =~ ) MO~~~
\\ BO \\
\\\ \\
\ \
\ \
\| My \|
Bu(t) by Bu(t) LY
1 1
/I /I
X e X l\7| e
anyY < e ’
MOT-- T MO
Ginv (C)
eex

RF

| TI
t=0

Figura 2.3: Evolucao temporal da magnetizacao em ressonancia durante um pulso
de inversdo. O vector da magnetizagao inicial M (0) esta alinhado com o campo
magnético By ao longo do eixo-z. No pulso RF de inversao B, aplicado ao longo do
eixo-z gira no vector magnetizagao no plano yz em torno a = . (a) No final do pulso
em no tempo t, a magnetizacao M (t) estéa alinhado ao longo do eixo-z negativo,
sempre que o angulo de inclinagao seja 180°. (b) Quando o &ngulo de inclinagao
se afasta de 180°., e a inversao ndo ¢é total e se produz a magnetiza¢ao transversal
My. (c) Uma sequéncia de pulsos IR, que consistindo de um moédulo de IR e uma
sequéncia de pulsos agrupados, separados pelo tempo da inversao (TI). 6;,, € O,
sao os angulos dos pulsos RF da inversao e a excitacao, respectivamente.
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2.2 Relaxagao em o Sistema Girante

A técnica da relaxacdo em o sistema girante permite obter informacao da mag-
nitude dos campos locais residuais em materiais com algum grau de organizacao
molecular [5|, como s@o os solidos e os sistemas biologicos en general. Tendo em
conta que o campo local residual no valor do campo em a posi¢ao de um spin nu-
clear determinada, devido as contribuigdes nao ponderadas (devido a presenga da
dindmica molecular) de todos os spins da amostra. Para essas amostras pode-se

diferenciar dois casos.

Caso I: Campos Locais Neglicenciaveis em comparagao com B,

A técnica consiste fundamentalmente no spin-lock (ou travamento dos spins). A
amostra sao colocados em um campo magnético externo Bg. Depois de um tempo
em na ordem ou superior a 377, temos uma magnetizagdo macroscopica My em
paralelo com By como se ilustra na fig.2.4a. Depois se aplica um pulso de 7/2 em a
direcdo x em o sistema girante, onde a magnetizacao gira para o plano zy, ilustrada
na fig.2.4b.

Seguidamente depois do pulso, em o sistema de laboratério a magnetizagao pre-
cessiona neste plano, enquanto no sistema girante esta fixada ao longo da diregao vy,
ilustrado na fig.2.4c. Se a fase da rf é trocada por 90°, o campo B; gira e é mantida
ao longo da magnetizacdo em o sistema girante ilustrado na fig.2.4d.

Entéao, quando a rf é aplicada exatamente em ressonéncia, a magnetizagdo no
sistema girante apenas experimenta a presenga do campo B;. Consequentemente, o
campo By em o sistema girante agora seria o analogo ao campo By em o sistema de
laboratério, e a magnetizagao se diz que esta ancorado a campo B;. Logo, relaxa
um valor do equilibrio com uma constante 77,, mostrado na fig.2.4e. A medicao
¢ realizada quando corta o pulso lock e monitora a queda livre da inducao (FID)

resultante, como se ilustra na fig.2.4.
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Figura 2.4: Comportamento da magnetizacao em o sistema girante durante uma
experiéncia de spin lock em ressonincia. Neste caso o campo de rf é aplicado em
ressonéncia e os campos locais sao negligenciaveis em comparacgao com a intensidade
de comparada B;.

T
Pulso ——

2
A /

Pulso de Lock

Figura 2.5: Sequéncia de pulsos spin-Lock.
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Caso II: Campos Locais do mesmo ordem de magnitude que B;

Em no caso de ter uma componente z de os campos locais comparéiveis em
intensidade com B, entdo temos uma situacao diferente. Os primeiros passos no
experimento até que o campo rf seja desligado temos os mesmos apresentados em
caso I (fig.2.2a-d). Portanto, o caso I diferencia-se depois de desligar o pulso rf, a
magnetizagao precessarao em torno do campo efetivo B.ss, o qual é a suma de B, e
B/. (componente do campo local em a diregao z), em no caso de estar em ressonancia
(2.2). Por conseguinte, depois de um tempo T5,. A fim de obter informacao da
dispersao em a magnetizagao devido aos campos locais, se mede a intensidade da

sinal de RMN em func¢éo da amplitude do campo B; em um tempo fixo de lock.

Beff

@
Ty
g
~v

/

7
<Y

X

Figura 2.6: Sequéncia de pulsos Gradiente-Eco. Depois da aplicacdo de um pulso
para criar uma inclinacao pequena ao angulo, o gradiente negativo em x leva um
desfasamento dos spins.

2.3 Geracao de Imagens

2.3.1 Codificacao do Espacgo

Se aplicamos um gradiente de campo magnético conforme descrito anteriormente,

a saber, um campo magnético que tem uma magnitude variante linearmente com a
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posicao, entao a frequéncia de Larmor serd também uma fungéo linear. Se no campo

muda linearmente ao longo da diregao z, entao temos

w(z) =w, +vG,z (2.31)

Esta situagao mostra-nos que a frequéncia é codificada espacialmente e cada
uma das partes da amostra tem spins que precessam a uma frequéncia diferente
dependendo da posi¢ao z. A FID gerada em um intervalo infinitesimal dz em o

ponto z, omitindo a relaxagao transversal é

dS (z,t) < p(2)dzexp {—ivy (By + G,2) t} (2.32)

a contante de proporcionalidade depende no angulo de inclinagao da magnetiza-
¢ao em relagdo ao zy, e a intensidade de By entre outras coisas. Por conveniéncia
em a notacao sera ignorada a constante de proporcionalidade. O sinal em a equagao
anterior diz que esta codificada em frequéncia, ja que a frequéncia esta relacionada
linearmente com a localizacao espacial. Pela mesma razao G, é chamado gradiente
de codificacao de frequéncia. Na figura (2.6) pode-se observar esta relagao. Obtendo

a sinal do objeto S (1).

ds (z,t)

_ / p(2) exp {—iv (By + Gz) thd> (2.33)

2.3.2 Imagem Unidimensional

Uma imagem unidimensional pode ser obtida de dois tipos: uma é por inter-
médio de projecao unidimensional do objeto em sua totalidade sobre uma direcao

particular, ou obter uma linha de imagem. S6 considerando no primeiro caso. Con-
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de um gradiente com frequéncia-codificada.
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sideremos a projecao sobre o eixo z. A fungao Imagem que desejamos obter I (z)

que pode ser descrita

I(z)= / / p(z,y, 2) dedy (2.34)

Na figura (2.7) temos uma sequéncia de imagem com eco de spin. Depois do
segundo pulso é adquirido a sinal em na presenga de um gradiente de codificacao

em frequéncia GG,. Entdo a sinal pode ser expressada em na forma

S(t) = / / / p(x,y,2) e ") drdydz

= /I(z) e~ G:t=Te) (2.35)

para |t —Tg| < T,qe/2. Se definirmos k, = vG, (t — Tg) /27 entdo pode ser

escrita

S(t) = / I (z)e k=24 (2.36)

a

Te

Tadq

Figura 2.8: Sinais unidimensionais localizas de um objeto hipotético em na presenca
de um gradiente com frequéncia-codificada.
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A equagao (2.36) é considerada como a imagem unidimensional. Pode ser visto
a partir dessa equagao que quando utilizam-se gradientes lineares, a sinal s (k) é a
transformada de Fourier da densidade de spins da amostra.

O fato de que a sinal e a densidade de spins estejam relacionadas por uma
transformada de Fourier é uma grande ventagem para a IRM. Uma das propriedades
mais importantes da transformada ¢é sua inversa bem definida. Dada s (k) para toda
k, a densidade de spins da amostra pode ser encontrada tomando-se a transformada

de Fourier inversa da sinal.

I(2) =Z(5(k:)) (2.37)

E importante notar que pode-se escolher qualquer direcdo em o caso unidimen-

sional.

2.4 Contraste

Um objetivo importante para as imagens é poder distinguir diferentes tipos de re-
gides na amostra. Se o método das imagens nao tiver um mecanismo de manipula-
¢ao da sinal que produz diferentes sinais para as diferentes regices, distinguir entre
dois regides seria impossivel. Porém felizmente a IRM tem diversos mecanismos da
manipulagdo em que a sinal depende dos diferentes pardmetros, produzindo varios
mecanismos de contraste. Os mecanismos de contraste mais bésicos sao baseados em
a densidade de spins, e diferencias de T} e T3 entre diferentes regioes. O tempo de
relaxacao da rede de spin T}, isto significa que os movimentos moleculares em a faixa
da frequéncia de ressonéncia wy. Por outro lado, o tempo de relaxacao spin-spin 15,
reflete as flutuagoes moleculares para frequéncias menores como as correspondentes
dos campos locais produzidos por as interagdes entre os spins [5,12,13,17].
Estudos anteriores demostraram que parametros representando os movimentos
lentos sao mais indicados para imagens das propriedades dos tecidos porque o estado

das proteinas e membranas é crucial em os processos celulares. Neste caso, resulta
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mais apropriado utilizar como contraste da relaxacao transversal. O problema deve
ser aqui relacionado com decaimentos multi-exponenciais, por conseguinte, devem
ser definidas muito claramente as condi¢oes das imagens para poder obter resultados
significativos.

Outa forma de aumentar o contraste entre tecidos é utilizando agentes para-
magnéticos. As concentragdes devem ser as menores possiveis, com o fim de evitar
qualquer tipo de efeitos secundarios [12,13]. Mas sabe-se que os agentes paramag-
néticos atuam melhor aos campos magnéticos baixos.

Recentemente foi também sugerido utilizar a terceira espécie da relaxacdo em
RMN, a relaxagao de spin-rede em o sistema girante, 7, representa a constante do
tempo de decaimento da magnetizagao transversal que acontece durante a aplicagao
de um pulso de lock, de amplitude By, alinhado com o vetor da magnetizacao
efetiva. Foram efetuados numerosos estudos sobre tecidos biolégicos e comprovou-
se a sensibilidade aos processos fisico-quimico que ocorrem a baixas frequéncias de

interagao (em torno de 0,1-100kHz) [16].



Capitulo 3

Método Geométrico de Controle
Otimo e o Problema de Saturacao de

Magnetizacao

Um das areas mais ativas em Ressonancia Magnética Nuclear (RMN) atualmente
tem sido aquele envolvendo a sintetizacdao de sequéncias de pulso otimizadas para
uma tarefa especifica [18,19]. Neste dominio, as técnicas de controle 6timo podem
ser utilizadas para desenhar campos magnéticos (controles) que s@o aplicados ex-
ternamente com o objetivo de controle. As aplicacoes se estendem da computacio
quéntica com a otimizacao temporal de operagoes quanticas, passando por espec-
troscopia, e imageamento [20,21]. Neste contexto, os procedimentos de otimiza¢ao
numérica, como o algoritmo GRAPE (Gradient Ascent Pulse Engineering Algo-
rithm), foram implementados com sucesso [22,23|. Atualmente, os métodos da teoria
de controle 6timo geométrico também tem sido implementados com éxito [24-27].
Com respeito a otimizagoes temporais, o método geométrico permite que evolugoes
temporais das trajetérias possam ser mapeadas ao problema da obtencao das me-
nores distancias (geodésicas) separando pontos no espago de fase. No caso de spins

esse espago €, para o caso de spin 1/2, a esfera de Bloch. Por seu carater analitico,

41



42

o método geométrico tem atraido enorme atencao da comunidade e por isso seré
abordado aqui.

Primeiramente faremos uma revisao de resultados disponiveis na literatura sobre
o problema de controle temporal 6timo objetivando manipular um sistema de dois
niveis na presenca de dissipacdo. Apesar do método possuir aplicabilidade geral,
o foco de nossa revisao serd com respeito a trajetorias com estado inicial e final
especificos do processo de saturacao no qual a magnetizagao inicial ¢ maxima, e final
é minima, Além disso, para facilitar a anélise, os controles externos das trajetoérias
serao de modo a manter as trajetorias no espago bidimensional. Além da importancia
pratica, esse problema presenta solugao analitica explicita e servira para apresentar
o método de otimizagao geométrica de Pontryagin.

A abordagem geométrica é baseada em ferramentas matematicas que vém da
geometria diferencial e dindmica hamiltoniana [8,26]. Uma solu¢do completa do
controle 6timo de sistemas quénticos dissipativos de dois niveis cuja dindmica é
regida pelas equagoes de Kossakowsky-Lindblad foi apresentada nas referéncias |28,
29]. Apesar de simples, o modelo contem tipos de trajetoria nao triviais, chamadas
singulares, que garantem a obtencao de um minimo absoluto para o tempo 6timo.
A existéncia desde tipo de solugoes singulares tem ganho importancia a literatura
de controle quantico [27].

Apesar de existirem em varios cenérios de aplicacdo, nossa énfase serd para
sistemas de spin 1/2 no contexto de RMN onde sdo considerados os tempos de
relagdo transversal Ty e longitudinal T [25,30,31]. Nossa abordagem pretende ser
o mais clara possivel e, apresar de utilizar resultados mateméticos rigorosos, nao
insistira nos detalhes de demonstracoes.

Além da revisao da literatura sobre o método geométrico vamos sugerir uma
modificagdo do método que consiste em substituir a etapa numeérica de solucdo das
equacoes de Bloch por solugoes analiticas obtidas por um método introduzido por
Bain [32]. Agora com um método completamente analitico de solugao 6tima, iremos
analisar as limitacoes do método com respeito a mudancas nas varidveis de controle

como também dos tempos de relaxacao carateristicos.
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3.1 Teoria de Controle Otimo

A solucao do problema de controle 6timo foi obtido de forma muito geral por L.
Pontryagin e os seus colaboradores [7,8| e é conhecida como principio do maximo

de Pontryagin (PMP).

3.1.1 Principio do Maximo de Pontryagin

Teorema 2.1 Principio do Maximo de Pontryagin (PMP)

A curvan (t) = (q(t),u(t)), t € [0,T], é absolutamente continua, e ¢ uma trajetoria
Otima se existe uma variacao de ¢ (t) no espago de coestados (isso é que para cada
ponto das coordenadas ¢ temos respetivo ponto em o espago dos momentos p),

(q(t),p(t)), de maneira que satisfaga as equagoes de movimento de Hamilton,

o0H 0H

/= ) = —— 3.1
q apl7 p aql7 ( )

onde i depende do niimero de coordenadas, tal modo que

H{(q(t),p(t),v) =maxH(q(t),p(t),u(t)) t €017, (3.2)

onde H é a func¢ao hamiltoniana

onde f* é dado pela eq. (1.3).

O principio do maximo de Pontryagin tem sido aplicado com éxito em uma
grande variedade de problemas. Um exemplo significativo do seu uso consiste nas
chamadas solugoes “bang-bang” no problema de controle 6timo quando os controles

sao “limitados”. Por razoes fisicas, tecnoldgicas e econémicas, se impoem restri¢oes
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a priori sobre os controles do tipo |u| < umax. Se a equagao de estados é linear nos

controles entao o sistema pode ser escrito usando (1.3) e levamos da forma

¢ = ["(q,u) = Fy (q) + F, (q) ua (3.4)

onde i = 1,---,n é o numero de equagoes do sistema e o funcional a minimizar
(eq.(1.4)), sera a fungao de algumas das variaveis do estado ou uma fungao delas,

mas nao dos controles u, :

S = /TL (q,u)dt, (3.5)

onde para S minimo vamos a cai para (3.2) o hamiltoniano de Pontryagin ¢ H (¢, p, u)
piF§ + piFiu, — L (q,u), pelo que para (g,p) fixos o maximo de H se alcanca so-
mente em no extremo do dominio de definicao dos controles. Se temos apenas um
controle u , o maximo de H ocorre quando u (t) = Umax, se pif'(x) > 0; e quando
u(t) = Umin, se pifi(q) < 0. Assim, poderemos desenvolver uma estratégia 6tima
dependendo do valor no sinal da fun¢ao ® = p; f’ (r), chamada na literatura por este
motivo de funcao “switching”, e que consiste, no especifico, na escolha os valores de

u, da forma:

Umax  S€ P x, >0
w(t) = (z.7) (3.6)
Umin se P (.T,p) < 0.

Se partimos de um ponto (xg,pg) em t =0 tal que @ (z,p) > 0, a estratégia

Otima consiste em resolver as equagoes de Hamilton:

i = Fj(q)+ F} (q) tmax (3.7)

. OF] OF! oL
pi = _pjﬁiqi - pjaiqiumax ~ g (z,u). (3.8)
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Avancamos pela trajetoria (¢ (¢),p(t)) resultante até que ¢ (T') = gr ou até que
® (¢ (t),p(t)) mude de sinal. Se acontece o segundo caso, a partir desse momento

seguimos a trajetoria (G (¢),p(t)) cujas equagoes de Hamilton sao:
¢ = F5(q)+ F () tuin

. OF] OF! OL
bi = PG T Piga e T 5 (q) -

Se eventualmente ¢ (7') = ¢r, entdo podemos afirmar que o problema foi resol-
vido, mas se ¢ () volta a mudar de sinal entao novamente voltamos para as equagoes
(3.7-3.8) e assim sucessivamente.

Pode acontecer que seguindo com esta estratégia ¢(7') # qr, e o problema de
controle 6timo nao tenha solu¢ao para nenhum valor inicial (go,po). Entao esta
estratégia poderia ser alterada permitindo que (¢ (¢),p (t)) estejam contidos no con-
junto ® = 0 durante un certo intervalo de tempo, definindo o que é denominado
“arco singular”.

Como o PMP nao prevé o caso ® = 0. Entao temos que usar outra defini¢ao
para poder solucionar o problema onde ® = 0, e os casos com sinal positivo e ne-
gativo. Para isso, usamos uma defini¢ao que resolve o problema quando o switching
contemple no caso onde seja igual a zero, esta em a literatura é chamada problema

de controle do tempo minimo.

3.1.2 Problema de Controle do Tempo Minimo

O conjunto das defini¢oes expressadas seguidamente estao contidas em |[8].
Definigao: Consideremos o problema de controle minimo de tempo de entrada

dnica em um sistema de controle afins
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com ¢ (t) € R", tal que |u(t)] < 1 onde Fy, Fy sdo campos vectoriais infinitamente
diferenciaveis. Seja o hamiltoniano H (g, p,u) = <ﬁ, Fy (q) + uF, (q)> , onde p'# 0

e () é o produto escalar. Um extremo é uma solugao das equagdes do principio

dz%g(ff(t%ﬁ(t),u(t)), ;= —%Zf@(t»ﬁ(t),u(t)), (3.9)
entao
H@(1).5(t).0) = maxH (@) 5(t),ut)). (3.10)

[ul<1

Porém para este caso temos as seguintes condigoes:
Um extremo que é definido em [0,7] é chamado regular se para todo ¢ € [0,T],

temos

u (t) = sing (® (1))

onde @ (t) = <ﬁ(t) By ((j’(t))> Este ¢ chamado controle “bang-bang” se u(t) &
constante e definido por partes cujos valores sdo {—1,+1}. E chamamos “singular”
se para um ¢t € [0, 7], temos & = 0.

A pregunta que segue é, como determinar os extremos singulares? Para isso

usamos os seguentes resultados:

3.1.3 Determinacao dos Extremos Singulares

Seja o ponto ((,u), onde ¢ = (g, p) é um extremo singular definido em [0, 7']. Entao,

pelos resultados (3.9) temos:
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como esta contetido para cada ¢t em o conjunto

= {(ap); 7). Fia @) =0}

Desde t — ( (t) ¢ uma curva estritamente continua em Y, perfeitamente dife-

renciavel em ¢t — <ﬁ(t) Fi(q (t))> = 0 se tem
(5®), [F B] (@) =0
em [0, 7], onde os brackets de Lie sao calculados usando a convengao

_oz

(21, 2] () o

() Zy () — = (x) Z1 (). (3.11)

Desde t — (g (t),p(t)) é continua, e a curva t — ( (¢) estd incluida par cada

t € [0,7) no conjunto
52 (i € 50 (3[7.7] ) -0}
Portanto diferenciando t — (7 (1), [Fy, Fy] (4/(1))) = 0, obtemos a relagio
(50 [[8 A ) oo (g [R ] B -0

para quase todo t € [0,T]. Esta ultima relacao permite-nos calcular em muitos casos

o valor do controle u (-) em forma explicita.

3.2 Desenvolvimento do Modelo

Usando as equagoes de Kossakowsky-Lindblad [28,29,33] que descrevem a evolugao
de um sistema quéantico dissipativo de dois niveis cuja dindmica é regida por o

sistema,
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dx
— = —Ta+uz
dt ?
dy
— = —Ty—wuz 3.13
dt vyt (3.13)
dz n
— = YL — Y4z Uy — Us,
dt g T+ 1Y 2
onde a variavel de estado ¢ = (z,y,2) pertence a esfera de Bloch |¢| < 1 que
¢ invariante para a dindmica ja que os parametros dissipativos A = (I',v,,v.)

satisfazem |y_| <~y < 2T,

O campo de controle é u = u;+ius. O problema de controle 6timo basico consiste
em minimizar o tempo da transferéncia de um salto em o moédulo de controle ou
reduzir ao minimo a transferéncia da energia fOT |ul? dt com um controle de duracao
fixa.

Com as eqs.(3.13) sdo modeladas o controle de uma molécula em um ambiente
dissipativo usando como campo um laser [29], mas também ¢ possivel usar em Res-
sonancia Magnética Nuclear (RMN), onde a dindmica de uma particula de spin 1/2
pode ser descrita, até renormalizar as equagoes de Bloch da forma (3.13) restrin-
gindo v = - [20,21,24]. Isso implica que neste modelo, o ponto de equilibrio é o
polo norte (0,0,1) da esfera de Bloch. Por conseguinte precisamos levar o sistema
de equagoes de Bloch ao forma das equacoes de Kossakowsky-Lindblad.

Lembre-se também que para nosso caso o problema de saturacao consiste em
levar o vector da magnetizacao da amostra desde o ponto de equilibrio até o centro
da esfera de Bloch. Este controle pode ser conseguido mediante uma adesao a técnica
padrao da RMN, a sequéncia de inversao-recuperagao (IR), composta de um arco
bang para inverter o vector da magnetizagdo e um arco singular ao longo do eixo
vertical z para alcancar o estado objetivo.

Pode-se mostrar que a solugao é a uniao de um arco bang, um arco singular

horizontal, e finalmente um arco singular vertical s usando o problema do controle
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6timo de tempo. O ganho de tempo de duracao do controle foi mostrado experi-
mentalmente em [25].

Consideremos um conjunto de spins 1/2 nao acoplados que sao irradiados em a
ressonancia por um campo RF magnético. Aqui consideramos homogenea a média
de os spins tem a mesma desloucamento. Como o sistema considerado no instante
da ressonancia entdo Aw é anulada durante a aplicacdo do pulso rf em o mesmo
sistema girante, a equac¢do de movimento pode-se escrever usando a equagao (2.22)

que ¢ desenvolvido no apéndice A, entdo nosso sistema fica

dM. 1
T =——M, M,
dt T, et
dM, 1
=——M, —w, M, 3.14
dt T2 Y w ( )
dM, 1 1
= —w, M, M, — —M, + — M,
7 Wy + wy M,y T + T 0

onde as componentes do vector magnetizacao sao M = (M, M,, M) e o ponto de
equilibrio My da dindmica ao longo do eixo-z. A dindmica depende de dois termos
distintos: (i) um termo é devido & variagoes na relaxacao longitudinal (1/77) e
transversal (1/75) e, (ii) o termo que representa o efeito das amplitudes de controle
Wy € Wy.

Assume-se que o campo de controle & = (wy,w,,0) satisfaz || < wpax oU
seja, que tem um limite superior e inferior.

Inserimos coordenadas normalizadas

. M
q:(xvyvz):ﬁo

que implica que no equilibrio térmico a componente z do vector normalizado ¢ é

por definicao igual a +1. Definimos um campo de controle normalizado

93
u = (Ug, uy, 0) = il

wmax
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que satisfaz |u| < 27 , enquanto a normalizac¢ao do tempo é dada pela relagao

wmax

2T

T =

Ao dividir o sistema (3.14) por (%Mg) , pode-se deduzir que a dinamica do

sistema normalizado é dado pela seguinte conjunto de equagoes

T = —I'v 4+ uyz
y=-Ty—u,z (3.15)

Z=79(1—2)4+uy —uyx

27 _ 27
wmax T2 € ,Y T wmaxT1

obtendo um sistema equivalente ao sistema (3.13) onde I' =

Agora que é possivel verificar as equagoes de Bloch na forma (3.13) se vy, = ~_.

Agora vamos analisar um problema de controle tendo como no ponto inicial da
dindmica o ponto de equilibrio, que para nosso caso é o poélo norte da esfera de
Bloch.

O objetivo fundamental do controle consistira em atingir a correspondente con-
junto de pontos acessiveis, e em particular, chegar a centro da esfera de Bloch. O
que no contexto da espectroscopia de RMN e MRI corresponde ao saturagao da
sinal, o que ajuda a melhorar o contraste [15,34]|. Posto que o ponto inicial é o
eixo-z, o problema de controle admite uma simetria de rotacao em torno deste eixo.
Sem perder generalidade, é possivel mostrar que uma das componentes do campo
de controle pode ser igual a zero, por exemplo aqui fazemos w, = 0, [8,25,28,29].
Nas coordenadas reduzidas, isto leva a u, = 0. Estamos considerando um problema

de uma tnica entrada em um plano da forma:

= + u, (3.16)

Este sistema pode ser escrito em uma forma mais compacta, isso é:
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7= Fy(q) +uF (q), (3.17)

onde as coordenadas de estado ¢ do sistema sao (y,z) e Fy e F; s@o dois campos
vectoriais de componentes (—I'y,y —~vz) e (—z,y) respectivamente.
O proximo passo é encontrar uma solugdo analitica para esse sistema as quais

serdao nossas solugoes bang.

3.3 Solucao Analitica das Equacoes de Bloch

Para encontrar uma solugao analitica direta do sistema (3.17) pode-se primeiramente
encontrar uma soluc¢ao para o sistema (3.14).

Existe na literatura uma variedade de trabalhos que propéem formas e métodos
para a solucao de tais sistemas [32,35,36], entre outros, nos utilizaremos a proposta
feita pelo autor A. Bain en [32], que é desenvolvido no apéndice (B), portanto aqui
s6 usamos aqueles resultados.

O sistema das equacoes de Bloch é representado pelo sistema de equagoes dife-

renciais lineares acopladas de 4 x 4,

M, —Ry O wy 0 M,
M, 0 —-Ry —w, O M,
"= ? o (3.18)
MZ —Wy Wy _Rl Rl MZ
M 0 0 0 0 My

onde My é a magnetizacao no equilibrio térmico e tem um valor maximo que por
facilidade vai ser 1. Os tempos de relaxagao sao dados pela letra R; onde ¢ = 1,2.
Entao um sistema pode ser escrito

dM (t)
dt

=A-M(1), (3.19)



tem como solugao o sistema

M (t) = e*M (0).
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(3.20)

Usando uma aproximacao de segundo ordem (verificar no apéndice B) para a

solugao geral do sistema obtemos que o vector dos autovalores é A = [A1, Ag, A3, )\4]T

e a matriz dos coeficientes A sdo

—RQ 0 Wy 0 —RQ
0 —Ry —w, O RI;RQ + tw
A - s )\ =
—wy, wy; —Ri Ry Rl;RQ — W
0 0 0 0 0

Seguindo o mesmo processo feito em no apéndice (B), obtemos que os valores da

magnetizagao sao

M, (t) = Mfe "2+ Mie ™ cos (wit) + Mie f sin (w;t)

M,

y (1) = Mie ™ + Mie ™ cos (wit) + Mie ™ sin (wit)

M, (t) = Mie 2" 4 MZe ™ cos (wit) + Mie ™ sin (wit) + M7,

onde R =t ) = /w2 +w? e as constantes

. (R~ Ry)” +w; L Wy
Aﬁ*Mﬂm(R—mY+@ +M“m&3—&f+ﬁ]
ME =0 [ wf] + M, (0) [(R—R)er]
; (R — Ry) w? (R — Rs) wywy
Mz = M, (0 3 M, (0) | = 2
v | ([R— Ro]” +wi) wn +340) ([R = Ro)” + wi) Wl]

(3.21)
(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)
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v I Wy (R — R2)2 + wZ
MY = 0. 0) | S 0) | (327)
My = M, (0) :—(R - R:)2y+ w%] + M, (0) [(R — R;) e w%] (3.28)
v (R — Rs) wywy (R — Ry) w?
M3 - MLE (0) _([R_R2]2+W%) Wl] +My (0) ([R—RQ]Z—FW%) Wl] (329)

por tltimo temos

Ry (R — Ry)’
a; = M (0) |~ T 2)

([R = Ro]* +w?) Ry
(W2 (R2 + w%;) — 2R, (R - R») o (0) [ 2R, (R - Ry) ] (331)
I [(R — Ry)” + wf] (R? + w?) (R— Ry)" +w?

[~ (R~ Ry)* (RR} — w} (R — 2R,)) + w} (R — Ry) (R — Ry)” +u?)
i w1 (R? +w}) ([R — Ro)® + w})

2(R — Ry)* 20} (R — Ry) — RR3] + w2 (R — Ry) (4R, Ry + R (R — Ry)) + 3w! (R — Ry)
(R~ Ry)* + w?) wy

Ry (R — R,)*
(IR — Ro)* +w}) Ry

+ My (0) (3.30)

(3.32)

2(R— Ry’
(R? + w?) Ry

Ri ((R—R,)" + R)
(R? + w?) Ry

M} = M, (0) + M, (0) (3.33)

dependem das condigdes iniciais M, (0), M, (0) e M, (0).
A solugao para o sistema normalizado (3.16), onde as condigoes iniciais sao:

y(r1=0)=0,2(r=0)=1¢e¢ y(r —00) =0, z(r = o0) =0, por entanto

y (1) = Aye ™™ — e [A, cos (|ug| T) — By sin (Jug| 7)] (3.34)
2(1) = A.e™ T 4 e [(1 — A,) cos (Jug| T) + B, sin (Jug| 7)] (3.35)
onde 2 = %, QO = %, e Ay, By, A, e B, sao constantes que dependem dos

tempos da relaxagdo 17,7T> e a frequéncia maxima aplicada wp., . As expressoes

para essas constantes sao:
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yZZSl%LQT (3.36)
 y(0)(Q-T)ul

(@ Tt ) ] 337

41D [y (29 +T7) —2(2 )] (3.38)

o 2T (Q — ) [(2 = T)* + u2] '

g Q=) P {= QTP [ —uf (2= 29)] s (=) [(Q-T)° + 3]} |

2 ug| (2 —7)* (2 +u2) [(Q—T)* + u2]
2w-TP Q-7’2 (w=7) - +u2(Q-T)(Q—7)’ [T +Q2(Q—1)
2[ug] (=) (2 +u2) [(2-T) + u2]
2ul (Q—T)(Q—7)°
2 ug| (=) (22 +u2) [(Q—T)* + u2]

+

(3.39)

Pode-se ver, que em A, e B, temos o termo y(0) que vai depender do va-

lor méximo da amplitude que seja possivel satisfazer em torno da fungédo envol-

vente. Por exemplo, para 77 = 740ms , T, = 60 ms, =g = 323 Hz e
My =~ 2.15 x 107 A/m [25]. Estes valores correspondem os pardmetros de uma
situacgao experimental real em RMN.
Na figura(3.1) se exibe o comportamento de z(7) e y(7) (magnetizacdo nor-
malizada na dire¢do z e y) em fungdo de 7 que é a solugao geral do sistema (3.16).
A diferenca no sentido a trajetoria sdo na figura (3.1) vai depender do valor y (0)

j& que os valores de wu, em nosso caso sempre é positivo. Entao temos que para

(a)-(b) y(0) <0 e y(0) >0 para o caso (c)-(d).
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Figura 3.1: Para (a) e (b) y(0) < 0 onde a linha vermelha (linha continua) ¢ a
magnetizagdo em a dire¢ao z, a linha azul (tracejada) ¢ a solugdo da magnetizagao
em a dire¢do y. Para (c) e (d) y (0) > 0 onde a linha vermelha (linha continua) é a
magnetizagdo em a dire¢do z, a linha azul (tracejada) ¢ a solugdo da magnetizagao
em a direcao y.

3.4 O Principio Maximo de Pontryagin

Agora, para encontrar uma solugao explicita do sistema (3.17) usamos o PMP para
resolver o problema de controle 6timo querendo minimizar a duragao em aplicagao
do controle. Além disso, o campo de controle deve satisfazer a relacao |u| < 2,
como falamos os se¢Oes anteriores.

Para essa tarefa é necessario encontrar o hamiltoniano do sistema (3.3), porém

para facilitar o célculo desse hamiltoniano, é mais vantajoso calcular um pseudo-
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hamiltoniano H para assim evitar o calculo do funcional (3.5). O pseudo-hamiltoniano

¢é escrito em nosso caso

H="P- (ﬁo (@) + uF (q)) , (3.40)

onde inserimos o estado adjunto dos momentos P de componentes (p,,p,). Entao,
o PMP nos diz que a solugao 6tima é um subconjunto do conjunto dos extremos que

sao trajetorias de H com

. OH -, OH
7= -5 a7 (3.41)
A lei do controle 6timo é dada pela condi¢do de maximizagao
H (cj’, P ’U) = lrr‘1<a2x H (q_’, P, u) , (3.42)

onde v é o campo de controle que maximiza H, com P diferente do zero. No
hamiltoniano nao depende do tempo, se deduz que é uma constante do movimento.
As equagoes de Hamilton podem ser escritas na forma explicita e no caso da equagao

(3.17),

5252150@4'“131@,

cujo comportamento é mostrado na fig.(3.2). Para o caso do momento temos

= OH = (0F, OF,
P=———=-P <8tj'+u8(j'>’

onde 0/0q¢ denotam um gradiente. Sendo OF /0¢ uma matriz 2 X 2 cujos elementos
da linha-i e a coluna-j sdo 0F;/dq; .

Para a construcao da solugao 6tima precisamos ainda de introduzir dois conjun-
tos de pontos as quais descrevem no comportamento (suas variagoes) dos campos
vectoriais de Fy e F; em termos do gradiente 0/07, o conjunto singular S e o

conjunto de pontos colinear C'. O conjunto C' é definido pelos pontos ¢ onde os dois
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Figura 3.2: Forma da distribuicao geométrica global do campo vectorial Fy+ uF,
para os pontos fixos u = —27 (esq), u = 0 (meio), e u = 27 (dir). As setas
pequenas representam a direcao e o modulo de Fy+uF, em (y,2). Os valores dos
parametros sao [I' = 0.0418 e v = 0.515.

vectores Fy e Fj sao colineares (ou estao alinhados). Essa condicao é satisfeita se

o determinante dos vectores é zero.
det (P, 71) = ff3 = 1115 =0, (3.43)

onde f2 e f} sdao as componentes de Fy e I} .

Usando essa definigao (3.43) temos que

v (2-1/2)°

=1
S/AT T

—Fy2+7(z—22) =0

O conjunto C' é portanto a unido de duas pardbolas para formar uma elipse com
v, I'#£0.

A defini¢ao do conjunto S é dada pelos pontos que satisfazem a relagao det (ﬁ 1, [ﬁo, F 1} ) =
0, sendo [X,Y] o comutador dos brackets de Lie para dois campos vetoriais nas

coordenadas ¢; , que podem-se calcular (ver pag.32) usando

0Y; 0X;
(X, Y]; (1) = Z <8qj i 8qu;> -

i
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No apéndice (C) sao desenvolvidos os célculos para a obtengao dos brakets de Lie
neste capitulo.

Entao, para nosso caso, obtemos:
det (ﬁl, [ﬁm ﬁl}) =2lyz+~v(y — 2yz) = 0.

Deduz-se que S é o conjunto de pontos formados pela unidao da linha vertical y = 0

e a linha horizontal z, dada por

2(T'—~) 2(Ty —Ts)’

onde, evidentemente I' # ~, o que implica 77 # T5. No caso onde I' < %’y (ou

zZ0 —

(3.44)

seja %Tl < Ty), entdo so exite a linha vertical y = 0 pois nosso dominio ¢ um disco

unidade. Na figura (3.3) sao representados os conjuntos S e C'.

10 Ve o i SR e SO
IAA A s o s T ‘“}\\\\:\\
YAAN A GO s ~wx RSO Y
5 FAEA P o sscse e R
it //////xx,, ~ws~xaxxZNx kX
—m gl Riieininier v | BAA LAttt bbb DDA A R A
05 B e et B N N e iR A A R AN N R A
T St b N e v I A A NN
B e i i I N e N A N S v AN
B VAR B ~~~*§«-«-H—\<A\k— Wb Vb SOV AR
I VAR W BN NN [ Cav kg
B et E R e I RN \\«uHI
z = == A RBE 4
= EEEEEE s N R R IR .,,,HMH!
Rl R R e e I EEE R st b
B L TN [PV EMEVEVIMVIIVE. e B NN - NN ENEERY
B e N PN NN corrr bt A
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Figura 3.3: Representagao dos campos vectoriais Fy e Fy (esq e dir). Na figura
central temos o conjunto de pontos que formam C' e S, (elipse) e (linha vertical e
horizontal) respectivamente.

Voltando novamente a PMP, pode-se ver que a condi¢ao de maximizacgao pode ser
obtida introduzindo a fun¢ao de comutacao (“switching”) & = P. 151 = =Pz + pyYy
[8,25,28,29,33]. Usando a equago (3.42) e o fato que o termo P - Fy de H nao

-05 00 05 10
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contém elementos de controle, o que implica que o campo de controle pode ser

eXpresso por
2r se P (t) >0

u=1u, X sign[® (t)] = us se ®(t)=0

—2m se ®(t) <0
para @ (t) # 0. O ponto é chamado regular, e o correspondente controle de am-
plitude constante é chamado bang. O momento onde o controle muda de sinal é o
tempo de comutacao e que ocorre quando ¢ é nula em um ponto isolado t = ;.

Isso é associado a uma sequéncia de controle bang-bang.

Agora, para o caso da situagao singular, onde ® = 0 em um intervalo [to,t1]. Até
aqui é importante ressaltar o fato de as trajetorias singulares que estao incluidas em

S. Isso pode ser demonstrado ao determinar a relagio ® () = ® (t) = 0 no intervalo

[to, 1] . A Primeira derivada de @ é:
b=P . Fi+P R

L OF, - :, . (0F,  OF
Se fizemos F; = —j -, usamos P =—P - 7_(,) + u—j obtemos
oq oq oq

(D:ﬁ [ﬁo,ﬁl] .

Pode-se ver que no sistema ® (1) = & (£) = 0 ha uma solugdo com P # 0, se os

vectores [ﬁo, 1*:"1} e Fy sio paralelos. O seja, isso é verificavel se
det (ﬁh [ﬁo,ﬁ1}> =0.

No célculo anterior nao foi possivel obter a forma explicita do controle singular
us, porém ¢é possivel calcular a segunda derivada de & [8,25,29|. De fato, um
célculo semelhante ao anterior poder-se obter uma expressao analitica para o controle
usando

b-P. Hﬁl,ﬁo} ,ﬁo} +uP. Hﬁl,ﬁo} jl} —0,
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no qual é verificavel para P # 0 entao
N = det <ﬁ1, |:|:ﬁ17ﬁ0:| ,ﬁ0:|> == 0, D = det (ﬁla [[ﬁl,ﬁo] ,ﬁ0:|> =0
Portanto de ® = 0, obtemos o controle singular de maneira explicita é

-ﬁ' [[ﬁlvﬁo} 7ﬁ0:|

Ug = —

onde P - Hﬁl, ﬁo} ,]31] # 0. Neste sentido, temos que u, = % e obtemos:

=y (D =2y) =22 (7* - I?)
us (4, 2) = — =) (=) -z (3.45)

Para y =0, onde 6 = v —T, temos que D = —z(y—2Jz), N =0. O

controle singular é zero e a solucao para na linha vertical singular é

U= —y e Z=~(1-2) (3.46)

onde o ponto de equilibrio (0,1) ¢ estéavel, se vy # 0.
Para z = zp, temos que D = —20y*, N = yy (2" — 27) entdo

Uy = 7(21—1 B 7) _ 7(7 B 2F) (347)

20y 2(0—7)y

onde 2I'—+v > 0. Portanto, ao longo da dire¢ao horizontal a trajetoria é regida
por

72 (2l — )

o (3.48)

y=—-Ty—

pode-se olhar que o denominador ¢é diferente de zero em S até a intersecao das
duas linhas singulares (vertical e horizontal), em tal caso ocorre |us| — +o0

quando y — 0.
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E importante determinar os valores permitidos para o controle singular a partir da
condi¢ao do controle |us| < 2. Usando (3.47) obtemos que o controle singular é

permitido em linha

lyl = (3.49)

v (v —20) ‘
21 (2T — 29) |

Para valores de y bem préximos de zero, o sistema nao pode seguir o arco
singular horizontal e modificamos a trajetéria através da utilizagdo do um pulso

bang. Esse fendmeno é denominado saturagdo do campo de controle.

3.5 Tempo Otimo de Controle em Particulas de
Spin 1/2

Aplicando as ferramentas das sec.(3.3-3) para o controle de particulas com spin 1/2.
Onde usamos para nosso estudo do problema de controle os seguintes parametros
de relaxacao 7' e I'"! (expresso em unidades do tempo normalizado) de 23.9 e
1.94, respetivamente e My ~ 2.15 x 107> A/m. Onde T} = 740ms, To = 60ms e

“max — 32.3Hz sdo valores usados em uma situagao em RMN [25].

3.5.1 O Problema de Controle da Saturacao

Nesta parte do trabalho, estudamos o problema de controle da saturagao, que con-
siste em levar o vector da magnetizagao do estado inicial até no centro da esfera de
Bloch em um tempo minimo.

Comparamos a lei de controle 6timo com um método intuitivo usado em RMN,
a sequéncia Inversion Recovery (IR) [15]. Essa sequéncia é formada por um pulso
bang para atingir o ponto oposto do estado inicial ao longo do eixo-z seguido por
um controle zero e é deixado voltar por os efeitos da dissipagdo até ao centro da

esfera de Bloch. As solugoes 6timas e a solugao intuitiva sao indicadas na fig.(3.3).
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Usando para isso os resultados dos tépicos anteriores, deduz-se que o controle
6timo é formado pela concatenacao de um pulso bang, seguida sucessivamente pelo
controle singular ao longo da linha singular horizontal, depois outro pulso bang e
por ultimo um controle singular zero ao longo da linha singular vertical. A dindmica
deixa linha horizontal antes que seja possivel atingir o eixo vertical desde o ponto
(Y0, 20) - A coordenada y, é determinada usando (3.48), com isso temos o ponto
inicial. O ponto final até a linha vertical estard por acima mas préximo do valor
z = 2y que nao exceda os valores de us. Para este exemplo, é possivel chegar ao
centro da esfera de Bloch com uma precisao melhor que 107, As duracoes das duas
sequéncias sao 202ms para a solugao 6tima e 478 ms para no pulso IR. Portanto,
pode-se ver uma ventagem comparativa de mais do 55% para a solu¢ao 6tima sobre
a solucdo intuitiva. Com esse resultado demostra-se a importancia dos controles
singulares. As duas solugdes consideradas usam controles singulares, ao longo das
linhas horizontal e vertical da sequéncia 6tima e ao longo do eixo vertical para a
solugdo IR. A diferenca entre as duas trajetorias resulta o fato que os controles
singulares sao 6timos para as trajetérias por a lei do controle 6timo, enquanto para
no caso IR néo temos trajetorias singulares. A diferenca entre os tempos de duracao
do controle podem ser calculados analiticamente para o caso onde o controle nao tem
limites. Mais exatamente, s6 consideramos o limite onde wy,x — o0. Nesse caso,
a solucao 6tima sb6 se compoe de um arco bang seguido dos controles singulares ao
logo da horizontal e as linhas verticais ja que nao tem a condi¢ao de admissibilidade
em no controle.

Em primeiro lugar, calculamos a duracao da sequéncia IR. O primeiro pulso bang
permite chegar instantaneamente ao polo sul da esfera de Bloch. A segunda parte
do controle usa a dissipacao longitudinal com um campo de controle zero para ir até

o centro da esfera de Bloch. A dindmica da trajetoria é regida por:

Po(1-2) 7{1 (3.50)
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Figura 3.4: (a) Representagao das trajetorias 6timas (vermelho-azul) e a sequéncia
Inversion Recovery (IR) (vermelho-verde) no plano (y,z), para 7y = 740ms, Th =
60ms, e “zex = 32.2Hz. (b) se mostra um zoom da trajetoria otima perto no
origem. (c) as leis do controle para cada caso.
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Note que, o tratamento nao pode utilizar os parametros I', v e o tempo reduzido

7 por que eles dependem da wyay. A solucao da eq.(3.50) é
()= (2(0)—1) e T +1

com z(0) = —1. O proximo passo é determinar o tempo t; que satisfaz z (t;) = 0. O
tempo é t; =T1In(1 —2(0)) =Ty In2.

Para a solucao 6tima, o primeiro passo é realizar um pulso bang até atingir a
linha horizontal singular no ponto de coordenadas (y,z,) onde y* + z2 = 1. O
segundo passo consiste em seguir essa linha. Sabemos que a dindmica da trajetéria

e o controle singular sdo:

Y = —7 Y — Us2o
2 (3.51)
u. = —1 <L2T1*T2)
s y \ 211 T1—-T>

T ot T
20 = () -

B(L_TQ)Q. Comegando da coordenada y? (0) = 1—22 e seguindo a li-
2T (Th — Ty)

242 (0)
OZTQ > '
A ultima parte da solugéo é determinar a duracdo sobre a linha vertical singular com

onde o =

T:
nha singular até y? (t) = 0, obtemos o tempo de duragao t, = ?2 In <1 +

us = 0. Usamos a expressao para IR e a solu¢ao desde z(0) = zp até o centro da

esfera de Bloch obtemos ¢35 = 77 1In (1 — 2p) Finalmente os tempos sdo:

TO :TQID|:].+2(1_ZS):|+T11H(].—Z(J)
S oTz (3.52)

T]R = T1 In 2.

Como ¢ de esperar, os tempos s6 dependem dos pardmetros da relaxacao 1) e
T5. A solugao 6tima usa ativamente a relaxagdo transversal para chegar ao estado

do destino final em um tempo minimo. Para esse caso, a razao entre os dois tempos
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de duracao é 0.389. Na proxima secao mostramos como essa relacao varia para

diferentes valores de wpay. € como muda para diferentes parametros de relaxagao.

3.6 Resultados Importantes

Neste secgao serao apresentados alguns resultados obtidos ao aplicar o método PMP
para diferentes valores de T} e Ty que s@o os tempos da relaxacdo em mostras
conhecidas. Também serd apresentado alguns comportamentos no controle e os
tempos de relaxacao. Para uma possivel construcao experimental dos pulsos 6timos
s6 é necessario conhecer os tempos de relaxacao, o valor da frequéncia maxima
aplicada e a duracdo do cada pulso. E necessario ter claro as limitacoes no aparelho
na hora de aplicar pulsos com tempos muito curtos.

Os diferentes resultados analisados serdo apresentados onde os tempos de rela-

xacao ou a frequéncia maxima atuam como varidveis.

3.6.1 Comportamento das sequéncias 6timas para diferentes
frequéncias

Na figura (3.5) é apresentada a evolugao 6tima e a solugao intuitiva quando a am-
plitude maxima do controle varia. Neste ponto pode-se ver claramente que a relagao

do tempo otimo da eq.(3.52) com respeito ao tempo de relaxagao na sequéncia IR

wmax

vai depender da frequéncia méaxima aplicada
Para valores de frequéncia (%) pequenos, os pulsos 6timos e a sequéncia IR
sao do mesmo ordem ou similares, mas uma vez que a razao entre elas é perto de
1. Além disso, para valores de “z=x 5 2.5Hz, o estado final (no extremo singular
horizontal) ndo pode ser alcangado desde no estado inicial pelo que no cociente nao
pode ser definido.
No grafico também ¢ possivel ver que para valores de “5= > 32.3 Hz, as trajeto-

rias otimas estao muito préoximas, Isto significa que a razao entre T,, e Trr tendem
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rapidamente a 0.389. Isso mostra a importancia da linha singular horizontal em
nosso problema.

Usando a eq.(3.52) temos que para 77 = 740ms, Tp = 60ms e
wnax = 2.7, 10, 32.3, 50, 200 e 500 Hz:

Tt = (0,380 = “mm o0

Trr o2
Tort =1 =  dmx ]
Trr 2

Figura 3.5: Representagao das trajetorias otimas (parte esquerda) e a sequéncia
Inversion Recovery (IR) (parte direita) para “ex = 2.7,10,32.3,50 e 200 Hz. As
zetas indicam no sentido seguido pelas trajetérias.

3.6.2 Comportamento das sequéncias 6timas em funcao dos

tempos de relaxacao

A fig.(3.6) mostra a evolugao das trajetorias 6timas quando o parametro dissipativo

T5 varia, enquanto 77 é mantido fixo.
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Entao, usando os valores numéricos de T = 295, 138 e 60 ms os valores corres-
pondentes em coordenadas reduzidas séo I' = 0.1048, 0.2241 e 0.5160. Agora, se
usamos a eq.(3.44) fazendo zy = n, onde usamos zy é a posicao singular horizontal,

obtemos
. 2’]’LT1

-1

2

A figura (3.6), mostra que os diferentes pontos extremos apresentam a mesma
estrutura qualitativa, com uma sequéncia de pulsos compostos pelo bang, um sin-
gular horizontal, outro bang e um extremo singular vertical para atingir a origem.
As trajetérias 6timas s diferem na duracao dos pulsos bang e dos arcos singulares.
Até aqui podem-se considerar dois casos limite. No primeiro quando n = 0, cuja
situagao pratica é To < T} ou v < I', ou seja, que a relaxagao longitudinal é des-
prezével com respeito & relaxacao transversal. Entao, a solugdo 6tima é composta
pelo arco bang seguida pelo arco singular horizontal com z = 0 até o centro da
esfera de Bloch. Ao longo deste arco, temos u, =0 com v = 0.

O outro casso limite é quando n = —1, temos Ty = % para os que a sequéncia
IR é 6tima. Em conclusao temos que para n < —1 a solugao também é 6tima mas
ele sai da esfera unitario de Bloch.

Outro ponto importante para notar é que para tempos de relaxagao 17 fixos, en-
quanto 75 é variavel temos que na comparagao das sequéncias opt e IR as diferencas
em nos tempos de relaxacdo sao muito maiores usando no método opt. Isso poder

ser importante na hora de produzir diferentes contrastes.
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Figura 3.6: Evolugao do vector magnetizagao ao longo da trajetoria étima para I' =
0.1048, 2241 e 0.5160 (cyan, amarelo, vermelho) onde v = 0.0418 e “zx — 32 3Hz
estao fixos.



Capitulo 4

Conclusoes e perspectivas

Aplicagoes de métodos de controle 6timo tem ganho enorme visibilidades devido
a necessidade de manipulacao de alta fidelidade e curta duragdo em implementagoes
de algoritmos quéanticos utilizando RMN. A maioria dos métodos utilizados para
a preparacao de sequéncias de pulsos otimizados consiste em implementagoes nu-
méricas. KEstas, apesar de superiores quando comparadas com métodos analiticos
intuitivos dificultam bastante a interpretagao fisica dos controles e das trajetorias
da magnetizagdo. A auséncia de resultados analiticos ou de métodos de visualizagao
de trajetorias de magnetizacao tornam essa area extremadamente especializada.

O método geométrico de controle 6timo tem origens no célculo variacional em
mecénica lagrangeana e hamiltoniana. Os aspectos de otimizagdo modernos desse
tipo de controle foram demonstrados nos anos 60 por Pontryagin e colaboradores.
Esse método torna-se muito atraente pois permite a obtengdo, em alguns casos,
de formas analiticas fechadas para os controles e trajetérias de magnetizacao. O
mais promissor até o momento tem sido aquele envolvendo o fenémeno de saturacao
de magnetizacao e obtencao de contraste por essa metodologia. Recentemente o
controle 6timo tanto para minimizagdo de energia dos controles foram apresenta-
dos e implementados experimentalmente. Essa implementacao e o ganho obtido em
comparagao com outras metodologias gerou um enorme interesse nesse tipo de abor-

dagem. Apesar de analitico do ponto de vista de obtengao dos controles, a obtencao
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das condigoes iniciais para os valores de trajetoria, no caso magnetizacao, para os
diversos trechos, regulares, ainda tem sido obtidas numericamente. Nessa disserta-
¢ao realizamos a implementacao do método exatamente as equagoes de Bloch para
cada um dos trechos de magnetizagao da trajetoria étima.

Apesar de extremadamente poderoso do ponto de vista de resultados analiticos
e de entendimento da forma dos controles, o método de controle 6timo de Pontrya-
gin possui limitagoes. A mais importante diz respeito a dificuldade de obtencao
explicita de controles para configuracoes de controle mais elaboradas. Sistemas com
multiplos niveis de energia também dificultam a interpretagdo geométrica em termos
de trajetorias na esfera de Bloch.

O fato de aplicagbes em imageamento consistirem amplamente na manipulagdo
de sistemas de dois niveis torna o método atraente para aplicagdes nessa area. Outro
ponto importante é o fendmeno de saturacao que é bastante utilizado na obtencao
de contraste em imagens médicas. Além disso, os tempos de relaxacao 17 > T em
tecidos biolégicos estao no regime favoravel para reducao de tempo quando compa-
rados aos intervalos obtidos pela técnica padrao de inversao-recuperacao.

Finalmente concluimos que uma combinac¢ao de métodos analiticos e numéri-
cos prometem ser a bordagem ideal. O método geométrico, apesar de poderoso,
torna-se também bastante complicado em situagoes nao ideais nas quais o ambi-
ente de controle é espacialmente ou temporalmente varidvel. Métodos numéricos
de optimizagao, como GRAPE, ja vem sendo utilizados em conjunto com métodos
geométricos nos quais esse ultimos servem para a obtencao de uma solugao 6tima
inicial em situacao ideal e o primeiro, utilizando essa solucao tentativa, realiza o
estudo em funcgao de variagdes no tipo de controle.

A implementacdo do método de controle 6timo geométrico para o caso espe-
cifico de magnetizacao, e os correspondentes ganhos em tempo sdo encorajadores.
Entretanto a aplicagao do método para outros tipos de manipulagao precisam ser
demostrados.

Algumas conclusoes e perspectivas finais podem ser descritas aqui em baixo:
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Foi possivel construir uma solugao analitica das equagoes de Bloch em resso-

nancia.

Se conseguiu investigar o método PMP e construir as solugoes analiticas mos-

trando que funcionam.

Se produziu uma solugao analitica para gerar sequéncias de pulsos que saturam

a magnetizacao em um tempo minimo.

O método de controle pode ser usado para aplicagbes gerais; sempre que seja

possiveis construir o pseudo-hamiltoniano para obter as solugoes 6timas.

Apesar de ser um sistema dos mais simples, que sao os sistemas de dois niveis,
ele apresenta todas as familias de trajetérias possiveis que o método pode

analisar. (sol. bang, bang-bang e singular bang, horizontal-vertical)

Em um futuro imediato queremos estudar o comportamento da saturacao no

sistema de spin 1/2 usando os dois controles @ = (uy, uy, 0).

Gostarfamos de estender o método para o caso de pulsos fora da ressonancia e

assim poder testar a robustez das solu¢bes otimizadas nesse tipo de ambiente.

Estudar se existem outros tipos de solugoes 6timas em forma analitica para

sistemas diferentes.
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Apéndice A
Apéndice: Equacoes de Bloch

O sistema descrito na segao 2.1.2 pela eq.(2.22) tem como ponto de equilibrio o polo
sul; entao para virar essa orientacao s6 é necessario trocar de posicao M e B com
isso as componentes da equagao de Bloch para no caso onde a magnetizacao tenha
como ponto de equilibrio o pélo norte da esfera de Bloch. Por simplicidade nos

consideramos B = By + B;. Por enquanto temos

M - M_Mx%+My§_(szMo) k

e ~vB x 7 T (A1)
Entao so temos que calcular o produto vectorial B x 1\7[, onde temos:
M = M,i+M,j+Mk (A.2)
B = B,+B,
= BYi+B'j+ Bk
= Bicos¢i+ Bysing j+ By k (A.3)

onde )Bl‘ = \/(B1 cos ¢)” + (By sin ¢)®. Por enquanto temos
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S
T

j
BxM=|B, B, B.,|=(B,M. —B.M,)i+(B.M,—B,M.,)j+ (B,M,— B,M,)k

<

M, M, M,
O sistema fica
dM, 1
T v (ByM, — B,M,) — EM””
dM, 1
dM 1 1
£ =~ (B,M, — B,M,) — —M, + —M,
dt ’7( x Yy Yy I) T z + T1 0
re-escrevendo obtemos
dM, 1
T —EMI — AwM, + w,M,
dM, 1
dty = AwM, — EM'U — wy M, (A.5)
dM, 1 1
= —w, M, M, — —M, + — M,
7 Wy + wy M,y T + T 0

Onde chamamos generalmente as frequéncias como: w, = yB, = yBicos¢ , w, =
vB, = vBysin¢g e a frequéncia offset ¢ Aw = w,; —wy. Os valores de relaxacao
sao R; =

1 .
T ondei=1,2

Agora, escrevemos o sistema em forma matricial

M, —Ry —Aw  wy M, 0

d

dt My=1]Aw —Ry —wy | |M, |+ 0 (A.6)
Mz —wy Wy —Rl Mz M()Rl



Apéndice B

Apéndice: Solucao Analitica das

Equacoes de Bloch

Partindo do apéndice A temos que o sistema diferencial das equagoes de Bloch pode

ser escrito da forma:

M, —Ry —Aw  wy M, 0
d
pn Myl = Aw —Ry —w, | |M |+ 0
Mz —wy Wy —Rl Mz M()Rl

Utilizando o método sugerido em [32], temos que o sistema diferencial das equa-

¢oes de Bloch pode ser escrito na forma:

M, -Ry -Aw w, 0 M,
M, Aw —-Ry, —-w, 0 M,
V= ’ Y (B.1)
M, —wy,  wy, —Ri Ry M,
M, 0 0 0 0 M,
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onde My é a magnetizacdo em o equilibrio em a direcao z que é definido como a

unidade (My = 1). Por simplicidade em a notagao temos

wi = w? +w§ = (’yBl)Z,

1
também temos que R; = T onde 1 = 1,2.

Seja A a matriz dos coeficientes e M o vector coluna (M, M,, M., MO)T sendo
T a transposta.
Entéao as equagoes de Bloch podem-se re-escrever em uma forma simplificada,

1sso é
dM (t)
dt

= A-M(t). (B.2)

Destas equacoes formam um sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem,
pelo que se a matriz A é constante num intervalo de tempo, entao elas tem uma

solucao analitica em termos da exponencial da matriz com os estados iniciais dados

M (t) = e*M (0). (B.3)

Para os casos simples, é facil calcular uma solucao simbdlica, mas para no caso
completo vai ter alguns desafios. O abordagem padronizado e geral do calculo da
matriz exponencial é obter primeiro os valores e vectores proprios da matriz. Os

autovalores sao calculados usando o polindmio carateristico
pa =det (A=) =0

obtendo

pa = A [N+ (R + 2Ro) X + (2R Ry + RS 4 wi + Aw®) A + (R1Rj + Row} + RiAw?)]
=A[aA + 0N+ eA+d], (B.4)
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onde

a=1 (B.5)
b= Ry + 2R, (B.6)
c=2R Ry + R3 + w? + Aw? (B.7)
d = R R; + Row} + RiAw® (B.8)

E evidente que o primeiro autovalor é zero e os outros trés sao as raizes do
polindmio cabico (solu¢ao em apéndice C). Construindo o vector de valores proprios

obtemos A = [A1, A2, A3, )\4]T para

M= b~ ghi- R (B.9)
Ao = ug + tug (B.10)
A3 = ug — fus (B.11)
A =0 (B.12)

na qual

by = €/8 (Ry — R1) (9Aw? + (Ry — Ry)?) + 36 (Ri — Ro) w} + 124/ B (B.13)
1 1

E
273 9

(AWZ —+ w%) (Rl — R2)2 (B14)

5+ 3V3 2>
wi | x

By =12 (Aw® + w?)’ + 24 (Ry — R)? (Aw2 -—

(AwQ — 5_j\/§wf> +12(Ry — Ry)* Aw? (B.15)
Uy = —— 4+ 22 _ "R — IR, (B.16)
(B.17)

Enquanto os autovalores da matriz A sejam diferentes de acordo com o teorema

dado em [32], temos
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b g AA =D (A= XD T A (A= AT (A= XT)
T M Oh =) (n =g T [e o — M) o — )

st (A = MDD (A — Asﬂ)} L AZMDA = ALD A= XD g

A3 (hs — A1) (A3 — Aa) “A Ao

= eM'L; (A) + Re [e*'Ly (A) + €™'Ls (A)] + Ly (A)

onde T é a matriz identidade de 4 x 4 e é definido os coeficientes de interpolacao
de Lagrange ou também chamados operadores de projegdo ou projetores Lj (A),
Ly (A), Ly (A), Ly (A).

A solucdo de et

pode-se ver como uma suma de trés matrizes com entradas
de ntimeros reais: uma matriz eM'L; (A) que tem um decaimento e! outra ma-
triz Re [€*2'Ly (A) + €'L3 (A)] com um decaimento €2 e termos de oscilagao
cos (ugt) , sin (ugt) e por ultimo a matriz constante Ly (A).

Eté aqui temos descrito o calculo das solugdes de forma explicita das equagoes
de Bloch, mas é muito complicado de manipular a solucao geral pela quantidade de
variaveis intermédias. Entdo, o que é proposto em [32] é calcular aproximagoes em
primeiro e segundo ordem dos autovalores A imediatamente ap6s usamos estes valores
para calcular (B.18). Com isso podemos ver que as aproximagoes tem expressoes
mais simples que as solucoes exatas mais é possivel obter expressoes conhecidas para
as interacOes entre a magnetizacao dos sistemas de spins e os pulsos aplicados.

Para no caso de nosso interesse usamos R; < Ry o que significa que Ty > Ty,

entao as aproximacgoes de primeiro e segundo ordem sao

R,

— Ry + i/ Aw? + w?

A & (B.19)
—Ry — i/ Aw? + w?

0
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Aw2+w2 RZ Aw2+w2 Rl

o w?—2Aw? w? p) D)
3\~ 2(Zw2+wf) Itz = 2(Aw o )Rl iV AW+ wp
~ o w?—2Aw? N w? o B) D)

2(1Aw2+w%)R2 2(Aw21+w§)R1 VAW + wi

0

(B.20)

respectivamente.
Como um caso particular faremos um teste da proposta com um exemplo muito
conhecido, calculamos a solucao das equagoes de Bloch em relaxacgao livre, isso é

imediatamente depois da aplicagdo do pulso rf, por enquanto w; = 0, entdo temos:

—Ry —wy O 0 —Ry
wyg —R 0 0 — Ry 41w
A 0 2 7 N 2 0
0 0 —R1 R1 —RQ — iwo
0 0 0 0 0
0 0 0 0
e>\1tL1 (A) — AltA (A — )\QH) (A — )\3}1) _ 0 0 0 0
)\1 ()\1 — )\2) ()\1 — )\5) 00 e—th _e—th
00 0 0
1200
e/\th2 (A) — )\QtA (A — A1]1) (A B )\3]1) — eftheiwot _é % O 0
A2 (A2 = A1) (A2 = Ag) 0 000
0 0 0O



[MJEN

AA-—MND A=) a0,
)\StL' A — Azt — Rat wot
s () = e e T e =) ©

[a) O NIs N
o O Nl

Para obter a parte real, fazemos:

Re (€™'Ly (A) + €Ly (A)) = ™" [(Lj + L) cos (Ajt) + (L — L) sin (A5t)]

por que Ao =N+ A5 e A3 =X, + )\, onde \j =X, e Ay =\,

Por tanto

e 2l cos (wot)  —e 2 sin (wyt)

e Faltgin (wot) e 2t cos (wyt

Re (eAQtLg (A) + 'Ly (A)) = (wot) (wot)
0 0
0 0

00 00O

ML, (A) = (A-MDA-XDA XD |00 00

A2z 0001

0 0 01

Finalmente usamos (B.3) e obtemos

o o o O

o o o o

o o o O

o o o O
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—R

e f2lcos (wot) —e 2lsin (wet) 0 0 M, (0)
| e ™' sin(wot) e " cos (wot) 0 0 M, (0)
N 0 0 et 1—emt | | Az (0)
0 0 0 1 Mo (0)
M, (t) = e ™" [M, (0) cos (wot) — M, (0) sin (wot)]
M, (t) = e ™" [M, (0) sin (wot) + M, (0) cos (wot)] (B.21)

M, (t) = M, (0)e ™" + My (0) (1 — e ™).



Apéndice C

Apéndice: Desenvolvimento de

Relacoes Importantes

C.1 Obtencao das Raizes de um Polinémio Ctbico

Consideremos um polinémio de grado trés da forma mias geral, isso é
P(z) = ax® + ba* +cx+d (C.1)

Por defini¢ao temos que P (z) =0 tem trés raizes ao sumo. Entdo a soluc¢ao geral

é:

b f/\/(—zwd + 9abe — 2b3)? + 4 (3ac — b2)* — 27a%d + Yabce — 2b°

xlz———i- —

3a 3av/2
2 (3ac — b2)

3a i/\/(—zm%z + 9abe — 20%)% + 4 (3ac — b2)® — 27a2d + 9abe — 2b3

(C.2)
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,  (1—iV3) ’\3/\/(—27a2d + 9abe — 26%)% + 4 (3ac — b2) — 27a2d + 9abe — 203

Ty =g - 75 +

(1+iV3) (3ac — b?)

3 22/3q i/\/(—27a2d + 9abe — 2b3)% + 4 (3ac — b2)® — 27a2d + 9abe — 2b3

(C.3)

b (1+iV3) {/\/(—27a2d + 9abe — 20%)% + 4 (3ac — b2)* — 27a2d + 9abe — 23
T T3, 6+v/2a
(1 — ’L\/g) (3ac — b2)

322/3q i/\/(—27a2d + 9abe — 2b3)% + 4 (3ac — b2)® — 27a%d + 9abe — 203

+

(C.4)

Onde nos usamos uma aproximagao em primeiro e segundo ordem em x;.

C.2 Desenvolvimento dos Braket de Lie

Introduzindo os brakets de Lie para duas campos vectoriais X,Y , que sao determinados

pela relagao

XY ) = 3 (G- v) (©5)

i
Usando as defini¢oes e levando para nosso caso e arrumando as expressoes, fazemos: Pri-
meiro, temos duas componentes em cada vector n =2 = ¢; = (q1,¢2) . Também temos

0
0; = — e finalmente define-se que

9q;
n n
X=> Xi0;, Y=>) Y
i i
A relagao geral fica

[X,Y] = i i (X;0;Yi — Y;0;X:) 0;. (C.6)

i=1 j=1
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Para n = 2 temos

2 2

=33 (X,0,Y; - Y;0,X;) 0

i=1 j=1

MM

[(XlalY Y101 X; ) 0; + (XQ(?QYi — Y282Xi) 81]
i=1

2 2
(X, Y] =) (X10Y; = Y101X:) 0 + > (X20uY; — Y20, X)) O,
i=1 i=1

= (X101Y1 — Y101 X1) 01 + (X101Y2 — Y101 X2) 02 + (X202Y1 — Y202 X1) O1+
(X202Y2 — Y202 X2) 02
= (X101Y1 = Y101 X1 + X202Y1 — Y202 X1) 01 + (X101Ye — Y101 X2 +
X209Ys — Y202 X2) 02

oY 0X Y 0X 0
<X1 A Vi Xy — 1)

a1 dq1 9y " 0qa ) O
Y5 0X5 Y5 8X2) 0
X — Y1 — 4+ Xo—= - Y5 .
< Yo Tl og % 0g *0qs ) Ogo

Usando anterior igualdade, calculamos {FB,FX} , Hﬂ, F}} ,F}} , Hﬁ, ﬁo} ,F}} .
Lembremos que usamos (3.17), onde Fy = (-Ty,v—~z) e F| = (—z,y). Entdo

obtemos:

0

[ﬁm ﬁl} = (—y + 20) a% +yog- (C.7)
HF} ﬁo} 7130} = (y(y - 2T) — 262) a% + 5‘@% (C.8)
Hﬁl, FO} ,ﬁl} - 2y55% + (v — 220) %. (C.9)

Onde fizemos § =y —T.



