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N-Grafos € imperialista: vocétenta fugir, mas ele te conqusta.
N-Grafos € nazifascista: teoremas s escondem e VOCé segue suas pistas.
N-Grafos € pés-moderno: € deducdo naural, mas é simétrico.

N-Grafos € uma abolyinha suas derivagdes parecem sopa e letrinhas.
—HUMBERTO GESINGER (Adaptado de Sopa de Letrinhas)






Resumo

Desde que proof-nets para MLL ~ foram introdwzidas por Girard, véarios estudos foram rediza
dosnaprovade corretude desse sistema. O primeiro critério foi o noshorttrip condtion: Girard
usou a nogéo de trips para definir impérios e provou qLe se todas as formulas terminais numa
proof-net R forem conclusdes de links ® ou de axiomas, entdo pelo menaos um link terminal ®
divide R em duas partes (a conclusio deste link & dhamada de “no split”).

Outro avanco naprovade orretude de proof-netsfoi obtido pelaintroducéo de um novotipo
de subrets. Umavezque anogéo dereinosfoi i ntroduzida, Bellin & van de Wiele produziram
uma degante prova do teoremade sequentizac® utili zando propriedades Implesdas subretse
mostrando como encontrar 0 nGsplit. Todavia, estas abordagens ndo se gplicam integramente
aos N-Grafos, umavezque anogédo de reincs ndo € possvel de ser empregada.

N&o obstante, a necessdade de identificar o no split estéa no corag@ da prova da sequenti-
zac®. Entdo, usamos algurs resultados obtidos para a proof-nets e goresentamos uma outra
abordagem para chegar a prova da sequentizacd para os N-Grafos. Usando a nocéo de sub-
provas, definimos o império do nate, o dosul e o total (whole empire) de uma ocorréncia de
formula A. Com is0, além da goresentac@® de uma nova prova de corretude para os N-Grafos
(sem o conedivo —), também é dado um método generalizado pararedizar cortes predsos em
provas.

Palavras-chave: N-Grafos, deducéo natural, cdculo de sequentes, MLL ~, subrets.
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Abstract

Since proof-nets for MLL ~ were introduced by Girard, several studies have been made on its
soundressproof. The first corredness criterion was the no shorttrip condtion: Girard used
tripsto define empires and proved that if all terminal formulasin a proof-net R are conclusions
of times or axiom links, then thereis at least one terminal li nk ® which splits R (the conclusion
of thislink is named “ split node”.

Another advancein proof-nets soundressproof was achieved by the introduction o a new
type of subrets. Oncethe nation o kingdanswas introduced, Bellin & Van de Wiele produced
an elegant proaof of sequentiali zation theorem using simple properties of subrets and showing
how to find the split node. However, these goproaches do nd fully apply to N-Graphs sncethe
notion o kingdansis uselessfor the system.

Notwithstanding, the neal to identify the split nocde is at the heat of the proof of the se-
guentialization. So we neal another approach to perform the sequentiali zation for N-Graphs
using the nation o subproofs: we will define the north, the south and the whole eanpires of a
formula occurrence A. With this, besides the presentation o a new proof of soundresscriteria
for N-Graphs (withou the — conredive), we dso give ageneralized methodto make surgicd
cutsin proafs.

Keywords: N-Graphs, natura deduction, sequent cdculus, MLL —, subrets.
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CAPiTULO 1

Introducao

1.1 Motivacgao e objetivo

Varias provas de corretude goresentadas para as proof-nets para MLL — apresentam em comum
0 conceto de subrets: fragmentos de uma derivac® valida e que também sdo provas vélidas
[Gir87, Gir91, BvdW95]. De modo semelhante, o cdculo de Robinson para alégica dassca
também adota o critério de Danos & Regnier e utili za anog&o subrets para aprovade crretude
[Rob0d.

Entretanto, is ndo ocorre nos N-Grafos. Embora o sistema alote um critério de corretude
semelhante, ndo ha os concetos de império e reino de uma ocorréncia de formula. Por essa
razé, o teorema de sequentizac® apresenta um formato diferente na buscapor um né split.

Es=trabalho propfe adefinicéo de subderivagdesnos N-Grafos. 0s* sub-N-Grafos’. O ob-
jetivo étornar mais evidentes as conexdes entre os N-Grafos e ateoriadas proof-nets. Conforme
seradiscutido no ceaorrer do texto, a abordagem existente ndo pock ser apli cadaintegralmente
ao sistema.

Ent&o apresentaremos um novo conceato de subderivagdes, o qual nos forneced um novo
método para redi zamos cortes em provas. Esse procedimento é fadlmente extensivel para
qualquer sistema que utilize o critério de Danos & Regnier e goresente links chavedvels con
vergentes e divergentes.

1.2 Organizagao

No cagpitulo 2 vemos 0 que sdo proof-nets para o fragmento MLL ~: estudamos o primeiro
critério de arretude e aprova de sequentizac® feitas por Girard em seu artigo de langcamento
dalégicalinea [Gir87]. Acompanhamos a evolug&o das provas de mrretude: 0 uso de subrets
feitapor Bellin & van de Wiele [BvdW95] e ageneralizac® redizada por Robinson [Rob0d.
Também atentaremos para a ontribuigéo de Danos & Regnier [DR39).

Em seguida, no capitulo 3 apresentamos o sistema de provas para aldgica dassca mm o
qual trabalhamos agqui: os N-Grafos [dO01, dOdQO03]. Eles apresentam uma solucéo para a
falta de simetria da deducéo natural e suas provas s50 abordadas por uma perspediva geome-
trica o critério de corretude €0 de Danos & Regnier e asua prova de sequentizac® utili za
um teorema split de forma semelhante & proof-nets de Girard. No final hd umaintrodugéo a
verificac® de provas para um fragmento dosistema.

Depaois, nocapitulo 4 é definido oconceto de subderivagdes vali das num N-Grafo (conceto
analogoao de subrets para & proof-nets) utili zandoalgumasideias vistas no cgpitul o das proof-

1



2 CAPITULO 1 INTRODUCAO

nets e goresentamos uma nova prova de corretude, a qual nos forneceuma nova maneira de
redizar cortes nas provas.

No cagpitulo 5 0 novométodo é comparado com o teorema split ja existente e séo estu-
dadas formas de rtar os N-Grafos em derivagdes menores. No capitulo 6 apresentamos as
consideragdes finais e sugerimos algurs trabal has futuros.



CAPITULO 2

Proof nets

2.1 Introducdo

A légicalinea foi introdwzida por Girard no seu famoso artigo [Gir87]. Algumas caaderis-
ticas que adiferenciam da l6gica dassca sdo: as regras estruturais s8o limitadas (apenas a
permutacd ndo é dterada), é feita adistin¢cdo entre cnedivos aditivos e multipli caivos (as
regras estruturais nalégica dassca diminam essa diferenga), € enmpregada uma nova éborda-
gem para anegacd® (o conedivo € involutivo, mas ainda assm a logica é onstrutiva) e sdo
adicionados os exporenciais (0s quais permitem as regras de mntrac® e enfraquedmento de
maneira controlada).

Aqui estamos interessados no estudo dss proof-nets, a “deducéo natural do cdculo de se-
guentes linea” [Gir87] (p. 33). Mais espedficamente, estudamos o critério de arretude e
a prova de sequentizac®. Esses concdtos S50 importantes para anova prova de corretude
baseada no estudo ce subprovas dos N-Grafos que € gresentado nocapitulo 4.

2.2 Prodf nets paraldgica linear

As proof-nets permitem o estudo dss provas nalégicalinea por uma perspediva geométrica
A parte mais interessante delas compreende o fragmento composto apenas pelos conedivos
(“times’, a conjuncd multiplicaiva) e J (“par”, a diguncd multiplicativa). Ess fragmento
é dhamado deldgica linear multi pli cativa sem constantes, ou simplesmente, MLL ~ (doinglés
multi pli cativelinear logice o “-” representa a aiséncia das constantes).

As provas S0 representadas por “estruturas de provas’, as quais s formadas por ocorrén-
cias deformulas e por links. Estes podem ser dos trés tipos a seguir:

A B A B
A®B ALTB

A AL

(2.1)

O primeiro delesé o link de akioma: ele ndo posaui nenhuma premissa, mas apresenta duas
conclusdes (A e At). O proximo é o link times: duas premissas (A e B) e uma Uinica @nclusio
(A®B). Otercaro éolink par e ésemelhante a0 segundao sua Unicadiferenca € a onclusdo
(AJB). A rigor existe também o link da regra do corte, o qual funciona semelhante & times.
Porém, como sempre é paosdvel encontrar uma proof-net equivalente sem o link da regra do
corte [Gir87], ndo o abordamos aqui.

Os squentes 50 considerados sem férmulas do lado esquerdo. Portanto, I - A deve ser

3



4 CAPITULO 2 PROOF NETS

escrito como - M+, AL, Outra restrigéo, mas que também n&o limitao poder docdculo, é que a
negacé deve ser aplicada gpenas a &omos. Ela édefinida pelo conjunto de equagdes das leis
de De Morgan exibido a seguir:

Att=A  (AB)t=A'0Bt (AOB)=Al@Bt (2.2)

Com o0s fquentes restritos a goresentarem férmulas apenas do lado dreito, as regras dos
operadores 90 reduzidas pela metade, pois ndo ha regras para o lado esquerdo. As regras
corresponcentes aos trés links das proof-nets paraMLL ~ séo:

FAT  FBA A B, T
FA®B, T, A FAJB, T

A, At (2.3)

Definicdo 21 (Proof-structure). Uma estrutura de prova (do inglés proof-structure) € formada
por dois elementos:

1. um conjunto ndo-vazo de ocorréncias de formulas;

2. um conjunto de links entre as ocorréncias de formulas. Cadalink deve ser de um dostrés
tipos vistos anteriormente (axioma, times e par).

As sguintes cond ¢des também devem ser satisfeitas:
a) cadaocorrénciade férmuladeve ser a conclusdo de exatamente um link;
b) cada ocorréncia de formula deve ser premissade no maximo um link.

Usandoférmulas e ligando-as com links, € posdvel montar estruturas de provas. Todavia,
nem todas elas correspondcem a derivagdes do cdculo de sequentes da equaca 2.3. Por exem-
plo, em 2.4 temos uma estrutura de prova e asua respediva derivacd nocéculo de sequentes.

A AL - A, A
ATJAL - AJAL

Entretanto, ndo h& derivac@® nocdculo de sequentes para a estrutura de prova il ustrada em
2.5.

(2.4)

A Al

AR AL
Quando uma estruturade prova com conclusdesAq, A, ..., A, for vaida, elarepresentauma
provapara o par de suas conclusdes. A1 AT ...[0 A,. NaFigura 2.1 temos uma estrutura de

prova com mais de uma conclusdo. Esse émais um caso correto (a derivac@ corresponcente
no cédculo de sequentes pocke ser vista em 2.6).

(2.5)

LA negac@ apli cada aum contexto representa anegac apli cada atodas as formulas deste cntexto. Portanto,
Ser = {Vla Wa "'ayn}'entéorL = {y]_La VLa aynl}



2.2 PROOF NETSPARA LOGICA LINEAR 5

[ |
A B AL Bt

A®B AlL0BL

Figura 21 Estrutura de provarepresettando una derivacé véida.

A At FB, Bt

FA®B, AL, B+

FA®B, ALJB-
Porém, embora a estrutura de prova da Figura 2.2 sgja paredda cm a anterior, ndo existe
derivac® nocdculo de sequentes para- AJB, A*[JB* e portanto elando é valida. Predsamos
caaderizar quais estruturas de provas representam derivagdes vaidas. O primeiro critério de

corretude, apresentado pa Girard [Gir87], foi 0 no shorttrip condtion, o quel usa anogéo de
trips.

(2.6)

[ |
A B AL Bt

ALIB ALCBL

Figura 2.2 Estrutura de provainvalida.

221 Trips

Cada ocorréncia de formula évista mwmo uma caxa em que uma particula (ou informaca)
pode vigjar através da estrutura de provano decorrer dotempo. A seguir listamos os concetos
importantes para anogéo detrip:

o tempo é dclico, discreto e finito;

gualquer férmula pode ser escolhida parainiciar atrip;

formulas 8o vistas como caxas pelas quais a particula viga epossuem duas entradas e
duas saidas (Figura 2.3);

a passagem por uma formula A € um evento “instantaneo”: se ainformacg& chega na
entrada i; num momento, elaimediatamente sai por o; € e instante de tempo é repre-
sentado pa t(A,);

t(A") é definido simetricamente parai, € 0;.

Quando uma particulasai de uma caxapor umaporta, ela entra en outra caxa aravés dos
links da estrutura de prova. Algumas vezes ha gpenas um caminho pedve para aparticula
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0 i1

io 01

Figura 2.3 “Caixa” de umaférmula

seguir. Entretanto, namaioria das vezes existe mais de uma possbili dade. Nesses casos, arota
escolhida édeterminada pelo chaveamento dos linkstimes e par.

Um link de axioma n&o posali chaveanento: ao entrar pelo link, ha gpenas um caminhoa
seguir. Ao sair de A pela porta o,, a particula entra en A* por i;. Apés a particula sair de A+
por o, elaval paraA por i;. Em outras palavras: t(A}) =t(AY) +1et(A,) =t(A*") + 1 (Figura
2.4).

A\ 4
A\ 4
Y

A
A

Figura 24 Trip num axioma.

Para férmulas que sdo conclusdes da estrutura de prova, também ha gpenas um caminhoa
seguir: apGs sir por oy, a particula entra novamente na formula por io. Logo, t(A") =t(A,) +1
(Figura2.5).

Figura 25 Trip numafdérmulaterminal.

Para o link times, ha mais de uma dternativa. A rota édeterminada pelo chaveanento: L
ou R. Para cala link times é escolhido um chaveamento independentemente dos demais links
da estrutura de prova. Como pocemos ver nas Figuras 2.6 e 2.7, o chaveanento define se a
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conclusdo sera visitada de dma para baixo a partir da premissa da esquerda (L) ou da direita

(R).

A
A
A
A

Y
Y

A®B

Figura 26 TimesL.

A
Y

AxB

Figura 27 TimesR.

Noslinkspar também hamaisde umaposshili dade eo chaveanento L ou Rtambém dedde
se a oncluséo dolink sera visitada de dma para baixo pela premissa da esquerda (Figura 2.8)
ou cadireita (Figura2.9).
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\ 4

A

A

Figura 28 ParL.

2.2.2 Critério no shorttrip condition

Apos o estudo dcs links e dos chaveamentos, € definido o critério para verificar se todo gafo
de dhaveamento associado aum grafo de prova é aéclico e mnexo pa meio detrips:

1.
2.
3.

4,
5.

estabelecaum chaveamento quelquer (esquerda ou dreita) para calalink times e par;
escolhaumaférmulainicia A e umaporta de saida dela (o; ou 0,) noinstante O;

sgjat 0 momento em que aparticula entra en A pelaportadua e k o nimero de férmulas
da estrutura de prova;

set = 2k, entdo temos umalongrip;

set < 2k, entdo temos uma shorttrip.

Definicdo 22 (Proof-net). Uma estrutura de prova € uma proof-net (uma prova vaida) se e
somente se dando admitir shorttrip.

Afirmamos que a estrutura de prova da Figura 2.2 ndo era uma proof-net. Agora podemos
verificar por meio do critério no shorttrip: escolhemos chavea os dais links par para L. Ao
iniciarmos atrip por A" obtemos:

AN AL, ALOBY, AYOBH, AN A, ADB,, AJB", AN

E gerada uma shorttrip. Notamos que as ocorréncias de formulas B e B- n&o foram visita-
das squer umavez Comparamos agora com a estrutura de prova do exemplo 2.4. Primeiro
chaveamoso link par paralL. Seiniciarmosatrip por A", o resultado &

AN AL AR A, ADAL, ADAMN AN
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A 4

A

A

Figura29 Par R.

Como cada férmulafoi visitadaumavez en cada sentido, chegamos aumalongrip. Vega
MOS0 que a®ntecese chaveamos o link par para R (continuamos partindo e A"):

AN AL AOAS, ADAM AN A, AN

Mais uma vez obtemos uma longrip. Dado que ndo encontramos nenhuma shorttrip para
0s chaveamentos, concluimos que trata-se de uma proof-net.

Girard provoua completude e a orretude do critério no shorttrip [Gir87]. Em ambos o0s
casosfoi utili zadaumaprovapor indugdo sobre o numero de links daproaof-net. O mapeanento
de umaderivac@ em céculo de sequentes para uma proof-net € simples. Entretanto, a dire¢é
opacsta ndo é imediata. A seguir, mostramos um esboco da prova de sequentizaca@ das proof-
nets.

Teorema 2.1 (Sequentizacdo de proof-nets [Gir87]). Sga B uma proof-net com concluses
Aq, Ay, ..., Ay Entdo haumaderivac® m no cdculo de sequentes parat- A, Az, ..., An.

Demonstracdo. A prova éfeitapor indugdo no nimero de links de .

1. B posai apenas umlink. Entdo B deve ser daformaA AL, poiso link de aioma éo
Gnico que ndo usa premissas. Neste caso bastatomar mcomo - A, AL,

2. B posaui mais de um link. Pelo menos um dos links deve ser um times ou um par.
Caso contrério, 3 seriadesconexa, 0 que levaria ashorttrips. Entdo, pelo menos um link
terminal deve ser dotipotimesou par.

(8 Suponha gep posaii pelo menosumlink terminal par:
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Seja Tl as conclusdes de 3’ (além de A e B). Iso implicaque & conclusdes de B
sB0 I e AJB. E simples verificar que 8’ é uma proof-net: basta chavea o link par
para L e verificar que umalongrip para 8 implicanumalongrip para 8’; depois é
verificado ocaso dochaveanento paraR.

Como B’ é uma proof-net e posaui um link a menaos que B, a hipdtese de indugéo
nos d& uma derivag@® ' no cdculo de sequentes corresponcente ap’. Ora, uma
derivacd para it € obtida gplicando-se aregrado par para '

Iy
FA B, T

- AOB, T

(b) Suponha genenhuma formula terminal € conclusdo de um link par: somos tenta-
dos aremover um link terminal times para chegarmos em duas proof-nets menores
e golicamos a hipotese de indugéo.

g’ g
A B
A®B

Porém, a remog& de um link de B para obtermos duas proof-nets menores ndo
e trivial. Por exemplo, na proof-net da Figura 2.10, a remocé&o do link times de
Al ® B ndo pock ser escolhido para dividir B em duas comporentes disjuntas.
Mas o link com conclusdo C ® (AJB), quando removido, produz duas proof-nets
menores. Neste cao dizemos que o link posali a propriedade split. A prova da
existénciade um link split quando réo halinksterminaisdotipo par ndo é simples.
Porém, ela éde sumaimportancia para finalizarmos a prova da sequentizaca.

T

c A B
CL AB AJ_ BJ_
C® (ALIB) At @Bt
Figura 210 Proof-net sem link par terminal.

Definigéo 23 (Link split end split numa proof-net). Sgjal = 4=z um link terminal numa proof-
net 3. Dizemos que o link | apresenta apropriedade split se asua remocéo, juntamente am
a onclusdo A® B, prodwz duas proof-nets disjuntas. Se | for um link split, entdo dizemos que

A® B éum no split.

Para provar a existéncia de um link terminal times com a propriedade split, Girard definiu
0S impérios.
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Definigéo 24 (Império [Gir87]). Sga 5 um link times numa proof-net 8. O império de
A, representado pa €A, consiste das formulas C tais que, para qualquer trip partindo ce A* no
tempot, retornandoem A, emt,, passando pa C" em u; e por C, em Uy, temosug, U € [t1, to].
O império de B é definido de maneira analoga.
Lema 2.1 (Construgdodosimpérios[Gir87]). O império deA atende & seguintes cond¢oes:
1. AceA;
. seCceA (CtcerA) ehaumlinkC CL, entdoCt ceA (Ccehd);

. se&p forumlink de eC®D € eA, entdoC,D € eA;

. se&p for umlink diferente de 52 eC < eA (ouD € eA), entdoC D € eA;

2
3
4. seS-2 forumlink de B eCOD € eA, entdoC,D € eA;
S AxB
6

. se&-2 forumlink tal queC,D € eA, entéo CLID € eA.

ApGs provar a mnstrugdo de impérios com trips, Girard demonstrou a existéncia de um no
split, concluindoassm a prova da sequentizaca.

Teorema 2.2 (Teorema split [Gir87]). SgaB uma proof-net com pelo menas um link terminal
times e nenhum terminal par. Ent&o existe um link terminal times 5 tal que B = eAUeBU
{A®B}.

2.2.3 Critério de Danos-Regnier

Uma desvantagem do critério no shorttrip condtion € o seu alto custo: ele € exporencial no
numero de links times e par. Um importante avanco para areducéo deste austo foi feita por
Danos & Regnier [DR8Y]. Eles provaram que para saber se uma estrutura de prova é uma
proof-net, basta anali sar os chaveamentos dos links par.

Definicdo 25 (Grafo D-R para proof-nets). Seja 8 uma estrutura de prova eS um chaveamento
dela Um grafo D-R de B associado a S é representado pa S(B) e consiste de um grafo néo
diredonado com as eguintes caaderisticas:

 osVérticesde S(3) sdo as ocorréncias de formulas de S;
* existe uma aesta entre dois vértices distintos X eY se esomente se;

1. X eY sdo conclusbes de um Unico link de aioma;

2. X éumapremissaadeumlinktimeseY é a ®nclusdo deste mesmo link;

3. X éumapremissadeum link par, Y é a @nclusdo deste mesmo link e X €0 vértice
escolhido pa Sneste link.

Teorema 2.3 (Critério Danos-Regnier [DR8Y]). SgaB uma estrutura de prova. Entdo B € uma
proof-net se e somente se todo gafo D-R associado a da for adclico e amnexo (ou sga, uma
arvore).
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Comes= aitério, Girard provoua crretude para aprimeiraordem de maneiramais Smples
[GIr91]. Parais ele também usou impérios, mas os redefiniu usando o novacritério:

Definicdo 26 (S(3,A), império). Seja Sum chaveamento associado a uma proof-net 3 e Auma
ocorréncia de formula dela. Caso A sga premissa de dgum vértice A’ e (A/A) € S(B), entdo
remova a aesta (A,A') e S(3,A) &€ a @mporente que mntém A. Caso contrario, S(3,A) = S(B).
O império de A consiste daintersecc® de S(3,A) quando S varia sobre todacs os chaveanentos.

2.3 Subnets

Outro conceto importante nas proof-nets sdo as subrets. proof-nets contidas numa proof-net
dada. Como uma proof-net representa uma derivacd® (prova) valida, as subrets séo fragmentos
de uma prova principal (a proof-net dada) que por si sO sdo provas validas.

Os impérios s90 subnets: Girard os utili zou para quebrar uma proof-net com um link split
’XTBB em duas menores (0 império de A e o de B). Como eA e eB sdo proof-nets, ele usou a
hipdtese de indug@o para construir as derivagdes no cdculo de sequentes para eA e eB e depois
aplicou aregratimes nelas.

Apresentamos agora dgurs concatos e lemas importantes para o estudo chs subrets.

Definicdo 27 (Subedrutura, subnets, portas). Seja 8 uma proof-net. Uma subestrutura dela é
um subgafo que também é uma estruturade prova. Por suavez, umasubnet € umasubestrutura
gue éuma proof-net. As conclusdes de uma subestrutura so chamadas de portas (do inglés
doars).

Lema 2.2 (Unido e intersec@o [Bvd\W95]). Sgam B, e B, duas subrets de uma proof-net 3.
Entéo:

1. B1UB, éumasubret se esomentese BN B, #0
2. BiNB éumasubret seBiN B # 0

Definicdo 28 (Império de uma formula [Bvd\W95]). Sgja A uma ocorréncia de formula numa
proof-net. O império de A é amaior subnet que posali A como pata.

Sempre é posdvel construir o império de qualquer formula numa proof-net [BvdW95].
Ora, se sempre existe pelo menos uma subret contendo A como pata e aintersecc® de duas
subrets ndo-disjuntas também é uma subret, entdo sempre podemos construir a menor subnet
gue posali A como uma de suas conclusoes.

Definicdo 29 (Reinos). Seja A uma ocorréncia de férmula numaproof-net 8. O reino ce A (do
inglés kingdam), denctado pa kA, é amenor subret de 8 a qual poswi A como uma de suas
conclusdes.

Definicdo 210 (Premissa hereditaria). Considere arelag@® binaria R cujo daminio é & ocor-
réncias de formulas de uma estrutura de prova eque o par (X,Y) € R se esomente X for uma
premissado link que posaui Y como conclusdo. Entdo dizemos que A € uma premissa heredi-
taria de B quando o far (A,B) pertence a fecho transitivo de R.
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Uma caaderisticaimportante de qualquer subret € que das 5o fechadas b premissas
hereditarias [BvdW95]. As proof-nets, como estudamos aqui, Nd0 posuem premissas, mas
apenas conclusdes. Dado que os axiomas s80 0s Unicos links que ndo admitem premissas, para
obtermos qual quer subret? contendo A como parta, devemos ubir de A até os axiomas, pois
essa éunicasolucéo para ndo termos premissas.

proof-net B e supontaqueB € eA. Entao D ¢ eA se esomente seC € kD.

Demonstracdo. Dado queB e eANkD, B1 = eAUKD e 3, = eAnkD sdo subrets. Considere que
D Z eAeC ¢ kD. Entdo 3; € umasubret que contém A como parta emaior que eA (pois contém
D): contradigédp. Agora suponfaque D € eA e C € kD. Dessa vez @mncluimos que B, € uma
subret que goresenta D como uma de suas portas, mas € menor que kD (porgue ndo contém C):
contradi¢éo. O

Lema 2.4 (Ordem dos reinos [Bvd\W95]). Considere aseguinte relacéd®: A < B« A € kB. Enté&o
< define uma ordem parcial no conjunto de formulas que néo s&o conclusbes de axiomas.

A ordem dos reinos permite encontrarmos o né split numa proof-net com mais de um link,
mas £m nenhum par terminal.

Teorema 2.4 (Sequentizacdo [BvdW95]). Sga B uma proof-net com conclusbes . Entéo ha
uma derivacd mt no cdculo de sequentes parat-T .

Demonstracdo. Se posai apenas um link, entéo este deve ser um axioma. Logo, m=F A, A,
Se B apresentar um link par terminal, remova este link para obter uma proof-net menor g/,
use ahipdtese de indugéo para construir uma derivacd 7' para 8. Entéo i é dcangada pela
aplicac® daregra par a 7. Agora mnsidere que en B ha mais de um link, mas nenhum
deles € par. Escolha um no terminal times X = ’X(g;' maximal em <. Afirmamos que 8 =
eA ueBjU{A ®B;}. Supontaquendo: ha dgum link % tal queC c eA, masD ¢ eA; (também
poderiamos ter essasituacé@® paraB; nolugar de A)). Todavia, D esta aémade dgum outro link
terminal com conclusdo Y = Aj @ Bj. Pelo lema 2.4 obtemos X € kD. Mas como D esta aéma

deY, kD C kY. Isoimplicaque X € kY, contradizendo nssa escolhado noX. O

2.4 Proof nets paraldgica classca

Em 2003 Robinson [Rob0J definiu proof-nets para alogica dassca As regras do seu Sis
tema baseiam-se no cédculo de sequentes: para cala regra estrutural ou l6gicado cédculo de
sequentes, hd um link corresponcente (exceto para & regras de permutacé, as quais ndo sao
mapeadas paralink algum).

Assm como o sistema propasto par Girard, Robinson uili zaregras independentes do con-
texto e para is usa a versdes multi pli cativas das regras do cdculo de sequentes. Como na

°Na verdade, a dirmacé poce ser ainda mais forte: qualquer subestrutura deve ser fechada sob premissas
hereditarias [BvdW9o9].
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l6gica dasscando harestricbes obre enfraquedmentos e contragdes, suas proof-nets funcio-
nam bem paratoda al6gica désdca, diferente das de Girard, as quais ndo apresentam o mesmo
resultado para os conedivos aditivos.

Umaimportante observaca feitapor ele éque atémicade Danos & Regnier ndo depende
dalégica envalvida, e sim do formato das regras. Portanto, embora atémicatenha sido pro-
posta inicialmente para aldgicalinea, suas proof-nets para aldgica dasdca autilizam como
critério de aorretude. Dessa forma, dada uma estrutura de prova an seu sistema, para saber-
mMosS £ amesma representa uma derivaga no cdculo de sequentes da l0gica dassca, basta
verificamos s todaos 0s chaveamentos associados S50 arvores.

Mas como escolher quais links sho chave&veis? Na Figura 2.11 sdo exibidos os links cor-
responcentes as regras da esquerda e da direita da implicaca@. Cada premissa e @ncluséo
apresentam uma marca L ou R para indicar o lado da féormula no simbolo . As regras do
cdculo de sequentes correspondentes a esss links podem ser vistas na TabelaA.2. A principal
diferengcanoformato dasregras — L e — Rnocdculo de sequentes € que aprimeira glicase a
duas ubprovas, enquanto que asegundadeve ser apli cada aférmulas de umamesmasubprova.

AR (B> AD
ﬂ@/’ R‘m/

Figura 211 Links parao conedivo — nasproof-nets de Robinson.

Se @ duas premissas da regra pertencem a subprovas diferentes, entdo até o momento da
aplicac® dolink elasndo devem estar conedadas. Logo, caso um chaveamento remova dguma
arestadolink, o resultado serdum grafo desconexo. Portanto, o link — L ndo deve ser chaveével
(ele € amdlogoao times).

Por outro lado, aregrado link — R aplicase apremissas de genas uma subprova. Logo
essas premissas ja devem estar conedadas antes da golicag@® dolink. Se mantivermos as duas
arestas das premissas do link, um ciclo sera gerado no gafo de chaveamento. Por is, o link
— R deve ser chavearel: uma de suas arestas das premissas deve ser removida, semelhante a0
par.

Ao dharmos para as regras do caculo de sequentes para aMLL ~ naEquacd 2.3 sobesse
porto de vista, compreendemos porque atémicade Danos & Regnier remove uma aesta do
par, mas ndo dotimes.

A partir dessas observagdes, Rohinson estende os conceatos de subrets para o seu sistema
e dhega auma generalizac® daprovafeitanoteorema?2.4.
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2.5 Conclusao

Neste caitulo estudamos as proof-nets para aMLL ~. Vimos que aparte mais dificil da prova
de sequentizac® € o teorema split. Foram anali sadas duas abordagens para essa prova:

1. utilizandoimpérios definidos por trips[Gir87];

2. usando ouro tipo de subrets, osreinos, para definir uma ordem nos nés e assm achar o
no split [BvdwWog);

No final comentamos que atémicade Danos & Regnier pode ser aplicada aoutros sstemas
como critério de oorretude, pois ela depende goenas do formato das regras envolvidas [Rob0.
Com aprova de Robinson, obtemos um procedimento ndo so para definir critério de arretude,
como também para provarmos a sequentizac®. A principa caaderistica de suas proof-nets
gue permitiu a de generdiza a prova de Bellin & van de Wiele é que todos 0os <us links
chaveareis 90 convergentes (formados por duas premissas e uma nclusdo). Com is, €
posdvel definir osreinos e encontrar fadl mente o no split.






CAPITULO 3

N-Grafos

3.1 Introducdo

Os N-Grafos 50 um sistema de provas para aldgica dasdca proposicional proposto par de
Oliveira [dO01, dOdQ03]. Assm como o cdculo de sequentes, ha dais tipos de regras. as
l6gicas e as estruturais. Todavia, umavezque & regras de inferéncia sdo basealas na deducéo
natural, os N-Graf os apresentam suas regras estruturais no estil o da dedugéo natural. Asprovas
s80 representadas por digrafos (grafos diredonados) e 0 sistema éde multi pla concluséo.

Devido a essas caaderisticas, 0 sistema se assemelha aoutros de multi pla conclusdo para
aldgica dassca, que daforma como foram criados, apresentam uma solucéo para o problema
da falta de simetria do sistema de deducé@o natural. Citamos, por exemplo, as tabelas de de-
senvalvimento de Knede [KK 67], o refinamento dessa propastafeita por Shoesmith & Smiley
[SS7€], eo cdculo propasto par Ungar [Ung97.

Além dis, nos N-Grafos as provas s0 abordadas por uma perspediva geométrica o
critério de corretude utiliza atémicada l6gicalinea para proof-nets propasta por Danos &
Regnier [DR89]. Na prova de sequentiza¢@ o teorema split € usado de modo semelhante a
propostade Girard [Gir87]. O conedivo daimplicac® € concebido conforme a dordagem de
Statman [Sta74] e sdo adotadas algumas definic¢des usadas por Carbore no seu trabalho com
grafos de fluxologico (doingéslogical flow graphs) [Car97].

Primeiramente goresentamos o sistema eno fim deste caitulo estudamos a rretude de
provas para o fragmento sem o conedivo “—".

3.2 Grafosdeprova

E adotada alinguagem usual dalogicapropasicional: os conedivos“A” (conjungdo), “v” (dis-
juncéo), “~" (negac®) e “—”" (implicac®); as constantes “ 1" (falso) e “T” (verdadeiro). As
provas S0 digrafos (grafos diredonados). Seus vértices sho ocorréncias de formulas (represen-
tadas por letras A, B, C €etc) e as arestas, as quais mboalizam os pass atdmicos da derivacd,
sdo reprodwzidas pelos links. Em seguida definimos alguns concatos dos N-Grafos [dOdQ0 3]
inspirados no trabalho de Carbore [Car97].

Definicdo 3.1 (Ponto de ramificagdo). Um porto de ramificagdo em um digrafo é um vértice
com pelo menostrés arestas incidentes a de.

Definicdo 32 (Ponto de ramificagdo convergente). Um porto de ramificacdo corvergente em
um digrafo é um vértice mm duas arestas orientadas para ele.

17
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Definicdo 33 (Ponto de ramificagdo divergente). Um pornto de ramificacdo dvergente em um
digrafo € um vértice mm duas arestas orientadas saindodele.

Hatréstipos de links:

Definicdo 34 (Link convergente). Um link corvergente é um conjunto {(us, V), (Uz,v)} em um
digrafo em que v é um porto de ramificacdo corvergente (Figura 3.1). Os vértices u; e u, S0
as premissas do link, enquanto v € aconclusao.

Uy /U2 u u
\Y Vl/\\lz \Y
Figura 3.1 Tiposdelinks.

Definicdo 35 (Link divergente). Um link divergente € um conjunto {(u,v1), (u,v2)} em um di-
grafo em que u € um porto de ramificagdo dvergente (Figura3.1). O vérticeu é apremissa do
link, enquanto v; e v, sdo as conclusdes.

Definicdo 36 (Link simpleg. Um link simples € uma aesta (u,v) em um digrafo a qual ndo
pertence aum link convergente nem a um divegente (Figura 3.1). O vérticeu é apremissa do
link e v & conclusio.

Definicdo 37 (Grafo deprova). Um grafo de prova € um grafo conexo orientado o qual atende
as sguintes cond ¢les:

1. cadavértice érotulado com umaocorréncia de formula;

2. as arestas 90 de doistipos (“meta” e “solida”) e & meta-arestas S0 rotuladas por um
“m ((w)");

3. hatréstiposdelinks (convergentes, divergentes e simples), 0s quais podem ser vistos nas
Figuras 3.2, 3.3,3.4 e 3.5

4. todo \értice é onclusdo de no méximo um link e premissade no méximo um link.

Caso 0 conjunto de aestas do gafo de prova sga vazo, ele representa um axioma do
cdculo de sequentes. Ou sgja, um grafo de prova que contém apenas o Vvértice A simbaliza
AFA.

Embora os links sgjam agrupados de a®rdo com a sua geometria, 0S convergentes e 0s
divergentes também podem ser classficados quanto a semantica

Definicdo 38 (Link conjuntivos). Os links A —1, — —E, T — enfraquedmento — corvergente,
1 —link e 0 de exparsao séo conjuntivos.
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A B L
l Vly VI, l (L—enfragsimples)
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Figura 32 Links simples

ANV ARV

A/\B

— ——E T— enfraqcon/ergente
(J_ Ilnk)

Figura 3.3 Links conjuntivos convergentes

Definicdo 39 (Link diguntivos). Oslinksv —E, T —link, | —enfraguedmento— divergente e 0
de contragéo séo disuntivos.

Portanto, o urico link conjurtivo divergente éo de expansdo e o Unico disuntivo conver-
gente éo de montrac®. A semanticadeles é contréria ageometria (Figura 3.5). Por is eles
possuem um papel fundamental no critério de aorretude, que seré detalhado rase¢d 3.3.

Outraformade agrupar todos os links € usandoa divisdo dasregrasdo cdculo de sequentes:
estruturais e 16gicos.

Definicdo 310 (Linkslégicos). Oslinks A —1, A—Ej, A—Ez, V—1I1, V=13, V—E, =—I, =—E,
— —1, — —E sdo logicos.

Definicdo 311 (Links esruturais). Os links estruturais $80: | —enfraquedmento simples T —
enfraguedmento smples T — enfraguedmento corvergente, | — enfraguedmento divergente, 0 de
contracao e 0 de exparsao.

Definicdo 312 (Grau de entrada sdlido). O grau de entradasolido de um vérticev num grafo
de prova €o nimero de aestas lidas orientadas para ele.

Definicdo 313 (Grau de saida solido). O grau ce saida sdlido de um vértice v num grafo de
prova éo numero de aestas lidas orientadas saindodele.

Os graus de entrada e saida meta sdo definidos analogamente. O conjunto de vértices com
graus de entrada solido e metaiguais a zeo num grafo de prova G s8o as premissas e érepre-
sentado pa PREMIS(G). Ja o conjunto dos nGs com grau de entrada solidoigual a zeo e grau
de entrada metaigual a um sdo as hipéteses cancdadas de G e representado pa HY POTH (G).
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/\/\ \/\
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— =1 — 11— enfraqdlvergente
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Figura 34 Linksdigurtivos divergentes
A A A
A A
contracao exparnsao

Figura 35 Links chavedveis.

Por outro lado, os vértices com grau de saida solidoigual a zeo sdo as conclusdes e ese on
junto € ssimbolizado pa CONC(G). Veremos que, se G satisfizer o critério de wrretude, ele
representara uma derivagd para 0 sequente PREMIS(G) - CONC(G).

3.3 Critério de morretude

Uma vez que ha links convergentes e divergentes, podem surgir ciclost nos grafos de prova
(Figura 3.6). O ciclo da primeira derivac@ € aerto pa uma disuncéo e fechado pa uma
conjuncédo. s ndo ocorre nos demais: no segundotemos dais links disjuntivos (a contracé
€ um link diguntivo) e no terceiro das links conjurtivos (a expansao é um link conjuntivo).
Além dosciclos, outra questéo a qual pode gerar falddas € o descarte de hipdteses por meio do
link — —1 (0 dameta-aresta). Um exemplo € eibido naFigura 3.7.

A conclusdo dolink — —1 € A— (AV B) e dessaforma averaddade de AV B depende de A.
Ent&o ahipdtese édescatada: como aférmulaA — (AvV B) ja carega consigo adependénciade
A (poisA é o antecalente de umaimplicacd®), ameta-arestaremove-ado conjunto de premissas
daderivac® (A deixade ser um membro de PREMIS(G) e passaparao conjunto HY POTH (G)).

LAqui existe um abuso danctacé: apalavraciclo podesignificar também semi-ciclo e assm n&o consideramos
adirec® das arestas.

> oY

Figura 3.6 Apenas aprimeiraderivac® € umafaada
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Figura 3.7 Descate equivocado ce hipdtese uma “prova” parat AV B

Entretanto, ha danda uma ocorrénciade A (no lado dreito), aqual é usada como uma premissa
paraolink — —E e € glicadomodus porens para obtermos Av B como umaférmulavalida(ou
sga, - AvB). A falddadewrredofato dequeo link — —I ndo descartoutodas as ocorré ncias
daférmulaA. A meta-cond¢éo, definida nesta se¢é, captura esse problema

Veremos agora aomo sdo definidos os grafos de prova os quais s8o logicamente corretos.

Definicdo 314 (Grafo de chaveamento). Dado um grafo de prova G, um grafo de cdhaveamento
Sassciadocom G, denotado pa §(G), é um subgafo gerador de G em que & seguintes arestas
s80 removidas:

» uma aestade calalink de expanséo;
* uma aestade calalink de contraga;

* todas as meta-arestas.

Definicdo 315 (Grafo de chaveamento de expansdo). Dado um grafo de prova G, um grafo de
chaveamento de eyparsdo S associadocom G € um subgafo gerador de G em que todas as
seguintes arestas S0 removidas:

* uma aestade calalink de expansao;
* todas as meta-arestas.

Definicdo 316 (Meta-condigdo). Dado um grafo de prova G, dizemos que ameta-condcéo é
satisfeitapara G s para cada meta aresta (u,v)™ de um link {(u,v)™, (u,w)} em G:

» 0 grau de entrada sdlido dev éigual a zeo;

» em todo chaveamento de expanséo S(G) ha um caminho (ou um semi-caminhg) de v
parau sem passr pela aesta (u,w).
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Figura 3.8 Chaveanentos assciados @ grafo de provada Figura 3.7.

Agora podemos aplicar a meta-cond¢éo para verificar por qual motivo o gafo de prova
da Figura 3.7 néo representa uma prova logicamente correta. Na Figura 3.8 estdo il ustrados
os dois chaveamentos associados. No primeiro deles ndo ha um caminho ce AV B (apremissa
dolink — —1) para aocorréncia de formula A superior (a hipGtese descartada) sem passar pela
outra aestadolink (aqueligaAv B ao vérticeA — (AV B)).

Definicdo 317 (N-Grafo). Um grafo de prova G é um N-Grafo se e somente se G satisfaz a
meta-cond ¢&o e todo chaveamento associado S(G) € adclico e anexo (ou sga, uma avore).

Existe um mapeamnento entre derivagdes no cdculo de sequentes e N-Grafos [dO01]:

Teorema 3.1 (Completude). Dada umaderivac@® N deA,...,Ant By,...,Bm nocdculo de se-
quentesclassco (LK), épassvel construir um N-Grafo corresponcenteNG(M) cujos elementos
de PREMIS(NG(M)) e CONC(NG(IM)) estédo em corresponcéncia um-para-um com as ocorrén-
ciasdeformulasAy,...,An €B,...,Bny, respedivamente.

Teorema 3.2 (Sequentizagdo). Dado un N-Grafo G, ha um derivac® SC(G) de A, ..., An -
B1,...,Bm nocdculo de sequentes classco cujas ocorréncias de formulas A, ... A, €By,...,Bn
estéo em correspondéncia um-para-um com os elementos de PREMI S(G) eCONC(G), respedi-
vamente.

3.4 Fragmento sem aimplicacdo

Nesta se¢a estudamos o fragmento dosistema sem o conedivo —. De ggora em diante muitas
vezesiremos nos referir ao sistemasem oslinks — —I e — —E. Por causado primeiro, os gra
fos de prova que ébordaremos ndo posuirdo meta-arestas e ameta-cond ¢&o sera trivialmente
satisfeita. Portanto, para sabermos s um grafo de prova éum N-Grafo basta que todcs os sus
chaveamentos sgjam adclicos e conexos. Assm dividimos o estudo da verificac® dos grafos
de prova em duas partes. a ondcéo de adclicidade e onedividade.
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Figura 3.9 Ciclo sem a aega cmnjugada eum chaveanento que o contém.

3.4.1 Aciclicidade

Apos a andlise dos grafos da Figura 3.6 e do conhedmento docritério de corretude, notamos
gue os links de expansdo e contrag@® exercem um papel fundamental na adclicidade e na
conedividade. Sejam e; e e, as arestas de um link de expansdo ou contragd® em G e S um
chaveamento asociado. Peladefini¢éo 3.14 podemos concluir aseguinte sentenca e; € S(G) «»
e ¢ S(G). As definigdes abaixo buscam cepturar esse mnceto.

Definicdo 318 (Aresta vaatil). Uma aestae num grafo de provaG no fragmento sem o conec
tivo “—” é vol&til se dapertence aum link de expansdo oucontragé, ou sgja, se dapode ndo
estar presente an algum chaveamento.

Definicdo 319 (Arestas mnjugadas). Sejam e; e e; arestasde um link de expansdo oucontraga.
Entdo dizemos que a aesta conjugada de e;, representada por &;, é e, e vice-versa.

Podemos classficar os ciclos em tréstipos:

1. nédo posiem aresta volatil;
2. contém arestavolatil, mas nenhum par de arestas conjugadas,

3. apresentam pelo menos um par de aestas conjugadas.

Se Gtiver umciclocdotipol, entdo c estarapresente an todos os chaveanentos S(G). Pois,
ao criar um chaveamento, uma aesta volatil de cadalink de expansdo e contragé® € removida.
Como ociclo c ndo posai arestas volateis, ele estard en S(G). Logo, se G contiver um ciclo do
tipo 1, ele serdum grafo de provainvdlido. Ess €0 caso do gafo de provaparaAv B AAB
(Figura3.6).

Agora mnsiderequec sgaumciclo do gupo2eC = {ey, &, ..., ey} Seuconunto de aestas
volateis. Entdo temose e C — é¢ C. Logo, havera pelo menos um chaveamento S(G) o quel
contém todas as arestas de C e mnsequentemente c. Portanto, G também nado sera valido caso
possua um ciclo dotipo 2. Um grafo de prova com ess dclo pock ser visualizado ma Figura
3.9, onck destacanos as arestas volateis (0 chaveamento mostrado € dclico e desconexo). G €
uma “prova’ parao sequentet A, AA —A.

Por outro lado, caso ¢ apresente pelo menos um par de aestas conjugadas e e €, entdo como
gualquer chaveamento deve escolher apenas uma das duas, nenhum del es apresentard todas as
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AV A A

ANA

Figura 3.10 Grafos de prova com chaveamentos adcli cos.

arestas de ¢ e concluimos que ¢ ndo estara presente en nenhun chaveamento. A Figura 3.10
ilustra grafos de prova com esses ciclos. O primeiro é um N-Grafo paraAv A= AAA, a0 pasd
gue o segundo r@o é um grafo de provalogicamente correto.

O lema definido a seguir formaliza esses conceatos e prova quais ciclos s8o validos em
grafos de prova.

Lema 3.1 (Grafos de prova eciclicos [ACdOdQ13]). Sga G um grafo de prova. Entdo todo
chaveamento de G é adclico se esomente se todociclo de G contiver pelo menos um link de
expanséo ou contracd® completo (i.e. todas as arestas do link est&o nociclo).

Demonstracao.

1. Ida. A prova épela contrapositiva. Suponkaque G possuaum ciclo c o qual ndo posali
nenhum link de expansdo nem de contracd completo (c pode &é cnter arestas volatels,
mastem um par de cnjugadas). Desde que 0s chaveamentos escolhem uma aesta vol &til
de cala par de aestas conjugadas, haverd um chaveamento S(G) com todas as arestas de
c. Logo, S(G) é dclico.

2. Volta. Considere ¢ um ciclo de G. Entdo c posaui um link de expansdo ou contracé
completo: sgal = {e, . Qualquer chaveanento assciado a G apresenta exatamente
umadas arestas de|. Portanto, ¢ ndo estara presente an nenhum chaveanento. Como c é
qualquer, todos S(G) serdo adclicos.

O

3.4.2 Conedividade

O lema 3.1 nos mostra a cond ¢Bes necessarias e suficientes para que um grafo de prova néo
tenha chaveamentos com ciclos. Todavia, ele ndo aborda aquestdo da conedividade. Por
exemplo, 0 segundo gafo de prova(G,) da Figura 3.10 apresenta somente um ciclo, o qual tem
um link de expansdo e um de contracd completos. Pelo lema 3.1 concluimos que todos 0s eus
chaveamentos sho adclicos.
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Sabemos que G, posaui quatro vertices e quatro arestas. Mas como haum link de expanséo
e um de contrac®, todcs 0s sus chaveamentos ficardo com duas arestas apenas. Ora, um grafo
com quatro vértices e duas arestas ndo € conexo. Portanto, embora todos os chaveamentos de
G, sgjam adclicos, ele ndo € um N-Grafo.

Ess cao ilustra como devemos proceder para verificamos a wmnedividade. Ainda que
0 nimero de chaveamentos cresga exporencialmente com o numero de links de ntrac® e
expansdo e cala um posai um conjunto de aestas distinto, todcs eles possiem uma forte
ligac@®: amesmaquantidade de aestas.

O lema anterior nos permite descobrir se um ndmero muito grande de chaveamentos s0
todos adcli cos anali sando apenas um Unico grafo (o grafo de prova). Se soubermos que todcs
s80 adclicos, dado qLe todos eles tém a mesma quantidade de aestas, sera posdvel verificar
a mnedividade de forma simples. Afinal, todo gafo ndo diredonado € uma avore (ou sgja,
adclico e mnexo) se e somente se 0 seu numero de aestas for igual a0 nimero de vértices
menosum [Har72).

Lema 3.2 (Conedividade em grafos de prova eciclicos [ACdOdQ13]). SgaG um grafo de prova
com todas 0s ®us chaveamentos adclicos, V| 0 nimero de vértices, |E| 0 de aestas, | o0 de
links de expanséo e wntracd® e m 0 de meta-arestas. Entéo todo chaveanento de G é uma
arvore se esomente se aseguinte formula évdlida paraG:

E|-l-m=|V|-1

Demonstragcdo. Todochaveamento S(G) remove uma aesta de calalink de expanséo e con-
trac® e todas as meta-arestas. Entdo ha |E| — | — m arestas em todcs os chaveanentos. Como
todo gafo adclico e ndo diredonado € mnexo se esomente se seu numero arestas for igual a
de vértices menaos um, entdo todcs os chaveamentos S(G) serdo conexos £ esomente aférmula
|E| —1 —m=|V|—1for satisfeita. O

3.5 Conclusao

Neste cgitulo vimos os N-Grafos e fizemos um estudo dca corretude de provas para o fragmento
sem aimplicac®. Umavez que o critério utili zado nese fragmento é baseado ra témicade
Danos & Regnier, ele pode ser aplicado para verificar a corretude de uma prova em qualquer
sistema que utili ze essa dordagem.

No capitulo seguinte fazemos outro estudo ceste tipo ncs N-Grafos para 0 mesmo frag-
mento: definimos o conceto de subprovas validas numa prova (semelhante a subrets numa
proof-net). Embora hgja dezesseis links que n&o envolvem o conedivo — (Figuras 3.2, 3.3,
3.4 e 3.5), como estudaremos com uma perspediva geométrica, nos concentraremos apenas
em cinco tipos de links: simples, conjuntivos convergentes, disjuntivos divergentes, contracé
e expansdo. Assm, focando ra geometria dos links e ndo no seu tipo espedfico, chegamos a
umaoutra prova de crretude para os N-Grafos.






CAPITULO 4

Sub-N-Grafos e uma nova prova de sequentizacao

4.1 Introducéo

Desde que proof-nets paraMLL ~ foram introduzidas por Girard [Gir87], varios estudcs foram
redizados na prova de corretude desse sistema. O primeiro critério foi no shorttrip condtion:
Girard usou anogéo de trips para definir impérios e provou gie se todas as formulas terminais
numa proof-net R forem conclusdes de links times ou de axiomas, entdo pelo menas um link
termina ® divide R em duas partes (a conclusdo deste link € chamada de “n6 split”). Apés o
trabalho de Danos & Regnier [DR8Y], tornouse posdvel definir impérios usando gafos DR
e, com esta nova nogé de impérios, Girard provou a sequentizac@® para aprimeira ordem
[Gir9]].

Outro avango na prova de corretude de proof-nets foi obtido pela introduz@d de um novo
tipo de subnets. Para uma ocorréncia de féormula A numa proof-net R, nés sempre podemos
construir a maior e amenor subnet de R que possiem A como suas conclusdes (o império e
reino ce A, respedivamente). Uma vez que anocéo de reinos foi introdwzida, Bellin & van
de Wiele produziram uma degante prova do teorema de sequentizac¢a utili zando propriedades
simples das subrets. Umadelas é aordem estrita gerada pelos reinos [Bvd\W95].

Uma bela generalizac® desta provafoi feita por Robinson[Rob03. Ele notou qe atéc
nicade Danos & Regnier depende goenas do formato das regras (ou sgja, independe dalégica
envolvida). Entdo ele desenvolveu um sistema para aldgica dassca basealo res regras do
cdculo de sequentes e glicou a caaderizac® e aprova de sequentizac®d feita por Bellin &
van de Wiele [BvdW95] para a duas proof-nets.

Todavia, estas abordagens ndo se glicam integramente aos N-Grafos. Ha dois motivos
fundamentais. As proof-nets de Girard e de Robinson passuem links de aiomas e todcs 0s
links chaveareis s8o convergentes (duas premissas e uma conclusdo). Portanto, se uma subnet
contém umaocorrénciade formulaA e B estd aémat de A, entdo elatambém deve conter B. Em
outras palavras. as subrets de Girard e de Robinson séo fechadas b premissas hereditarias.
Logo, se quisermos construir uma subnet a qual possua A como pata, devemos ubir a partir
de A até encontrarmos links de axiomas. Além dis, nas proof-nets deles, toda ocorréncia de
formula é oncluséo de exatamente um link (todo nétem grau de entrada maior que zeo).

Por outro lado, N-Grafos néo apresentam links de axioma g além de haver um link chaveé
vel convergente (contracd), também ha um chavearel divergente (o link de expansdo tem uma
premissa eduas conclusdes). Entdo as subnets que propamos para alégica dassca(chamadas
de sub-N-Grafos) ndo sdo necessariamente fechadas b premissas hereditarias. Adicional-

IDizemos que B esta aémade A quandoB é uma premissa hereditariade A

27
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mente, nos N-Grafos cada ocorréncia de formula deve ser conclusdo de no maximo um link:
um vérticev poceter grau de entradaigual a zeo (nesse caso dizemos que v € umapremissada
prova). Um grafo de prova composto par um anico vérticerotulado pa A ja éuma derivacé®
valida: representa um axioma no cdculo de sequentes (A~ A). Dessa forma, ndo faz sentido
o0 menor sub-N-Grafo que posali A como pata: seria trivialmente o vérticev rotulado pa A.
Logo, anogéo dereincs ndo é empregada aos N-Grafos.

N&o obstante, anecessdade deidentificar 0 ndsplit estdno corac@® daprovada sequentiza
¢c&0. A prova € dcangada a escolher um n6 maximal na ordem dosreinos [BvdW95, Rob0].
Ent&o é predso outra ebordagem para chegar a provada sequentizac® para os N-Grafos usando
anocédo de subprovas. definiremos o império do nate, do sul e o total (whole enpire) de uma
ocorréncia de féormula A. O primeiro corresponce anogéo de império ja existente nas proof-
nets de Girard e de Robinson, o segundoé o maior sub-N-Grafo que tem A como uma premissa
(porta superior). O terceiro € aunido das duas anteriores e induzird uma ordem estrita, a qual
serdfundamental para encontrarmos o nésplit.

Com is®, aém da gresentacé® de uma nova prova de arretude para os N-Grafos (sem o
conedivo —), também é dado um método generali zado pararedi zar cortes predsos em provas.
s amnteceporque 0 nd split em um N-Grafo pock ocorrer no meio da prova, diferente do
gue amntece om as proof-nets, quandoele ésempre um néterminal.

4.2 Uniaoeintersec@o de sub-N-Grafos

Definicdo 4.1 (Sub-N-Grafo, porta superior, porta inferior). Dizemos que H € um subgafo de
prova de um grafo de prova G se H € um subgafo de G e também um grafo de prova. Se um
vérticev rotulado pa uma ocorréncia de formula A é tal que ve PREMIS(H) (v e CONC(H)),
entdo A € uma porta superior (inferior) de H. Se H também for um N-Grafo, entéo ele éum
sub-N-Grafo.

Nos doislemas definidos a seguir, consideramos N; e N, sub-N-Grafos de um N-Grafo N.
Lema 4.1 (Unido de sub-N-Grafos [BvdW95]). Ny UN, € um N-Grafo se2Ny NN, # 0.

Demonstracdo. Como N é um N-Grafo, qualquer chaveamento dele sera adclico e conexo.
Logo, éimposdvel que qualquer chaveamento de um subgrafo de N contenha dclo. Predsamos
apenas considerar a cnedividade de qual quer chaveamento SassociadoaN; UN, (Se provarmos
a oonedividade de todcs os chaveamentos de N; UN,, ficard imediato que N; UN, atende &
cond ¢des da defini¢éo 3.7).

Se N; NN, = 0, ndo haum caminhoentre quaisquer doisnésde N; e N, e assm todochave-
amento sera desconexo. SeN; NN, # 0, considere A€ Ny, Be Np, Ce NN, e S(N)) arestricéo
de S(N;UNp) aN;, i =1,2. Como N; € um sub-N-Grafo, hd um caminhoentre A e C em S(N;).
Pela mesmaraz&, existe um entre C e B em S(N,). Portanto, ha um caminhoentre Ae B em
S(NlUNQ),pdSCGNlﬂNQ. O

Lema 4.2 (Intersec@o de uub-N-Grafos[Bvd\W95]). SeN; NN, # 0, entdo Ny NN, é um N-Grafo.
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Demonstragdo. Assm como no lema anterior, € suficiente provarmos a mnedividade de
N; Nz, Como N; NN, # 0, sgaAc NN N, Se A é 0 Unico nG dainterseccd, entdo ela €
conexa e portanto € um N-Grafo (axioma). Sendo, considere B outro vértice de N; NN, S
um chaveanento de N;N, e § uma extensdo de SparaN;, i = 1,2. Umavezque N; e N,
s80 sub-N-Grafos, ha um caminho i entre Ae B em S(N;) e um 1, em S(Np). Se g # 18,
entdo seriaposdvel construir um chaveamento S;, = S US, paraN; UN; e eistiriaum ciclo em
Si2(N1UNp). Todavia, japrovamos que (N; UN,) éum N-Grafo e sssm m = . Portanto, AeB
estdo conedados em Ny N No. O

O caso deN; NN, = 0 ndo interessa. dado que ainterseccd € vaza, ndo havértice dgum e
portanto o resultado nBo € um N-Grafo. Na Figura 4.1 temos um exemplo de intersecca® entre
dois uub-N-Grafos. O N-Grafo completo a esquerda representa adistributividade da conjungéo
emrelac® adisuncéo: AA(BVC)E (AAB)V (AAC).

| AN (BVC) |

| £ a | N1

AN (BVC) AA(BVC)

| L | Ni N>
i A ByC | | A BYC
e N PENY 1/\
| 'A A B c A A B C
i | AAB AAC | | AANB ANC
SN |
| (AAB)V (AAC) A/\B )Y (AAC) | N,
| Tz :
. (AABI)V(AANC) ... |

Figura4.l Intersecc@ de aub-N-Grafos. As aedasvoléteis e$do dedacalas

O sub-N-Grafo superior N; possui AA (BVvC) como pata superior e AAB e AAC como
portas inferiores. Logo, N; representa aderivag® AA (BVC) - AAB, AAC. JAN, posali duas
portas uperioresA eBVC e genas (AAB) vV (AAC) como inferior. Portanto, esse sub-N-Grafo
éumaprovaparaA, BVCH (AAB)V (AAC). Umavezque aintersecc® entre desndo évaza,
N; N N, também é um sub-N-Grafo: N; N, é umaprovaparaA, BVCHAAB, AAC.
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4.3 Tripspara os N-Grafos

No capitulo 2 vimos que aprimeira prova de arretude das proof-nets utili zava o conceto de
subrets (império). Girard definiu ocritério de arretude (no shorttrip condtion) e a @nstrugéo
deimpérios por meio detrips[Gir87].

Apo6sotrabalho de Danos & Regnier [DR8Y], Girard mostrou umanova provade corretude
[Gir91]. Estatambém usava o concato de impérios, mas dessavez des eram construidos com
os chaveanentos de Danos & Regnier.

Todavia, ainda que os N-Grafos ®m a implicac@ adotem o mesmo critério de corretude
das proof-nets, sua provaoriginal de sequentizac@® [dO01] ndo utili zao conceto de subprovas.
Entdo neste caitulo buscamos uma prova de rretude para os N-Grafos com a mesmaideia
da eistente na prova das proof-nets.

Para conseguirmos este objetivo, tracanos o mesmo caminho das proof-nets. Aqui apresen-
tamos mais uma gpli cacd das témicas utili zadas pelas proof-nets para os N-grafos. adefini¢éo
dastrips parao critério de crretude damesmaformapelaqual Girard langou as proof-nets em
[Gir87]. Em seguida usamos a témica de Danos & Regnier para construir os impérios por
outra ébordagem e provamos que & duas construcfes so equivalentes. Finalmente, usamos 0s
sub-N-Grafos para encontrar um novoteorema de sequentizaca.

Adotamos 0s mesmos concatos da se¢c@® 2.2.1 para as trips nos grafos de prova. A dife-
renca € a omunicaca entre a ocorréncias de formulas: no lugar de usarmos as regras dos
links de axioma, times e par, definimos um novoformato a seguir (de aordo com os links dos
N-Grafos).

4.3.1 Premissase aonclusdes

Quando a particula sobe por uma premissa X, como ndo ha outra férmula superior, ela entra
novamente naformula emi;. Em outras palavras, t(X,) =t(X") + 1 (Figura4.2).

0 I

i2 01
Figura 4.2 Trip numa premissa

Por outro lado, se X for uma cnclusdo, ao descer a particula entra novamente nela, mas
poriz. Ousga, t(X") =t(X,)+1 (Figura4.3).
4.3.2 Links smples

Esss links ndo possuem chaveanentos. assm como as premissas e a ®onclusdes, a particula
posaui apenas uma opcdp para seguir a sua viagem: ao descer pela premissa da segue para a
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0y i1

o 01

Figura 4.3 Trip numa cmoncluséo.

conclusdo e quando sobe pela aonclusdo, val para apremissa. Ou sgja (Figura 4.4):

Figura 4.4 Trip num link smples

e t(Yy) =t(Xy)+1;
o t(XM) =t(YM)+ 1.

Os links nos N-Grafos que seguem essaregrasao: \V — Iy, V —lp, A—E1, A—Ep, L— enfra
guedmento simplese T— enfraquedmento simples (Figura 3.2).

4.3.3 Linksconjuntivos convergentes

Quando uma particula chega aum link des<e tipo, ha mais de um caminho psdvel. Sera o
chaveamento quem determinard aquele aser seguido. Os que se enquadram neste tipo sdo 0s
da Figura 3.3, com a exce¢® dolink — —E, pois estamos trabalhando com o fragmento sem
aimplicac®. Eles s andogos ao times. sdo “chaveédveis’ para & trips, mas ndo sdo na
abordagem de Danos-Regnier (Figura4.5).

e L: t(XM) =t(Yy) +1, t(Y")=t(Z2")+1, t(Zy) =t(Xy)+1,

* R t(X") =t(Z2")+1, t(YN) =t(Xy)+1, t(Z,) =t(%y)+1.
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Figura 4.5 Trips num link conjuntivo convergente (chaveanentos L e R).

4.3.4 Linksdiguntivos divergentes

Oslinks daqui séo osdaFigura 3.4, com a exce¢® de — —I. Damesmaformaque ageometria
dessslinks (uma premissa eduas conclusdes) é contraria adas conjuntivos convergentes (duas
premissas e uma conclusdo) o formato datrip aqui € uma “inversdo” do caso anterior. (Figura
4.6).

Figura 4.6 Tripsnum link diguntivo divergente (chaveanentos L e R).

e L: t(X") =t(2") +1, t(Yy) =t(Xy)+1, t(Z))=t(Y")+1;

R XN =t(Y)+1  t%)=tZ)+1l  tZ)=t(X)+1

4.3.5 Link diguntivo convergente

O Unicolink desetipoé o de mntrac®. Ele € adlogoao par: duas premissas, uma conclusio,
significado dgjuntivo e chave&vel pelo critério Danos-Regnier (Figura 4.7).

e L: t(xplA) :t(XCA)+17 t(szA) :t(szv)+17 t(XCV) :t(Xplv)+1;

R t(xplA) :t(xplv)+17 t(sz/\) :t(XCA)+17 t(XC\/) :t(szv)—i—l.
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Figura 4.7 Tripsnum link de mntrac® (chaveanentos L e R).

4.3.6 Link conjuntivo divergente

Este € cao dolink de expansdo. Assm como o de mntracé e o par, suasemantica é ontréaria
a suageometria. 1s9 reflete no formato da suatrip: embora uma premissa eduas conclusdes
(como vimos em 4.3.4), seu chaveanento € como a antracd® (Figura4.8). Percebemos assm
gue ha dois formatos de chaveamentos para s trips e des revelam se o link é chaveado no
critério de Danos-Regnier.

Xp Xp

XC1 XCZ XCl XCZ

Figura 4.8 Tripsnum link de expanséo (chaveanentos L e R).

e L: t(xp/\) = t(xcl/\) +1, t(xcl\/) = t(va) +1, t(xcz\/) :t(XCz/\) +1;

R =X)L t(Ke) =t )+ (X)) =t(Xp, ) + 1

4.4 Critério no shorttrip para os N-Grafos

Asregras pararedizar umatrip num grafo de prova séo as mesmas da se¢a 2.2.2. llustramos
um exemplo nos N-Grafos logo abaixo (Figura 4.9). Haum grafo de prova com uma supcsta
provade AvBF AAB. Como ndo ha links de expansdo e nem de mntrac®, temos apenas
um chaveamento (corresponcente a proprio grafo com todas as arestas), o qual é dclico e
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portanto ndo satisfazo critério de corretude dos N-Grafos. Do lado dreito ha um chaveamento
na aordagem detrips. o chaveamento “L” foi escolhidotanto parao link diguntivo divergente
(premissa AV B e conclusdes A e B), quanto para 0 conjuntivo convergente (premissassAeB e
conclusédo AN B).

O
AVB AVB
N Ly

N ()
\

ANB ANB

2

Figura 4.9 Exemplo de shorttrip.

E escolhidoiniciar atrip descendo pa A, ou sga, noinstante O temos A,. As arestas est&o
marcadas de aordo com oslinks a que pertencem (aVv —E oua A —1). E gerada aseguintetrip:

A,, AAB,, AAB", B", AVB", AVBy, A,

Embora hgja 4 formulas, A, é visitado noinstante 6, poisatrip ndo passapor B, hem por
A", Loga chegamos aumashorttrip. O proximo exemplo il ustraumartrip numa prova valida.
O grafo de provada Figura4.10 representa aderivac@® de Av A+ A. Apesar de goresentar uma
estrutura semelhante a0 grafo de prova anterior (4 vértices, 1 link divergente el convergente),
um dos links é chavedrel na ebordagem de Danos-Regnier (a aontrac@® nofina) e por iso é
um N-Grafo (todcs os chaveamentos sho arvores).

AVA AVA

Figura 410 Exemplo delongdrip.

A trip comeca ®mo anteriormente, mas dessa vez a ‘particula” volta aporno inicia no
instante 8 (para diferenciar as trés ocorréncias da formula A, foram utili zados os indices|, 1l e

Iy
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Ay, Ay, A AN Ay, A, AVAY, AVAY, Ay

Uma vez que todas as portas foram visitadas, temos uma longrip. Mesmo alterando o
chaveamento dolink v — E ou da contrag@ para R, ainda assm séo ohtidas longrips. Logo,
a derivac® da Figura 4.10 ndo admite shorttrip. Além dis, ela éum N-Grafo. Da mesma
maneira pela qual foi provado que uma estrutura de prova representa uma derivacé vaida no
cdculo de sequentesnaMLL ~ se esomente se ndo apresenta shorttrip, € posdvel provar para
0s N-Grafos o teorema &baixo:

Teorema 4.1. SgaG um grafo de prova. Entéo todochaveanento de G é adclico e mnexo s
G néo admitir shorttrip.

Demonstragéo. E andoga aprovaparaMLL ~ (sec@ 5[DR39)) e éfeitanoApéndiceB. O

4.5 Impériodo norte

Para encontrar o nosplit numa proof-net em que todacs os linksterminais sho times, Girard defi-
niu os empires por meio detrips no seu artigo de lancamento dalogicalinea [Gir87]. ApGsas
simplificages feitas por Danos e Regnier [DR8Y], ele redefiniu essa estrutura utili zando ga-
fos de chaveamento para provar a corretude daldgicalinea multi pli caiva com quantificadores
[Gir9]].

Nesta se¢ca definiremos o império do nate, o qual corresponck a empire naldgicalinea,
para os N-Grafos ®2m o conedivo —. Faremos is de duas maneiras e provaremos que das
sS40 equivalentes, assm como fizeram Bellin e van de Wiele paraMLL ~ [BvdWo5].

Definicdo 4.2 (Império do norte [Gir87]). Seja A umaocorréncia de umaférmulanum N-Grafo
N. O império do nate de A, representado pa eA”, consiste das formulas C tais que, para
qualquer trip partindo ce A" no tempoty, retornandoem A, emt,, passando pa C" em u; e
por C, em Uy, temos ug, Up € [tg,to].

Teorema 4.2. O império do nate de A é fechado sob as sguintes cond ¢bes:
1. AceA;
2. se¥ forumlink simpleseY € eA", entdo X € eA";
3. se2X for um link conjuntivo convergente ez € eA", entdo X,Y € eA";
4

. se & forumlink disuntivo divergente eY € eA" (ouZ € eA"), entdo X € eA’;

Xp
Koy Xep

5 se for um link de expansdo e X, X, € eA", entdo X, € eA";
6. se% for um link de contragd e X € eA”", entéo X, , Xp, € eA";

7. se¥ forumlink simples, X # A eX € eA", entdoY € eA’;



36 CAPITULO 4 SUB-N-GRAFOS E UMA NOVA PROVA DE SEQUENTIZACAO

8. se Y for um link conjuntivo convergente, X # A#Y eX € eA" (ouY € eA"), entéo
ZceA\;

9. se & forumlink disuntivo divergente, X # A eX € eA", entéoY,Z € eA";

10 s:equ’;(02 for um link de expansdo, X, # A eX, € eA", entéo Xq,, X, € eA’;

11 se% for um link de contragd, Xp, # A# Xp, €Xp,, Xp, € eA”, entéo X; € eA”.
Demonstracdo. Ver ApéndiceC. O

Se um grafo de prova G posalir n links que ndo séo simples, entéo havera 2" chaveamentos
para cdcular o império do nate de uma férmula. Todavia, o teorema 4.2 nos mostra cmo
computa-lo de uma maneiramais smples. A primeira cnd¢éo € 0 caso base. De 2 a6 séo
abordados os casos na direcd superior (de conclusdes para premissas nos links). As restantes
S50 referentes ao crescimento “ao sul” (de premissas para conclusdes). E importante notar que
todas estas ndo permitem que 0 império do nate desca para uma cnclusdo da férmula em
questéo.

Na Figura 4.1 mostramos um N-Grafo para AA (BVC) - (AAB) Vv (AAC). Cacularemos
agora o império do nate daférmula AA B por meio doteorema 4.2. Como agumas férmulas
possuem mais de uma ocorréncia, todas as férmulas estéo acompanhadas de indices (Figura
4.11). Inicialmente temos apenas a propria formula AA Bip no império do nate (conforme a
parte 1 do teorema 4.2: 0 caso base). Em seguida, de a®rdo com o item 3, adicionamos as
premissas do link conjuntivo convergente: As e Bg (Figura4.11).

AN (BVC)y AN (BVC)y
o a o a
AN (BVC), A/\(B\\L/C)g A/\(\T\/C)z AN (BVC)3
19\4 BVvCs 64 BVvCs
L 'y E 'y
AG\XKI/CQ AG\\K/CQ
AABio A\/l\,cll A\/l\,Blo A\/l\,cll
(AAB)V (ANC)12(AAB) vV (ANC)13 (AAB)V (ANC)12(AAB) vV (ANC)13
a2 a2
(A/\ B)\/(A/\C)14 (A/\ B)\/(A/\C)14

Figura 4.11 Inicio da computacé® doimpério do nate de A A Byp.
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Agoratemos 3 férmulas no império: AA By, As € Bg. N&0 € permitido descer por AA Byg
no link simples, pois a mwndc¢édo 7 do teorema exige que apremissa do link sgja diferente da
formula do império. Também no momento ndo é possvel subir por Ag no link de expansao:
a sentenca 5 imp&e que aoutra conclusdo do link também esteja inclusa e anda ndo sabemos
se A; faz parte doimpério. Logo, aunicaopgéo € subir de Bg para BV Cs usandoa dausula 4
(Figura4.12).

A/\(?\/C)l A/\(?\/C)l
o ‘e o ‘e
A/\(\T\/C)z A/\(B\\L/C)g A/\(\T\/C)z A/\(Bl/C)g
134 BVvCs 19\4 BVvCs
L 'y L 'y
AG\X K / - A(\K / B
AABi1g A\/l\,C]_l A\/l\,B]_o A\/l\,C]_]_
(AAB) VY (ANC)12(AAB) YV (ANC)13 (AAB) VY (ANC)12(AAB) YV (ANC)13
aoz aoz
(AAB)V (ANC)14 (AAB)V (AAC)14

Figura 4.12 Continuac& docdculo doimpério do nate de AA Bso.

DeBVCs utilizamos as cond ¢des 2 e 9 para adicionarmos AA (BV C)3 eCy, respedivamente.
A mesma razd a qual nos impede de subirmos de Ag para A4 agora nos proibe de irmos de
AN (BVC)3 paraAA (BVC);: ha gpenas uma conclusio da expansdo noimpério. SO nes resta
descermos de Cy para AACy1 pelasentenca8 (Figura4.13).

N&0 pocemos descer de (AAB)V (AAC)13 para (AAB) VvV (AAC)14 porque a ondcéo 11
pede que aoutra premissa do link (que neste cao é (AAB) Vv (AAC)1,) também facaparte do
império. Todavia, a mmputagd doimpeério ndo terminou como A; foi adicionado, temos as
duas conclusdes do link de expansdo com as trés formulas A. Entdo a dausula 11 é satisfeita e
A4 é acescentado (Figura4.14).

Mais uma vez usamos a dausula 11 (agora com A, para inserir AA (CV B),. Com isD
obtemos as duas conclusdes dolink de expansdo de AA (CV B) e as3m as premissasda cond ¢éo
5 sdo satisfeitas: AN (CVB); é aicionado. Tentemos expandir o conjunto de formulas. Ha
apenas doismeios: descer por AAB;o pelolink simplesou pa (AAB)V (AAC)13 pela contracé.
Entretanto, conforme foi visto antes, a cond¢éo 7 requer que apremissado link sga diferente
de AABjp € allpredsade ambas as premissas da cntracé®. Portanto, nenhumaformulapode
ser aaescida a0 conjunto atual e obtemos o resultadofinal (Figura4.15).
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AN (?VC)]_

’
-’ ~
-’ ~
. ~
’ ~

A
AN (BVC)2 AN (BVC)3

!

A4 BvCs
£y
AB\\K/CQ

AAB1g ANC11

(AAB)V (ANC)12(AAB) V (AAC)13

~
~ .
~ ’
~ -’
~ -’

~~~A L'"
(AAB)V (AAC)14

AN (?\/C)l

’ ~
-’ ~
-’ ~
. ~

£ By
AA(BVC), AN (BVC)3

!

Aq BvCs

A7 Bs Co

AANB1o ANCqq

(A/\ B) V (A/\C)lg(A/\ B) y (A/\C)lg

~
~ .
~ ’
~ -’
~ -’

s\A L,"
(AAB)V (AAC)14

Figura 4.13 Continuac&® docdculo doimpério do nate de AA Bso.

AN (BVC)1

. ~
-’ ~
. ~
’ ~
. ~

£ A
AN (BVC), AN (BVC)3

! !

“A4 BVvCs
I '
AG\\L}{/CQ
AABi1g ANC11

!

(AAB)V (AAC)12(AAB) V (AAC)13

~
~ .
~ .
~ -’
~ .

g
(AAB)V (AAC)14

AN (BVC)1

. ~
-’ ~
. ~
’ ~

i A
A/\(B\/C)Z A/\(B\/C)g

!

Ay BvCs

K q

As A7 Bs Co

N

AABi1g ANC11

(AAB)V (ANC)12(AAB) V (AAC)13

~
-~ .
~ .
~ -’
~ .

g
(AAB)V (AAC)14

Figura 4.14 Continuac&® docdculo doimpério do nate de AA Bso.

Algumas propriedades dos impérios do nate podem ser notadas no exemplo feito. Em
primeiro lugar, o resultado final ndo s6 € um grafo de prova: na verdade éum N-Grafo para
AN (BVC)HAAB, (AAB)V (AAC). Por suavez ese N-Grafo possui AAB como uma de suas
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A/\(?VC)]_ A/\(§\/C)1
Ve a Ve A
AN (BVC)2 A/\(Bl/C)g AA(BVC), AN (BVC)3
A BV Cs A BV Cs
L 'y 1/\ L Y
\}{/Cg A\K/Cg
A1\l B1o A\/l\,Cll A\/l\, B1o A\/licll
(AAB) Y (ANC)12(AAB) V (AAC)13 (AAB) Y (ANC)12(AAB) YV (ANC)13
tao” taoz”
(A/\ B)\/(A/\C)14 (A/\ B)\/(A/\C)14

Figura 4.15 Resultado apés a @mputacd® doimpério do nate de AA Byg pelo teorema 4.2.

portas inferiores (conclusdo). Além diso é o maior sub-N-Grafo que goresenta AA B como
conclusdo. Afinal, constatamos que qualquer tentativade aumentar o sub-N-Grafo seria com a
adicéo de (AAB)V (AAC)12 (aqui AAB deixariade ser umaportainferior) ou de (AAB) V (AAC)14
(o aaéscimo dessaformulanéo resultaria sequer num grafo de prova, poisteriamos apenas uma
premissado link de mntragé). Ainda nesta secd provamos que o império do nate de uma
formula A define 0 maior sub-N-Grafo o qual posaui A como conclusgo.

Lema 4.3. Considere X um link conjuntivo convergente num N-Grafo N. Sgats,tp,t3 0s
instantes em que aparticula passapor X, Z", Y, respedivamente. Supontaque dainicia sua
viagem em X, (ousga, t; <ty et; < t3) equeolink esta chavealo paralL. Entéot; € [ty,t3].

Demonstragdo. Supontaquets € [t1,t,]. Entdo obtemos (Figura 4.5):

A A A
Xvy Zysoo s Yo, XN ZN YN Xy
1 2 3

Se dterarmos apenas o chaveamento dolink em questdo, geramos a seguinte trip:

Xu, YN, Xy
3
Umavezque chegamos auma cntradigéo, a supasicéo de quets € [t;,t,] deve ser falsa. Como

t] <ty et; <ts, temost; € [ty,t3]. O

Coroléario 41. Sga*Y um link conjuntivo convergente. Entéo ex" neY” = 0. Afinal, quando
o link esta chaveado para L, osintervalosX”,..., X, eY",...,Y, séo diguntos.
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Teorema 4.3 (Trip[Gir87]). Haum chaveanentotal queeA”" é exatamenteointervalo A", ... A, .
Demonstracdo. Ao iniciar umatrip por A", ha & seguintes posshili dades de sair de eA™:

1. % éumlink de contragéo e uma premissa A, € 0 proprio A (como ocorr éncia).
Entdo A; ¢ eA". Como atrip comegapor A", caso ela dcance aoutra premissado link
de ama para baixo, ela deve retornar para ama (ndo pock descer paraA.,). Logo, para
permanecemos em eA”, devemos chavear o link para olado da pemissaigud a A.

2. % éumlink de montracéo e apenas uma premissa X, pertencea eA”.
Temos entéo que X. ¢ eA". Para evitarmos que atrip saia de eA", o chaveanento deve
escolher o lado da pemissa que ndo pertencea eA. Afinal, quandoa particula dcancar
Xp,, (POIS X, € eA”), elando pock seguir para Xe, (porque X ¢ eA”). Com essa escolha,
logoapas X, aparticularetorna subindo pa X, e asm continua em eA”.

3. XCX‘;(C éumlink de expansio e somente uma conclusio X, pertenceaeA”.
1 2

Aqui X, ¢ eA". O radocinio € 0 mesmo do s anterior: paraque atrip permaneca en

eA" apls X", eladeve voltar por X, (Se seguir por X, sai de eA"). Portanto, € predso

escolher o lado daconclusdo que ndo pertenceaeA’.

Os demais links podem ser chaveados de qual quer maneira. E simples verificar por indugzo
gue, ao partirmos de A", nGs permanecanos em eA” até chegarmos aA,,. ]

Agoradefinimos o império do natede outramaneira: utili zando s chaveanentosde Danos
& Regnier nolugar dastrips. Logo depois mostramos que & duas definicbes sho equivalentes.

Definicdo 43 (S"(N,A) [Gir91]). Sga A uma ocorréncia de uma formula num N-Grafo N e
S um chaveamento associado. Se A’ for conclusdo de um link que contém A como premissa
e a aesta (A, A) existir em S(N), entéo removaa. S*(N,A) é a @mporente que contém A e

S'(N,A) é gs) outra(s) comporente(s).

Mais uma vez ducidamos o0 novo conceto com 0 NnesD N-Grafo para AA (BVC) - (AA
B) v (AAC). Como hadaislinks de expansdo e um de contragd, entdo ha oito chaveamentos.
Sejam x,y, z escolhas dos chaveamentos (ou sgja, eles podem assumir os valores “L” ou “R”)
para os links de expansio de AA (BVC) ede A e parao link de contrac® de (AAB)V (AAC),
respedivamente. Portanto, S r. representara o chaveanento que escolhe a aesta da esquerda
para a pansdo de AA (BVC), adadireitapara a xpansdo de A e ada esquerdapara a ©ntracédd
de (AAB)V (AAC). Para cala chaveanento S,y,, destacanos os nés da comporente S, (AA Byo).
Note que sempre removemos a aesta que parte de AA By, conforme adefinicéo 4.3. NaFigura
4.16 sdo apresentados dois exempl os.

Estamosinteressados em nés que sempre estdo nacomporente S (N, AA Big), independente
das escolhas de S. E imediato que A/ Byg estd en S'(N,AA Byo) (pais S'(N,AA Byg) sempre
escolhe a @mporente aqua contém A A Bjo). Ent&o se amegamos por AA By € percorrer-
mos arestas ndo-voléteis (com a excegd de ndo descermos por AA By dado que S' (N, AA Byg)
sempre & arestas que partem do né pincipal), encontraremos outros nés do mesmo tipo:
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A/\(B\/C)l A/\(B\/C)l
~ A ~~~A
AA(\IEVC)Z AN (BVC)3 AA(\T\/C)Z AA(BVC)3
Ay BV Cs Ay BV Cs

u u

AG\XK/CQ ch
AANB1o ANCq1 AANB1o ANCq1
(AAB)V (ANC)12(AAB) V (AAC)13 (AAB)V (ANC)12(AAB) V (AANC)13
yoiel T
(AAB)V (AAC)14 (AAB)V(AAC)14

Figura 4.16 ComporentesSirg(N,AABio) € Shr (N, AA Byo).

As, Bg, BVCs, AN (BVC)3, Co, ANCyy, A7, (AAB)V (AAC)13. ESses nés correspondem aos
destacalos em azul nolado esquerdo daFigura4.14.

Para caninharmos por arestas vol &tei's, predsamos de umagarantia: vimosque As e A; estéo
sempre na comporente S*(N,AA Big). Entdo, independente de S escolher a aesta (A4, As) OU
(A4, A7), concluimos que A, sempre estara en S'(N,AA Byg). Atravessandoa aesta ndo vol il
por A4, chegamosem AA (BV C), (vértices em azul na primeira metade da Figura4.15). Como
temos as duas conclusdes do link de expansdo de AA (BV C), aplicamos o mesmo radocinio
usado nolink de expanséo de A e obtemosAA (BVC); (Fig 4.15).

A comporente SixdN,AA Byg), representada no lado esquerdo da Figura 4.16, possui 0
vértice(AAB)V (AAC)14, emborasaibamos que este nem sempreficardligadoaAA By (lembre-
se de que removemos a aesta que parte de A A Bjg), pOiS a outra premissa da antrac® (a
ocorréncia (AAB) Vv (AAC)12) Ndo esta sempre presente, diferente do que notamos para os links
de expansdo dese exemplo.

Todavia, a cmporente Sz (N,AA B;p) contém exatamente os nés que estéo sempre -
nedados a A A By, conforme foi visto nos dois parégrafos anteriores. 1S ocorre porque Ska.
escolhe de forma “inteligente” a aestado link de contrac&: como apenas uma das premisss
estd sempre ligada aAABo (0 NG (AAB) VvV (AAC)13), Srr. €scolhe aoutra aesta (a que liga
(AAB)V (AAC)12). O chaveamento deste link é importante porque trata-se de “links de fron-
teira”. dos trés nés do link, apenas um estd sempre conedado a AA By, O chaveamento dos
links de expanséo ndo podem adicionar nés como (AAB) VvV (AAC)14 (OU S a, que nem sempre
estdo ligados a A A Byg).

Por exemplo, consideremos o chaveamento Sy . A Unicadiferencadele para Skr. € que 0
primeiro escolhe a aesta (A4, As) €0 segundo(A4, A7). Masjaobservamos que essa escolhando
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interfere, umavez que anbos As e A; estdo sempre ligadosa AA Bo. Logo, Sig (N,AABio) =
S (N, AN Byo).

Outro fato importante €que Sk (N,AA Byo) contém exatamente os mesmos nés do impé-
rio do nate de AA By (Figura 4.15). Chamaremos chaveanentos como Sy de chaveamento
principal. Em seguida provaremos que aintersec¢@® de todas as comporentes obtidas quando
variamos por todcs os chaveamentos possvel €igual ao império nate, o qual éigual a ammpo-
nente do chaveanento principal, ressltandoa semelhanca mm o teorema 4.3.

Proposicdo 41. eA" = NsS"(N,A), once S varia sob todas os chaveamentos de N.
Demonstragdo.  E semelhante aprovapara MLL ~ [BvdWo5].

a) eA/\ - nSS/\(NvA)
E predso provar que NsS"(N,A) atende & 11 condgdes do teorema 4.2.

1. Trivia, poisS*'(N,A) sempre contém A.

2. Como links smples ndo sdo chavedvels na ebordagem Danos-Regnier, a aesta (X,Y)
estara presente an todcs 0s chaveanentos. SeY sempre estiver na comporente S' (N, A),
concluimos que X também sempre estara na comporente. Logao NsS'(N,A) é fechado
soba wndc¢éo 2.

3. Umavezque ss arestas de um link conjuntivo convergente ndo séo valateis, (X,2) e(Y,2)
estardo em todo chaveanento. Por iS, caso Z sempre esteja na comporente S'(N, A),
asarestas (X, Z) e (Y,Z) garantem que X eY também estardo e assm NsS"(N,A) também
éfedhado soba condcéo 3.

4. Aqui as arestas (X,Y) e (X,Z) também estardo presentes em todcs 0s chaveanentos.
Portanto, desde que Y ou Z sempre estgja na comporente S'(N,A), X também estaréa
s provaqueNsS (N, A) atende a ®ndgéo 4.

5. Visto que (Xp, Xe,) € (Xp,X,) S80 arestas voléteis conjugadas, dado um chaveamento S
qualquer, exatamente uma delas pertencerd aS. Mas como ncs é dado que tanto X,
quanto X, estdo na comporente S*(N,A), independente da aesta escolhida por S, X,
também estard en S*(N,A) e as3m a wnd¢éo 5 também é gendida

6. Suponfaque Xp, € NsS'(N,A): ha dgum chaveamento Stal que X; € S*(N,A) mas X, ¢
S'(N,A). Entdo S escolheu a aesta volétil (Xp,,X:) € adm X, € S'(N,A) (pois X; €
S'(N,A)). Como S'(N,A) ndo contém todos os nés de N, A deve ser premissade dgum
link com concluséo A’ e X, pertence a omporente de A', ou sgja, X, € S'(N,A).

Seja ro caminhoentre X, e A em S'(N,A). Dado que X; € S*(N,A) e X,, € S'(N,A), a
aresta (Xp,, Xc) ¢ 7 (Figura 4.17). Considere ggora S um chaveamento como S, exceto
queo link % esta dhaveado paraL: (Xp,,Xc) € S. Jaque X; € NsS'(N,A), temos que
X. € S*(N,A) (considere p o caminhoentre A e X. em S”(N,A)). Dessaforma, rm pode
ser estendido para formar um caminhoentre Ae A’ em S sem passr pela aesta (A A').
Is geraum ciclo em S: contradicéo. Loga, X,, € NsS' (N, A).

A provade X,, € NsS'(N,A) € andoga e @sm a ond¢éo 6 é respeitada
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sz

Figura 417 Se esolhermos a aeda (X;,, Xc), obtemos um ciclo.

7. Se X sempre estiver na comporente S'(N,A), dado que X # A, a aesta (X, Y) também per-
tencera asS'(N,A). Logo, Y também estara sempre na comporente S'(N,A) e a ®nd¢éo
7 é gendida.

8. Jaque assarestas (X,Z) e(Y,Z) ndo sdo volateise X # A+# Y, se pelo menos umadas duas
formulas estiver na cmmporente S'(N, A), Z também estarg, respeitandoa condgéo 8.

9. Como asarestas (X,Y) e (X,Z) ndo sdo volateise X # A, se X € $*(N,A), também teremos
Y,Z < S\(N,A).

10. A prova € adloga ade a6 com um link de expansdo nolugar de contragé.

11 (Xp, Xe,) € (Xp, X,) S30 arestas volateis, porém conjugadas. Portanto, em qualquer cha-
veamento uma delas estara presente. Ent&o, se an todcs os chaveamentos X, € X,
estiverem na comporente S*(N, A), como uma das arestas voléateis esta en todas eles, X,
também pertencera aNsS (N, A).

b) NsS'(N,A) C eA’

Sgja S, um chaveamento principal cujas arestas sio escolhidas conforme o teorema 4.3.
Provaremos que S;(N,A) C eA”.

Sabemos que S;(N,A) NeA” # 0, pois ambos possuem A. Verificamos a seguir que umavez
que estamos numa formula de eA" em S;(N,A), n@ ha um caminho para dguma formula
forade eA".

 De dma para baxo: o pas 1 garante que S;(N,A) ndo contém nenhuma concluséo
deA. Logo éimposdvel sair deeA” por uma conclusdo de Aem S;(N,A). Movendo-se
para baixo a partir de uma férmula (ocorréncia) diferente de A, o Unico meio de sair
de eA" € por um link de contrac@® em que goenas uma premissa pertence aeA” (caso
5 doteorema 4.3). Todavia, 0 pas 2 de S, nos asegura que a ®nclusdo serd ligada
apremissaforade eA.

» De baixo para cima: pelo teorema4.2, aunicaformade sair de eA" movendo-se para
cima épor um link de expansdo em que goenas uma conclusao pertence aeA" (caso
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5). Porém, o pas 3 da mnstrucéo de S,, a premissa do link de expanséo (que néo
pertence aeA") éligada a onclusdo que também estafora de eA”.

Portanto, se estivermos em umaformulaX deta queX € Sj(N,A)neA”, ndo haum caminho
de X paraqualquer formulaY ¢ eA" em S;(N,A). Porém, javimos que S;(N,A)NeA" #0 e
assm S;(N,A) € eA”. Mas como NsS*(N,A) € S5(N,A), temosque NsS' (N, A) C eA”.

O

Corolario 42. Sga S, um chaveamento principal construido de a@rdo com o teorema 4.3.
Entéo Sj(N,A) = eA".

Corolario 4.3. SeA for uma conclusdo deN, entao eA" = N.
Demonstramos agora que eA” € o maior sub-N-Grafo de N que contém A como conclusao.
Lema4.4. A éumaportadeeA”.

Demonstracdo. Umavezque A € eA", se A ndo for uma porta de eA”, entdo A é premissade
um link | e pelo menos uma concluséo X des< link pertence aeA”.

Se | ndo for chavearel, entéo A e X estaréo ligados em todas os chaveamentos. Sel for um
link de contrac&® ouexpansdo, é garantido que ha um chaveanento ligandoA e X. Logo, inde-
pendente do tipo de |, hd pelo menas um chaveamento Stal que a aesta (A, X) € S. Entretanto,
S'(N,A) remove essa aesta e 33Im X ¢ S'(N,A). Como eA" = NsS'(N,A) C S (N,A), X ¢ eA".
Portanto, A é uma porta de eA". O

Lema 4.5. eA" é um N-Grafo.

Demonstragdo. E simples verificar que eA" é um grafo de prova (ver definicéo 3.7). Resta
entdo provar que todo chaveamento associado é adclico e aonexo. Segja S um chaveamento
de eA". Ja que todos 0s passs da aiacd de um chaveamento principal dizem respeito a nés
gue ndo estdo em eA”, podemos estender S para um chaveamento principal S. Mas S é um
chaveanento de N (um N-Grafo) e portanto S(N) € adclico e mnexo. Logo, S(eA") também é
adclico e mnexo. O

Teorema 4.4. eA" é o maior sub-N-Grafo de N que posaii A como uma de suas conclusbes
(portainferior).

Demonstracdo. Suponta que hgja um sub-N-Grafo N’ de N que cntém A como pata eum
noZtal queZ € N’ —eA". Entdo existe um chaveamento Stal que Z £ S*(N,A). Como A éuma
portade N, as arestas dos links dos quais A € premissa ndo influenciam na cnedividade entre
AezZemS(N'). MasS'(N,A) remove de S(N) apenas as arestas em que A € premissa, ousgja, A
ndo estd mnedadoa zZ em S(N'). Portanto, S(N’) & desconexo: contradicéo. O

Lema 4.6 (Aninhamento deimpérios | [Gir91]). Sgam A eB ocorréncias distintas. Se A € eB"
eB ¢ eA", entdoeA" C eB".

Demonstracdo. Construa um chaveamento principal SparaeB” conforme o teorema 4.3, mas
com alguns detalhes adicionais:
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I linkde contragéocuja conclusdoestaemeB’: se a ®nclusdo ndo estd en eA”, procedemos
como fariamos num chaveamento principal paraeA” (ligamosa conclusdo apremissafora
de eA’);

Il link de expansdo cuja premissa esta emeB’: se apremissando esta em eA”, agimos como
num chaveamento principal paraeA” (ligamos apremissa a ®nclusdo forade eA");

Il se A épremissa deumlink cuja conclusdo A’ estd emeB": Sescolhe a aesta (A A).

Tentemos partir de A e chegar em B sem passar por (A, A'). Visto que Sé principal paraeB”
eAc eB", todos 0s nGs do caminho e A para B pertencem aeB” (pois S'(N,B) = eB"). Porém,
dado que B ¢ eA", em algum momento do caminho né& saimos de eA”. Pelo teorema 4.2, ha
apenas duas posshili dades de sair de eA” sem passar por (A A'):

1. link de contracdo e apenas uma premissa pertencea eA’: a anclusdo e aoutrapremissa
ndo estdo em eA". Entretanto, pela cndc¢éo | adma, Sligou & dois nés fora de eA”.
Logo éimpaosdvel sair de eA” por um link de contraca.

2. link de expansdo e apenas uma conclusao pertencea eA’: apremissa e aoutra conclusdo
ndo estdo em eA". Todavia, pela condcéo Il adma, Sligou & dois nés fora de eA”.
Portanto, ndo € posdvel sair de eA” por uma expansao.

Ou sgja, ndo h&d como sair de eA" e permanece em eB" no caminho e A paraB em S(N) a
menos que (A,A') € SN). Iso implicaque S*(N,A) € S*(N,B). Contudo, como S*(N,B) = eB"
(poisSéprincipal paraeB") eeA" C S'(N,A), concluimos que eA" C eB".

O

Lema 4.7 (Aninhamento deimpérios Il [Gir91]). Sgam A eB ocorréncias distintas. Se A ¢ eB"
eB ¢ eA", entdoeA" neB" = 0.

Demonstracao.

Sgja Sum chaveamento principal paraeB” conforme o lema anterior. | e Il assguram que
em S"(N,B) ndo existem arestas entre eA" e eA”, exceto talvezpor (A,A’). Porém, aqui A ¢ eB"
e aim A¢ S'(N,B). Loga (AA) ¢ S'(N,B) e por is® ndo hd aestas entre eA" e eA" em
S'(N,B). Como eB" = S"(N,B), ndo ha aestas entre eA" e eA" em eB". Umavezque B ¢ eA”,
nenhumaformula de eA" pertence aeB”.

O

Lema 4.8. Seja% um link de contragd deN. Entao Xp, € eXp, eXp, € eXp,.

Demonstragdo. Segja Sz um chaveamento quelquer que escolhe a aesta (Xp,, X:). Visto que
(Xpy, Xe) € Sk, temos SK(N, Xp,) = N e a3m X, € K(N, X,,). Agoratome um chaveamento §
que contém a aesta (Xp,,X:). De aordo com a cnd¢éo 6 do teorema 4.2, temos X, € eXy'
e por is existe um caminho e X; para Xp, em S sem passar por nenhuma concluséo de X..
Como subimos por X; para dhegarmos até X,,, concluimos que ha um caminho de X, para X,
sem passar pela aesta (Xp,, Xe) € &d3m X, € §'(N, Xp,). Logo, X, € eXy .
A provade Xp, € eXy ésimétrica §'(N,Xp,) = N e também temos X, € S3(N, Xp,) (porque
Xpl S eXé\)
(]



46 CAPITULO 4 SUB-N-GRAFOS E UMA NOVA PROVA DE SEQUENTIZACAO

4.6 Impériodo sul

Vimos na se¢d anterior que o império do nate de umaformula A num N-Grafo N representa o
maior sub-N-Grafo de N que contém A como conclusdo. Provamos que existem duas maneiras
equivalentes de construi-lo (por meio de trips e usando gafos de Danos e Regnier) e também
algumas propriedades.

Agora definimos o império do sul de umaformula A: 0 maior sub-N-Grafo que gresenta
A como premissa. Essanogéo ndo faz sentido res proof-nets langadas por Girard nem nas de
Robinson paque ambos utili zam links de axiomas: para que qualquer subsestrutura contendo
A sgjauma proof-net, ela deve cnter todas as premissas hereditérias de A. Dessaforma, para
obtermos uma subret contendo A, em algum momento da computacd nds “subimos’ até os
links de axiomas. Ao “subirmos’ por A, estaformula deixa de ser uma premissa da subret.

s ndo ocorre nos N-Grafos. um nd X por si s6 ja éum N-Grafo (representa adedugéo
X X). Além dis, como haum link divergente chavedvel (expansdo), o corolério dapremissa
hereditaria (2.9.6 [Gir87]) ndo é valido ncs N-Grafos. se X for uma premissa hereditariade,
ndo ha garantiasde que X € eY”.

Como o império do sul € a @ntrapartida do nate, muitas vezes abreviaremos algumas
provas por elas srem faal mente dcangadas a partir das vistas na se¢é@ anterior.

Definicdo 44 (Impéro do sul). Seja A uma ocorréncia de uma formula num N-Grafo N. O
império dosul de A, representado pa €A, consiste das formulas C tais que, para qualquer trip
partindo ce A, notempoty, retornandoem A" emt,, passando pa C" em u; e por C, em U,
temos ug, up € [tg, to].

Teorema 4.5. O império dosul de A é fechado sob as sguintes cond¢oes:
1 AceA,;
. sed forumlink simples,Y # A eY € eA,, entdo X € eA,;

2

3. se % for um link conjuntivo convergente, Z #+ A eZ c eA,, entdo X,Y € eA,;

4. se forumlink disuntivo divergente, Y # A+ Z eY c eA, (OUZ € eA,), entéd X € eA;
5

. Se g% for umlink de expansio, Xo, # A X, €Xe,, Xe, € €A, ENLED Xp € €A

6. se% for um link de contrac®, X. # A eX; € eAy, entao X,,, Xp, € eAy;

7. se¥ forumlink simpleseX € eA,, entéoY € eA,;
8. se % for um link conjuntivo convergente eX c eA, (ouY € eA,), entdo Z € eA,;
9. se & forumlink disuntivo divergente eX € eA,, entaoY,Z € eA,;

10 s:exclx’;%2 for um link de expansdo e X, € eA,, entdo Xe,, X, € €A;

11 se% for um link de contrac® e Xp,,Xp, € eA, entao X; € eA,.



4.6 IMPERIO DO SUL 47

Demonstracdo. Procedemos conforme explicado noApéndiceC. A diferenca éque as provas
utili zardo intervalos A, ...,A" nolugar de A", ... A, . O

Os teoremas 4.2 e 4.5 nos mostram que a contrugdes dos impérios do nate e sul séo
bastante semelhantes. A principal diferenca entre des é que o do nate ndo permite descer para
uma conclusdo daférmula en questéo, enquanto que o dosul proibe asubir paraumapremiss.
NaFigura4.18 sdo apresentados dois exemplos. O leitor poce verificar que o império dosul de
A; éidéntico ao de As.

A/\(E\/C)l A/\(?\/C)l
Ve a Ve A
AN (BVC)2 AA(Bl/C)s AN (BVC), AN (BVC)3
Ay BYCs Ay BV Cs
L 'y L Y
%@ AG\XK/CQ
A1\l B1o A\/l\,Cll A\/l\, B1o A\/licll
(AAB) Y (AAC)12(AAB) vV (AAC)13 (AAB)V (AAC)12(AAB) Y (AAC)13
tao” taoz”
(AAB)V(AAC)14 (AAB)V (AAC)14

Figura 4.18 Impériosdo sul de Ag e Cq.

Lema 4.9. Considere % um link disuntivo dvergente num N-Grafo N. Sgaty,ty,t3 0sins-
tantes em que aparticula passa por X, Y", Z", respedivamente. Suponla que dainicia sua
viagem em X, (ousga t; <ty ety <t3) equeo link esta chaveado paraL. Entéot; € [t1,t3].

Demonstragdo. Suponlaquets € [t1,t,]. Entdo obtemos (Figura 4.6):

AN N A
Xy Youoooi ZN XN, YN, 2y Xy
1 2 3

Se dterarmos apenas o0 chaveamento dolink em questéo, geramos a seguinte trip:

><\/7 Z\/,‘ P x\/
3
Umavezque chegamos auma cntradigéo, a supasicéo de quets € [t,t,] deve ser falsa. Como

t] <ty ety <tz temost; € [ty, t3)]. O
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Corolario 44. Sga Y—XZ um link disuntivo divergente. Entéo eY, nez, = 0. Afinal, quando o
link esta chaveado para L, osintervalosyY,,...,.Y" eZ,,...,Z" sGo dguntos.

Teorema 4.6 (Trip). Haum chaveanento tal que eA, é exatamenteo intervalo A, ..., A".

Demonstracdo. A prova ajui € semelhante adoteorema4.3. A diferenca €o primeiro pas:
utili zado caso A sgja conclusdo de um link de expansdo, enquanto anteriormente sereferenciava
aum link de contra¢@ com umadas premissas £ndo o poprio A.

Aoiniciar umatrip por A,, ha & sguintes posshili dades de sair de €A, :

1. % éumlink de expansido e uma conclusdo A; € o proprio A (como ocorr éncia).
Entéo A, € eA,. Como atrip comegapor Ay, caso €la dcance aoutra conclusdo dolink
de baixo para dma, ela deve retornar para baixo (ndo pock subir para A,"). Logo, para
permanecamos em eA,,, devemos chavear o link para olado daconclusdoigud a A.

2. % éumlink de contragdo e apenas uma premissa X, pertencea eA,.

Temos entdo que X. ¢ eA,. Para evitarmos que atrip saia de eA,, 0 chaveanento deve

escolher o lado da pemissa que ndo pertenceaeA,.

3. XCX‘;(C éumlink de expansio e somente uma conclusio X, pertencea eA, .
1 2

Aqui X, € eA,. Paraque atrip permaneca en eA, apés X", € predso escolher o lado da
conclusdo gLe ndo pertencea eA, .

Os demais links podem ser chaveados de qual quer maneira. E simples verificar por indugzo
gue, ao partirmos de A, nGs permanecanos em eA, até chegarmosaA’. ]

Definicdo 45 (S, (N,A)). Sga A uma ocorréncia de formula num N-Grafo N e S um chave-
amento asciado. Se A” for premissa de um link gque contém A como concluso e a aesta

(A" A) existir em S(N), entéo removara. S,(N,A) é a @mporente que ontém Ae S, (N, A) é
a(s) outra(s) comporente(s).

Proposicdo 42. eA, =(\sSv(N,A), onde S varia sob todas os chaveanentos de N.

Demonstracdo. Mesmo radocinio daprovadapropaosicéo 4.1: notamosqueeA, C NsS,(N,A)
(poisNsS/(N,A) atende & condgdes do teorema 4.6) e que NsS, (N, A) C eA, ao construirmos
um chaveamento principal S) de aordo com o teorema 4.6 e demonstrarmos que S(N,A) C

eA,. L

Corolario 45. SgaS® um chaveamento principa construido de aordo com o teorema 4.6.
Entdo S)(N,A) = eA,.

Corolario 4.6. SeA for uma premissadeN, entao eA, = N.

Lema 4.10. A éumaportadeeA,.
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Demonstracdo. Umavezque A € eA,, se A ndo for uma portade eA,, entdo A é conclusdo de
um link | e pelo menos umapremissa X des link pertence aeA, .

Se | ndo for chavearel, entdo A e X estardo ligados em todacs os chaveamentos. Se | for um
link de contrac&® ouexpansdo, é garantido que ha um chaveanento ligandoA e X. Logo, inde-
pendente dotipo ce |, ha pelo menaos um chaveanento Stal que a aesta (X,A) € S. Entretanto,
S/(N,A) remove essa aesta e &3m X € S,(N,A). Como eA, =(NsS/(N,A) C S,(N,A), X € eA,,.
Portanto, A é uma porta de eA, . O

Lema 4.11. eA, éum N-Grafo.

Demonstracdo. Assm como naprovadolema4.5, podemos estender qualquer chaveamento
S de eA, para um chaveamento principal S para todo oN-Grafo. Ja que S(N) é adclico e
conexo, S(eA, ) tambémo é. O

Teorema 4.7. eA, é 0 maior sub-N-Grafo de N que posaii A como uma de suas premissas
(porta superior).

Demonstracdo. Semelhante aprovado teorema4.4. O

Lema 4.12 (Aninhamento de impérios Ill). Sgam A e B ocorréncias distintas. Se A< eB, e
B¢ eA,, entdoeA, C eB,.

Demonstracdo. Assm como as demais propriedades do império dosul, a prova dess lema
também parte da mesmaideia da propriedade corresponcente do nate (lema4.6). Construaum
chaveamento principal SparaeB, conforme o teorema4.5, mas com alguns detalhesadicionais:

I linkde contragéocuja conclusdoestaemeB,: se a ®nclusdo ndo estd em eA,, procedemos
como fariamos num chaveamento principal paraeA, (ligamosa conclusdo apremissafora
deeA));

Il link de exparsdo cuja premissa esta em eB: se apremissando esta em eA, agimos como
num chaveamento principal para eA (ligamos a premissa a ®nclusdo forade eA);

Il se A é monclusdo deumlink cuja premissa A” esta emeB,,: Sescolhe a aesta (A" A).

De forma ejuivaente aprova do lema 4.6, concluimos que ndo existe um caminho ce A
para B em S(N) caso (A”,A) ¢ S. Portanto, (A”,A) € S. Is® implicaque S,(N,A) C S/(N,B).
Contudo, como S, (N, B) = eB,, (pois Sé principal paraeB,) e eA, C S,(N,A), concluimos que
eA, C eB,.

O

Lema 4.13 (Aninhamento de impérios IV). Sgam A e B ocorréncias distintas. Se A¢ eB, e
BQ’GA\/, ent&)eA\/meB\/ :0

Demonstracdo. Obtemos um chaveanento principal paraeB, conforme o lema aéma. Assm
como no lema 4.7, concluimos que ndo ha aestas entre eA, e eA, em eB,. Jaque B ¢ eA,,
deduzimos que eA, NeB, = 0. O
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Lema 4.14. Seja& um link de expansdo deN. Entdo X, € eXe,y €Xe, € eXeyy -
Demonstracdo. Seja S um chaveamento qualquer que escolhe a aesta (Xp, X,). Visto que
(Xp, %) € S, temos (N, X;,) = N e assm X, € (N, X,). Agoratome um chaveamento S-
que contém a aesta (X, X, ). De aordo com a wnd¢éo 10 do teorema 4.5, temos X, € eXpy
e por is existe um caminho ¢k X, para X;, en S- sem passar por nenhuma premissa de Xp.
Como descemos por X, para dniegarmos ate Xc,, concluimos que haum caminho ce X, paraXe,
sem passr pela aesta (Xp, X, ) € @®3Sm Xg, € (N, X,). Logo, X, € eXq,y -
Daprova aéma éimediato concluir também que X;, € eXe, .
(]

4.7 Impériototal

Vimos que o império do sul de uma formula A é a ontrapartida do nate: o primeiro € o
maior sub-N-Grafo o qual posaui a férmula A como premissa e o segundoé o maior que a
apresenta amo conclusdo. Dada anaturezasemelhante deles, verificaremos que os lemas de
aninhamento também séo verdadeiros entre des. Essas propriedades sugerem a aiacéd de
uma nova estrutura: o império total (do inglés whole empires), o qual sera formado a partir
daunido dos outros doisimpérios. Ess novoimpério definird uma ordem parcial entre os nés
ndo-terminais e sera usado para encontrar o nésplit, desempenhandoassm o mesmo papel dos
reincs para as proof-nets de Girard e de Robinson.
Abordamos cada cao posdvel daintersecc® entre o nate eo sul.

Lema 4.15 (Aninhamento de impérios V). Sgiam A e B ocorréncias distintas. Se B ¢ eA, e
AceB", entdoeA, C eB".

Demonstragcdo. Sgja S um chaveanento principal para eB", mas com os detalhes adicionais
vistos no lema 4.12 (nese ca0, no lugar de eB, temos eB"). Entdo ndo ha um caminho
A para B a menos que (A”,A) € S,(N,B). Jaque A e eB", temos S,(N,A) C S(N,B) e asIm
obtemos eA, C eB". O

Lema 4.16 (Aninhamento de impérios VI). Sgiam A e B ocorréncias distintas. Se B ¢ eA" e
AceB,, entdoeA" C eB,.

Demonstracdo. Construimos um chaveamento principal S para eB, com os detalhes obser-
vados no lema 4.6 (com eB, no lugar de eB"). Entdo o0 Urico caminho ce A paraB em S(N) é
por meio de (A,A'). A partir das arestas escolhidas por S concluimos que S*(N,A) C S,(N,B) g,
como S, (N, B) = eB,,, obtemos eA" C eB,,. O

Corolario 4.7. Considere A e B ocorréncias diferentes. SeB ¢ eA" UeA, e A c eB" OUA c eB,
(ousga AceB"UeB,), entdo eA" UeA, C eB"UeB, .

Lema 4.17 (Neding of empires VIl ). Sgam A eB ocorréncias distintas. SeB ¢ eA, eA ¢ eB",
entéo eA, NeB" = 0.
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Demonstracdo. Seja S um chaveamento principal para eB" conforme o lema anterior. De
forma semelhante aos lemas 4.7 e 4.13, ndo ha aestas entre eA, e eA, em S'(N,B) = eB".
Como A ¢ eB", concluimos que eA, NeB" = 0. O

Corolério 4.8. Sgam A eB ocorréncias distintas. SeB ¢ eA" UeA, eA ¢ eB" UeB,, entéo, por
sucesgvas aplicages dolema4.17, (eA" UeA,) N (eB"UeB,) = 0.

Lema 4.18. eA"UeA, éum sub-N-Grafo.

Demonstracdo. Como osintervalosA®,... A, €Ay,...,A, S0 diguntos, a inicaférmula en
comum entre eA e eA, € 0 proprio A. Dado qLe eA" neA, # 0, pelo lema 4.1 eA" UeA, € um
N-Grafo. O

Lema 4.19. Sgal = =%= um link tal que, para uma férmula A nés temos X € eA" UeA, e

Y ZeA UeA,. EntaoeA" UeA, C eYUeY,,.

Demonstracao.
Umavezque X € eA" UeA,, consideraremos dois casos:

1. XeeA"

Dado queY ¢ eA", | deve ser um link de contragd e asua outra premissa ndo pertence
aeA. SendoY uma conclusdo del, obtemos X € eY”" e assameA " NeY" £ 0. SeA¢ eY”,
pelo lema 4.7 teriamos eA" neY”" = 0: contradicéo. Logo, A € eY”. Mas, pelo corolério
4.7, concluimos que nesse caso eA" UeA, C eY" UeY,,.

2. XeceA

Pelo mesmo radocinio docaso adma, | €um link de contrag®. s implicaque X € eY”
eeA,NeY" £0. SeA¢geY”, olemad.17 noslevaria aeA, NneY” = 0: contradi¢do. Logo,
A € eY”*. Novamente, pelo corolério 4.7, chegamos aeA UeA, C eY" UeY,,.

O

Lema 4.20. Sgal = == um link tal que, para uma férmula A nés temosY € eA" UeA, e

X ZeA"UeA,. EntdoeA" UeA, C eX" UeX,.
Demonstragcdo. Procedemos conforme o lema anterior:

1. YeeA"

Jaque X ¢ eA", | deve ser um link de expansdo e aoutra conclusdo de | ndo pertence a
eA". Entdo X é apremissadolink e por isoY € eX,. Logo, eX, neA" #0. Se A ¢ eXy,
pelo lema4.17 teriamos eX, NeA" = 0: uma contradi¢éo. Portanto, devemoster A € eX,
e, de aordo com o corolério 4.7, concluimos nesse cao queeA” UeA, C eX UeXy.

2. Y € eA,

Da mesma forma como adma, | € um link de expansdo, X € asua premiss, Y € eXy.
Aqui temos eA, NeX, # 0. Agora, se A ¢ eXy, pelo lema4.13 obteriamos eA, NeX, = 0:
contradicéo. Entéo A € eX, e 0 coroléario 4.7 nosleva a oncluir eA" UeA, C eX" UeX, .
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O

Os corolérios 4.7 e 4.8 e 0 lema 4.18 sugerem a definicdb de uma nova estrutura para a
unido doimpério do nate cm o dosul de uma mesmaférmula..

Definicdo 4.6 (Império total). Seja A uma ocorréncia de uma formula num N-Grafo N. O
império total de A, representado pa WA, consiste das formulas do conjunto eA” U eA,, .

Coroléario 4.9. SeA for uma concluséo (premissa) deN, entéo, pelo corolario 4.3 (4.6): wA= N.

Definicdo 47 (Ordem parcial < entre férmulas ndo-terminais). Sejam A e B ocorréncias de
formulas num N-Grafo N. Se A e B ndo sdo premissas nem conclusdes de N, entdo definimos
A< B+ wAC wB.

Os teoremas 4.2 e 4.5 nos mostram que os links de contracé® e expansdo tém um papel
fundamental: ndo fossem eles, osimpériosdo nate edosul de qualquer formula seriam sempre
iguais ao N-Grafo. Além dis, os lemas 4.19 e 4.20 nos mostram que esss dois links o
importantes na ordem parcial dosimpériostotais.

4.8 Sequentizacéo

Conforme visto no capitulo 3, para garantirmos que um N-Grafo representa uma prova logi-
camente qorreta, € predso provar a crretude e a ompletude do sistema. A prova origina é
feita por indugéo e baseada em oito casos [dO01]. O ultimo deles € andlogo ao da prova de
proof-nets em que todos os links terminais 50 times: representam os N-Grafos em que todo
linkinicial édiguntivo divergente etodolink final & conjuntivo convergente.

No fragmento MLL ~ ndo é trivial mostrar que ha pelo menas um no terminal times com
a propriedade split. Para os N-Grafos, de Oliveira provou gue o caso analogo atende apelo
menos uma das trés cond ¢oes:

1. hdumlinkinicia diguntivo divergente com a propriedade split;
2. haum link final conjuntivo convergente com a propriedade split;

3. haum cut branch pant (n6 que € @ mesmo tempo conclusdo de uma ntracé® e pre-
missa de uma expansio).

No caso 3 néstemosum no X tal que suaremocéo de N, juntamente com todas as duas ares-
tas, prodwz trés comporentes que também sdo N-Grafos (uma delas € a @mporente contendo
apenas X). Com pelo menos uma das cond ¢cBes adma sendo atendida, € posdvel “quebrar” o
N-Grafo origina em trés N-Grafos menores, apli car ahipétese de indugéo, e obter um sequente
para aderivac&® doN-Grafo original.

Apresentaremos agora uma prova mais smples para a orretude por meio do conceto de
sub-N-Grafos para um fragmento do sistema (sem o conedivo —). Vamos usar, sem perda
de generalidade, T como AV -A e L como AA—-A, em que aférmula A faz parte do link em
questéo.
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Teorema 4.8 (Sequentizagdo). Sga N um N-Grafo que ndo posaui o link — —1. Entéo ha
uma derivac@® Aq,...,An - Ba,...,Bm no cdculo de sequentes cujas ocorréncias das formulas
Ag,... A, €By,..., By €stdo em corresponcéncia um para um com as premissas e & conclusoes
deN, respedivamente.

Demonstracdo. Por indug&o sobre o nimero de links de N.

1) Caso base: N ndocontém nenhumlink (N contém apenas umvérticeA).
E imediato: SC(N) €A+ A.

2) N naocontém nenhumnd nacterminal (N posaui apenas umlink).
E simples obter uma derivaca do cdculo de sequentes para um N-Grafo com apenas um
link (ver apéndice A). Por exemplo, o caso de V — I;:

AFA

22 UR
A-AVE /T2

3) N contémumlink de eyparsdoinicial.
Como N € um N-Grafo, todcs 0s sus chaveamentos s80 adclicos e de também satisfaz
olema3.2. SgaN; o resultado daremocéo dolink de expansdo inicial de N. Desde que
removemos um link de N, entdo ndo adicionamos nenhum ciclo e concluimos que todos os
chaveamentos de N; também so adclicos. Também sabemos que N; posaui um vértice a
menos (a premissada expansdo foi retirada), um link a menos de expansdo e duas arestas a
menos. Portanto, N; também é um N-Grafo.

Pelahipdtese deindug@o temosumaderivacd® em sequentes terminandocom A A, ... Ap
Bi,...,Bm paraN;. Entédo SC(N) é obtido pa uma mntrac® a esquerda:

n
AA,....AnFBy,...,Bn

A, ..., AntBi,...,Bm

CL

4) N contémum link de contracao find.
Semelhante a0 caso adma, pela hipdtese de indugdo temos uma derivagcd em sequentes I
terminandocom A, ..., A, B,B,...,By. Aqui SC(N) € obtido pa uma mntracé adireita

I
A,....,AntB.B,...,Bn

CR
A ... AFB,... Bnm

5) N contém um link ndoterminal e ndo paswi nenhum link inicial de eyarsdo e nenhun
final de contracéo.
Escolha um n6 A maxima em relac® a <. Entdo wA = N. Suponta que ndo: sgaWw e
N — (eA"UeA,) e §; um chaveamento principal paraeA”. Como W ¢ eA", o caminho ¢ A
paraW em S, passapor uma anclusdo A’ de A. Sgja Ac o Ultimo noé pertencente eA, eY 0
primeiro noforado império dosul A nocaminhoatéW. Entéo ha duas possbili dades para
a aestaincidente aA. eY:
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1) (A.,Y) pertencea umlink de contragdo cuja oura premissa ndo fertenceaeA,: pelo
lema4.19 néstemoseA” UeA, C eY" UeY,, ousga, A< Y. Is contradiz amaximali-
dadede Aem <.

i) (Y,Ac) pertencea umlink de exparnsdo cuja oura conclusdo nao @rtencea eA,: pelo
lema 4.20 obtemos eA" UeA, C eY" UeY,. Em outras palavras, A <Y, 0 que também
val contra ahipdétese de que A é maximal em <.

Agora sabemos que wA = N. Sgjam M1, umaparticéo de Ay, ..., A, € A,A; uma particéo
deB;,...,Bn. Como eA" é um N-Grafo (lema4.5) e pasaui A como concluséo (lema4.4), a
hipdtese de indugéo construiu uma derivagcé@® SC(eA”) em cdculo de sequentes terminando
com Ty Az, A Porém, visto que eA, também € um N-Grafo (lema4.11) e possui A como
premissa (lema4.10), a hipdtese de indug&o construiu também uma derivagéd SC(eA,) para
A, T2+ Ay Entéo SC(N) éobtido pelaregrado corte:

SC(eA”) SC(eAy)
MEAL A A ToFAr
1,2 A A

49 Conclusao

Neste caitulo vimos o conceto de sub-N-Grafos e demonstramos que, para qual quer ocorrén-
ciadeformula A de um N-Grafo N, sempre épossvel construir o maior sub-N-Grafo de N que
posaui A como conclusdo (o império do nate de A) e o maior sub-N-Grafo que goresenta A
como premissa (0 império dosul de A). Os teoremas 4.3 e 4.6 nos mostram como construir
esses impérios em tempo linea.

Com a unido dos desses dois impérios, definimos o império total de uma férmula euma
ordem parcial sobre & formulas de N (exceto as premissas e & conclusdes). Como parte
da prova de sequentizac®, demonstramos dentro do teorema 4.8 que, caso N ndo pasdia um
link inicial de expansdo nem um final de contrac&, entéo ele goresentara uma formula A tal
quewA=N eA¢PREMIS(N) e AZ CONC(N). Portanto, os impérios do nate edo sul de A
“cortam” N em dois ub-N-Grafos, cujainterseccd € aférmulaA.



CAPITULO 5

Comparacéo das provas de wrretude

A primeiraprovade oorretude dos N-Grafos foi feitapor de Oliveira[dO01] e estareproduwzida
em parte aqui no apéndice D. Conforme enunciamos no teorema 3.2, para cala N-Grafo é
possvel obter uma derivag@ nocdculo de sequentes. No capitulo 4 foi apresentada uma nova
prova para o sistema. Em ambas as provas, assm como também nas provas de Girard [Gir87]
e de Robinson [Rob0J para @ duas respedivas proof nets, o porto mais importante équebrar
umaderivagd em estruturas menores, mas que dnda sdo derivagdes véli das (subderivagies).

Neste caitulo analisamos aideiada provade corretude original dos N-Grafos e an seguida
comparamo-la com a do teorema 4.8.

5.1 Prova aiginal da corretude dos N-Grafos

De Oliveira provoua corretude dos N-Grafos usandoindugéo sob o nimero de nés de um N-
Grafo G. A idelaprincipa € remover agum link de G para obter N-Grafos menores, aplicar a
hipdtese de indug@o e assm obter uma derivac@® docdculo de sequentes para G [dO01].

Por exemplo, sgja u uma premissade G. Se u for uma premissa de um link simples (u,v),
entdo se removermos a aesta (u,v) obtemos:

1. uma comporente compaosta goenas por u;

2. uma comporente G’ semelhante aG, em que PREMIS(G') = (PREMIS(G) U {v}) — {u} e
CONC(G') = CONC(G).

E imediato verificarmos que todochaveamento de G' € uma &vore se esomente se 0 mesmo
também for valido paratodcs os chaveamentos de G. Logo, G' também é um N-Grafo e posali
um vértice amenos que G. Entéo a hipdtese de indug@ naos garante que ha uma derivagé@® no
cdculo de sequentes paraG': PREMIS(G') - CONC(G').

Vimos no apéndice A que épaosdvel obter uma derivac@® para N-Grafos com apenas um
link. Logo, ha uma derivag@ para o link simples (u,v): utv. Porém, ve PREMISG') e nés
aplicamos aregra do corte para obtermos uma derivacé para G:

ukv PREMIS(G') - CONC(G)
u, PREMIS(G') — {v} - CONC(G')
A mesma idéia pode ser utili zada se G tiver uma conclusdo v, a qual é uma anclusdo de
um link simples (u,v). Algumas defini¢gdes importantes para “quebrarmos’ um N-Grafo em
componrentes menores seguem abaixo.

55
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Definicdo 51 (Link simplesinicial (final)). Um link simples (u,v) em N-Grafo G éinicial (final)
seu e PREMIS(G) (ve CONC(G)).

Definicdo 52 (Link convergente inicial (final)). Um link convergente {(us,v), (uz,v)} em N-
Grafo G éinicial (final) se {u;,u,} € PREMIS(G) (v € CONC(G)).

Definicdo 53 (Link divergenteinicial (final)). Um link convergente {(u,v;), (u,v2)} em N-Grafo
G éinicial (fina) seu e PREMIS(G) ({v1,v2} C CONC(G)).

Definicdo 54 (Propriedade split de um link). Sgja G’ um subgafo gerador de G ohtido pela
remogéo de um link I. Se G’ posauir trés comporentes diguntas (duas, caso | sgga um link
simples), entéo dizemos que | apresenta apropriedade split.

Definicdo 55 (Cut branch paint). Um né u é um cut branch pant se de for um pornto de
ramificaca@ de uma contracd e de uma expansao.

Vimos que ésimples cortar G em comporentes menores caso ele posua um link simples
inicial ou um link simplesfinal. Esse procedimento também é fadl para os cenarios abaixo:

1. Gpossui umlink | = {(uy, V), (uz,v)} inicial conjuntivo corvergente: aremogéo des< link
gera trés comporentes diguntas: uma composta goenas por u;, outra por u, € uma m-
porente G’ tal que PREMIS(G') = (PREMIS(G) U {v}) — {uz,uz} @ CONC(G') = CONC(G).
Logo, | posaui apropriedade split.

2. G posgi um link | = {(u,v1),(u,v2)} final diguntivo divergente: retiramos ess link e
também sdo prodwzidas trés comporentes disjuntas. a primeira posali apenas v;, a Se-
gundasomentev, e uma comporente G’ tal que PREMIS(G') = PREMIS(G) e CONC(G') =
CONC(G)U{u} —{v1,v2}.

3. G poswi umlink | = {(u,v1),(u,v2)} inicial de exparsio: a extragé aqui prodwz goenas
duas comporentes (caso contrario, teriamos chaveamentos desconexos). A primeirapaos-
sui apenas apremissada expansdo e asegunch éuma comporente G’ tal que PREMIS(G') =
(PREMIS(G) U {v1,V2}) — {u} e CONC(G') = CONC(G).

4. G posaui um link | = {(uy,V),(uz,v)} final de contragdo: este caso € mo o anterior:
apenas duas comporentes 50 oltidas. Numa delas ha goenas o vérticev e G’ éta que
PREMIS(G') = PREMIS(G) e CONC(G') = (CONC(G) U {ug, Uz}) — {v}.

Assm como nos casos dos links smples (inicia e final), nos listados adma também é
simples usar a hipdtese de indugéo para obter uma derivacé para G. Nos cenarios 1 e 2 nés
obtemos uma derivagé para as componrentes duas unitérias de amrdo com o link em questéo,
aplicamos a hipétese de indugéo para a ®mporente G' e finalmente obtemos uma derivacé
para G utilizandoaregra do corte sobre & duas derivagdes anteriores.

Para aderivac@® nocenério 3, partimos da derivacé N de G’ (hipdtese de indugdo). Uma
vez que G’ posi nas duas premissas as duas conclusdes do link de expansdo (ocorréncias
distintas de umamesmaformula), a derivacé para G pode ser obtida glicando uma contracé®
a esquerda en N (ver caso 3 doteorema 4.8).
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A contrac® € andloga: sgja N a derivac@® de G’ obtida pela hipdtese de indugdo. Aqui
nas conclusdes G’ ha as duas premissas da contrac@®. Entdo uma derivacd® para G é dcancada
aplicando uma mntragd adireita en M (caso 4 do teorema4.8).

O problema surge quandotodacs os linksiniciais de G séo digjuntivos divergentes e todcs 0s
finals sBo conjuntivos convergentes. N&o é trivial quebrar G em N-Grafos menores (ese ca0
€ analogo ao das proof-nets quando todas os links terminais S0 ®). Um exemplo dese cao
pode ser visualizado na Figura 3.10: ndo podemos remover o link disjuntivo divergenteinicial
no primeiro N-Grafo, pois sriam obtidas apenas duas comporentes (uma composta goenas por
AV A e aoutra @m os demais vértices). Além dis, a maior comporente ndo seria sequer
um N-Grafo, pois apresentaria chaveamentos desconexos. Pelo mesmo motivo, também néo
podemos remover o link conjuntivo convergente final.

No apéndice D reprodwzimos a principa parte da prova de sequentizac® dos N-Grafos
feita por de Oliveira [dO01]. L& mostramos como “quebrar” um N-Grafo cujos links iniciais
sdo0 todacs digjuntivos divergentes e todcs os finais s80 conjuntivos convergentes em N-Grafos
menores.

5.2 No6smaximaiselinks splits

Ao compararmos a prova do teorema 4.8 com a do apéndice D, vemos que aprimeira agrupa
Varios casos para provar a existéncia do ndsplit (N-Grafos com mais de um link, sendo qe
nenhum inicia é de expansdo e nenhum fina € de cntrac®), enquanto que asegundh prova
a isténciade um link split (ou de um cut branch pant) para um grupo menor de N-Grafos
(com todas os links iniciais diguntivos divergentes e todos os finais conjuntivos convergentes).

De forma semelhante @ que foi visto no apéndice D, é bastante simples encontrar um
no maximal em relacd® a < para muitos casos. O unico complicado € o mesmo do teorema
D.1, ou sga, quandotodacs os links iniciais 9o disjuntivos divergente e os finais conjuntivos
convergentes. Entretanto, demonstramostambém que mesmo neste cao haveraum né maximal
e este serdo nosplit.

Nesta se¢® mostraremos como encontrar nGs maximais nos N-Grafos com mais de um
link. N&o consideraremos 0s casos em que todas os links iniciais 90 de expansdo e os finais
de oontrac®. Afinal, nesses casos ndo temos um vértice maximal. Todavia, IS néo é pro-
blema para a sequentizac@®, pois nesses casos podemos aplicar contragdes a esquerda (para
cada expansdo) e adireita (no caso da mntracd).

521 Link simplesinicial

Considere N um N-Grafo com algum vértice ndo terminal (N apresenta pelo menos dois links)
e com um link simples inicial (A1,C) (Figura 5.1). Entdo N representa uma derivac@® para
A, Az, ..., AW By, By, ..., Bm. SgaN; o resultado oltido apds aremocéo do \ertice A; e da
aresta (A;,C). E imediato verificar que todcs os chaveamentos associados aN s30 arvores s e
somente se todcs os asociados aN; também o forem. Logao, N; também é um N-Grafo.
Maisdo queis, N; éum sub-N-Grafo deN erepresentaumaderivac® paraC, Ay, ..., Ank
B1, By, ..., Bm. Desde que C € uma premissade Ny, pelo corolario 4.6 sabemos que eC, = N;.
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A

l

C A An

\/\4\/ Ny
/]

B, B, ‘- Bnm

Figura 51 N-Grafo com um link simplesinicial.

Voltemos agora para N: sabemos que A; € eC" (de aordo com o item 2 do teorema 4.2).
Portanto, concluimos quewC = eC" UeC, = N. LogoC é um ndo maximal e posali apropriedade
split.

522 Link smplesfinal

De maneira andoga nés analisamos o caso em que N apresenta um link simples final (C,B;)
(Figura5.2). Agora considere N; 0 grafo de prova resultante da remocd do noB; e da aesta
(C,B;1). Como N éum N-Grafo, todas os chaveamentos de N; também ser&o arvores. Portanto,
N; € um sub-N-Grafo e representauma derivac@® paraA;, Az, ..., An-C, By, ..., Bn. Umavez
gue C € uma cnclusdo de Ny, o corolario 4.3 nos garante que eC" = N;. Pela cond¢éo 7 do
teorema 4.5 sabemos que B; € eC,. Deduzimos entdo que wC = N e obtemos um né split para
N.

N1

Figura 5.2 N-Grafo com um link simplesfinal.
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5.2.3 Link conjuntivo convergenteinicial

Suponta que en N ha um link conwvergente inicia {(A;,C),(A2,C)} e que N; € gerado pela
remocéo das arestas deste link e dos nGs A; e A, (Figura5.3). Entdo N; € um sub-N-Grafo e
representaumaderivagd paraC, Ags, ..., Ank By, By, ..., Bn. ASSm como nasec¢d 5.2.1, com
o corolario 4.6 nésinferimos que eC, = N; porque C € uma premissade N;. Com o item 3 do
teorema 4.2, deduzimos que {A;,A;} C eC". Logo, wC = eC" UeC, = N e provamos que C é
maximal.

Al A

C A An

VA L
/]

Bi B, - Bn

Figura 5.3 N-Grafo com um link conjurtivo convergente inicial.

5.2.4 Link diguntivo divergente final

Aqui consideraremos o caso em que N posui um link disuntivo divergentefinal {(C,B;), (C,B>)}
e N; é resultante da diminagé deste link, juntamente com as suas conclusdes (Figura 5.4).
Dado que N € um N-Grafo, concluimos imediatamente que N; € um sub-N-Grafo e representa
uma prova para o sequente Ay, Az, ..., An-C, Bs, ..., Bn. O corolario 4.3 nos informa que
eC" = N; eotopico 9 doteorema 4.5 nos garante que {Bs, B} C eC,. Portanto, eC" UeC, =N e
assm C tem a propriedade split.

Al A

VS
N

B1 B

Np

m

Figura 54 N-Grafo com um link disjuntivo divergente final.
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5.2.5 Iniciaisdiguntivos divergentes e finais conjuntivos convergentes

Diferente dos casos anteriores, aqui ndo € imediato encontrar um né maximal, embora saibamos
gue de sempre existe. Conforme goresentado noapéndice D, agui também pode haver mais
de um n6 com a propriedade split. Reprodwziremos aqui os N-Grafos utili zados na prova do
teoremaD.1, destacando @ nGs maximais na ordem <.

O teorema D.1 afirma que para eses N-Grafos haum link inicial com a propriedade split,
ou um final com a propriedade split ou um vérticecut branch pant. Para calaum desss casos,
podemos encontrar nés maximais da seguinte forma:

1. N apresenta um link final conjuntivo corvergente {(Xy,Y),(Xz,Y)} com a propriedade
split. A remocéo dolink geratrés componrentes:

a. Np, aqual contém X; como uma de suas conclusoes;
b. N, que posali X; nas duas conclusoes,
C. N3 compaosta goenas pelo vérticey.

Sabemos entéo que eX{* = N; e eXs' = Np. Sgja A; umaformulade N;. O caminho e Ay
para X; em qualquer chaveamento ndo passa por nenhuma aesta de N,, pois essas com-
porentes S50 disuntas. Logo, ndo passa por nenhuma premissa de X,. Concluimos que
em qualquer chaveamento haveraum caminho ce A; para X, sem passar por premissas de
Xo: vade A; até X; sem passar pela conclusdo de X; (1S éposdvel poisA; € eX)'), passe
pela aesta (Xy,Y) efinalmente chegue &é X, por (X,,Y) (as arestas podem ser percorridas
no sentido contréario).

Portanto, A; € eXs'. Como A; € qualquer N0 deeX;* eeX;' =Ny, concluimosqueN; C eXy, .
Pelo item 8 do teorema 4.5, inferimos que Y € eXy, eY € eXp,. Loga eX) UeXo, =N e
assm Xp, caso ndo sgjaum no terminal, € maximal. De forma andloga provamos que se
X1 ndo for terminal, também serd maximal.

2. N apresenta um link inicial diguntivo divergente {(X,Y1),(X,Y2)} com a propriedacde
split. A remocdo aqui também produz trés comporentes diguntas:
a. Ni, aqual contémY; como umade suas premissss;
b. N, que posali Y, nas duas premissss;
c. N3 compaosta goenas pelo vértice X.
Aqui éimediato que eY;, = N; e €Yo, = Np. Usandoradocinio semelhante, concluimos
que N C eY{* eN; C eY'. Pelo item 4 do teorema 4.2 deduzimos que X € Y} e X € Y}'.

Como é garantido que pelo menosY; ou Y, ndo é uma conclusdo de N (se anbos fossem,
N posaliria goenas um link), agui também encontramos um né maximal.

3. N posaii umvértice X cut branch pant. Entdo posdvel dividir N em dois sub-N-Grafos
cujainterseccd € 0 nOX:

a. N; posaui X como uma de suas conclusdes;
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b. N, apresenta X como uma de suas premisss. |mediatamente inferimos que eX”* = N;
e eX, = Np. Com is concluimos que X é maximal.

Vimos que para cala link com a propriedade split ha a&é dois nés maximais e todo cut
branch pant também é maximal. M ostramos agora os N-Graf os utili zados naprova do teorema
D.1 e destacanos neles todas 0s nGs maximais. Ressaltamos que os terminais ndo fazem parte
do daminio de <.

(-AAZ)VB

1 BAZ

Figura 55 N6 maxima doN-Grafo de (-AAZ) VB, AVBF B, BAZ.

/A\/B\
A
AVC BvC

(AVC)Vv(BvC) (AvC)Vv(BVvC)

L le—<e—
C<e—<<€—@

—|— ~ ¢’
/\x Tz

-D D (AVC)V (BVC)

DA(AVC)V(BVC)

Figura 56 N6smaximais doN-Grafo de AVBEF-D, DA(AVC)V (BVC).
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AVA

(AVA) A (AVA)

Figura 57 N6 maxima doN-Grafo de AV AE (AVA)A(AVA).

5.3 Revisdodaprova aiginal

Para 0 desenvolvimento dos 2ub-N-Grafos e a ©nstrugéo de uma nova sequentizac, a prova
antiga foi estudada e agurs problemas foram encontrados nos casos que envolvem um cut
branch pant.

5.3.1 Meta-aresta

Embora os 2ub-N-Grafos foram feitos apenas para o fragmento sem a implicac®, a prova
original do teorema split aplicase para o sistema completo [dO01]. Com o link — —I, o cut
branch pant pode falhar ao tentar dividir aprova em dois N-Grafos menores: um formado pela
comporente superior ao cut branch pant e outra pelainferior (Figura5.11).

5.3.2 Existéncia do cut branch point

Es<= problema surge @é mesmo para o fragmento formado apenas pelos conedivos {A,V,—}.
O problema aqui é que, caso ndo haja nenhum link divergente inicial e nenhum convergente
final cgpazde dividir o N-Grafo, ndo temos garantias da existéncia do cut branch pant.

No N-Grafo dolado esquerdo da Figura 3.10 haum cut branch pant. Conforme provamos,
0 império total desse no corresponcke atodo o N-Grafo. Porém, caso adicionemos um link
simplesao nédmaximal, o N-Grafo resultante sera um contra-exemplo para o teoremaD.1 pois
ndo tera mais cut branch pant (Figura5.12).

Diferente do caso anterior, este faz parte do fragmento {A,Vv,—} e os ub-N-Grafos funci-
onam corretamente: a adicd dolink simples ndo “eliminou’ o Unico ndé maximal que havia
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NS

AAB -AV-B -AvV-B T

e /\x

NS

(=AV—-B)AD

Figura 58 No6smaximais doN-Grafo de AAB, (—AvV —B) AD, —D.

antes. Pelo contrario: o N-Grafo pasou ater dois nés maximais.
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(=ANZ)V (-ANZ)

-AANZ -ANZ

. L4
- L4
A L4

‘QB'
-ANZ

ﬁA/\Z /\ ﬂA/\Z

1 BAZ

Figura 59 N6 maxima doN-Grafo de (-AAZ)V (-ANZ), AVBFBAZ.

T T
A B -A -B
ANB -AV -B -AV -B
1L
-AV —-B

i S
-AV —-B -AV-B
(=AV-B) A (-AV —B)

Figura 510 N6 maxima do N-Grafo det- AAB, (-AV —=B) A (-AV —B).
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B

AVA— ANA |
| "O $~~

‘:O ‘Q |
I AVA—ANA AVA— ANA |

|vaaAAmAva%AAM|

Figura 511 O cut branch pant ndo divide aprova en dois N-Grafos devido a meta-areda.

AVA

)

Figura 5.12 Nao hacut branch pant, mashandés maximais.
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CAPITULO 6

Conclusao

Neste trabalho estudamos gstemas de prova que adotam critérios de rretude geométricos.
Vimos as proof-nets para a MLL ~, estudamos <u critério de oorretude e aprimeira prova
de sequentizac®, a qual foi feita por Girard e utili zava trips [Gir87]. Também analisamos a
evolugéo docritério de oorretude eda prova de soundress Um grande avancgo foi a témica
de Danos & Regnier [DR389]. A partir destes dais trabalhos, foram definidas as trips para os
N-Grafos e com elas descobrimos como construir 0s impérios.

Com o conceto de grafo D-R, surgiram outrostrabalhos na &ea Girard utili zou o novocri-
tério paraprovar a arretude das proof-nets com quantificadores de formamais Smples[Gir91].
Dess atigo vimos principa mente os lemas de nesting dos impérios. Houve também o traba-
lho de Bellin & van de Wiele, o qual utili zou o conceto de kingdans e aordem parcial criada
por eles para encontrar o nésplit [BvdW95).

Entdo Robinson generalizou a prova de sequentizac@ para sistemas que utili zavam o cri-
tério de Danos & Regnier, mas m links divergentes chaveareis [Rob0J. Embora eses tra-
balhos nos mostraram que uma boa dternativa seria adefinicd de uma ordem parcia para
encontrarmos o no split, essas abordagens ndo poderiam ser aplicadas integralmente aos N-
Grafos devido ao link de expansdo (divergente e haveavel).

Como os impérios e reinos desses dstemas, que ndo descem pela formula principal, ndo
eram suficientes para encontrarmos 0 né split nos N-Grafos, propamos a ntrapartida dos ja
conheddos impérios dessas proof-nets: 0 império dosul. Com €ele, introduzimos também o
conceto de império total e assm foi posdvel a definicdo de uma ordem parcial nos nés ndo
terminais (cumprindo o @pel dos kingdamns nos outros gstemas). Dessa forma, conseguimos
encontrar o né split.

Com essas novas estruturas chegamos ndo somente asequentizac@ para os N-Grafos, como
também a um novo método para redizarmos cortes predsos em provas. Da mesma forma
gue Robinson [Rob0J generdizou otrabalho de Bellin & Wielle [BvdW95] para obter um
método gral para sistemas que adotam o critério de Danos & Regnier, mas que adotam links
chaveareis apenas convergentes, nés estendemos a sua témica para glicéla asistemas com
links chaveaveis dos dois tipos de geometria: convergentes e divergentes.

Embora os links das proof-nets de Girard e de Robinson sejam inspirados nas regras do
cdculo de sequentes (os primeiros na MLL ~ e os ssgunda na l0gica dassca) e os dos N-
Grafos sgjam basealos na deduc@o natural, tornamos explicitas as Smetrias presentes entre
eles. Afinal, os trés adotam critérios de oorretude semelhantes. Dess forma tornamos mais
transparente aligaca entre eses dstemas de provas.

A partir dis agurs avancos nas N-Grafos podem estar proximos. Agoraque as emelhan-
¢casentre os gstemas estdo melhor evidenciadas, umainvestigaga nas provasde Girard e Bellin
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& Wielle para a @rretude das proof-nets para aprimeira ordem pocde revelar uma extensdo dos
N-Grafos para aldgicade predicados.

O estudo caumanova prova de sequentizac® paosshilit ouarevisdo daprova antiga: vimos
gue com o sistema completo (com aimplicag@), o teoremasplit antigo pode falhar nomomento
de cortar aprova a gerar subgafos de prova que ndo sdo N-Grafos. Verificamnos também que
0 teorema ndo garante a isténciade um cut branch pant, mesmo quando réo halinksiniciais
e nem finais cgpazes de dividir a prova. Este Ultimo caso funciona bem com a nova prova de
sequentizac@®. Porém, o estudo cestadissertacd® ndo inclui aimplicac®. Logo, um trabalhoa
ser feito é a orrecd daprovaorigina para o sistema completo.

Outrapesquisareladonada € arevisao daprovade corretude parao fragmento dos N-Grafos
Intuicionistas [QCdOdQdP13] a partir datémica ajui proposta. Assm como o trabalho para
os N-Grafos revelou varios aspedos interessantes vistos aqui, uma discussio na versao intui-
cionista pode traze bors resultados. O uso das impérios também pode revelar um estudo ds
ciclos e umaprovadanormalizac® mas smplesdosistemado qe a istente [AdOdQ11].

Jahdum estudo e verificac@® de grafos-de-prova em tempolinea [ACJOdQ13] etambém
a buscade um algoritmo de sequentizac®. Conforme goresentado ncs teoremas 4.3 € 4.6, €
possvel computar os impérios de uma formula en tempo linea. A ordenacé definida pelos
impérios totais pode ser Util para descobrir a ordem das derivagdes no cdculo de sequentes de
um N-Grafo.



APENDICE A

M apeamento de N-Grafos com um unico link para
o calculo de sequentes

Aqui reladonamos as regras do cdculo de sequentes, o qual foi propasto par Gentzen [ Gen64],
com os links dos N-Grafos. Inicialmente mostramos as regras do cdculo e depois exibimos
como mapea N-Grafos compastos por apenas um link paraderivagdes no cdculo de sequentes.

A.l Regras
Os squentes mais smples do cdculo, de onde partem as derivagdes, SG0 0s axiomas:
AFA

Os equentes maiores s80 formados aplicando-se & regras de inferéncia, que sdo divididas
em dois grupcs: as estruturais (TabelaA.1) e asl6gicas (Tabela A.2).

Enfraguedamento rea WL rea WR
« FAFA FEA A
Cortac AAFA - TEAAA

¢ L AFA FFA A
oo, P ABTEA TEAABAN
¢ FBATFA" TFAB AN
r-A A N
Corte ’ A cuT

M TEA, N

Tabela A.1 Regras efruturais.
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rAEA r.Bra r-AA  THBA
AABFAr T, AABFA’ FFAAB A
rLAFA  T,BEA r-AL resa
rAVBFA FFAVB, A Y TFAVB A2
r-AA  TBEY rAFB A
T, ASBFA AN -FA-B, A
reAL rAFEA
r,-AFA FE-A A

Tabela A.2 Regraslogicas

A.2 Derivagdes dos links dos N-Gr afos

Mostraremos como N-Grafos com apenas um link podem ser mapeados para derivagdes em
cdculo de sequentes. Este procedimento faz parte da prova do teorema 4.8. Uma vez que
grafos-de-prova formados apenas por um link de contrag® ou expansdo ndo sdo N-Grafos
(pois sus chaveamentos S0 desconexos), ndo sao feitos mapeamentos para esses links.

Conforme édito na prova do teorema, usamos £m perda de generalidade: T como AV —A
e L como AA-A, em que aférmula A pertence apremissaou a aonclusdo dolink em questéo.
Embora o cgpitulo 4 sejareferente a fragmento sem aimplicac®, como olink — —E é por si
s0 um N-Grafo, sua derivacé® também é goresentada (diferente do link — —1, o0 qual ndo é um
N-Grafo).

A rigor, na maioria das regras as formulas no cdculo de sequentes 9 podem ser operadas
guando estdo adjacentes ao simbolo “+". Porém, por questdes de simplicidade, as permuta-
¢Oes 90 omitidas. Logo, agumas operagdes s80 apli cadas a formulas que néo estdo juntas ao
turnstile.

Oslinks dos N-Grafos (exceto a contraga e a expansdo) sdo exibidos nas Figuras 3.2, 3.3,
3.4. Por conveniéncia, as duas arestas estdo aqui descritas. Eles estéo agrupados de forma a
ressltar asimetriado sistema.

AEA - AEA
AFAVB Y AABEA

TabelaA.3 v — ;= (A, AVB) e A—E; = (AAB,A).
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B-B _ BFB
BFAVB 2 AABEB

TabelaA.4 v —l,= (B, AVB) e A—E; = (AAB,B).

AEA AEA
AN-AFAT AFAV-A Y

TabelaA.5 | —enfragsimples=(L,A) e T —enfragsimples= (A, T).

AFA BFB AFA BF-B
A BFA ABFB _ AFAB BFAB
A BFAAB AVBFA B

TabelaA.6 A—1 ={(AAAB),(B,AAB)}ev—E={(AVB,A),(AVB,B)}.

AFA AFA
AFA - -
AAFA SAE-A s AFA A SAE-A
AFA —-A —AF A, -A " A -AFA A —AF —A =
AV-AFA —A A, —=AF AA—-A
TabelaA.7 ——1 = {(T,A),(T,~A)} e——E = {(A,L),(-A, L)}.
AEA AEA
AFA AFA A AFA A AFA
—— WL — L — WR — =R
A AFA -A AFA ~  AFAA AEA A T
AV -A, A A AEA, AA-A

TabelaA.8 T —enfrag.corvergente = {(T,A),(A,A)} e L —enfragdivergente = {(A,A), (A, L)}.

AFA BFB
A, A—BFB

—L

TabelaA.9 — —E = {(AB),(A— B,B)}.






APENDICE B

Corre spondéncia entre os critérios Danos-Regnier
e no shorttrip

Apresentamos aqui a prova do teorema 4.1. Ela ébaseada na prova feita por Danos-Regnier
[DR8Y], quando eles smplificaram o critério no shorttrip condtion, o qual envolvia o cha
veamento de todas os links times e par, para a ®nedividade e acclicidade de uma dass de
subgafos, os quais envolvem apenas os chaveamentos dos links par.

Antes de procedermos com a prova, definimos alguns concetos que serdo utili zados por
ela

Definicdo B.1 (Grafo D-R). Seja G um grafo de prova. Um grafo D-R de G € um grafo ndo
diredonado oliido a partir de G da seguinte maneira:

1. para calalink de contracdo, remover uma aesta;
2. para calalink de expansio, remover uma aesta;

3. para calavértice p e PREMIS(G) e c € CONC(G), adicionar nés v, e v, juntamente com
as arestas (vp, p) € (c,Vc). Caso 0 Vértice sgja uma premissa e @ mesmo tempo uma
conclusdo (um axioma), apenas um no (e a aesta corresponcente) deve ser adicionado.

Como os grafos D-R n&o sdo diredonados e o critério de rretude diz respeito a onec
tividade e adclicidade, a aicd de um n6 para cala premissa eum para cala conclusdo ndo
influenciam no critério.

Os pass para essociar cada grafo D-R de G aumafamiliade trips sdo definidos a seguir:

1. duficar cada aestado gafo D-R e aribuir a cala uma delas diregdes opostas;

2. escolher uma direc® L ou R para cala link conjuntivo convergente e para cala link
diguntivo divergente;

3. redizar atrip respeitandoas regras a seguir:

a0 chegar num link de contracio ou exparsao, segue-se pela aesta com a mesma
orientacé daqual chegou

a0 chegar num link conjuntivo convergente ou diguntivo divergente, a escolha da
aresta éfeitade amrdo com adire¢d escolhida: L ouR (Figuras 4.5 e 4.6).
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As escolhas para os links smples, os nés de premissas e 0s de conclusdes so imediatas.

Esss concdtos 80 mostrados na figura B.1. Inicialmente hd um grafo de prova com um
link de contrac@®. Em seguida é gresentado um grafo D-R: escolhe-se a aesta da esquerda da
contrac® e sdo adicionados 0s vértices p;, p, €c, cadaum com as auasrespedivas arestas. Na
ultima parte as arestas 50 dugicadas e é &ibida umatrip iniciada subindoem B com ambaos
os links conjuntivo convergente edigjuntivo divergente chavealos para L.

Fl P1 .
9 r JA
A\ Al Al A P2 6 Klzn x\JAl |

~>‘qul B A B \IAIII Bl

FiguraB.1 Grafo de prova, grafo D-R as®ciado e grafo com as aedaspara smular trips.

Notamos que aordem de visita das arestas corresponce alongrip obtida quandotodcs os
links do gafo de prova sdo chaveados para a esquerda:

BA? By, A|/}| ) Al/\7 Ay, Aﬂ? A\/A/\7 AV Ay, Ay, Ainv, AANBy, AN BA? B"

Algumas visitas da particula natrip sdo simuladas por duas arestas do grafo. Por exemplo,
atrip comeca en B", movimento que érepresentado pela aesta 1. Porém, o movimento B,
é anulado pelas arestas 2 e 3. O mesmo ocorre cm A}, 0 qual éredizadoem 4 e 5. Logo,
notamos que cala movimento datrip pode ser simulado pa umaou dues arestas.

Conforme foi afirmado antes, os nés de premissas e aonclusdes adicionados ndo influem na
conedividade enem na agclicidade. Eles s50 apenas um artificio para simularem astrips em
premissas (Figura 4.2) e conclusdes (Figura4.3).

O grafo D-R dafigura é cpazde ssmular umafamiliadetrips: basta dterar os chaveamen-
tos dos links conjuntivo convergente edisuntivo divergente. Portanto, ele representa todas as
tripsem que o link de contrac® esta chaveado para a esquerda.

Logo, para provarmos que o critério de corretude dos N-Grafos (todcs os chaveamentos
devem ser arvores) é gjuivalente a no shorttrip, basta mostrarmos que, dado um grafo D-R,
ele é adclico e amnexo se esomente setodas as suastrips asociadas s8o longrips. Procedemos
agora mm a prova.

Demonstracao.

* Ida. A prova éfeta pela contrapositiva: se o grafo for ciclico ou desconexo, entdo
ha dguma shorttrip. Considere que o grafo possuaum ciclo. Entéo € pasdvel criar uma
shorttrip passando pelas arestas dupi cadas dos vérticesdociclo (e possvelmente por nés
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de premissas e conclusdes), poisaordem de visitadas arestas segue os chaveamentos dos
links. Se o grafo for desconexo, a obtencdo de uma shorttrip é€ imediata.

* \olta. A prova éfeitapor indug&o no nimero de nés (incluindo cs de premissa e @nclu-
sdo adicionados). Se o grafo é uma &vore, entdo existe um n6 com apenas uma aesta
incidente a de.

1

Caso base: o grafo posaui apenas dois nés. Como sempre alicionamos um né para
a onstrucéo do gafo D-R, o caso base mnsiste de dois vértices. Entdo ele repre-
senta um axioma. Logo, ndo ha shorttrip, poisaunicatrip posdvel éA", A, A",

Ha um no6 comgrau unligado a uma premissa de um link de e)pansdo. Remova a
premiss e a aesta incidente a éa a conclusdo da expansdo passa aser uma pre-
missa. O grafo resultante poswui um né amenacs. Logo, pela hipdtese de indugéo,
todas astrips no grafo restante séo longrips. Mas atrip no gafo completo corres-
ponce aumatrip no gafo menor juntamente com os dois movimentos da premissa
da expansdo. Logo, todas as trips obtidas s8o longrips.

Ha umno comgrau umligado a uma conclusdo de umlink de contracéao. Este cao
€ analogoao 2: removemos a anclusdo da mntracd® e apremissadolink passa a
ser uma conclusdo do gafo menor.

Ha umn6 com grau un ligado a uma premissa v de um link simples. Removemos
v, 0 N6 ke premissa esnciado av e & duas arestas incidentes a de (a aonclusdo do
link simples passa aser uma premissano gafo menor). Astrips no gafo original
corresponcem a: descer por v para a ®nclusdo dolink simples, rediza atrip no
grafo menor, subir da conclusdo dolink ssmples atév. Pela hipdtese de indugéo, as
trips associadas ao grafo menor sdo longrips, pois o grafo menor também é uma
arvore. Portanto, astripsno grafo original também sdo longrips.

Ha um n6 com grau um ligado a uma conclusdo v de um link simples. O mesmo
radocinio de 4 aplicado a uma conclusao.

Ha um n6 com grau um ligado a uma premissa v; de um link conjuntivo corver-
gente. Sgjam v, e v, aoutrapremissa e a onclusdo dolink conjuntivo convergente,
respedivamente. Removemos as arestas do link: (vi,Vc) € (v2,v;). Como o gafo é
adclico e amnexo, o grafo resultante posaui trés comporentes adclicas e anexas:
uma comporente formada gpenas por v; (e seu N6 e premissa), uma auja conclusao
€V, e aoutra auja premissa év.. Umatrip no gafo original com o link conjuntivo
convergente chaveado para L corresponck adescer dev; atév,, visitar a comporente
de v, subir de v, parav,, visitar a comporente de v, e descer por v, e subir por vy
(Figura 4.5, lado esquerdo). Pela hipdtese de indugéo, as trips das comporentes de
V¢ €V, S0 longrips. Logo, qualquer trip com o link conjuntivo convergente chave-
ado para L também serd uma longrip. O caso do chaveamento para R € andlogo.
Portanto, todas as trips associadas ao grafo original sdo longrips.

Ha umnécomgrau unligado a uma conclusdov; de umlink disuntivo divergente.
O procedimento segue do caso 6.
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8. Ha umno com grau umligado a uma premissa v de um link disuntivo divergente.
Entdo ha trés arestas incidentes ao né dgjuntivo divergente: o vértice da premissa
(com grau um) e & duas conclusdes. Remova o Vértice de premissa, 0 nOv e
as trés arestas incidentes a de. Ent@o essas remogdes geram duas arvores (caso
contrario, o grafo original ndo seria adclico e mnexo). Logo, umatrip no gafo
original consiste dastrips em cada umadas componrentes, mais a orientaca dolink
disjuntivo divergente (L ou R), mais avisita av (com o seu no e premissd). Pela
hipdtese de indugéo, as trips asociadas as duas comporentes menores S50 longes.
Portanto, as corresponcentes trips no grafo original também sdo longes.

9. Ha um n6 com grau um ligado a uma conclusdo v de um link conjuntivo corver-
gente. Este caso é simil ar ao anterior.

O



APENDICE C

Construcaodo império do norte por meio detrips

Apos definir os empires por meio detrips, Girard mostra como eles s5o construidos de a®rdo
com os linksdaMLL ~ (Fatos 2.9.4, [Gir87]). Aqui provamos como 0s impérios do nate sdo
construidos nos N-Grafos (teorema 4.2).

Demonstracao.

1. AceAr.
Trivial peladefinicéo de empires.

2. Sef for umlink simpleseY € eA", entdo X € eA".
ComoY € eA", Y" eY, estdo nointervalo A",...,A,. Umavezque X, ocorre imedia
tamente antes de Y, e X, logoapds Y, (Figura4.4), X, e X, também estdo nointervalo
AN LA, Portanto, X € eA".

3. SeZX for um link conjuntivo convergente ez € eA", entdo X,Y € eA.
Considereumatrip em que £¥ esti chaveado paraL.. Como X, ocorre noinstante anterior
aZ,, Y" no momento seguinte az" (Figura4.5) e Z € eA", X, e Y" estdo nointervalo
AN LA

AgorasuponkaqueY, e X" ndo estdo em A",... A,. Umavezque Z € eA", ha duas pos-
sibili dades para uma trip partindo ce A" acancar o link em questéo: ou chega primeiro
em Z", ouem X,. Observe que Z" e Z, devem ficar dentro de A",... A, (poiSZ € eA"),
masY, e X" ndo (essa esupasi¢ao).

forade eA"

A A VA - A VA
AN, 2N YN, Xy, Ly, Ay, Y, XY A
1 2 3 4 5

forade eA"

A A WA - A VA
AN o Xy, Ly, e, 20X A, Y, XD A
1/ 2/ 3/ 4/ 5/

Se dterarmos apenas o chaveamento de Y para R e mantivermoso dos demais, obtemos
em cada caso (os trechaos em reticéncias enumerados igual mente sdo comuns a anbas as
trips):

I AN, 2N XA, AN
1 5

77
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foradeeAA
AN, X YN A Y, 2y, 2N XN AN
~—~ N~ \,./ ~ ~—~
g 3 q 2 5

Nas duas possbili dades existe contradi¢cddo. Na primeira € gerada uma shorttrip no N-
Grafo. Ja na segundh Z" e Z, sdo visitados fora do intervalo AY,... A, mas Z c eA".
Logo asupcsicédo de que Y, e X" estéo foradointervalo A", ... A, quando olink esta
chaveado para L de ser falsa. Portanto, quando olink esta chaveado para esquerda, as
duas entradasde X eY sdo visitadasem A",... A,.

De forma andloga, provamos que is também ocorre quando olink esta chaveado para
direita e @3m X,Y c eA".

. Se & for um link disjuntivo divergente eY € eA" (ou Z € eA), entdo X € eA’.

Provaremos o caso em que Y € eA" (0 de Z € eA" € andogo). Considere umatrip em
que % esta chaveado para L. Como X, ocorre imediatamente antes de Y, (Figura 4.6)
eY e eA", entdo X, esta nointervalo A", ... A,. Predsamos mostrar que is também
ocorre aom X”.

Supontaque X" estaforade A",... A,. JaqueY e eA", existem duas posshili dades para
umatripiniciada en A" chegar nolink: ouatinge primeiro Y, ouX,. Nessatrip as duas
entradas de Y devem ser visitadasem A",... A, (POiSY € eA"), mas X" ndo (Supasi¢én).

forade eA"
A A A A A
LAY, YN Zos X Yo A 2 XD A
1 2 3 4 5
foradeeAA
o A
AN, o X, Yoy YN Zy Ay, 70X AN
l/ 2/ 3/ 4/ 5/

Se mudarmos apenas o chaveamento de %, paraR e mnservarmoso dos demais, é gerado
em cada caso (os trechos em retlcenuas marcados igualmente sdo comuns a ambas as
trips):

LAY, YN XA, AN

1 5
foradeeAA
Ay A o
” AA,\/ X\/7 Z\/M 9 A\/, Z Y\/, ,Y , X S e s A/\
1 3 4/ 2! [

Chegamos a mntradi¢cédo nos dois casos. O primeiro representa uma shorttrip num N-
Grafo. No segundoYy, e Y sdo visitados fora do intervalo A",...,A,, masY € eA".
Portanto, a supasicéo de que X" estaforade A, ..., A, quando olink estéa chaveado para
L deve ser falsa. Concluimos que quando olink esta chaveado para esquerda, as duas
entradas de X so visitadasem A", ... A,.
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Se % estiver chaveado para R, é imediato que X" estd no intervalo A",...,A,. Entdo

supamos que X, esta fora eprocedendo ce forma semel hante também chegamos a uma

contradicdo. Logo, X € eA™.

. Se 2 Xcl xc for um link de expanséo e X, X, € eA", entéo X, € eA”.

Seo link estiver chaveado paral, X, , ocorrerdimediatamente antes de X,,, € X," depois

deXcl (Figura4.8). Dado qe X, € eA", nocaso L temosque X, € X" estdo nointervalo

AN Av

Quando 35— esta chaveado para R, X;,, € visitado nomomento anterior a X, € Xy"
1

no pasterior a X, (Flgura4 8). Umavezque X, € eA", aqui Xp, € X," também séo
visitadosnointervalo A*,... A,. Portanto, X, € eA”.

. Se x”lxcx”z for um link de contragédoe X € eA”, entdo X;,, X, € eA”.

Segjaumatrip em queolink esta chaveado para L. Visto que X,,,, € percorrido logoantes
de X., Xp," depoisde X" (Figura4.7) e X; € eA", as duas entradas de X, sdo visitadas
nointervalo A",... A, .

SuponfaqueX,,,, eXp," estdo forade A", ..., A,. Como X; € eA", ha genas duas possbi-
lidade paraumatrip iniciada en A" chegar em %: OU passa primeiro pa X, ou pa
Xp,,- Em ambos os casos as entradas de X sdo visitadas dentro dointervalo A*,... A,
(paisX; € eA") e as de X, fora (essa € asupasicép).

forade eA"
A S OAA
I A XC Xp1 N Xpl\/7 XC\/7v A\/7v sz\/7 sz N A
1 2 3 4 5
forade eA!
A, A S OAA
I A Xpl\/7 X()\/7 XC Xp1 N A\/7v sz\/7 sz N A
1/ 2/ 3 4 5

. X, X .
Ao alterarmos apenas o chaveamento dolink =2~ para R e conservarmos o dos demais,
obtemos em cada caso:

I AN, XD, XpZA, oo, AN
1 5
foradeeAA
A A A
A", s Xp1ys Xp1 , s A Xy Xcv, , X, sz e, A
1/ 3/ 4/ 2/ 5/

Ambas os cendrios levam a contradicdo. O primeiro € uma shorttrip num N-Grafo. No
segundoX. évisitadoforadointervalo A, ... A, . Todavia, X. € eA". Portanto asuposicéo
de que as duas passagens por X, séo feitasforade A", ..., A, quando olink esta chavealo
para L deve ser fasa
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No caso em que X"l&xpz esta chaveado para R, € imediato que Xp,, e Xp," estéo den-

tro de A",...,A, (Figura4.7). Se supusermos que & duas entradas de X,, estéo fora de
A", ..., A, procedemos anal ogamente etambém chegamos a contradicéo. Logo, Xp,, X, €
eA’.

. Sef for um link simples, X # AeX € eA", entdoY € eA".

Como X € eA", entdo X" e X, estdo nointervalo A*,...,A,. Uma vez que Y, ocorre
imediatamente antesde X, eY,, logoapas X, (Figura4.4), entéoy, ey, também estdo no
intervalo A", ... A,. Portanto, Y € eA".

. Se £Y for um link conjuntivo convergente, X £ A#£Y e X € eA" (ou Y € eA"), entdo

ZeeA\.

Aqui provaremos o cenario em que X € eA". O deY € eA" € semehante e pode ser
fadlmente construido a partir do primeiro. Sejaumatrip em que ¥ esta chaveado pera
L. Como Z, é visitado justamente depois de X, (Figura4.5) e X € eA", Z, é percorrido
emA”, ... A,

Suponta que Z" esta fora de A",...,A,. Umavezque X € eA", uma trip partindo e
A" poce dcanca o link de duas maneiras: passando pimeiro pa X, ou pa Y,. Em
ambos 0s casos, as duas entradas de X devem estar em A" ... A, (poisX € eA") e Z" fora
(Supceicén).

forade eA"

A A
LAY, o X Zys e Yo XA Ay 2N Y AN
1 2 3 4 5

fora de eA

/\ /\
” A/\7\"f'/7 Y\/, X/\, X\/, Z\/, A\/,v Z Y A/\
1 2! 3 a4 5

Modificandoapenas o chaveamento de % paraR e preservando o de outros links, che-
gamos as sguintestrips:

AN o Xy, YA, AN
~~ ~~
1 5
foradeeAA
A /\ A h
1AM, Yy, Zy, . A\/, , 2N X X, YA AN
v 3 4 o 5

Aqui também encontramos contradicdo em ambos os cenarios: uma shorttrip € uma
trip em que & duas visitas a X séo feitas forade A",... A, embora X € eA". Logo, a
supasicéo inicial de que z" era percorrido fora de A",..., A, quando £Y estd chavealo
para L deve ser fasa

O caso do chaveamento para direita é smétrico: vemos fadlmente que Z" esta en
AN A, (pais é visitado antes de X" e X € eA") e asupasicdo de que Z, esta fora
leva auma contradicdo de forma semelhante. Portanto, Z € eA™.
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Se & for um link disiuntivo divergente, X #AeX € eA", entdoY,Z € eA".
Provaremos queY € eA" (aprovadeZ € eA" ésimétrica). Considere umatrip em que <%
esta chaveado para L. Visto que 'y, é visitado nomomento seguinte aX, (Figura4.6) e
X eeA\, Y, estaan A, ... A,.

Suponta que Y” ndo € percorrido em A",...,A,. Como X € eA", umatrip iniciada en
A" pocde chegar nolink pela primeiravez por dois locas. ou atinge primeiro X, ou Z".
Independente dis, X, e X" devem ser vistadosem A" ... A, (pois X € eA"), mas Y
Nn&o (Supasicao).

fora de eA"

g A
AN, o X, Yoo, 2N XA A, YN, 2y, AN

fora de eA"

N A A A A
AN 2N XN o X Yoo A Y Z A
1/ 2/ 3/ 4/ 5/

Mudandoapenas o chaveamento de %, paraR e mantendo o des outroslinks, as sguintes
trips séo geradas:

I AN, L Xy, 2y, AN
1 5
foradeeAA
AXA,
AN, .., ZN Yy, ..., Ay, ..., YN X Xy, 2y, AN
1/ 3/ 4/ 2/ 5/

Ambas as trips levam a contradicéo. A primeira éuma shorttrip e na segunda X" e X,
sdo percorridos forade A", ... A, (entretanto X € eA"). Portanto, a supasicéo inicial de
queY” évisitadoforade A",..., A, quando % estd chaveado pera L deve ser falsa

O caso em que o link estéa chaveado paraR € andloga € garantido que Y é visitado em
AN A, (poisele épercorrido antesde X" e X € eA") e se supusermos que 'Y, estédfora
de A", ... A/, chegaremos & mntradicéo de forma semelhante. Portanto, Y € eA”.

Se xcl Xc2 for umlink de e<pan§ao Xp 7éA eXp € eA", entdo Xcl,xC2 € eA",

A e visitado
imediatamente antes de X", X, apéls szv (Figura 4.8) e X, € eA", as duas entradas de
X, S80 percorridasem A™,... A.

Suponfaque X," e X,,, estéo forade A", . Av Como Xp € eA, haduas possbili dades
para umatrip partindo ce A" chegar nolli nk . passando primeiro par Xp,,, ou pa
X:,". Nos dois casos temos X, € X" nomtervalo AN LA (pOisXp € eAY), mas X, e
X" fora(essa € asuposicén).
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foradeeAA
A
I A 9\ ) Xp\/7 XC1\/7 XC1 7Xp I ) A\/h P XCg 7XC2\/7 7A
1 2 3 4 5
foradeeAA
” A/\v\ R Xp 7 Xp\/7 XC]_\/7 A\/7 XCZ ) sz\/: 9 A/\
1/ 2/ 3/ 4/ 5/
seguintestrips sdo produwzidas:
| AN s Xoys Xy A
l 5
foradeeAA
” A/\ XC1 9 XC1\/7 A\/7 XCg 7Xp 7 va, XCZ\/M ) A/\
1/ 3/ 4/ 2/ 5

Os dois casos chegam a contradicdo: uma shorttrip e umatrip em que a duas entradas
de X, sdo percorridas fora de A",...,A,, ainda que X, € eA". Concluimos entéo que
a supcsicép inicial de que X" e X, estéo fora de A",...,A, deve ser falsa e &sm
X, € eA". A provade X, € eA" é simétrica iniciamos com o link chavealo para direita,
supamos que X, e X, estéo fora de A",...,A,, mudamos o chaveamento para L e
obtemos uma contradi¢éo.

Se X"lxcx"z for um link de contragao, Xp, # A # Xp, € Xp,, Xp, € eA”, entdo X; € eA”.
Numartrip em que XmXCsz esta chaveado para L, X, sera percorrido noinstante anterior
aXp, eX" no paterior a X,," (Figura4.7). Dado que X, € eA", entdo aqui as duas
entradas de X serdo visitadasem A", ... A, .

Quando olink estiver chaveado para R, como X, € eA", usando 0 mesmo radocinio,
também temos que X, e X" estardo nointervalo A",...,A,. L0ogo, X. € eA".

O
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Teorema split

De amrdo com o que foi visto na se¢d 5.1, o caso mais dificil para aprova de corretude
origina dos N-Grafos ocorre quando todas os links iniciais S50 disjuntivos divergentes e 0s
finais conjuntivos convergentes. Vimos que o primeiro N-Grafo da Figura 3.10 ndo posaui
nenhum link com a propriedade split.

Um exemplo diferente pode ser visualizado naFiguraD.1. Nele ndo podemos remover ne-
nhum link conjuntivo convergente final, pois ssmpre obtemos apenas duas comporentes (seria
predso 3 comporentes, conforme foi visto para os outros casos com links conjuntivos conver-
gentes e com os digjuntivos).

(-AAZ)VB

ﬁAAZ /\ —lA/\Z
A B
FiguraD.1 N-Grafo de (-AAZ)V B, AVBFB, BAZ.

O link inicial {(AVvB,A),(AVB,B)} também ndo serve, pois da extrac® produz goenas
duas comporentes. Todavia, o ouro link inicial convergente (o que posali (-AAZ) VvV B como
premissa) apresenta apropriedade split.

Um caso diferente surge na Figura D.2: ha um link conjuntivo convergente final com a
propriedade split. Além dis, o T — link inicial também serve para quebrar o N-Grafo. Vemos
entdo gque, caso o link split exista, ele ndo predsa ser Gnico (como vimos, pode haver um final
euminicia).

Mas como ficam os casos em que o N-Grafo ndo posaui links split? A outra forma de
cortar a prova épor meio de um cut branch pant. Se um N-Grafo apresenta um vértice mm
essa caaderistica entéo é posdvel dividi-lo em duas partes: uma aéma do Vértice (contendo

83



84 APENDICE D TEOREMA SPLIT

AV B

d

|
(AVC)V

N .
~ ”
~ L d
~ .
~ .
~ L
~ .

Y

-D D (AVC)V (BVC)

N

DA(AVC)V (BVC)

C BVC
(BVC) (AVC)

.

A
(BVC)

L Ee—<€e—m

FiguraD.2 N-Grafo e AVBF =D, DA(AVC)V (BVC).

0 cut branch pant como conclusdo) e outra éaixo (0 vértice mmo premisss). Essas duas
subderivagdes ndo posiem nenhuma aesta entre das. Caso contrario, o N-Grafo original
teria dgum ciclo invadido. Em casos como ess (Figura D.3), encontramos uma derivac@®
em cdculo de sequentes para 0 N-Grafo com o seguinte procedimento (sga X o rétulo docut
branch pant):

1. como a comporente superior, aqual tem X entre suas conclusdes é menor que N-Grafo
original, use ahipdtese de indugdo para obter umaderivacé para da;

2. facao mesmo para a @mporente inferior (aque posali X entre suas premissas);

3. aplique aregrado corte entre & duas derivagdes anteriores.

Apresentaremos agora 0 teorema provado pa de Oliveira que demonstra que sempre €
possvel quebrar um N-Grafo cujo todas os links iniciais s8o disjurtivos divergentes e todos
os finais 80 conjuntivos convergentes. Espedficamente no teorema aaixo, “caminhd’ ira se
referir a uma sequéncia distinta de vértices vy, ..., v, eém que, para cala 1 <i < n, temos que a
aresta (vi,vi;1) pertence a grafo (ou sga, um caminho dredonado).

Teorema D.1 (Teorema split [dO01]). Sga G um N-Grafo cujo todo link inicial é disuntivo
divergente etodolink final é conjuntivo convergente. Entéo G apresenta:

1. dgumlinkinicial disuntivo divergente com a propriedade split ;
2. ouagum link final conjuntivo convergente aom a propriedade split ;
3. ouagum cut branch pant.

Demonstracao.
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AVA

(AVA)A (AVA)

FiguraD.3 N-Grafo de AV A (AVA)A(AVA).

* Sga{(u,v1),(u,v2)} um link inicial diguntivo divergente de G sem a propriedade split.
Ent&o v; e v, estdo conedados por outra maneira, além da cnex&o dolink em questéo.
Como os chaveamentos de G sdo adclicos, essa conexao deve posalir um link completo
de oontragé ou e expansio.

a)

b)

Ha umlink de contrac@o {(sy,t), (s,t)}. Ent&o existe um caminho ousemi-caminho
de anbosv; e v, parat. Mas, como G ndo pasali link final de cntrac®, entéo ele
posaui um link final conjuntivo convergente {(x1,y), (X2, y)} tal que:

1. hdum caminho cet para gpenas umadas premissas do link (x; oux);

2. ou PAum caminho cet para anbas as premissas do link (X, e xp).
No caso al o link final apresenta a propriedade split, caso contrério G posaliria
algum chaveamento ciclico. Pelo mesmo motivo, no caso a2 t deve ser um cut

branch pant. O caso al estailustrado nes Figuras D.2 e D.4, enquanto que 0 caso
a2 naFiguraD.3.

Ha umlink de exparnsdo {(s 1), (s,t2)}. Entdo agui temos um caminho ou um semi-
caminho cev; e, paras. Dado ge G ndo tem link inicial de expansdo, ele gre-
senta dgum linkinicial diguntivo divergente {(x,y1), (X, y2)} tal que:

1. hdum caminho ce gpenas uma das conclusdes (y; ouy,) paras;
2. ou PAum caminho ce anbas as conclusdes (y; ey,) paras.
No cenarioblolinkinicia {(x,y1),(x Y2)} tem apropriedade split, em caso negativo

teriamos um ciclo invdlido em G. No caso b2 concluimos que s é um cut branch
point. AsFiguras D.1 e D.5 sdo exemplos dos casos b1 e b2, respedivamente.
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NS

AAB -AVvV-B -AVv-B T

e /\x

NS

(=AV—-B)AD

FiguraD.4 N-Grafo de- AAB, (-AvV —-B)AD, —D.

* Sga{(ug,V),(uz,v)} um link final conjuntivo convergente de G sem a propriedade split.
Entdo u; e u, estdo ligados de outra forma dém da wnexdo dolink em questdo. Entdo
essa nexao deve goresentar um link de contrac@® ouexpansdo completo, pois todas os
ciclos de G sdo vdlidos. Veremos cada um desses casos sparadamente.

a)

b)

Ha um link de ntragdo {(s,t),(s,t)}. Existe um caminho ou um semi-caminho
det parau; e u,. Desde que esz link de contrac@® ndo pock ser final, deve haver
um link final conjuntivo convergente {(xy,y), (X2, y)} tal que:
1. existe um caminho cet para exatamente uma das premissasdo link (x; ouxy);
2. ouexisteum caminho cet para anbas as premissasdolink (x; e xy).
Como G é um N-Grafo, em al concluimos que o link fina {(x1,y),(%2,y)} tem a

propriedade split (Figura D.4) e no cen&rio a2 o vérticet € um cut branch pant
(FigurasD.6eD.5).

Ha um link de expansdo {(s,t1),(s,t2)}. Aqui deve haver um caminho ou um semi-
caminho ce s parau; e up. Contudo, ess link de expansdo ndo pock ser inicia e
portanto G posaui um link inicial diguntivo divergente {(x,y1), (X, y2)} tal que:

1. hdum caminho ce genas uma das conclusdes (y; ouy,) paras;

2. ou PAum caminho ce ambas as conclusdes (y; ey,) paras.
Uma vez que todcs os chaveanentos de G sdo arvores, no caso bl o link inicial

{(x,y1), (X, y2)} apresentard apropriedade split (FiguraD.1) e en b2 0 ndséum cut
branch pant (FigurasD.3eD.5).

O
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(=ANZ)V (-ANZ)

-AANZ -ANZ

. L4
- L4
A L4

‘QB'
-ANZ

—|A/\Z /\ ﬂA/\Z

4L BAZ

FiguraD.5 N-Grafo de (~AAZ)V (-AANZ), AVBFBAZ.

T T
A B —-A -B
AANB -AV B -AV B
q1 £
-AV B

L Y
-AV —-B —-AV —-B
(=AV-B) A (-AV —B)

FiguraD.6 N-Grafo de- AAB, (-AV —=B) A (-AV —B).
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