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N-Grafosé imperialista: vocêtenta fugir, masele te conquista.
N-Grafosénazifascista: teoremas se escondem e vocêseguesuaspistas.

N-Grafosépós-moderno: édedução natural, mas ésimétrico.
N-Grafoséuma abobrinha: suasderivaçõesparecem sopa de letrinhas.

—HUMBERTO GESSINGER (Adaptado deSopadeLetrinhas)





Resumo

Desdequeproof-netsparaMLL− foram introduzidaspor Girard, váriosestudos foram realiza-
dosnaprovade corretudedessesistema. O primeiro critério foi o noshorttripcondition: Girard
usou a noção de trips para definir impérios e provou que se todas as fórmulas terminais numa
proof-net R forem conclusões de links⊗ ou de axiomas, então pelo menos um link terminal ⊗
divideR em duaspartes (a conclusão deste link é chamadade “nó split ” ).

Outroavanço naprovade corretudedeproof-netsfoi obtido pelaintrodução deum novotipo
desubnets. Umavezque anoção de reinos foi introduzida, Belli n & van deWieleproduziram
uma eleganteprovadoteoremadesequentização utili zando propriedades simplesdassubnetse
mostrandocomo encontrar o nósplit . Todavia, estas abordagens não se aplicam integralmente
aos N-Grafos, umavezque anoção de reinosnão épossível deser empregada.

Não obstante, a necessidade de identificar o nósplit está no coração da prova da sequenti-
zação. Então, usamos alguns resultados obtidos para as proof-nets e apresentamos uma outra
abordagem para chegar à prova da sequentização para os N-Grafos. Usandoa noção de sub-
provas, definimos o império do norte, o dosul e o total (whole empire) de uma ocorrência de
fórmula A. Com isso, além da apresentação de uma novaprovade corretude para os N-Grafos
(sem o conectivo→), também édado um método generalizado para realizar cortesprecisosem
provas.

Palavras-chave: N-Grafos, dedução natural, cálculo desequentes, MLL−, subnets.
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Abstract

Sinceproof-nets for MLL− were introduced by Girard, several studies have been made on its
soundnessproof. The first correctnesscriterion was the no shorttrip condition: Girard used
trips to define empiresand proved that if all terminal formulas in aproof-net R are conclusions
of timesor axiom links, then there isat least oneterminal li nk⊗ which splitsR (the conclusion
of this link isnamed “split node”.

Another advancein proof-nets soundnessproof was achieved by the introduction of a new
typeof subnets. Oncethenotion of kingdomswasintroduced, Belli n & Van deWieleproduced
an elegant proof of sequentialization theorem using simple properties of subnets and showing
how to find thesplit node. However, these approachesdo not fully apply to N-Graphs sincethe
notion of kingdomsis uselessfor thesystem.

Notwithstanding, the need to identify the split node is at the heart of the proof of the se-
quentialization. So we need another approach to perform the sequentialization for N-Graphs
using the notion of subproofs: we will define the north, the south and the whole empires of a
formula occurrenceA. With this, besides the presentation of a new proof of soundnesscriteria
for N-Graphs (without the→ connective), we also give ageneralized methodto make surgical
cuts in proofs.

Keywords: N-Graphs, natural deduction, sequent calculus, MLL−, subnets.
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CAPÍTULO 1

Introdução

1.1 Motivaçãoeobjetivo

Váriasprovasde corretude apresentadaspara asproof-netsparaMLL− apresentam em comum
o conceito de subnets: fragmentos de uma derivação válida eque também são provas válidas
[Gir87, Gir91, BvdW95]. De modosemelhante, o cálculo de Robinson para alógica clássica
também adotao critério deDanos& Regnier eutili za anoção subnetspara aprovade corretude
[Rob03].

Entretanto, isso não ocorrenosN-Grafos. Emborao sistema adoteum critério de corretude
semelhante, não há os conceitos de império e reino de uma ocorrência de fórmula. Por essa
razão, o teoremadesequentização apresentaum formato diferentenabuscapor um nósplit .

Essetrabalho propõe adefinição desubderivaçõesnosN-Grafos: os“sub-N-Grafos” . O ob-
jetivoétornar maisevidentesasconexõesentreosN-Grafose ateoriadasproof-nets. Conforme
serádiscutido no decorrer do texto, a abordagem existentenão podeser aplicada integralmente
ao sistema.

Então apresentaremos um novoconceito de subderivações, o qual nos fornecerá um novo
método para realizarmos cortes em provas. Esse procedimento é facilmente extensível para
qualquer sistema que utili zeo critério de Danos & Regnier e apresente links chaveáveis con-
vergentese divergentes.

1.2 Organização

No capítulo 2 vemos o que são proof-nets para o fragmento MLL−: estudamos o primeiro
critério de corretude e aprovade sequentização feitas por Girard em seu artigo de lançamento
da lógicalinear [Gir87]. Acompanhamosa evolução dasprovasde corretude: o uso desubnets
feita por Belli n & van de Wiele [BvdW95] e ageneralização realizada por Robinson [Rob03].
Também atentaremospara a contribuição deDanos& Regnier [DR89].

Em seguida, no capítulo 3 apresentamos o sistema de provas para alógica clássica com o
qual trabalhamos aqui: os N-Grafos [dO01, dOdQ03]. Eles apresentam uma solução para a
falta de simetria da dedução natural e suas provas são abordadas por uma perspectiva geomé-
trica: o critério de corretude éo de Danos & Regnier e asua prova de sequentização utili za
um teorema split de forma semelhante às proof-nets de Girard. No final há uma introdução à
verificação deprovasparaum fragmento dosistema.

Depois, nocapítulo4 édefinido oconceito desubderivaçõesválidasnum N-Grafo (conceito
análogoao desubnetspara asproof-nets) utili zandoalgumasideiasvistasnocapítulo dasproof-

1



2 CAPÍTULO 1 INTRODUÇÃO

nets e apresentamos uma nova prova de corretude, a qual nos forneceuma nova maneira de
realizar cortesnas provas.

No capítulo 5 o novométodo é comparado com o teorema split já existente e são estu-
dadas formas de cortar os N-Grafos em derivações menores. No capítulo 6 apresentamos as
considerações finaise sugerimosalguns trabalhos futuros.



CAPÍTULO 2

Proof nets

2.1 Introdução

A lógica linear foi introduzida por Girard noseu famoso artigo [Gir87]. Algumas caracterís-
ticas que adiferenciam da lógica clássica são: as regras estruturais são limitadas (apenas a
permutação não é alterada), é feita adistinção entre conectivos aditivos e multiplicativos (as
regras estruturais na lógica clássica eliminam essa diferença), é empregada uma nova aborda-
gem para anegação (o conectivo é involutivo, mas ainda assim a lógica é construtiva) e são
adicionados os exponenciais (os quais permitem as regras de contração e enfraquecimento de
maneira controlada).

Aqui estamos interessados no estudo das proof-nets, a “dedução natural do cálculo de se-
quentes linear” [Gir87] (p. 33). Mais especificamente, estudamos o critério de corretude e
a prova de sequentização. Esses conceitos são importantes para a nova prova de corretude
baseadano estudo desubprovasdosN-Grafos que é apresentado nocapítulo 4.

2.2 Proof nets para lógica linear

As proof-nets permitem o estudo das provas na lógica linear por uma perspectiva geométrica.
A parte mais interessante delas compreende o fragmento composto apenas pelos conectivos⊗

(“ times” , a conjunção multiplicativa) e℘ (“par” , a disjunção multiplicativa). Esse fragmento
é chamado de lógica linear multiplicativa sem constantes, ou simplesmente, MLL− (do inglês
multiplicativelinear logic eo “-” representa a ausênciadasconstantes).

Asprovas são representadaspor “estruturasdeprovas” , asquais são formadaspor ocorrên-
cias de fórmulasepor links. Estespodem ser dos três tiposaseguir:

A A⊥
A B
A⊗B

A B
A℘B

(2.1)

O primeiro deleséo link de axioma: elenão possui nenhumapremissa, masapresentaduas
conclusões (A e A⊥). O próximo é o link times: duas premissas (A e B) e uma única conclusão
(A⊗B). O terceiro é o link par e ésemelhante ao segundo: sua únicadiferença é a conclusão
(A℘B). A rigor existe também o link da regra do corte, o qual funciona semelhante ao times.
Porém, como sempre épossível encontrar uma proof-net equivalente sem o link da regra do
corte [Gir87], não o abordamosaqui.

Os sequentes são considerados sem fórmulas do lado esquerdo. Portanto, Γ ⊢ ∆ deve ser

3



4 CAPÍTULO 2 PROOF NETS

escrito como ⊢ Γ⊥, ∆1. Outra restrição, masque também não limitao poder docálculo, éque a
negação deve ser aplicada apenas a átomos. Ela édefinida pelo conjunto de equações das leis
deDeMorgan exibidoaseguir:

A⊥⊥ ≡ A (A⊗B)⊥ ≡ A⊥℘B⊥ (A℘B)⊥ ≡ A⊥⊗B⊥ (2.2)

Com os sequentes restritos a apresentarem fórmulas apenas do lado direito, as regras dos
operadores são reduzidas pela metade, pois não há regras para o lado esquerdo. As regras
correspondentesaos três linksdas proof-netsparaMLL− são:

⊢ A, A⊥ ⊢ A, Γ ⊢ B, ∆
⊢ A⊗B, Γ, ∆

⊢ A, B, Γ
⊢ A℘B, Γ

(2.3)

Definição 2.1 (Proof-structure). Uma estrutura de prova (do inglês proof-structure) é formada
por doiselementos:

1. um conjunto não-vazio deocorrências de fórmulas;

2. um conjunto de linksentre asocorrênciasdefórmulas. Cada link deveser deum dostrês
tiposvistosanteriormente (axioma, times epar).

As seguintescondições também devem ser satisfeitas:

a) cadaocorrência de fórmuladeveser a conclusão de exatamenteum link;

b) cadaocorrência de fórmuladeveser premissadenomáximo um link.

Usandofórmulas e ligando-as com links, é possível montar estruturas de provas. Todavia,
nem todas elas correspondem a derivações do cálculo de sequentes da equação 2.3. Por exem-
plo, em 2.4 temosuma estruturadeprova e asua respectivaderivação nocálculo desequentes.

A A⊥

A℘A⊥

⊢ A, A⊥

⊢ A℘A⊥
(2.4)

Entretanto, não háderivação nocálculo desequentespara a estruturadeprova ilustrada em
2.5.

A A⊥

A⊗A⊥
(2.5)

Quando uma estruturadeprova comconclusõesA1, A2, . . . , An for válida, elarepresentauma
provapara o par de suas conclusões: A1℘ A2℘ . . .℘ An. Na Figura 2.1 temos uma estrutura de
prova com mais de uma conclusão. Esse émais um caso correto (a derivação correspondente
no cálculo desequentespodeser vista em 2.6).

1A negaçãoaplicada aum contexto representa anegação aplicada atodasasfórmulasdeste contexto. Portanto,
se Γ = {γ1, γ2, . . . ,γn}, então Γ⊥ = {γ⊥1 , γ⊥2 , . . . ,γ⊥n }.



2.2 PROOF NETSPARA LÓGICA LINEAR 5

A B
A⊗B

A⊥ B⊥

A⊥℘B⊥

Figura 2.1 Estrutura de prova representando uma derivação válida.

⊢ A, A⊥ ⊢ B, B⊥

⊢ A⊗B, A⊥, B⊥

⊢ A⊗B, A⊥℘B⊥
(2.6)

Porém, embora a estrutura de prova da Figura 2.2 seja parecida com a anterior, não existe
derivação nocálculo desequentespara⊢ A℘B, A⊥℘B⊥ eportanto elanão éválida. Precisamos
caracterizar quais estruturas de provas representam derivações válidas. O primeiro critério de
corretude, apresentado por Girard [Gir87], foi o no shorttrip condition, o qual usa anoção de
trips.

A B
A℘B

A⊥ B⊥

A⊥℘B⊥

Figura 2.2 Estrutura de prova inválida.

2.2.1 Trips

Cada ocorrência de fórmula évista como uma caixa em que uma partícula (ou informação)
podeviajar através da estruturadeprovano decorrer do tempo. A seguir li stamososconceitos
importantespara anoção de trip:

• o tempoé cíclico, discreto e finito;

• qualquer fórmulapodeser escolhidapara iniciar a trip;

• fórmulas são vistas como caixas pelas quais a partícula viaja epossuem duas entradas e
duas saídas (Figura2.3);

• a passagem por uma fórmula A é um evento “ instantâneo” : se a informação chega na
entrada i1 num momento, ela imediatamentesai por o1 e esse instante de tempo é repre-
sentado por t(A∨);

• t(A∧) é definidosimetricamentepara i2 e o2.

Quando umapartículasai deuma caixapor umaporta, ela entra em outra caixa atravésdos
links da estrutura de prova. Algumas vezes há apenas um caminho possível para apartícula
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A

i1

i2 o1

o2

Figura 2.3 “Caixa” de uma fórmula.

seguir. Entretanto, namaioriadas vezesexistemaisdeumapossibili dade. Nesses casos, a rota
escolhida édeterminadapelo chaveamento dos links timese par.

Um link de axioma não possui chaveamento: ao entrar pelo link, há apenas um caminhoa
seguir. Ao sair de A pela porta o2, a partícula entra em A⊥ por i1. Após a partícula sair de A⊥

por o2, ela vai para A por i1. Em outras palavras: t(A⊥
∨ ) = t(A∧)+1 e t(A∨) = t(A⊥∧)+1 (Figura

2.4).

A A⊥

Figura 2.4 Trip num axioma.

Para fórmulas que são conclusões da estrutura de prova, também há apenas um caminhoa
seguir: após sair por o1, apartícula entranovamentena fórmulapor i2. Logo, t(A∧) = t(A∨)+1
(Figura2.5).

A

Figura 2.5 Trip numa fórmula terminal.

Para o link times, há mais de uma alternativa. A rota édeterminada pelo chaveamento: L
ou R. Para cada link times é escolhido um chaveamento independentemente dos demais links
da estrutura de prova. Como podemos ver nas Figuras 2.6 e 2.7, o chaveamento define se a
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conclusão será visitada de cima para baixo a partir da premissa da esquerda (L) ou da direita
(R).

A B

A⊗B

Figura 2.6 TimesL.

A B

A⊗B

Figura 2.7 TimesR.

Noslinkspar tambémhámaisdeumapossibili dade eochaveamentoL ouRtambém decide
se a conclusão dolink será visitadade cimapara baixo pela premissada esquerda (Figura 2.8)
ou dadireita (Figura2.9).
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A B

A℘B

Figura 2.8 Par L.

2.2.2 Cr itério no shorttrip condition

Após o estudo dos links e dos chaveamentos, é definido ocritério para verificar se todo grafo
de chaveamento associadoaum grafo deprova é acíclico e conexo por meio de trips:

1. estabeleçaum chaveamento qualquer (esquerdaou direita) para cada link timesepar;

2. escolhaumafórmula inicial A eumaportadesaídadela (o1 ou o2) no instante0;

3. seja t o momento em que apartícula entra em A pelaportadual ek o número defórmulas
da estruturadeprova;

4. se t = 2k, então temosuma longtrip;

5. se t < 2k, então temosumashorttrip.

Definição 2.2 (Proof-net). Uma estrutura de prova éuma proof-net (uma prova válida) se e
somentese elanão admiti r shorttrip.

Afirmamos que a estrutura de prova da Figura 2.2 não era uma proof-net. Agora podemos
verificar por meio do critério no shorttrip: escolhemos chavear os dois links par para L. Ao
iniciarmosa trip por A∧ obtemos:

A∧
, A⊥

∨ , A⊥℘B⊥
∨ , A⊥℘B⊥∧

, A⊥∧
, A∨, A℘B∨, A℘B∧

, A∧

É gerada uma shorttrip. Notamos que as ocorrências de fórmulas B e B⊥ não foram visita-
das sequer uma vez. Comparamos agora com a estrutura de prova do exemplo 2.4. Primeiro
chaveamoso link par para L. Se iniciarmosa trip por A∧, o resultadoé:

A∧
, A⊥

∨ , A⊥∧
, A∨, A℘A⊥

∨ , A℘A⊥∧
, A∧
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A B

A℘B

Figura 2.9 Par R.

Como cada fórmula foi visitadaumavez em cadasentido, chegamosauma longtrip. Veja-
moso que acontecese chavearmoso link par para R (continuamospartindo de A∧):

A∧
, A⊥

∨ , A℘A⊥
∨ , A℘A⊥∧

, A⊥∧
, A∨, A∧

Mais uma vezobtemos uma longtrip. Dado que não encontramos nenhuma shorttrip para
oschaveamentos, concluímosque trata-sedeumaproof-net.

Girard provoua completude e a corretude do critério no shorttrip [Gir87]. Em ambos os
casosfoi utili zadaumaprovapor indução sobreo número delinksdaproof-net. O mapeamento
deumaderivação em cálculo de sequentespara umaproof-net é simples. Entretanto, adireção
oposta não é imediata. A seguir, mostramos um esboço da prova de sequentização das proof-
nets.

Teorema 2.1 (Sequentização de proof-nets [Gir87]). Seja β uma proof-net com conclusões
A1, A2, . . . , An. Então háumaderivação π no cálculo desequentespara⊢ A1, A2, . . . , An.

Demonstração. A prova éfeitapor indução no número de linksde β .

1. β possui apenas um link. Então β deve ser da forma A A⊥, pois o link de axioma éo
único quenão usapremissas. Neste caso basta tomar π como ⊢ A, A⊥.

2. β possui mais de um link. Pelo menos um dos links deve ser um times ou um par.
Caso contrário, β seriadesconexa, o que levaria ashorttrips. Então, pelo menosum link
terminal deveser do tipo times oupar.

(a) Suponha que β possui pelo menosum link terminal par:

β ′

A B
A℘B
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Seja Γ as conclusões de β ′ (além de A e B). Isso implica que as conclusões de β
são Γ e A℘B. É simples verificar que β ′ é uma proof-net: basta chavear o link par
para L e verificar que uma longtrip para β implicanuma longtrip para β ′; depois é
verificado ocaso dochaveamento paraR.

Como β ′ é uma proof-net e possui um link a menos que β , a hipótese de indução
nos dá uma derivação π ′ no cálculo de sequentes correspondente aβ ′. Ora, uma
derivação para π éobtida aplicando-se aregradopar para π ′:

π ′

⊢ A, B, Γ
⊢ A℘B, Γ

(b) Suponha que nenhuma fórmula terminal é conclusão de um link par: somos tenta-
dos a remover um link terminal times para chegarmos em duas proof-netsmenores
e aplicarmosahipótesede indução.

β ′ β ′′

A B
A⊗B

Porém, a remoção de um link de β para obtermos duas proof-nets menores não
é trivial. Por exemplo, na proof-net da Figura 2.10, a remoção do link times de
A⊥ ⊗B⊥ não pode ser escolhido para dividir β em duas componentes disjuntas.
Mas o link com conclusão C⊗ (A℘B), quando removido, produz duas proof-nets
menores. Neste caso dizemos que o link possui a propriedade split . A prova da
existênciadeum link split quando não hálinksterminaisdotipopar não ésimples.
Porém, ela édesumaimportânciaparafinalizarmosa provadasequentização.

C
A B

A℘B
C⊗ (A℘B)

A⊥ B⊥

A⊥⊗B⊥C⊥

Figura 2.10 Proof-net sem link par terminal.

Definição 2.3 (Link split enó split numa proof-net). Seja l = A B
A⊗B um link terminal numaproof-

net β . Dizemos que o link l apresenta apropriedade split se asua remoção, juntamente com
a conclusão A⊗B, produz duas proof-nets disjuntas. Se l for um link split , então dizemos que
A⊗B éum nó split .

Para provar a existência de um link terminal times com a propriedade split , Girard definiu
os impérios:
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Definição 2.4 (Império [Gir87]). Seja A B
A⊗B um link times numa proof-net β . O império de

A, representado por eA, consistedas fórmulasC tais que, para qualquer trip partindo de A∧ no
tempot1, retornandoem A∨ em t2, passando por C∧ em u1 epor C∨ em u2, temosu1,u2∈ [t1, t2].
O império deB é definido demaneira análoga.

Lema 2.1 (Construção dos impérios [Gir87]). O império de A atende às seguintescondições:

1. A∈ eA;

2. seC∈ eA (C⊥ ∈ eA) eháum link C C⊥, então C⊥ ∈ eA (C∈ eA);

3. se C D
C⊗D for um link de β eC⊗D ∈ eA, então C,D ∈ eA;

4. se C D
C℘D for um link de β eC℘D ∈ eA, então C,D ∈ eA;

5. se C D
C⊗D for um link diferentede A B

A⊗B eC∈ eA (ou D ∈ eA), então C⊗D ∈ eA;

6. se C D
C℘D for um link tal queC,D ∈ eA, então C℘D ∈ eA.

Após provar a construção de impérioscom trips, Girard demonstroua existênciadeum nó
split , concluindoassim aprovadasequentização.

Teorema 2.2 (Teorema split [Gir87]). Seja β uma proof-net com pelo menos um link terminal
times e nenhum terminal par. Então existe um link terminal times A B

A⊗B tal que β = eA∪eB∪

{A⊗B}.

2.2.3 Cr itério de Danos-Regnier

Uma desvantagem do critério no shorttrip condition é o seu alto custo: ele é exponencial no
número de links times e par. Um importante avanço para aredução deste custo foi feita por
Danos & Regnier [DR89]. Eles provaram que para saber se uma estrutura de prova é uma
proof-net, basta analisar oschaveamentosdos linkspar.

Definição 2.5 (Grafo D-R para proof-nets). Seja β uma estruturadeprova eSum chaveamento
dela. Um grafo D-R de β associado a S é representado por S(β ) e consiste de um grafo não
direcionadocom as seguintescaracterísticas:

• osvértices de S(β ) são as ocorrências de fórmulasde β ;

• existeuma aresta entredoisvértices distintosX eY se esomentese:

1. X eY são conclusõesdeum único link de axioma;

2. X é umapremissadeum link timeseY é a conclusão destemesmo link;

3. X éumapremissadeum link par, Y é a conclusão destemesmo link eX éo vértice
escolhido por Sneste link.

Teorema 2.3 (Critério Danos-Regnier [DR89]). Seja β uma estrutura de prova. Então β é uma
proof-net se esomente se todo grafo D-R associado a ela for acíclico e conexo (ou seja, uma
árvore).
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Com esse critério, Girard provoua corretudepara aprimeiraordem demaneiramais simples
[Gir91]. Para isso ele também usou impérios, masos redefiniu usando o novocritério:

Definição 2.6 (S(β ,A), império). Seja Sum chaveamento associadoaumaproof-net β e A uma
ocorrência de fórmula dela. Caso A seja premissa de algum vértice A′ e (A,A′) ∈ S(β ), então
remova a aresta (A,A′) e S(β ,A) é a componenteque contém A. Caso contrário, S(β ,A) = S(β ).
O império deA consisteda intersecção deS(β ,A) quandoSvariasobre todososchaveamentos.

2.3 Subnets

Outro conceito importante nas proof-nets são as subnets: proof-nets contidas numa proof-net
dada. Como umaproof-net representaumaderivação (prova) válida, assubnetssão fragmentos
deumaprovaprincipal (a proof-net dada) quepor si só são provasválidas.

Os impérios são subnets: Girard os utili zou para quebrar uma proof-net com um link split
A B
A⊗B em duas menores (o império de A e o de B). Como eA e eB são proof-nets, ele usou a

hipótesede indução para construir as derivações no cálculo de sequentes para eA e eB e depois
aplicoua regra times nelas.

Apresentamosagora algunsconceitos e lemas importantespara o estudo das subnets.

Definição 2.7 (Subestrutura, subnets, por tas). Seja β uma proof-net. Uma subestrutura dela é
um subgrafo quetambém éuma estruturadeprova. Por suavez, umasubnet éumasubestrutura
que éuma proof-net. As conclusões de uma subestrutura são chamadas de portas (do inglês
doors).

Lema 2.2 (União e intersecção [BvdW95]). Sejam β1 e β2 duas subnets de uma proof-net β .
Então:

1. β1∪β2 éuma subnet se esomentese β1∩β2 6= /0

2. β1∩β2 éuma subnet se β1∩β2 6= /0

Definição 2.8 (Império de uma fórmula [BvdW95]). Seja A uma ocorrência de fórmula numa
proof-net. O império de A é amaior subnet quepossui A como porta.

Sempre é possível construir o império de qualquer fórmula numa proof-net [BvdW95].
Ora, se sempre existe pelo menos uma subnet contendoA como porta e aintersecção de duas
subnets não-disjuntas também é uma subnet, então sempre podemos construir a menor subnet
quepossui A como umadesuas conclusões.

Definição 2.9 (Reinos). Seja A umaocorrência de fórmulanumaproof-net β . O reino de A (do
inglês kingdom), denotado por kA, é amenor subnet de β a qual possui A como uma de suas
conclusões.

Definição 2.10 (Premissa hereditár ia). Considere arelação binária R cujo domínio é as ocor-
rências de fórmulas de uma estrutura de prova eque o par (X,Y) ∈ R se esomente X for uma
premissa do link que possui Y como conclusão. Então dizemos que A é uma premissa heredi-
tária de B quando o par (A,B) pertence ao fecho transitivo de R.
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Uma característica importante de qualquer subnet é que elas são fechadas sob premissas
hereditárias [BvdW95]. As proof-nets, como estudamos aqui, não possuem premissas, mas
apenasconclusões. Dado queosaxiomas são osúnicos linksquenão admitem premissas, para
obtermos qualquer subnet2 contendo A como porta, devemos subir de A até os axiomas, pois
essa éúnicasolução paranão termospremissas.

Lema 2.3 (Aninhamento império-reino [BvdW95]). Sejam ...A...
C e ...B...

D links distintos numa
proof-net β esuponhaqueB∈ eA. Então D 6∈ eA se esomenteseC ∈ kD.

Demonstração. Dado queB∈ eA∩kD, β1 = eA∪kD eβ2 = eA∩kD são subnets. Considereque
D 6∈ eA eC 6∈ kD. Então β1 éumasubnet que contém A como porta emaior queeA (poiscontém
D): contradição. Agora suponha que D ∈ eA e C ∈ kD. Dessa vez concluímos que β2 é uma
subnet que apresentaD como umadesuasportas, masémenor quekD (porquenão contém C):
contradição.

Lema 2.4 (Ordem dos reinos [BvdW95]). Considere aseguinterelação: A≪ B↔ A∈ kB. Então
≪ defineumaordem parcial no conjunto de fórmulasquenão são conclusõesde axiomas.

A ordem dos reinos permite encontrarmos o nósplit numaproof-net com mais de um link,
mas sem nenhum par terminal.

Teorema 2.4 (Sequentização [BvdW95]). Seja β uma proof-net com conclusões Γ. Então há
umaderivação π nocálculo desequentespara⊢ Γ.

Demonstração. Seβ possui apenasumlink, entãoestedeveser um axioma. Logo, π =⊢A, A⊥.
Se β apresentar um link par terminal, remova este link para obter uma proof-net menor β ′,
use ahipótese de indução para construir uma derivação π ′ para β ′. Então π é alcançada pela
aplicação da regra par a π ′. Agora considere que em β há mais de um link, mas nenhum
deles é par. Escolha um nó terminal times X = Ai Bi

Ai⊗Bi
maximal em ≪. Afirmamos que β =

eAi ∪eBi ∪{Ai ⊗Bi}. Suponhaquenão: há algum link ...C...
D tal queC∈ eAi, masD 6∈ eAi (também

poderíamoster essasituação paraBi no lugar deAi). Todavia, D está acimade algum outro link
terminal com conclusão Y = A j ⊗B j. Pelo lema 2.4 obtemos X ∈ kD. Mas como D está acima
deY, kD ( kY. Isso implicaque X ∈ kY, contradizendo nossa escolhado nóX.

2.4 Proof nets para lógica clássica

Em 2003, Robinson [Rob03] definiu proof-nets para alógica clássica. As regras do seu sis-
tema baseiam-se no cálculo de sequentes: para cada regra estrutural ou lógica do cálculo de
sequentes, há um link correspondente (exceto para as regras de permutação, as quais não são
mapeadas para link algum).

Assim como o sistemaproposto por Girard, Robinson utili zaregras independentes do con-
texto e para isso usa as versões multiplicativas das regras do cálculo de sequentes. Como na

2Na verdade, a afirmação pode ser ainda mais forte: qualquer subestrutura deve ser fechada sob premissas
hereditárias [BvdW95].
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lógica clássicanão há restrições sobre enfraquecimentos e contrações, suas proof-nets funcio-
nam bem paratoda alógica clássica, diferentedasdeGirard, asquaisnão apresentam o mesmo
resultado paraos conectivosaditivos.

Uma importanteobservação feita por ele éque atécnicade Danos & Regnier não depende
da lógica envolvida, e sim do formato das regras. Portanto, embora atécnica tenha sido pro-
posta inicialmente para alógica linear, suas proof-nets para alógica clássica autili zam como
critério de corretude. Dessa forma, dada uma estrutura de prova em seu sistema, para saber-
mos se amesma representa uma derivação no cálculo de sequentes da lógica clássica, basta
verificarmos se todosos chaveamentosassociados são árvores.

Mas como escolher quais links são chaveáveis? Na Figura 2.11 são exibidos os links cor-
respondentes às regras da esquerda e da direita da implicação. Cada premissa e conclusão
apresentam uma marca L ou R para indicar o lado da fórmula no símbolo ⊢. As regras do
cálculo desequentescorrespondentesa esses linkspodem ser vistasnaTabelaA.2. A principal
diferençanoformato dasregras→ L e→ Rnocálculo desequenteséque aprimeira aplica-se a
duas subprovas, enquanto que asegundadeveser aplicada afórmulasdeumamesmasubprova.

A : R B : L A : L B : R

→ L → R

A→ B : L A→ B : R

Figura 2.11 Links para o conectivo → nasproof-nets deRobinson.

Se as duas premissas da regra pertencem a subprovas diferentes, então até o momento da
aplicação dolinkelasnão devem estar conectadas. Logo, caso um chaveamento remova alguma
arestadolink, o resultadoseráum grafo desconexo. Portanto, o link→ L não deveser chaveável
(ele é análogoao times).

Por outro lado, a regra do link → R aplica-se apremissas de apenas uma subprova. Logo,
essas premissas já devem estar conectadas antes da aplicação dolink. Se mantivermosas duas
arestas das premissas do link, um ciclo será gerado no grafo de chaveamento. Por isso, o link
→ R deve ser chaveável: uma de suas arestas das premissas deve ser removida, semelhante ao
par.

Ao olharmospara as regras do cálculo desequentespara aMLL− naEquação 2.3 sob esse
ponto de vista, compreendemos porque atécnicade Danos & Regnier remove uma aresta do
par, mas não do times.

A partir dessas observações, Robinson estende os conceitos de subnets para o seu sistema
e chega aumageneralização daprova feitano teorema2.4.
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2.5 Conclusão

Neste capítulo estudamos as proof-netspara aMLL−. Vimos que aparte mais difícil da prova
desequentização éo teoremasplit . Foram analisadas duasabordagens para essaprova:

1. utili zandoimpériosdefinidospor trips [Gir87];

2. usando outro tipo de subnets, os reinos, para definir uma ordem nos nós e assim achar o
nósplit [BvdW95];

No final comentamosque atécnicadeDanos& Regnier podeser aplicada aoutros sistemas
como critério de corretude, poiseladepende apenasdoformato dasregrasenvolvidas[Rob03].
Com aprovadeRobinson, obtemosum procedimento não só paradefinir critério de corretude,
como também para provarmos a sequentização. A principal característica de suas proof-nets
que permitiu a ele generalizar a prova de Belli n & van de Wiele é que todos os seus links
chaveáveis são convergentes (formados por duas premissas e uma conclusão). Com isso, é
possível definir os reinos e encontrar facilmenteo nósplit .





CAPÍTULO 3

N-Grafos

3.1 Introdução

Os N-Grafos são um sistema de provas para a lógica clássica proposicional proposto por de
Oliveira [dO01, dOdQ03]. Assim como o cálculo de sequentes, há dois tipos de regras: as
lógicas e as estruturais. Todavia, umavezque as regras de inferência são baseadas na dedução
natural, osN-Grafosapresentam suasregrasestruturaisnoestilo dadedução natural. Asprovas
são representadas por dígrafos (grafos direcionados) eo sistema édemúltipla conclusão.

Devido a essas características, o sistema se assemelha aoutros de múltipla conclusão para
a lógica clássica, que da forma como foram criados, apresentam umasolução para o problema
da falta de simetria do sistema de dedução natural. Citamos, por exemplo, as tabelas de de-
senvolvimento deKneale [KK62], o refinamento dessaproposta feitapor Shoesmith & Smiley
[SS78], eo cálculo proposto por Ungar [Ung92].

Além disso, nos N-Grafos as provas são abordadas por uma perspectiva geométrica: o
critério de corretude utili za atécnica da lógica linear para proof-nets proposta por Danos &
Regnier [DR89]. Na prova de sequentização o teorema split é usado de modo semelhante à
propostadeGirard [Gir87]. O conectivo da implicação é concebido conforme a abordagem de
Statman [Sta74] e são adotadas algumas definições usadas por Carbone no seu trabalho com
grafos defluxo lógico (do inglês logical flow graphs) [Car97].

Primeiramente apresentamos o sistema eno fim deste capítulo estudamos a corretude de
provasparao fragmento sem o conectivo “→” .

3.2 Grafosde prova

É adotada alinguagem usual da lógicaproposicional: osconectivos“∧” (conjunção), “∨” (dis-
junção), “¬” (negação) e “→” (implicação); as constantes “⊥” (falso) e “⊤” (verdadeiro). As
provas são dígrafos(grafosdirecionados). Seusvértices são ocorrênciasdefórmulas(represen-
tadas por letras A, B, C etc) e as arestas, as quais simbolizam os passos atômicosdaderivação,
são reproduzidas pelos links. Em seguidadefinimos algunsconceitos dos N-Grafos [dOdQ03]
inspiradosno trabalho deCarbone [Car97].

Definição 3.1 (Ponto de ramificação). Um ponto de ramificação em um dígrafo é um vértice
com pelo menos três arestas incidentesa ele.

Definição 3.2 (Ponto de ramificação convergente). Um ponto de ramificação convergente em
um dígrafo éum vértice com duasarestas orientadas para ele.

17
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Definição 3.3 (Ponto de ramificação divergente). Um ponto de ramificação divergente em um
dígrafo éum vértice com duas arestas orientadassaindodele.

Há três tiposde links:

Definição 3.4 (Link convergente). Um link convergente é um conjunto {(u1,v),(u2,v)} em um
dígrafo em que v é um ponto de ramificação convergente (Figura 3.1). Os vértices u1 e u2 são
as premissasdo link, enquanto v é aconclusão.

u1 u2

v1 v2

uu

vv

Figura 3.1 Tipos de links.

Definição 3.5 (Link divergente). Um link divergente é um conjunto {(u,v1),(u,v2)} em um dí-
grafo em queu éum ponto deramificação divergente (Figura3.1). O vérticeu é apremissa do
link, enquanto v1 e v2 são as conclusões.

Definição 3.6 (Link simples). Um link simples é uma aresta (u,v) em um dígrafo a qual não
pertence aum link convergente nem a um divegente (Figura 3.1). O vérticeu é apremissa do
link e v éconclusão.

Definição 3.7 (Grafo deprova). Um grafo deprova éum grafo conexo orientado o qual atende
às seguintescondições:

1. cadavértice érotuladocom umaocorrência de fórmula;

2. as arestas são de dois tipos (“meta” e “sólida”) e as meta-arestas são rotuladas por um
“m” ((u,v)m);

3. hátrêstiposdelinks(convergentes, divergentesesimples), osquaispodem ser vistosnas
Figuras 3.2, 3.3, 3.4 e3.5;

4. todo vértice é conclusão deno máximo um link e premissadenomáximo um link.

Caso o conjunto de arestas do grafo de prova seja vazio, ele representa um axioma do
cálculo de sequentes. Ou seja, um grafo de prova que contém apenas o vértice A simboliza
A⊢ A.

Embora os links sejam agrupados de acordo com a sua geometria, os convergentes e os
divergentes também podem ser classificados quanto àsemântica.

Definição 3.8 (Link conjuntivos). Os links ∧− I , → −E, ⊤− enf raquecimento− convergente,
⊥− link eo deexpansãosão conjuntivos.
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A

A

A

A

B

B ⊥

⊤

A∨BA∨B

A∧BA∧B

∨−I1 ∨−I2

∧−E1 ∧−E2

(⊥−enf raq.simples)

(⊤−enf raq.simples)

Figura 3.2 Links simples.

A

A

AA A

B

B

A∧B
∧−I

A→ B

→−E

¬A

(⊥−link)

⊥

⊤

⊤−enf raq.convergente¬−E

Figura 3.3 Links conjuntivos convergentes.

Definição 3.9 (Link disjuntivos). Os links∨−E, ⊤− link, ⊥−enf raquecimento−divergente eo
decontraçãosão disjuntivos.

Portanto, o único link conjuntivo divergente éo de expansão e o único disjuntivo conver-
gente éo de contração. A semânticadeles é contrária àgeometria (Figura 3.5). Por isso eles
possuem um papel fundamental no critério de corretude, queserá detalhado naseção 3.3.

Outraformade agrupar todososlinkséusandoadivisão dasregrasdocálculo desequentes:
estruturaise lógicos.

Definição 3.10 (Links lógicos). Os links∧− I , ∧−E1, ∧−E2, ∨− I1, ∨− I2, ∨−E, ¬−I , ¬−E,
→−I , →−E são lógicos.

Definição 3.11 (Links estruturais). Os links estruturais são: ⊥−enf raquecimento simples, ⊤−

enf raquecimento simples, ⊤−enf raquecimento convergente, ⊥−enf raquecimento divergente, o de
contraçãoe o deexpansão.

Definição 3.12 (Grau de entrada sólido). O grau de entradasólido de um vérticev num grafo
deprova éo número de arestas sólidasorientadas para ele.

Definição 3.13 (Grau de saída sólido). O grau de saída sólido de um vértice v num grafo de
prova éo número de arestas sólidasorientadas saindodele.

Os graus de entrada esaída meta são definidos analogamente. O conjunto de vértices com
graus de entrada sólido e meta iguais a zero num grafo de prova G são as premissas e érepre-
sentado por PREMIS(G). Já o conjunto dos nós com grau de entrada sólido igual a zero e grau
de entrada meta igual a um são as hipóteses canceladas de G e representado por HYPOTH(G).
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A

AAAA

B

B

A∨B

∨−E
A→ B

→−I

m

¬A

(⊤−link)

⊥

⊤

⊥−enf raq.divergente¬−I

Figura 3.4 Linksdisjuntivos divergentes.

A

A

A

A

A

A

contração expansão

Figura 3.5 Links chaveáveis.

Por outro lado, os vértices com grau de saída sólido igual a zero são as conclusões e esse con-
junto é simbolizado por CONC(G). Veremos que, se G satisfizer o critério de corretude, ele
representará umaderivação para o sequente PREMIS(G) ⊢CONC(G).

3.3 Cr itério de corretude

Uma vez que há links convergentes e divergentes, podem surgir ciclos1 nos grafos de prova
(Figura 3.6). O ciclo da primeira derivação é aberto por uma disjunção e fechado por uma
conjunção. Isso não ocorre nos demais: no segundotemos dois links disjuntivos (a contração
é um link disjuntivo) e no terceiro dois links conjuntivos (a expansão é um link conjuntivo).
Além dosciclos, outraquestão aqual podegerar faláciaséo descartedehipótesespor meio do
link →−I (o dameta-aresta). Um exemplo é exibido naFigura3.7.

A conclusão dolink →−I é A→ (A∨B) edessa forma averacidadede A∨B dependede A.
Então ahipótese édescartada: como afórmulaA→ (A∨B) já carrega consigoadependênciade
A (poisA éo antecedentedeumaimplicação), ameta-arestaremove-adoconjunto depremissas
daderivação (A deixadeser um membro dePREMIS(G) epassaparao conjunto HYPOTH(G)).

1Aqui existeumabuso danotação: apalavraciclopodesignificar tambémsemi-cicloe assim nãoconsideramos
a direção dasarestas.

A∨B A∨A

A∧B A∧A

AA

A

A

AAA B

Figura 3.6 Apenas aprimeira derivação éuma falácia.
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A∨B

A∨B

A→ (A∨B)

AA

A

m

Figura 3.7 Descarte equivocado de hipótese: uma “prova” para⊢ A∨B

Entretanto, há aindauma ocorrência de A (no lado direito), a qual é usada como umapremissa
parao link→−E e é aplicadomodusponensparaobtermosA∨B como umafórmulaválida(ou
seja, ⊢ A∨B). A faláciadecorredofato dequeo link→−I não descartou todasasocorrências
da fórmulaA. A meta-condição, definidanestaseção, captura esseproblema.

Veremos agora como são definidosos grafos deprovaos quais são logicamente corretos.

Definição 3.14 (Grafo de chaveamento). Dado um grafo deprovaG, umgrafo de chaveamento
SassociadocomG, denotado por S(G), éum subgrafo gerador deG em que as seguintesarestas
são removidas:

• uma aresta de cada link de expansão;

• uma aresta de cada link de contração;

• todasas meta-arestas.

Definição 3.15 (Grafo de chaveamento de expansão). Dado um grafo de prova G, um grafo de
chaveamento de expansão Se associadocom G é um subgrafo gerador de G em que todas as
seguintesarestas são removidas:

• uma aresta de cada link de expansão;

• todasas meta-arestas.

Definição 3.16 (Meta-condição). Dado um grafo de prova G, dizemos que ameta-condição é
satisfeitapara G ssepara cadameta aresta (u,v)m deum link {(u,v)m,(u,w)} em G:

• o grau de entrada sólido de v é igual a zero;

• em todo chaveamento de expansão Se(G) há um caminho (ou um semi-caminho) de v
para u sem passar pela aresta (u,w).
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A∨B

A∨B

A∨B

A∨B

A→ (A∨B)A→ (A∨B)

AA

A

AA

A

Figura 3.8 Chaveamentos associados ao grafo de prova da Figura 3.7.

Agora podemos aplicar a meta-condição para verificar por qual motivo o grafo de prova
da Figura 3.7 não representa uma prova logicamente correta. Na Figura 3.8 estão ilustrados
os dois chaveamentos associados. No primeiro deles não há um caminho de A∨B (a premissa
do link →−I) para aocorrência de fórmula A superior (a hipótesedescartada) sem passar pela
outra arestado link (a que ligaA∨B ao vérticeA→ (A∨B)).

Definição 3.17 (N-Grafo). Um grafo de prova G é um N-Grafo se esomente se G satisfaz a
meta-condição e todochaveamento associadoS(G) é acíclico e conexo (ou seja, uma árvore).

Existeum mapeamento entrederivaçõesno cálculo desequenteseN-Grafos [dO01]:

Teorema 3.1 (Completude). Dada uma derivação Π de A1, . . . ,An ⊢ B1, . . . ,Bm no cálculo de se-
quentesclássico (LK), épossível construir um N-Grafo correspondenteNG(Π) cujoselementos
de PREMIS(NG(Π)) eCONC(NG(Π)) estão em correspondência um-para-um com as ocorrên-
cias de fórmulasA1, . . . ,An e B1, . . . ,Bm, respectivamente.

Teorema 3.2 (Sequentização). Dado um N-Grafo G, há um derivação SC(G) de A1, . . . ,An ⊢

B1, . . . ,Bm no cálculo de sequentesclássico cujas ocorrências de fórmulas A1, . . . ,An e B1, . . . ,Bm

estão em correspondênciaum-para-um com oselementosdePREMIS(G) eCONC(G), respecti-
vamente.

3.4 Fragmento sem a implicação

Nestaseção estudamoso fragmento dosistemasem o conectivo→. De agora em diantemuitas
vezes iremos nos referir ao sistemasem os links→−I e→−E. Por causado primeiro, os gra-
fos de prova que abordaremos não possuirão meta-arestas e ameta-condição será trivialmente
satisfeita. Portanto, parasabermos seum grafo deprova éum N-Grafo bastaque todosos seus
chaveamentos sejam acíclicos e conexos. Assim dividimos o estudo da verificação dos grafos
deprova em duas partes: a condição de aciclicidade e conectividade.
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A∧¬AA∧¬A

⊤⊤

AA

A

AA

A ¬A¬A

Figura 3.9 Ciclo sem a aresta conjugada eum chaveamento que o contém.

3.4.1 Aciclicidade

Após a análise dos grafos da Figura 3.6 e do conhecimento docritério de corretude, notamos
que os links de expansão e contração exercem um papel fundamental na aciclicidade e na
conectividade. Sejam e1 e e2 as arestas de um link de expansão ou contração em G e S um
chaveamento associado. Peladefinição 3.14podemosconcluir aseguintesentença: e1 ∈S(G)↔

e2 6∈ S(G). Asdefinições abaixo buscam capturar esse conceito.

Definição 3.18 (Aresta volátil ). Uma arestaenum grafo deprovaG nofragmento sem o conec-
tivo “→” é volátil se elapertence aum link de expansão oucontração, ou seja, se ela podenão
estar presente em algum chaveamento.

Definição 3.19(Arestas conjugadas). Sejam e1 ee2 arestasdeum link de expansão oucontração.
Então dizemosque a aresta conjugadade e1, representadapor ê1, é e2 evice-versa.

Podemos classificar osciclos em três tipos:

1. não possuem arestavolátil;

2. contêm arestavolátil , masnenhum par de arestas conjugadas;

3. apresentam pelo menosum par de arestas conjugadas.

SeG tiver um ciclo c dotipo1, então c estarápresente em todososchaveamentosS(G). Pois,
ao criar um chaveamento, uma aresta volátil de cada link de expansão e contração é removida.
Como ociclo c não possui arestasvoláteis, ele estará em S(G). Logo, seG contiver um ciclo do
tipo 1, ele será um grafo de prova inválido. Esse éo caso do grafo de prova para A∨B⊢ A∧B
(Figura3.6).

Agora considerequec sejaum ciclo do grupo2 eC= {e1, e2, . . . , en} seu conjunto de arestas
voláteis. Então temos e∈C → ê 6∈ C. Logo, haverá pelo menos um chaveamento S(G) o qual
contém todas as arestas deC e consequentemente c. Portanto, G também não será válido caso
possua um ciclo do tipo 2. Um grafo de prova com esse ciclo pode ser visualizado na Figura
3.9, onde destacamos as arestas voláteis (o chaveamento mostrado é cíclico e desconexo). G é
uma “prova” parao sequente⊢ A, A∧¬A.

Por outro lado, caso c apresentepelo menosum par de arestasconjugadasee ê, então como
qualquer chaveamento deve escolher apenas uma das duas, nenhum deles apresentará todas as
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A∧A

A

AA

AA

A

A

AA

A∨A

Figura 3.10 Grafos deprova com chaveamentos acíclicos.

arestas de c e concluímos que c não estará presente em nenhum chaveamento. A Figura 3.10
ilustragrafos deprova com esses ciclos. O primeiro éum N-Grafo para A∨A⊢ A∧A, ao passo
queo segundo não éum grafo deprova logicamente correto.

O lema definido a seguir formaliza esses conceitos e prova quais ciclos são válidos em
grafos deprova.

Lema 3.1 (Grafos de prova acíclicos [ACdOdQ13]). Seja G um grafo de prova. Então todo
chaveamento de G é acíclico se esomente se todociclo de G contiver pelo menos um link de
expansão oucontração completo (i.e. todas asarestas do link estão nociclo).

Demonstração.

1. Ida. A prova épela contrapositiva. Suponha que G possua um ciclo c o qual não possui
nenhum link de expansão nem de contração completo (c pode até conter arestas voláteis,
mastem um par de conjugadas). Desdequeoschaveamentosescolhem uma arestavolátil
de cada par de arestas conjugadas, haveráum chaveamento S(G) com todasas arestas de
c. Logo, S(G) é cíclico.

2. Volta. Considere c um ciclo de G. Então c possui um link de expansão ou contração
completo: seja l = {e, ê}. Qualquer chaveamento associado a G apresenta exatamente
umadasarestasde l. Portanto, c não estarápresente em nenhum chaveamento. Como c é
qualquer, todosS(G) serão acíclicos.

3.4.2 Conectividade

O lema 3.1 nos mostra as condições necessárias e suficientes para que um grafo de prova não
tenha chaveamentos com ciclos. Todavia, ele não aborda a questão da conectividade. Por
exemplo, o segundo grafo deprova(G2) daFigura3.10apresentasomenteum ciclo, o qual tem
um link de expansão eum de contração completos. Pelo lema3.1 concluímosquetodosos seus
chaveamentos são acíclicos.



3.5 CONCLUSÃO 25

SabemosqueG2 possui quatro vérticesequatro arestas. Mascomo háum link de expansão
eum de contração, todosos seuschaveamentosficarão com duasarestasapenas. Ora, um grafo
com quatro vértices e duas arestas não é conexo. Portanto, embora todos os chaveamentos de
G2 sejam acíclicos, elenão é um N-Grafo.

Esse caso ilustra como devemos proceder para verificarmos a conectividade. Ainda que
o número de chaveamentos cresça exponencialmente com o número de links de contração e
expansão e cada um possui um conjunto de arestas distinto, todos eles possuem uma forte
ligação: amesmaquantidade de arestas.

O lema anterior nos permite descobrir se um número muito grande de chaveamentos são
todos acíclicos analisandoapenas um único grafo (o grafo de prova). Se soubermos que todos
são acíclicos, dado que todos eles têm a mesma quantidade de arestas, será possível verificar
a conectividade de forma simples. Afinal, todo grafo não direcionado é uma árvore (ou seja,
acíclico e conexo) se esomente se o seu número de arestas for igual ao número de vértices
menosum [Har72].

Lema 3.2 (Conectividade em grafos deprova acíclicos [ACdOdQ13]). SejaG um grafo deprova
com todos os seus chaveamentos acíclicos, |V| o número de vértices, |E| o de arestas, l o de
links de expansão e contração e m o de meta-arestas. Então todo chaveamento de G é uma
árvorese esomentese aseguinte fórmula éválidapara G:

|E|− l −m= |V|−1

Demonstração. Todochaveamento S(G) remove uma aresta de cada link de expansão e con-
tração e todas as meta-arestas. Então há |E|− l −m arestas em todos os chaveamentos. Como
todo grafo acíclico e não direcionado é conexo se esomente se seu número arestas for igual a
devérticesmenosum, então todososchaveamentosS(G) serão conexos se esomente afórmula
|E|− l −m= |V|−1 for satisfeita.

3.5 Conclusão

Neste capítulo vimososN-Grafosefizemosum estudo da corretudedeprovasparao fragmento
sem a implicação. Uma vezque o critério utili zado nesse fragmento é baseado na técnica de
Danos & Regnier, ele pode ser aplicado para verificar a corretude de uma prova em qualquer
sistemaqueutili ze essa abordagem.

No capítulo seguinte fazemos outro estudo deste tipo nos N-Grafos para o mesmo frag-
mento: definimos o conceito de subprovas válidas numa prova (semelhante asubnets numa
proof-net). Embora haja dezesseis links que não envolvem o conectivo → (Figuras 3.2, 3.3,
3.4 e 3.5), como estudaremos com uma perspectiva geométrica, nos concentraremos apenas
em cinco tipos de links: simples, conjuntivos convergentes, disjuntivosdivergentes, contração
e expansão. Assim, focando na geometria dos links e não noseu tipo específico, chegamos a
umaoutraprovade corretudeparaos N-Grafos.





CAPÍTULO 4

Sub-N-Grafos euma nova prova desequentização

4.1 Introdução

Desdequeproof-netsparaMLL− foram introduzidaspor Girard [Gir87], váriosestudos foram
realizados na prova de corretude desse sistema. O primeiro critério foi no shorttrip condition:
Girard usou anoção de tripspara definir impériose provou quese todas as fórmulas terminais
numa proof-net R forem conclusões de links times ou de axiomas, então pelo menos um link
terminal ⊗ divide R em duas partes (a conclusão deste link é chamada de “nó split ” ). Após o
trabalho de Danos & Regnier [DR89], tornou-se possível definir impérios usando grafos DR
e, com esta nova noção de impérios, Girard provou a sequentização para a primeira ordem
[Gir91].

Outro avanço na prova de corretude de proof-nets foi obtido pela introdução de um novo
tipo de subnets. Para uma ocorrência de fórmula A numa proof-net R, nós sempre podemos
construir a maior e amenor subnet de R que possuem A como suas conclusões (o império e
reino de A, respectivamente). Uma vez que anoção de reinos foi introduzida, Belli n & van
deWieleproduziram uma eleganteprovadoteoremadesequentização utili zando propriedades
simplesdas subnets. Umadelas é aordem estritageradapelos reinos [BvdW95].

Uma bela generalização desta prova foi feita por Robinson [Rob03]. Ele notou que atéc-
nicade Danos & Regnier depende apenas do formato das regras (ou seja, independe da lógica
envolvida). Então ele desenvolveu um sistema para a lógica clássica baseado nas regras do
cálculo de sequentes e aplicou a caracterização e aprova de sequentização feita por Belli n &
van deWiele [BvdW95] para as suas proof-nets.

Todavia, estas abordagens não se aplicam integralmente aos N-Grafos. Há dois motivos
fundamentais. As proof-nets de Girard e de Robinson possuem links de axiomas e todos os
links chaveáveis são convergentes (duas premissas e uma conclusão). Portanto, se uma subnet
contém umaocorrênciadefórmulaA eB está acima1 deA, então elatambém deve conter B. Em
outras palavras: as subnets de Girard e de Robinson são fechadas sob premissas hereditárias.
Logo, se quisermos construir uma subnet a qual possua A como porta, devemos subir a partir
de A até encontrarmos links de axiomas. Além disso, nas proof-nets deles, toda ocorrência de
fórmula é conclusão deexatamenteum link (todo nótem grau de entrada maior que zero).

Por outro lado, N-Grafosnão apresentam linksde axioma e, além dehaver um link chaveá-
vel convergente(contração), também háum chaveável divergente(o link de expansão tem uma
premissa eduasconclusões). Então as subnetsquepropomospara alógica clássica(chamadas
de sub-N-Grafos) não são necessariamente fechadas sob premissas hereditárias. Adicional-

1DizemosqueB está acimadeA quandoB é umapremissahereditáriadeA

27
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mente, nos N-Grafos cada ocorrência de fórmula deve ser conclusão de no máximo um link:
um vérticev podeter grau de entrada igual a zero (nesse caso dizemosquev éumapremissada
prova). Um grafo de prova composto por um único vérticerotulado por A já éuma derivação
válida: representa um axioma no cálculo de sequentes (A ⊢ A). Dessa forma, não faz sentido
o menor sub-N-Grafo que possui A como porta: seria trivialmente o vérticev rotulado por A.
Logo, anoção de reinosnão é empregada aos N-Grafos.

Não obstante, anecessidadedeidentificar o nósplit estánocoração daprovadasequentiza-
ção. A prova é alcançada ao escolher um nó maximal na ordem dos reinos [BvdW95, Rob03].
Entãoépreciso outra abordagem para chegar àprovadasequentização paraosN-Grafosusando
a noção de subprovas: definiremos o império do norte, do sul e o total (whole empire) de uma
ocorrência de fórmula A. O primeiro corresponde ànoção de império já existente nas proof-
netsdeGirard edeRobinson, o segundoéo maior sub-N-Grafo quetem A como umapremissa
(porta superior). O terceiro é aunião das duas anteriores e induzirá uma ordem estrita, a qual
será fundamental para encontrarmoso nósplit .

Com isso, além da apresentação de uma nova prova de corretude para os N-Grafos (sem o
conectivo→), também édado um método generalizado pararealizar cortesprecisosem provas.
Isso aconteceporque o nósplit em um N-Grafo pode ocorrer no meio da prova, diferente do
que acontece com as proof-nets, quandoele ésempreum nó terminal.

4.2 União e intersecção desub-N-Grafos

Definição 4.1 (Sub-N-Grafo, por ta superior, por ta inferior ). Dizemos que H é um subgrafo de
prova de um grafo de prova G se H é um subgrafo de G e também um grafo de prova. Se um
vérticev rotulado por uma ocorrência de fórmula A é tal que v∈ PREMIS(H) (v∈CONC(H)),
então A é uma porta superior (inferior) de H. Se H também for um N-Grafo, então ele éum
sub-N-Grafo.

Nos dois lemasdefinidosaseguir, consideramosN1 e N2 sub-N-Grafos deum N-Grafo N.

Lema 4.1 (Uniãode sub-N-Grafos [BvdW95]). N1∪N2 éum N-Grafo sse N1∩N2 6= /0.

Demonstração. Como N é um N-Grafo, qualquer chaveamento dele será acíclico e conexo.
Logo, éimpossível quequalquer chaveamento deum subgrafo deN contenha ciclo. Precisamos
apenasconsiderar a conectividadedequalquer chaveamento SassociadoaN1∪N2 (seprovarmos
a conectividade de todos os chaveamentos de N1 ∪N2, ficará imediato que N1 ∪N2 atende às
condiçõesdadefinição 3.7).

Se N1∩N2 = /0, não háum caminhoentrequaisquer doisnósdeN1 e N2 e assim todochave-
amento serádesconexo. Se N1∩N2 6= /0, considereA∈ N1, B∈ N2, C∈ N1∩N2 e S(Ni) a restrição
de S(N1∪N2) a Ni, i = 1,2. Como N1 é um sub-N-Grafo, há um caminhoentre A eC em S(N1).
Pela mesma razão, existe um entre C e B em S(N2). Portanto, há um caminhoentre A e B em
S(N1∪N2), poisC∈ N1∩N2.

Lema 4.2 (Intersecção de sub-N-Grafos [BvdW95]). SeN1∩N2 6= /0, então N1∩N2 éum N-Grafo.
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Demonstração. Assim como no lema anterior, é suficiente provarmos a conectividade de
N1 ∩N2. Como N1 ∩N2 6= /0, seja A ∈ N1 ∩N2. Se A é o único nó da intersecção, então ela é
conexa e portanto é um N-Grafo (axioma). Senão, considere B outro vértice de N1 ∩N2, S
um chaveamento de N1 ∩N2 e Si uma extensão de S para Ni, i = 1,2. Uma vez que N1 e N2

são sub-N-Grafos, há um caminho π1 entre A e B em S1(N1) e um π2 em S2(N2). Se π1 6= π2,
então seriapossível construir um chaveamento S12 = S1∪S2 paraN1∪N2 e existiriaum ciclo em
S12(N1∪N2). Todavia, jáprovamosque (N1∪N2) éum N-Grafo e assim π1 = π2. Portanto, A eB
estão conectadosem N1∩N2.

O caso de N1∩N2 = /0 não interessa: dado que aintersecção évazia, não hávértice algum e
portanto o resultado não éum N-Grafo. NaFigura 4.1 temosum exemplo de intersecção entre
dois sub-N-Grafos. O N-Grafo completo à esquerdarepresenta adistributividadeda conjunção
em relação àdisjunção: A∧ (B∨C) ⊢ (A∧B)∨ (A∧C).

A∧ (B∨C)A∧ (B∨C)

A∧ (B∨C)

B∨CB∨C

A∧BA∧B A∧CA∧C

(A∧B)∨ (A∧C)

(A∧B)∨ (A∧C)(A∧B)∨ (A∧C)

AA

A

AA

A

BB CC

N1

N2

N1∩N2

Figura 4.1 Intersecção de sub-N-Grafos. As arestasvoláteis estão destacadas.

O sub-N-Grafo superior N1 possui A∧ (B∨C) como porta superior e A∧B e A∧C como
portas inferiores. Logo, N1 representa aderivação A∧ (B∨C) ⊢ A∧B, A∧C. Já N2 possui duas
portas superioresA e B∨C e apenas (A∧B)∨ (A∧C) como inferior. Portanto, essesub-N-Grafo
éumaprovapara A, B∨C⊢ (A∧B)∨ (A∧C). Umavezque aintersecção entre elesnão évazia,
N1∩N2 também éum sub-N-Grafo: N1∩N2 éumaprovapara A, B∨C⊢ A∧B, A∧C.
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4.3 Tripspara osN-Grafos

No capítulo 2 vimos que aprimeira prova de corretude das proof-nets utili zava o conceito de
subnets (império). Girard definiu ocritério de corretude(noshorttrip condition) e a construção
de impériospor meio de trips [Gir87].

Apóso trabalho deDanos& Regnier [DR89], Girard mostrou umanovaprovade corretude
[Gir91]. Esta também usavao conceito de impérios, mas dessa vez eles eram construídoscom
oschaveamentosdeDanos & Regnier.

Todavia, ainda que os N-Grafos sem a implicação adotem o mesmo critério de corretude
dasproof-nets, suaprovaoriginal desequentização [dO01] não utili zao conceito desubprovas.
Então neste capítulo buscamos uma prova de corretude para os N-Grafos com a mesma ideia
da existentenaprovadas proof-nets.

Para conseguirmosesteobjetivo, traçamoso mesmo caminho dasproof-nets. Aqui apresen-
tamosmaisuma aplicação dastécnicasutili zadaspelasproof-netsparaosN-grafos: adefinição
das tripsparao critério de corretudedamesmaformapelaqual Girard lançouasproof-netsem
[Gir87]. Em seguida usamos a técnica de Danos & Regnier para construir os impérios por
outra abordagem eprovamosque asduasconstruções são equivalentes. Finalmente, usamosos
sub-N-Grafos para encontrar um novoteoremadesequentização.

Adotamos os mesmos conceitos da seção 2.2.1 para as trips nos grafos de prova. A dife-
rença é a comunicação entre as ocorrências de fórmulas: no lugar de usarmos as regras dos
linksde axioma, timese par, definimosum novoformato a seguir (de acordo com os linksdos
N-Grafos).

4.3.1 Premissas e conclusões

Quando a partícula sobe por uma premissa X, como não há outra fórmula superior, ela entra
novamentena fórmula em i1. Em outraspalavras, t(X∨) = t(X∧)+1 (Figura4.2).

X

i1

o1i2

o2

Figura 4.2 Trip numa premissa.

Por outro lado, se X for uma conclusão, ao descer a partícula entra novamente nela, mas
por i2. Ou seja, t(X∧) = t(X∨)+1 (Figura 4.3).

4.3.2 Links simples

Esses links não possuem chaveamentos: assim como as premissas e a conclusões, a partícula
possui apenas uma opção para seguir a sua viagem: ao descer pela premissa ela segue para a
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X

i1

o1i2

o2

Figura 4.3 Trip numa conclusão.

conclusão equandosobepela conclusão, vai para apremissa. Ou seja (Figura 4.4):

X

Y

Figura 4.4 Trip num link simples.

• t(Y∨) = t(X∨)+1;

• t(X∧) = t(Y∧)+1.

Os links nos N-Grafos que seguem essa regra são: ∨− I1, ∨− I2, ∧−E1, ∧−E2, ⊥− enfra-
quecimento simplese⊤− enfraquecimento simples(Figura3.2).

4.3.3 Links conjuntivos convergentes

Quando uma partícula chega aum link desse tipo, há mais de um caminho possível. Será o
chaveamento quem determinará aquele aser seguido. Os que se enquadram neste tipo são os
da Figura 3.3, com a exceção do link →−E, pois estamos trabalhandocom o fragmento sem
a implicação. Eles são análogos ao times: são “chaveáveis” para as trips, mas não são na
abordagem deDanos-Regnier (Figura4.5).

• L: t(X∧) = t(Y∨)+1, t(Y∧) = t(Z∧)+1, t(Z∨) = t(X∨)+1;

• R: t(X∧) = t(Z∧)+1, t(Y∧) = t(X∨)+1, t(Z∨) = t(Y∨)+1.
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XX YY

ZZ

Figura 4.5 Trips num link conjuntivo convergente (chaveamentos L eR).

4.3.4 Links disjuntivos divergentes

Oslinksdaqui são osdaFigura3.4, com a exceção de→−I . Damesmaformaque ageometria
desseslinks(umapremissa eduasconclusões) é contrária àdosconjuntivosconvergentes(duas
premissas e uma conclusão) o formato da trip aqui é uma “inversão” do caso anterior. (Figura
4.6).

XX

YY ZZ

Figura 4.6 Tripsnum link disjuntivo divergente (chaveamentos L eR).

• L: t(X∧) = t(Z∧)+1, t(Y∨) = t(X∨)+1, t(Z∨) = t(Y∧)+1;

• R: t(X∧) = t(Y∧)+1, t(Y∨) = t(Z∧)+1, t(Z∨) = t(X∨)+1.

4.3.5 Link disjuntivo convergente

O único link dessetipoéo de contração. Ele é análogoao par: duaspremissas, uma conclusão,
significado disjuntivo e chaveável pelo critério Danos-Regnier (Figura4.7).

• L: t(Xp1
∧) = t(Xc

∧)+1, t(Xp2
∧) = t(Xp2∨)+1, t(Xc∨) = t(Xp1∨)+1;

• R: t(Xp1
∧) = t(Xp1∨)+1, t(Xp2

∧) = t(Xc
∧)+1, t(Xc∨) = t(Xp2∨)+1.
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Xp1Xp1 Xp2Xp2

XcXc

Figura 4.7 Trips num link de contração (chaveamentos L eR).

4.3.6 Link conjuntivo divergente

Este é caso dolink de expansão. Assim como o de contração eo par, suasemântica é contrária
à sua geometria. Isso reflete no formato da sua trip: embora uma premissa eduas conclusões
(como vimosem 4.3.4), seu chaveamento é como a contração (Figura 4.8). Percebemos assim
que há dois formatos de chaveamentos para as trips e eles revelam se o link é chaveado no
critério deDanos-Regnier.

XpXp

Xc1Xc1 Xc2Xc2

Figura 4.8 Trips num link de expansão (chaveamentos L eR).

• L: t(Xp
∧) = t(Xc1

∧)+1, t(Xc1∨) = t(Xp∨)+1, t(Xc2∨) = t(Xc2
∧)+1;

• R: t(Xp
∧) = t(Xc2

∧)+1, t(Xc1∨) = t(Xc1
∧)+1, t(Xc2∨) = t(Xp∨)+1.

4.4 Cr itério no shorttrip para osN-Grafos

As regras para realizar uma trip num grafo de provasão as mesmas da seção 2.2.2. Ilustramos
um exemplo nos N-Grafos logoabaixo (Figura 4.9). Há um grafo de prova com uma suposta
prova de A∨B ⊢ A∧B. Como não há links de expansão e nem de contração, temos apenas
um chaveamento (correspondente ao próprio grafo com todas as arestas), o qual é cíclico e
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portanto não satisfazo critério de corretudedosN-Grafos. Do lado direito háum chaveamento
na abordagem de trips: o chaveamento “L” foi escolhidotanto parao link disjuntivo divergente
(premissa A∨B e conclusões A e B), quanto para o conjuntivo convergente (premissas A e B e
conclusão A∧B).

1

2

3

4

5

6

A∨BA∨B

A∧BA∧B

AA BB

Figura 4.9 Exemplo deshorttrip.

É escolhido iniciar a trip descendo por A, ou seja, no instante0 temos A∨. As arestas estão
marcadasde acordocom oslinksaquepertencem (a∨−E oua∧− I). É gerada aseguinte trip:

A∨, A∧B∨, A∧B∧
, B∧

, A∨B∧
, A∨B∨, A∨

Embora haja 4 fórmulas, A∨ é visitado noinstante 6, pois a trip não passa por B∨ nem por
A∧. Logo, chegamos a uma shorttrip. O próximo exemplo ilustrauma trip numaprovaválida.
O grafo deprovadaFigura4.10 representa aderivação deA∨A⊢ A. Apesar de apresentar uma
estrutura semelhante ao grafo de prova anterior (4 vértices, 1 link divergente e1 convergente),
um dos links é chaveável na abordagem de Danos-Regnier (a contração nofinal) e por isso é
um N-Grafo (todososchaveamentos são árvores).

1

2

6

7

8

3

4

5

A∨AA∨A

AIAI AIIAII

AIIIAIII

Figura 4.10 Exemplo de longtrip.

A trip começa como anteriormente, mas dessa vez a “partícula” volta aponto inicial no
instante8 (para diferenciar as três ocorrências da fórmula A, foram utili zados os índices I, II e
III) :
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AI∨, AIII ∨, AIII
∧
, AI

∧
, AII ∨, AII

∧
, A∨A∧

, A∨A∨, AI∨

Uma vez que todas as portas foram visitadas, temos uma longtrip. Mesmo alterando o
chaveamento do link ∨−E ou da contração para R, ainda assim são obtidas longtrips. Logo,
a derivação da Figura 4.10 não admite shorttrip. Além disso, ela éum N-Grafo. Da mesma
maneira pela qual foi provado que uma estrutura de prova representa uma derivação válida no
cálculo de sequentes na MLL− se esomentese não apresenta shorttrip, é possível provar para
osN-Grafos o teorema abaixo:

Teorema 4.1. SejaG um grafo deprova. Então todochaveamento deG é acíclico e conexo sse
G não admiti r shorttrip.

Demonstração. É análoga àprovaparaMLL− (seção 5[DR89]) e éfeitanoApêndiceB.

4.5 Império do nor te

Para encontrar o nósplit numaproof-net em quetodososlinksterminais são times, Girard defi-
niu osempirespor meio de tripsnoseu artigo de lançamento da lógicalinear [Gir87]. Apósas
simplificações feitas por Danos e Regnier [DR89], ele redefiniu essa estrutura utili zando gra-
fosde chaveamento paraprovar a corretudeda lógicalinear multiplicativa com quantificadores
[Gir91].

Nestaseção definiremoso império do norte, o qual corresponde ao empirena lógicalinear,
para os N-Grafos sem o conectivo →. Faremos isso de duas maneiras e provaremos que elas
são equivalentes, assim como fizeram Belli n evan deWieleparaMLL− [BvdW95].

Definição 4.2 (Império do norte [Gir87]). SejaA umaocorrênciadeumafórmulanum N-Grafo
N. O império do norte de A, representado por eA∧, consiste das fórmulas C tais que, para
qualquer trip partindo de A∧ no tempo t1, retornandoem A∨ em t2, passando por C∧ em u1 e
por C∨ em u2, temosu1,u2 ∈ [t1, t2].

Teorema 4.2. O império do nortedeA é fechado sobas seguintescondições:

1. A∈ eA∧;

2. se X
Y for um link simpleseY ∈ eA∧, então X ∈ eA∧;

3. se X Y
Z for um link conjuntivo convergente eZ ∈ eA∧, então X,Y ∈ eA∧;

4. se X
Y Z for um link disjuntivo divergente eY ∈ eA∧ (ou Z ∈ eA∧), então X ∈ eA∧;

5. se Xp

Xc1 Xc2
for um link de expansão e Xc1,Xc2 ∈ eA∧, então Xp ∈ eA∧;

6. se Xp1 Xp2
Xc

for um link de contração e Xc ∈ eA∧, então Xp1,Xp2 ∈ eA∧;

7. se X
Y for um link simples, X 6= A e X ∈ eA∧, então Y ∈ eA∧;
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8. se X Y
Z for um link conjuntivo convergente, X 6= A 6= Y e X ∈ eA∧ (ou Y ∈ eA∧), então

Z ∈ eA∧;

9. se X
Y Z for um link disjuntivo divergente, X 6= A e X ∈ eA∧, então Y,Z ∈ eA∧;

10. se Xp

Xc1 Xc2
for um link de expansão, Xp 6= A e Xp ∈ eA∧, então Xc1,Xc2 ∈ eA∧;

11. se Xp1 Xp2
Xc

for um link de contração, Xp1 6= A 6= Xp2 e Xp1,Xp2 ∈ eA∧, então Xc ∈ eA∧.

Demonstração. Ver ApêndiceC.

Se um grafo deprovaG possuir n linksquenão são simples, então haverá 2n chaveamentos
para calcular o império do norte de uma fórmula. Todavia, o teorema 4.2 nos mostra como
computá-lo de uma maneira mais simples. A primeira condição é o caso base. De 2 a 6 são
abordados os casos na direção superior (de conclusões para premissas nos links). As restantes
são referentes ao crescimento “ao sul” (de premissaspara conclusões). É importantenotar que
todas estas não permitem que o império do norte desça para uma conclusão da fórmula em
questão.

Na Figura 4.1 mostramos um N-Grafo para A∧ (B∨C) ⊢ (A∧B)∨ (A∧C). Calcularemos
agora o império do norte da fórmula A∧B por meio doteorema 4.2. Como algumas fórmulas
possuem mais de uma ocorrência, todas as fórmulas estão acompanhadas de índices (Figura
4.11). Inicialmente temos apenas a própria fórmula A∧B10 no império do norte (conforme a
parte 1 do teorema 4.2: o caso base). Em seguida, de acordo com o item 3, adicionamos as
premissasdo link conjuntivo convergente: A6 e B8 (Figura4.11).

A∧ (B∨C)1A∧ (B∨C)1

A∧ (B∨C)2A∧ (B∨C)2 A∧ (B∨C)3A∧ (B∨C)3

A4A4 B∨C5B∨C5

A6 A6 A7A7 B8 B8 C9C9

A∧B10 A∧B10 A∧C11A∧C11

(A∧B)∨ (A∧C)12(A∧B)∨ (A∧C)12 (A∧B)∨ (A∧C)13(A∧B)∨ (A∧C)13

(A∧B)∨ (A∧C)14(A∧B)∨ (A∧C)14

Figura 4.11 Início da computação doimpério do norte deA∧B10.
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Agora temos 3 fórmulas no império: A∧B10, A6 e B8. Não é permitido descer por A∧B10

no link simples, pois a condição 7 do teorema exige que apremissa do link seja diferente da
fórmula do império. Também no momento não é possível subir por A6 no link de expansão:
a sentença5 impõe que aoutra conclusão dolink também esteja inclusa e ainda não sabemos
se A7 fazparte do império. Logo, a únicaopção é subir de B8 para B∨C5 usandoa cláusula 4
(Figura4.12).

A∧ (B∨C)1 A∧ (B∨C)1

A∧ (B∨C)2 A∧ (B∨C)2A∧ (B∨C)3 A∧ (B∨C)3

A4 A4B∨C5 B∨C5

A6 A6A7 A7B8 B8C9 C9

A∧B10 A∧B10A∧C11 A∧C11

(A∧B)∨ (A∧C)12 (A∧B)∨ (A∧C)12(A∧B)∨ (A∧C)13 (A∧B)∨ (A∧C)13

(A∧B)∨ (A∧C)14 (A∧B)∨ (A∧C)14

Figura 4.12 Continuação docálculo doimpério do norte deA∧B10.

DeB∨C5 utili zamosascondições2 e9 para adicionarmosA∧(B∨C)3 eC9, respectivamente.
A mesma razão a qual nos impede de subirmos de A6 para A4 agora nos proíbe de irmos de
A∧ (B∨C)3 para A∧ (B∨C)1: há apenas uma conclusão da expansão noimpério. Só nos resta
descermosdeC9 para A∧C11 pelasentença8 (Figura4.13).

Não podemos descer de (A∧B)∨ (A∧C)13 para (A∧B)∨ (A∧C)14 porque a condição 11
pede que aoutra premissa do link (que neste caso é (A∧B)∨ (A∧C)12) também façaparte do
império. Todavia, a computação do império não terminou: como A7 foi adicionado, temos as
duas conclusões do link de expansão com as três fórmulas A. Então a cláusula11 é satisfeita e
A4 é acrescentado (Figura 4.14).

Mais uma vez usamos a cláusula 11 (agora com A4 para inserir A∧ (C∨B)2. Com isso
obtemosasduasconclusõesdolink de expansão deA∧(C∨B) e assim aspremissasda condição
5 são satisfeitas: A∧ (C∨B)1 é adicionado. Tentemos expandir o conjunto de fórmulas. Há
apenasdoismeios: descer por A∧B10 pelo link simplesou por (A∧B)∨(A∧C)13 pela contração.
Entretanto, conforme foi visto antes, a condição 7 requer que apremissado link seja diferente
deA∧B10 e a11precisade ambasaspremissasda contração. Portanto, nenhumafórmulapode
ser acrescida ao conjunto atual eobtemoso resultadofinal (Figura4.15).
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A∧ (B∨C)1 A∧ (B∨C)1

A∧ (B∨C)2 A∧ (B∨C)2A∧ (B∨C)3 A∧ (B∨C)3

A4 A4B∨C5 B∨C5

A6

A6 A6A7 A7B8 B8C9 C9

A∧B10 A∧B10A∧C11 A∧C11

(A∧B)∨ (A∧C)12 (A∧B)∨ (A∧C)12(A∧B)∨ (A∧C)13 (A∧B)∨ (A∧C)13

(A∧B)∨ (A∧C)14 (A∧B)∨ (A∧C)14

Figura 4.13 Continuação docálculo doimpério do norte deA∧B10.

A∧ (B∨C)1 A∧ (B∨C)1

A∧ (B∨C)2 A∧ (B∨C)2A∧ (B∨C)3 A∧ (B∨C)3

A4 A4B∨C5 B∨C5

A6 A6A7 A7B8 B8C9 C9

A∧B10 A∧B10A∧C11 A∧C11

(A∧B)∨ (A∧C)12 (A∧B)∨ (A∧C)12(A∧B)∨ (A∧C)13 (A∧B)∨ (A∧C)13

(A∧B)∨ (A∧C)14 (A∧B)∨ (A∧C)14

Figura 4.14 Continuação docálculo doimpério do norte deA∧B10.

Algumas propriedades dos impérios do norte podem ser notadas no exemplo feito. Em
primeiro lugar, o resultado final não só é um grafo de prova: na verdade éum N-Grafo para
A∧ (B∨C) ⊢ A∧B, (A∧B)∨ (A∧C). Por suavez, esse N-Grafo possui A∧B como uma de suas
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A∧ (B∨C)1 A∧ (B∨C)1

A∧ (B∨C)2 A∧ (B∨C)2A∧ (B∨C)3 A∧ (B∨C)3

A4 A4B∨C5 B∨C5

A6 A6A7 A7B8 B8C9 C9

A∧B10 A∧B10A∧C11 A∧C11

(A∧B)∨ (A∧C)12 (A∧B)∨ (A∧C)12(A∧B)∨ (A∧C)13 (A∧B)∨ (A∧C)13

(A∧B)∨ (A∧C)14 (A∧B)∨ (A∧C)14

Figura 4.15 Resultado após a computação doimpério do norte deA∧B10 pelo teorema 4.2.

portas inferiores (conclusão). Além disso é o maior sub-N-Grafo que apresenta A∧B como
conclusão. Afinal, constatamosque qualquer tentativade aumentar o sub-N-Grafo seria com a
adição de(A∧B)∨(A∧C)12 (aqui A∧B deixariadeser umaportainferior) ou de(A∧B)∨(A∧C)14

(o acréscimo dessafórmulanão resultariasequer num grafo deprova, poisteríamosapenasuma
premissa do link de contração). Ainda nesta seção provamos que o império do norte de uma
fórmulaA defineo maior sub-N-Grafo o qual possui A como conclusão.

Lema 4.3. Considere X Y
Z um link conjuntivo convergente num N-Grafo N. Seja t1, t2, t3 os

instantesem que apartículapassa por X∨, Z∧, Y∨, respectivamente. Suponhaque ela iniciasua
viagem em X∨ (ou seja, t1 < t2 e t1 < t3) equeo link está chaveado para L. Então t2 ∈ [t1, t3].

Demonstração. Suponhaque t3 ∈ [t1, t2]. Então obtemos(Figura4.5):

X∨, Z∨, . . .
︸︷︷︸

1

, Y∨, X∧
, . . .
︸︷︷︸

2

, Z∧
, Y∧

, . . .
︸︷︷︸

3

, X∨

Se alterarmosapenas o chaveamento dolink em questão, geramosa seguinte trip:

X∨, Y∧
, . . .
︸︷︷︸

3

, X∨

Umavezque chegamosauma contradição, a suposição deque t3 ∈ [t1, t2] deveser falsa. Como
t1 < t2 e t1 < t3, temos t2 ∈ [t1, t3].

Corolár io 4.1. Seja X Y
Z um link conjuntivo convergente. Então eX∧∩eY∧ = /0. Afinal, quando

o link está chaveado para L, os intervalosX∧, . . . ,X∨ eY∧, . . . ,Y∨ são disjuntos.
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Teorema 4.3 (Trip [Gir87]). Háumchaveamento tal queeA∧ é exatamenteo intervaloA∧, . . . ,A∨.

Demonstração. Ao iniciar uma trip por A∧, há as seguintespossibili dadesdesair de eA∧:

1. Ap1 Ap2
Ac

éum link de contraçãoeuma premissa Api éo próprio A (como ocorrência).
Então Ac 6∈ eA∧. Como a trip começapor Api

∧, caso ela alcance aoutra premissa do link
de cima para baixo, ela deve retornar para cima (não pode descer para Ac∨). Logo, para
permanecermos em eA∧, devemoschavear o link para o lado da premissa igual a A.

2. Xp1 Xp2
Xc

éum link de contraçãoe apenasuma premissa Xpi pertencea eA∧.
Temos então que Xc 6∈ eA∧. Para evitarmos que a trip saia de eA∧, o chaveamento deve
escolher o lado da premissa quenão pertencea eA∧. Afinal, quandoapartícula alcançar
Xpi∨ (pois Xpi ∈ eA∧), ela não pode seguir para Xc∨ (porque Xc 6∈ eA∧). Com essa escolha,
logoapósXpi∨, apartícula retornasubindo por Xpi

∧ e assim continua em eA∧.

3. Xp

Xc1 Xc2
éum link de expansãoesomenteuma conclusãoXci pertencea eA∧.

Aqui Xp 6∈ eA∧. O raciocínio éo mesmo do passo anterior: paraque atrip permaneça em
eA∧ após Xci

∧, ela deve voltar por Xci∨ (se seguir por Xp
∧ sai de eA∧). Portanto, é preciso

escolher o lado daconclusão quenão pertencea eA∧.

Osdemais linkspodem ser chaveadosdequalquer maneira. É simplesverificar por indução
que, ao partirmosde A∧, nóspermanecemos em eA∧ até chegarmosa A∨.

Agoradefinimoso império do nortedeoutramaneira: utili zando oschaveamentosdeDanos
& Regnier no lugar das trips. Logo depoismostramosque as duasdefinições são equivalentes.

Definição 4.3 (S∧(N,A) [Gir91]). Seja A uma ocorrência de uma fórmula num N-Grafo N e
S um chaveamento associado. Se A′ for conclusão de um link que contém A como premissa
e a aresta (A,A′) existir em S(N), então remova-a. S∧(N,A) é a componente que contém A e
S∧(N,A) é a(s) outra(s) componente(s).

Mais uma vez elucidamos o novoconceito com o nosso N-Grafo para A∧ (B∨C) ⊢ (A∧

B)∨ (A∧C). Como há dois links de expansão e um de contração, então há oito chaveamentos.
Sejam x,y,z escolhas dos chaveamentos (ou seja, eles podem assumir os valores “L” ou “R”)
para os links de expansão de A∧ (B∨C) e de A e para o link de contração de (A∧B)∨ (A∧C),
respectivamente. Portanto, SLRL representará o chaveamento que escolhe a aresta da esquerda
para a expansão deA∧(B∨C), adadireitapara a expansão deA e ada esquerdapara a contração
de(A∧B)∨(A∧C). Para cada chaveamento Sxyz, destacamososnósda componenteS∧xyz(A∧B10).
Notequesempreremovemosa arestaquepartedeA∧B10, conforme adefinição 4.3. NaFigura
4.16são apresentadosdoisexemplos.

Estamosinteressadosem nósquesempre estão nacomponenteS∧(N,A∧B10), independente
das escolhas de S. É imediato que A∧B10 está em S∧(N,A∧B10) (pois S∧(N,A∧B10) sempre
escolhe a componente aqual contém A∧B10). Então se começarmos por A∧B10 e percorrer-
mos arestas não-voláteis (com a exceção de não descermos por A∧B10 dado que S∧(N,A∧B10)

sempre as arestas que partem do nó principal), encontraremos outros nós do mesmo tipo:
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A∧ (B∨C)1A∧ (B∨C)1

A∧ (B∨C)2A∧ (B∨C)2 A∧ (B∨C)3A∧ (B∨C)3

A4A4 B∨C5B∨C5

A6A6 A7A7 B8B8 C9C9

A∧B10A∧B10 A∧C11A∧C11

(A∧B)∨ (A∧C)12(A∧B)∨ (A∧C)12 (A∧B)∨ (A∧C)13(A∧B)∨ (A∧C)13

(A∧B)∨ (A∧C)14(A∧B)∨ (A∧C)14

Figura 4.16 ComponentesS∧RRR(N,A∧B10) eS∧RRL(N,A∧B10).

A6, B8, B∨C5, A∧ (B∨C)3, C9, A∧C11, A7, (A∧B)∨ (A∧C)13. Esses nós correspondem aos
destacadosem azul no ladoesquerdo daFigura4.14.

Para caminharmospor arestasvoláteis, precisamosdeumagarantia: vimosqueA6 eA7 estão
sempre na componente S∧(N,A∧B10). Então, independente de S escolher a aresta (A4, A6) ou
(A4, A7), concluímosque A4 sempre estará em S∧(N,A∧B10). Atravessandoa aresta não volátil
por A4, chegamosem A∧ (B∨C)2 (vértices em azul naprimeirametadeda Figura4.15). Como
temos as duas conclusões do link de expansão de A∧ (B∨C), aplicamos o mesmo raciocínio
usado nolink de expansão de A eobtemosA∧ (B∨C)1 (Fig 4.15).

A componente S∧RRR(N,A∧B10), representada no lado esquerdo da Figura 4.16, possui o
vértice(A∧B)∨(A∧C)14, emborasaibamosque estenem sempreficaráligadoaA∧B10 (lembre-
se de que removemos a aresta que parte de A∧B10), pois a outra premissa da contração (a
ocorrência (A∧B)∨ (A∧C)12) não estásemprepresente, diferentedo quenotamosparaos links
de expansão desse exemplo.

Todavia, a componente S∧RRL(N,A∧B10) contém exatamente os nós que estão sempre co-
nectados a A∧B10, conforme foi visto nos dois parágrafos anteriores. Isso ocorre porque SRRL

escolhe de forma “inteligente” a aresta do link de contração: como apenas uma das premissas
está sempre ligada aA∧B10 (o nó (A∧B)∨ (A∧C)13), SRRL escolhe aoutra aresta (a que liga
(A∧B)∨ (A∧C)12). O chaveamento deste link é importante porque trata-se de “links de fron-
teira”: dos três nós do link, apenas um está sempre conectado a A∧B10. O chaveamento dos
links de expansão não podem adicionar nós como (A∧B)∨ (A∧C)14 (ou seja, que nem sempre
estão ligadosa A∧B10).

Por exemplo, consideremos o chaveamento SRLL. A únicadiferençadele para SRRL é que o
primeiroescolhe a aresta(A4, A6) eo segundo(A4, A7). Masjáobservamosque essa escolhanão



42 CAPÍTULO 4 SUB-N-GRAFOS E UMA NOVA PROVA DE SEQUENTIZAÇÃO

interfere, uma vezque ambos A6 e A7 estão sempre ligados a A∧B10. Logo, S∧RRL(N,A∧B10) =

S∧RLL(N,A∧B10).
Outro fato importante éque S∧RRL(N,A∧B10) contém exatamente os mesmos nós do impé-

rio do norte de A∧B10 (Figura 4.15). Chamaremos chaveamentos como SRLL de chaveamento
principal. Em seguida provaremos que aintersecção de todas as componentes obtidas quando
variamospor todososchaveamentospossível é igual ao império norte, o qual é igual à compo-
nentedochaveamento principal, ressaltandoa semelhança com o teorema4.3.

Proposição 4.1. eA∧ =
⋂

SS∧(N,A), ondeSvariasob todososchaveamentosdeN.

Demonstração. É semelhante àprovapara MLL− [BvdW95].

a) eA∧ ⊆
⋂

SS∧(N,A)
É preciso provar que

⋂

SS∧(N,A) atende às 11condições do teorema4.2.

1. Trivial, poisS∧(N,A) sempre contém A.

2. Como links simples não são chaveáveis na abordagem Danos-Regnier, a aresta (X,Y)
estarápresente em todososchaveamentos. SeY sempre estiver na componenteS∧(N,A),
concluímos que X também sempre estará na componente. Logo,

⋂

SS∧(N,A) é fechado
sob a condição 2.

3. Umavezque asarestasdeum link conjuntivoconvergentenão são voláteis, (X,Z) e(Y,Z)
estarão em todochaveamento. Por isso, caso Z sempre esteja na componente S∧(N,A),
asarestas (X,Z) e (Y,Z) garantem queX eY também estarão e assim

⋂

SS∧(N,A) também
é fechado soba condição 3.

4. Aqui as arestas (X,Y) e (X,Z) também estarão presentes em todos os chaveamentos.
Portanto, desde que Y ou Z sempre esteja na componente S∧(N,A), X também estará.
Isso provaque

⋂

SS∧(N,A) atende à condição 4.

5. Visto que (Xp,Xc1) e (Xp,Xc2) são arestas voláteis conjugadas, dado um chaveamento S
qualquer, exatamente uma delas pertencerá a S. Mas como nos é dado que tanto Xc1

quanto Xc2 estão na componente S∧(N,A), independente da aresta escolhida por S, Xp

também estará em S∧(N,A) e assim a condição 5 também é atendida.

6. Suponha que Xp1 6∈
⋂

SS∧(N,A): há algum chaveamento S tal que Xc ∈ S∧(N,A) mas Xp1 6∈

S∧(N,A). Então S escolheu a aresta volátil (Xp2,Xc) e assim Xp2 ∈ S∧(N,A) (pois Xc ∈

S∧(N,A)). Como S∧(N,A) não contém todos os nós de N, A deve ser premissa de algum
link com conclusão A′ e Xp1 pertence à componentede A′, ouseja, Xp1 ∈ S∧(N,A).

Seja π o caminhoentre Xp1 e A′ em S∧(N,A). Dado que Xc ∈ S∧(N,A) e Xp1 ∈ S∧(N,A), a
aresta (Xp1,Xc) 6∈ π (Figura 4.17). Considere agora S′ um chaveamento como S, exceto
que o link Xp1 Xp2

Xc
está chaveado para L: (Xp1,Xc) ∈ S′. Já que Xc ∈

⋂

SS∧(N,A), temos que
Xc ∈ S′∧(N,A) (considere ρ o caminhoentre A e Xc em S′∧(N,A)). Dessa forma, π pode
ser estendido para formar um caminhoentre A e A′ em S′ sem passar pela aresta (A,A′).
Isso geraum ciclo em S′: contradição. Logo, Xp1 ∈

⋂

SS∧(N,A).

A provade Xp2 ∈
⋂

SS∧(N,A) é análoga e assim a condição 6 é respeitada.
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A

A′

Xc

Xp1

Xp2

S∧(N,A)

S∧(N,A)

π

ρ

Figura 4.17 Se escolhermos a aresta (Xp1,Xc), obtemos um ciclo.

7. SeX sempre estiver na componenteS∧(N,A), dado queX 6=A, a aresta(X,Y) também per-
tencerá aS∧(N,A). Logo, Y também estará semprena componenteS∧(N,A) e a condição
7 é atendida.

8. Jáque asarestas (X,Z) e (Y,Z) não são voláteiseX 6= A 6=Y, sepelo menosumadasduas
fórmulasestiver na componenteS∧(N,A), Z também estará, respeitandoà condição 8.

9. Como asarestas (X,Y) e (X,Z) não são voláteiseX 6=A, seX ∈S∧(N,A), também teremos
Y,Z ∈ S∧(N,A).

10. A prova é análoga àdea6 com um link de expansão nolugar de contração.

11. (Xp,Xc1) e (Xp,Xc2) são arestas voláteis, porém conjugadas. Portanto, em qualquer cha-
veamento uma delas estará presente. Então, se em todos os chaveamentos Xc1 e Xc2

estiverem na componenteS∧(N,A), como umadasarestas voláteisestá em todoseles, Xp

também pertencerá a
⋂

SS∧(N,A).

b)
⋂

SS∧(N,A)⊆ eA∧

Seja Sp um chaveamento principal cujas arestas são escolhidas conforme o teorema 4.3.
ProvaremosqueS∧p(N,A)⊆ eA∧.

Sabemos que S∧p(N,A)∩eA∧ 6= /0, pois ambos possuem A. Verificamos a seguir que uma vez
que estamos numa fórmula de eA∧ em S∧p(N,A), não há um caminho para alguma fórmula
forade eA∧.

• De cima para baixo: o passo 1 garante que S∧p(N,A) não contém nenhuma conclusão
deA. Logo, éimpossível sair deeA∧ por uma conclusão deA em S∧p(N,A). Movendo-se
para baixo a partir de uma fórmula (ocorrência) diferente de A, o único meio de sair
de eA∧ é por um link de contração em que apenas uma premissa pertence aeA∧ (caso
5 do teorema 4.3). Todavia, o passo 2 de Sp nos assegura que a conclusão será ligada
à premissa forade eA∧.

• De baixo para cima: pelo teorema4.2, a únicaforma de sair de eA∧ movendo-separa
cima épor um link de expansão em que apenas uma conclusão pertence aeA∧ (caso
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5). Porém, o passo 3 da construção de Sp, a premissa do link de expansão (que não
pertence àeA∧) é ligada à conclusão que também está forade eA∧.

Portanto, se estivermosem umafórmulaX detal queX ∈S∧p(N,A)∩eA∧, não háum caminho
de X para qualquer fórmulaY 6∈ eA∧ em S∧p(N,A). Porém, já vimos que S∧p(N,A)∩eA∧ 6= /0 e
assim S∧p(N,A)⊆ eA∧. Mascomo

⋂

SS∧(N,A)⊆ S∧p(N,A), temosque
⋂

SS∧(N,A)⊆ eA∧.

Corolár io 4.2. Seja Sp um chaveamento principal construído de acordo com o teorema 4.3.
Então S∧p(N,A) = eA∧.

Corolár io 4.3. Se A for uma conclusão de N, então eA∧ = N.

Demonstramosagora queeA∧ éo maior sub-N-Grafo de N que contémA como conclusão.

Lema 4.4. A éumaportade eA∧.

Demonstração. Uma vezque A∈ eA∧, se A não for uma porta de eA∧, então A é premissa de
um link l epelo menosuma conclusão X desse link pertence aeA∧.

Se l não for chaveável, então A e X estarão ligadosem todos os chaveamentos. Se l for um
link de contração ouexpansão, égarantido queháum chaveamento ligandoA e X. Logo, inde-
pendentedo tipo de l, há pelo menos um chaveamento S tal que a aresta (A,X) ∈ S. Entretanto,
S∧(N,A) remove essa aresta e assim X 6∈ S∧(N,A). Como eA∧ =

⋂

SS∧(N,A)⊆ S∧(N,A), X 6∈ eA∧.
Portanto, A éumaportade eA∧.

Lema 4.5. eA∧ éum N-Grafo.

Demonstração. É simples verificar que eA∧ é um grafo de prova (ver definição 3.7). Resta
então provar que todo chaveamento associado é acíclico e conexo. Seja S um chaveamento
de eA∧. Já que todos os passos da criação de um chaveamento principal dizem respeito a nós
que não estão em eA∧, podemos estender S para um chaveamento principal S′. Mas S′ é um
chaveamento de N (um N-Grafo) e portanto S′(N) é acíclico e conexo. Logo, S(eA∧) também é
acíclico e conexo.

Teorema 4.4. eA∧ é o maior sub-N-Grafo de N que possui A como uma de suas conclusões
(porta inferior).

Demonstração. Suponha que haja um sub-N-Grafo N′ de N que contém A como porta eum
nó Z tal que Z ∈ N′−eA∧. Então existeum chaveamento S tal que Z 6∈ S∧(N,A). Como A é uma
portade N′, as arestas dos linksdosquais A é premissanão influenciam na conectividade entre
A eZ em S(N′). MasS∧(N,A) removedeS(N) apenasasarestasem queA épremissa, ouseja, A
não está conectadoa Z em S(N′). Portanto, S(N′) édesconexo: contradição.

Lema 4.6 (Aninhamento de impérios I [Gir91]). Sejam A e B ocorrências distintas. Se A∈ eB∧

e B 6∈ eA∧, então eA∧ ( eB∧.

Demonstração. Construaum chaveamento principal Spara eB∧ conformeo teorema4.3, mas
com algunsdetalhes adicionais:
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I linkde contraçãocuja conclusãoestáemeB∧: se a conclusão não está em eA∧, procedemos
como faríamosnum chaveamento principal paraeA∧ (ligamosa conclusão àpremissafora
de eA∧);

II link de expansãocuja premissa está em eB∧: se apremissanão está em eA∧, agimoscomo
num chaveamento principal para eA∧ (ligamosapremissa à conclusão forade eA∧);

III se A é premissa deum link cuja conclusãoA′ está em eB∧: Sescolhe a aresta (A,A′).

Tentemospartir de A e chegar em B sem passar por (A,A′). Visto que Sé principal para eB∧

e A∈ eB∧, todososnós docaminho de A para B pertencem a eB∧ (poisS∧(N,B) = eB∧). Porém,
dado que B 6∈ eA∧, em algum momento do caminho nós saímos de eA∧. Pelo teorema 4.2, há
apenas duas possibili dadesdesair de eA∧ sem passar por (A,A′):

1. link de contraçãoeapenasuma premissa pertencea eA∧: a conclusão e aoutrapremissa
não estão em eA∧. Entretanto, pela condição I acima, S ligou os dois nós fora de eA∧.
Logo, é impossível sair de eA∧ por um link de contração.

2. link de expansãoeapenasuma conclusão pertencea eA∧: apremissa e aoutra conclusão
não estão em eA∧. Todavia, pela condição II acima, S ligou os dois nós fora de eA∧.
Portanto, não épossível sair de eA∧ por uma expansão.

Ou seja, não há como sair de eA∧ e permanecer em eB∧ no caminho de A para B em S(N) a
menos que (A,A′) ∈ S(N). Isso implicaque S∧(N,A)( S∧(N,B). Contudo, como S∧(N,B) = eB∧

(poisSéprincipal para eB∧) e eA∧ ⊆ S∧(N,A), concluímosque eA∧ ( eB∧.

Lema 4.7 (Aninhamento de impérios II [Gir91]). Sejam A e B ocorrências distintas. Se A 6∈ eB∧

e B 6∈ eA∧, então eA∧∩eB∧ = /0.

Demonstração.
Seja Sum chaveamento principal para eB∧ conforme o lema anterior. I e II asseguram que

em S∧(N,B) não existem arestas entre eA∧ e eA∧, exceto talvezpor (A,A′). Porém, aqui A 6∈ eB∧

e assim A 6∈ S∧(N,B). Logo, (A,A′) 6∈ S∧(N,B) e por isso não há arestas entre eA∧ e eA∧ em
S∧(N,B). Como eB∧ = S∧(N,B), não há arestas entre eA∧ e eA∧ em eB∧. Uma vezque B 6∈ eA∧,
nenhumafórmulade eA∧ pertence aeB∧.

Lema 4.8. Seja Xp1 Xp2
Xc

um link de contração de N. Então Xp2 ∈ eX∧
p1

e Xp1 ∈ eX∧
p2

.

Demonstração. Seja SR um chaveamento qualquer que escolhe a aresta (Xp2,Xc). Visto que
(Xp1,Xc) 6∈ SR, temos S∧R(N,Xp1) = N e assim Xp2 ∈ S∧R(N,Xp1). Agora tome um chaveamento SL

que contém a aresta (Xp1,Xc). De acordo com a condição 6 do teorema 4.2, temos Xp2 ∈ eX∧
c

e por isso existe um caminho de Xc para Xp2 em SL sem passar por nenhuma conclusão de Xc.
Como subimospor Xc para chegarmosaté Xp2, concluímos quehá um caminho de Xp1 para Xp2

sem passar pela aresta (Xp1,Xc) e assim Xp2 ∈ S∧L (N,Xp1). Logo, Xp2 ∈ eX∧
p1

.
A prova de Xp1 ∈ eX∧

p2
é simétrica: S∧L (N,Xp2) = N e também temos Xp1 ∈ S∧R(N,Xp2) (porque

Xp1 ∈ eX∧
c ).
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4.6 Império do sul

Vimosnaseção anterior queo império do nortedeumafórmulaA num N-Grafo N representao
maior sub-N-Grafo deN que contém A como conclusão. Provamosque existem duasmaneiras
equivalentes de construí-lo (por meio de trips e usando grafos de Danos e Regnier) e também
algumaspropriedades.

Agora definimos o império dosul de uma fórmula A: o maior sub-N-Grafo que apresenta
A como premissa. Essa noção não fazsentido nas proof-nets lançadas por Girard nem nas de
Robinson porque ambos utili zam links de axiomas: para que qualquer subsestrutura contendo
A seja uma proof-net, ela deve conter todas as premissas hereditárias de A. Dessa forma, para
obtermos uma subnet contendo A, em algum momento da computação nós “subimos” até os
linksde axiomas. Ao “subirmos” por A, esta fórmuladeixadeser umapremissadasubnet.

Isso não ocorre nos N-Grafos: um nó X por si só já éum N-Grafo (representa adedução
X ⊢ X). Além disso, como háum link divergente chaveável (expansão), o corolário dapremissa
hereditária (2.9.6 [Gir87]) não é válido nos N-Grafos: se X for uma premissahereditária deY,
não hágarantiasdequeX ∈ eY∧.

Como o império do sul é a contrapartida do norte, muitas vezes abreviaremos algumas
provaspor elas serem facilmente alcançadas apartir dasvistasnaseção anterior.

Definição 4.4 (Impéro do sul). Seja A uma ocorrência de uma fórmula num N-Grafo N. O
império dosul deA, representado por eA∨, consistedas fórmulasC taisque, paraqualquer trip
partindo de A∨ no tempo t1, retornandoem A∧ em t2, passando por C∧ em u1 e por C∨ em u2,
temosu1,u2 ∈ [t1, t2].

Teorema 4.5. O império dosul deA é fechado sob as seguintescondições:

1. A∈ eA∨;

2. se X
Y for um link simples, Y 6= A eY ∈ eA∨, então X ∈ eA∨;

3. se X Y
Z for um link conjuntivo convergente, Z 6= A e Z ∈ eA∨, então X,Y ∈ eA∨;

4. se X
Y Z for um link disjuntivo divergente, Y 6= A 6= Z eY ∈ eA∨ (ouZ ∈ eA∨), então X ∈ eA∨;

5. se Xp

Xc1 Xc2
for um link de expansão, Xc1 6= A 6= Xc2 e Xc1,Xc2 ∈ eA∨, então Xp ∈ eA∨;

6. se Xp1 Xp2
Xc

for um link de contração, Xc 6= A e Xc ∈ eA∨, então Xp1,Xp2 ∈ eA∨;

7. se X
Y for um link simplese X ∈ eA∨, então Y ∈ eA∨;

8. se X Y
Z for um link conjuntivo convergente eX ∈ eA∨ (ouY ∈ eA∨), então Z ∈ eA∨;

9. se X
Y Z for um link disjuntivo divergente eX ∈ eA∨, então Y,Z ∈ eA∨;

10. se Xp

Xc1 Xc2
for um link de expansão e Xp ∈ eA∨, então Xc1,Xc2 ∈ eA∨;

11. se Xp1 Xp2
Xc

for um link de contração e Xp1,Xp2 ∈ eA∨, então Xc ∈ eA∨.



4.6 IMPÉRIO DO SUL 47

Demonstração. Procedemosconforme explicado noApêndiceC. A diferença éque asprovas
utili zarão intervalosA∨, . . . ,A∧ no lugar de A∧, . . . ,A∨.

Os teoremas 4.2 e 4.5 nos mostram que as contruções dos impérios do norte e sul são
bastantesemelhantes. A principal diferença entre eleséqueo do nortenão permitedescer para
uma conclusão dafórmula em questão, enquanto queo dosul proíbe asubir paraumapremissa.
NaFigura4.18são apresentadosdoisexemplos. O leitor podeverificar queo império dosul de
A7 é idêntico ao de A6.

A∧ (B∨C)1 A∧ (B∨C)1

A∧ (B∨C)2 A∧ (B∨C)2A∧ (B∨C)3 A∧ (B∨C)3

A4 A4B∨C5 B∨C5

A6 A6A7 A7B8 B8C9 C9

A∧B10 A∧B10A∧C11 A∧C11

(A∧B)∨ (A∧C)12 (A∧B)∨ (A∧C)12(A∧B)∨ (A∧C)13 (A∧B)∨ (A∧C)13

(A∧B)∨ (A∧C)14 (A∧B)∨ (A∧C)14

Figura 4.18 Impérios do sul deA6 eC9.

Lema 4.9. Considere X
Y Z um link disjuntivo divergente num N-Grafo N. Seja t1, t2, t3 os ins-

tantes em que apartícula passa por X∨, Y∧, Z∧, respectivamente. Suponha que ela inicia sua
viagem em X∨ (ou seja, t1 < t2 e t1 < t3) equeo link está chaveado para L. Então t2 ∈ [t1, t3].

Demonstração. Suponhaque t3 ∈ [t1, t2]. Então obtemos(Figura4.6):

X∨, Y∨, . . .
︸︷︷︸

1

, Z∧
, X∧

, . . .
︸︷︷︸

2

, Y∧
, Z∨, . . .

︸︷︷︸

3

, X∨

Se alterarmosapenas o chaveamento dolink em questão, geramosa seguinte trip:

X∨, Z∨, . . .
︸︷︷︸

3

, X∨

Umavezque chegamosauma contradição, a suposição deque t3 ∈ [t1, t2] deveser falsa. Como
t1 < t2 e t1 < t3, temos t2 ∈ [t1, t3].
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Corolár io 4.4. Seja X
Y Z um link disjuntivo divergente. Então eY∨ ∩eZ∨ = /0. Afinal, quando o

link está chaveado para L, os intervalosY∨, . . . ,Y∧ e Z∨, . . . ,Z∧ são disjuntos.

Teorema 4.6 (Trip). Háum chaveamento tal queeA∨ é exatamenteo intervalo A∨, . . . ,A∧.

Demonstração. A prova aqui ésemelhante àdoteorema4.3 . A diferença éo primeiro passo:
utili zadocaso A seja conclusão deum link de expansão, enquanto anteriormentesereferenciava
aum link de contração com umadas premissas sendo o próprio A.

Ao iniciar uma trip por A∨, há as seguintespossibili dadesdesair deeA∨:

1. Ap

Ac1 Ac2
éum link de expansão euma conclusãoAci éo próprio A (como ocorrência).

Então Ap 6∈ eA∨. Como a trip começapor Api∨, caso ela alcance aoutra conclusão dolink
de baixo para cima, ela deve retornar para baixo (não pode subir para Ap

∧). Logo, para
permanecermos em eA∨, devemoschavear o link para o lado daconclusão igual a A.

2. Xp1 Xp2
Xc

éum link de contraçãoe apenasuma premissa Xpi pertencea eA∨.
Temos então que Xc 6∈ eA∨. Para evitarmos que a trip saia de eA∨, o chaveamento deve
escolher o lado da premissa quenão pertencea eA∨.

3. Xp

Xc1 Xc2
éum link de expansãoesomenteuma conclusãoXci pertencea eA∨.

Aqui Xp 6∈ eA∨. Paraque atrip permaneça em eA∨ apósXci
∧, épreciso escolher o lado da

conclusão quenão pertencea eA∨.

Osdemais linkspodem ser chaveadosdequalquer maneira. É simplesverificar por indução
que, ao partirmosde A∨, nóspermanecemos em eA∨ até chegarmosa A∧.

Definição 4.5 (S∨(N,A)). Seja A uma ocorrência de fórmula num N-Grafo N e S um chave-
amento associado. Se A′′ for premissa de um link que contém A como conclusão e a aresta
(A′′,A) existir em S(N), então remova-a. S∨(N,A) é a componenteque contém A e S∨(N,A) é
a(s) outra(s) componente(s).

Proposição 4.2. eA∨ =
⋂

SS∨(N,A), ondeSvariasob todososchaveamentosdeN.

Demonstração. Mesmo raciocínio daprovadaproposição 4.1: notamosqueeA∨ ⊆
⋂

SS∨(N,A)
(pois

⋂

SS∨(N,A) atende às condições do teorema4.6) e que
⋂

SS∨(N,A)⊆ eA∨ ao construirmos
um chaveamento principal Sp

∨ de acordo com o teorema 4.6 e demonstrarmos que Sp
∨(N,A) ⊆

eA∨.

Corolár io 4.5. Seja Sp um chaveamento principal construído de acordo com o teorema 4.6.
Então Sp

∨(N,A) = eA∨.

Corolár io 4.6. Se A for uma premissade N, então eA∨ = N.

Lema 4.10. A éumaportade eA∨.
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Demonstração. Umavezque A∈ eA∨, se A não for umaportade eA∨, então A é conclusão de
um link l epelo menosumapremissaX desse link pertence aeA∨.

Se l não for chaveável, então A e X estarão ligadosem todos os chaveamentos. Se l for um
link de contração ouexpansão, égarantido queháum chaveamento ligandoA e X. Logo, inde-
pendentedo tipo de l, há pelo menos um chaveamento S tal que a aresta (X,A) ∈ S. Entretanto,
S∨(N,A) remove essa aresta e assim X 6∈ S∨(N,A). Como eA∨ =

⋂

SS∨(N,A)⊆ S∨(N,A), X 6∈ eA∨.
Portanto, A éumaportade eA∨.

Lema 4.11. eA∨ éum N-Grafo.

Demonstração. Assim como naprovado lema4.5, podemosestender qualquer chaveamento
S de eA∨ para um chaveamento principal S′ para todo oN-Grafo. Já que S′(N) é acíclico e
conexo, S(eA∨) também o é.

Teorema 4.7. eA∨ é o maior sub-N-Grafo de N que possui A como uma de suas premissas
(portasuperior).

Demonstração. Semelhante àprovado teorema4.4.

Lema 4.12 (Aninhamento de impérios III ). Sejam A e B ocorrências distintas. Se A ∈ eB∨ e
B 6∈ eA∨, então eA∨ ( eB∨.

Demonstração. Assim como as demais propriedades do império dosul, a prova desse lema
também partedamesmaideiadapropriedade correspondentedo norte(lema4.6). Construaum
chaveamento principal SparaeB∨ conformeo teorema4.5, mascom algunsdetalhesadicionais:

I linkde contraçãocuja conclusãoestáemeB∨: se a conclusão não está em eA∨, procedemos
como faríamosnum chaveamento principal paraeA∨ (ligamosa conclusão àpremissafora
de eA∨);

II link de expansão cuja premissa está em eB∧: se apremissa não está em eA, agimos como
num chaveamento principal para eA (ligamosa premissa à conclusão forade eA);

III se A é conclusão deum link cuja premissa A′′ está em eB∨: Sescolhe a aresta (A′′,A).

De forma equivalente àprova do lema 4.6, concluímos que não existe um caminho de A
para B em S(N) caso (A′′,A) 6∈ S. Portanto, (A′′,A) ∈ S. Isso implica que S∨(N,A) ( S∨(N,B).
Contudo, como S∨(N,B) = eB∨ (pois S é principal para eB∨) e eA∨ ⊆ S∨(N,A), concluímos que
eA∨ ( eB∨.

Lema 4.13 (Aninhamento de impérios IV). Sejam A e B ocorrências distintas. Se A 6∈ eB∨ e
B 6∈ eA∨, então eA∨∩eB∨ = /0.

Demonstração. Obtemosum chaveamento principal paraeB∨ conformeo lema acima. Assim
como no lema 4.7, concluímos que não há arestas entre eA∨ e eA∨ em eB∨. Já que B 6∈ eA∨,
deduzimosqueeA∨∩eB∨ = /0.
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Lema 4.14. Seja Xp

Xc1 Xc2
um link de expansão de N. Então Xc2 ∈ eXc1∨ e Xc1 ∈ eXc2∨.

Demonstração. Seja SR um chaveamento qualquer que escolhe a aresta (Xp,Xc2). Visto que
(Xp,Xc1) 6∈ SR, temos SR

∨(N,Xc1) = N e assim Xc2 ∈ SR
∨(N,Xc1). Agora tome um chaveamento SL

que contém a aresta (Xp,Xc1). De acordo com a condição 10 do teorema 4.5, temos Xc2 ∈ eXp∨

e por isso existe um caminho de Xp para Xc2 em SL sem passar por nenhuma premissa de Xp.
Como descemospor Xp para chegarmosatéXc2, concluímosqueháum caminho deXc1 paraXc2

sem passar pela aresta (Xp,Xc1) e assim Xc2 ∈ SL
∨(N,Xc1). Logo, Xc2 ∈ eXc1∨.

Daprova acima éimediato concluir também que Xc1 ∈ eXc2∨.

4.7 Império total

Vimos que o império do sul de uma fórmula A é a contrapartida do norte: o primeiro é o
maior sub-N-Grafo o qual possui a fórmula A como premissa eo segundoé o maior que a
apresenta como conclusão. Dada anaturezasemelhante deles, verificaremos que os lemas de
aninhamento também são verdadeiros entre eles. Essas propriedades sugerem a criação de
uma nova estrutura: o império total (do inglês whole empires), o qual será formado a partir
da união dos outros dois impérios. Essenovoimpério definirá uma ordem parcial entre os nós
não-terminaiseseráusado para encontrar o nósplit , desempenhandoassim o mesmo papel dos
reinospara as proof-netsdeGirard edeRobinson.

Abordamoscada caso possível da intersecção entreo norte eo sul.

Lema 4.15 (Aninhamento de impérios V). Sejam A e B ocorrências distintas. Se B 6∈ eA∨ e
A∈ eB∧, então eA∨ ( eB∧.

Demonstração. Seja S um chaveamento principal para eB∧, mas com os detalhes adicionais
vistos no lema 4.12 (nesse caso, no lugar de eB∨ temos eB∧). Então não há um caminho de
A para B a menos que (A′′,A) ∈ S∨(N,B). Já que A ∈ eB∧, temos S∨(N,A) ( S∧(N,B) e assim
obtemoseA∨ ( eB∧.

Lema 4.16 (Aninhamento de impérios VI ). Sejam A e B ocorrências distintas. Se B 6∈ eA∧ e
A∈ eB∨, então eA∧ ( eB∨.

Demonstração. Construímos um chaveamento principal S para eB∨ com os detalhes obser-
vados no lema 4.6 (com eB∨ no lugar de eB∧). Então o único caminho de A para B em S(N) é
por meio de (A,A′). A partir das arestas escolhidaspor Sconcluímosque S∧(N,A)( S∨(N,B) e,
como S∨(N,B) = eB∨, obtemoseA∧ ( eB∨.

Corolár io 4.7. Considere A e B ocorrências diferentes. Se B 6∈ eA∧∪eA∨ e A∈ eB∧ ou A∈ eB∨

(ou seja, A∈ eB∧∪eB∨), então eA∧∪eA∨ ( eB∧∪eB∨.

Lema 4.17 (Nesting of empires VII ). Sejam A e B ocorrências distintas. Se B 6∈ eA∨ e A 6∈ eB∧,
então eA∨∩eB∧ = /0.
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Demonstração. Seja S um chaveamento principal para eB∧ conforme o lema anterior. De
forma semelhante aos lemas 4.7 e 4.13, não há arestas entre eA∨ e eA∨ em S∧(N,B) = eB∧.
Como A 6∈ eB∧, concluímosque eA∨∩eB∧ = /0.

Corolár io 4.8. Sejam A e B ocorrências distintas. Se B 6∈ eA∧∪eA∨ e A 6∈ eB∧∪eB∨, então, por
sucessivasaplicações do lema4.17, (eA∧∪eA∨)∩ (eB∧∪eB∨) = /0.

Lema 4.18. eA∧∪eA∨ éum sub-N-Grafo.

Demonstração. Como os intervalos A∧, . . . ,A∨ e A∨, . . . ,A∧ são disjuntos, a únicafórmula em
comum entre eA e eA∨ é o próprio A. Dado que eA∧ ∩ eA∨ 6= /0, pelo lema 4.1 eA∧ ∪ eA∨ é um
N-Grafo.

Lema 4.19. Seja l = ...X...

...Y... um link tal que, para uma fórmula A nós temos X ∈ eA∧ ∪ eA∨ e
Y 6∈ eA∧∪eA∨. Então eA∧∪eA∨ ( eY∧∪eY∨.

Demonstração.
UmavezqueX ∈ eA∧∪eA∨, consideraremosdoiscasos:

1. X ∈ eA∧

Dado queY 6∈ eA∧, l deve ser um link de contração e asua outra premissa não pertence
a eA. SendoY uma conclusão de l, obtemos X ∈ eY∧ e assim eA∧∩eY∧ 6= /0. Se A 6∈ eY∧,
pelo lema 4.7 teríamos eA∧∩eY∧ = /0: contradição. Logo, A∈ eY∧. Mas, pelo corolário
4.7, concluímosquenesse caso eA∧∪eA∨ ( eY∧∪eY∨.

2. X ∈ eA∨

Pelo mesmo raciocínio docaso acima, l éum link de contração. Isso implicaqueX ∈ eY∧

e eA∨∩eY∧ 6= /0. Se A 6∈ eY∧, o lema 4.17 nos levaria aeA∨∩eY∧ = /0: contradição. Logo,
A∈ eY∧. Novamente, pelo corolário 4.7, chegamosa eA∧∪eA∨ ( eY∧∪eY∨.

Lema 4.20. Seja l = ...X...

...Y... um link tal que, para uma fórmula A nós temos Y ∈ eA∧ ∪ eA∨ e
X 6∈ eA∧∪eA∨. Então eA∧∪eA∨ ( eX∧∪eX∨.

Demonstração. Procedemosconformeo lema anterior:

1. Y ∈ eA∧

Já que X 6∈ eA∧, l deve ser um link de expansão e aoutra conclusão de l não pertence a
eA∧. Então X é apremissa do link e por isso Y ∈ eX∨. Logo, eX∨∩eA∧ 6= /0. Se A 6∈ eX∨,
pelo lema 4.17 teríamos eX∨∩eA∧ = /0: uma contradição. Portanto, devemos ter A∈ eX∨

e, de acordo com o corolário 4.7, concluímosnesse caso que eA∧∪eA∨ ( eX∧∪eX∨.

2. Y ∈ eA∨

Da mesma forma como acima, l é um link de expansão, X é asua premissa, Y ∈ eX∨.
Aqui temos eA∨∩eX∨ 6= /0. Agora, se A 6∈ eX∨, pelo lema 4.13 obteríamos eA∨∩eX∨ = /0:
contradição. Então A∈ eX∨ eo corolário 4.7 nos leva a concluir eA∧∪eA∨ ( eX∧∪eX∨.
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Os corolários 4.7 e 4.8 e o lema 4.18 sugerem a definição de uma nova estrutura para a
união doimpério do norte com o dosul deumamesmafórmula..

Definição 4.6 (Império total). Seja A uma ocorrência de uma fórmula num N-Grafo N. O
império total deA, representado por wA, consistedas fórmulas doconjunto eA∧∪eA∨.

Corolár io 4.9. SeA for uma conclusão (premissa) deN, então, pelocorolário4.3 (4.6): wA=N.

Definição 4.7 (Ordem parcial ≪ entre fórmulas não-terminais). Sejam A e B ocorrências de
fórmulas num N-Grafo N. Se A e B não são premissas nem conclusões de N, então definimos
A≪ B↔ wA( wB.

Os teoremas 4.2 e 4.5 nos mostram que os links de contração e expansão têm um papel
fundamental: não fossem eles, osimpériosdo norte edosul dequalquer fórmulaseriam sempre
iguais ao N-Grafo. Além disso, os lemas 4.19 e 4.20 nos mostram que esses dois links são
importantesnaordem parcial dos impérios totais.

4.8 Sequentização

Conforme visto no capítulo 3, para garantirmos que um N-Grafo representa uma prova logi-
camente correta, é preciso provar a corretude e a completude do sistema. A prova original é
feita por indução e baseada em oito casos [dO01]. O último deles é análogo ao da prova de
proof-nets em que todos os links terminais são times: representam os N-Grafos em que todo
link inicial édisjuntivo divergente etodolink final é conjuntivo convergente.

No fragmento MLL− não é trivial mostrar que há pelo menos um nó terminal times com
a propriedade split . Para os N-Grafos, de Oliveira provou que o caso análogo atende apelo
menosumadas três condições:

1. háum link inicial disjuntivo divergente com apropriedadesplit ;

2. háum link final conjuntivo convergente com apropriedadesplit ;

3. há um cut branch point (nó que é ao mesmo tempo conclusão de uma contração e pre-
missadeuma expansão).

No caso 3 nóstemosum nóX tal quesuaremoção deN, juntamente com todasas suasares-
tas, produz três componentes que também são N-Grafos (uma delas é a componente contendo
apenas X). Com pelo menos uma das condições acima sendoatendida, é possível “quebrar” o
N-Grafo original em trêsN-Grafosmenores, aplicar ahipótesedeindução, eobter um sequente
para aderivação doN-Grafo original.

Apresentaremos agora uma prova mais simples para a corretude por meio do conceito de
sub-N-Grafos para um fragmento do sistema (sem o conectivo →). Vamos usar, sem perda
de generalidade, ⊤ como A∨¬A e ⊥ como A∧¬A, em que afórmula A faz parte do link em
questão.
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Teorema 4.8 (Sequentização). Seja N um N-Grafo que não possui o link → −I . Então há
uma derivação A1, . . . ,An ⊢ B1, . . . ,Bm no cálculo de sequentes cujas ocorrências das fórmulas
A1, . . . An eB1, . . . , Bm estão em correspondênciaum paraum com aspremissase asconclusões
de N, respectivamente.

Demonstração. Por indução sobreo número de linksdeN.

1) Caso base: N nãocontémnenhumlink (N contém apenasumvérticeA).
É imediato: SC(N) é A⊢ A.

2) N nãocontém nenhumnó não-terminal (N possui apenas umlink).
É simples obter uma derivação do cálculo de sequentes para um N-Grafo com apenas um
link (ver apêndiceA). Por exemplo, o caso de∨− I1:

A⊢ A
A⊢ A∨B

∨R1

3) N contémum link de expansão inicial.
Como N é um N-Grafo, todos os seus chaveamentos são acíclicos e ele também satisfaz
o lema 3.2. Seja N1 o resultado da remoção do link de expansão inicial de N. Desde que
removemosum link de N, então não adicionamos nenhum ciclo e concluímos que todos os
chaveamentos de N1 também são acíclicos. Também sabemos que N1 possui um vértice a
menos (a premissada expansão foi retirada), um link a menos de expansão e duas arestas a
menos. Portanto, N1 também éum N-Grafo.

Pelahipótesedeindução temosumaderivaçãoem sequentesΠ terminandocomA,A, . . . ,An⊢

B1, . . . ,Bm para N1. Então SC(N) éobtido por uma contração à esquerda:

Π
A,A, . . . ,An ⊢ B1, . . . ,Bm

A, . . . ,An ⊢ B1, . . . ,Bm
CL

4) N contémum link de contração final.
Semelhante ao caso acima, pela hipótese de indução temos uma derivação em sequentes Π
terminandocom A, . . . ,An ⊢ B,B, . . . ,Bm. Aqui SC(N) éobtido por uma contração àdireita:

Π
A, . . . ,An ⊢ B,B, . . . ,Bm

A, . . . ,An ⊢ B, . . . ,Bm
CR

5) N contém um link não-terminal e não possui nenhum link inicial de expansão e nenhum
final de contração.
Escolha um nó A maximal em relação a ≪. Então wA = N. Suponha que não: seja W ∈

N− (eA∧∪eA∨) e S∧p um chaveamento principal para eA∧. Como W 6∈ eA∧, o caminho de A
paraW em Sp passa por uma conclusão A′ de A. Seja Ac o último nó pertencente eA∨ eY o
primeiro nófora do império dosul A no caminhoatéW. Então há duas possibili dadespara
a aresta incidente aAc eY:



54 CAPÍTULO 4 SUB-N-GRAFOS E UMA NOVA PROVA DE SEQUENTIZAÇÃO

i) (Ac,Y) pertencea um link de contração cuja outra premissa não pertencea eA∨: pelo
lema4.19 nós temos eA∧∪eA∨ ( eY∧∪eY∨, ou seja, A≪Y. Isso contradiz amaximali -
dadede A em ≪.

ii ) (Y,Ac) pertencea um link de expansão cuja outra conclusão não pertencea eA∨: pelo
lema 4.20 obtemos eA∧ ∪eA∨ ( eY∧∪eY∨. Em outras palavras, A ≪ Y, o que também
vai contra ahipótesedeque A émaximal em ≪.

Agora sabemos que wA= N. Sejam Γ1,Γ2 uma partição de A1, . . . ,An e ∆1,∆2 uma partição
de B1, . . . ,Bm. Como eA∧ é um N-Grafo (lema 4.5) e possui A como conclusão (lema 4.4), a
hipótese de indução construiu uma derivação SC(eA∧) em cálculo de sequentes terminando
com Γ1 ⊢ ∆1, A. Porém, visto que eA∨ também é um N-Grafo (lema 4.11) e possui A como
premissa(lema4.10), ahipótesede indução construiu também umaderivação SC(eA∨) para
A, Γ2 ⊢ ∆2. Então SC(N) é obtido pela regrado corte:

SC(eA∧)

Γ1 ⊢ ∆1, A
SC(eA∨)

A, Γ2 ⊢ ∆2

Γ1,Γ2 ⊢ ∆1,∆2

4.9 Conclusão

Neste capítulo vimoso conceito desub-N-Grafosedemonstramosque, paraqualquer ocorrên-
ciade fórmulaA deum N-Grafo N, sempre épossível construir o maior sub-N-Grafo de N que
possui A como conclusão (o império do norte de A) e o maior sub-N-Grafo que apresenta A
como premissa (o império do sul de A). Os teoremas 4.3 e 4.6 nos mostram como construir
esses impériosem tempo linear.

Com a união dos desses dois impérios, definimos o império total de uma fórmula euma
ordem parcial sobre as fórmulas de N (exceto as premissas e as conclusões). Como parte
da prova de sequentização, demonstramos dentro do teorema 4.8 que, caso N não possua um
link inicial de expansão nem um final de contração, então ele apresentará uma fórmula A tal
que wA = N e A 6∈ PREMIS(N) e A 6∈ CONC(N). Portanto, os impérios do norte edo sul de A
“cortam” N em dois sub-N-Grafos, cuja intersecção é afórmula A.



CAPÍTULO 5

Comparação dasprovas de corretude

A primeiraprovade corretudedosN-Grafos foi feitapor deOliveira[dO01] e estáreproduzida
em parte aqui no apêndice D. Conforme enunciamos no teorema 3.2, para cada N-Grafo é
possível obter umaderivação nocálculo desequentes. No capítulo 4 foi apresentadaumanova
prova para o sistema. Em ambas as provas, assim como também nas provas de Girard [Gir87]
e de Robinson [Rob03] para as suas respectivas proof nets, o ponto mais importante équebrar
umaderivação em estruturas menores, masque aindasão derivaçõesválidas (subderivações).

Neste capítulo analisamosaideiadaprovade corretudeoriginal dosN-Grafose em seguida
comparamo-la com ado teorema4.8.

5.1 Prova or iginal da corretudedos N-Grafos

De Oliveira provoua corretude dos N-Grafos usandoindução sob o número de nós de um N-
Grafo G. A ideia principal é remover algum link de G para obter N-Grafos menores, aplicar a
hipótesede indução e assim obter umaderivação docálculo desequentespara G [dO01].

Por exemplo, seja u uma premissa de G. Se u for uma premissa de um link simples (u,v),
então se removermosa aresta (u,v) obtemos:

1. uma componente composta apenas por u;

2. uma componente G′ semelhante aG, em que PREMIS(G′) = (PREMIS(G)∪{v})−{u} e
CONC(G′) =CONC(G).

É imediato verificarmosquetodochaveamento deG′ éuma árvorese esomenteseo mesmo
também for válido para todososchaveamentosdeG. Logo, G′ também éum N-Grafo epossui
um vértice amenos que G. Então a hipótese de indução nos garante que há uma derivação no
cálculo desequentespara G′: PREMIS(G′) ⊢CONC(G′).

Vimos no apêndice A que épossível obter uma derivação para N-Grafos com apenas um
link. Logo, há uma derivação para o link simples (u,v): u ⊢ v. Porém, v ∈ PREMIS(G′) e nós
aplicamosa regrado corteparaobtermosumaderivação para G:

u⊢ v PREMIS(G′) ⊢CONC(G′)

u, PREMIS(G′)−{v} ⊢CONC(G′)
CUT

A mesma idéia pode ser utili zada se G tiver uma conclusão v, a qual é uma conclusão de
um link simples (u,v). Algumas definições importantes para “quebrarmos” um N-Grafo em
componentesmenores seguem abaixo.

55
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Definição 5.1 (Link simplesinicial (final)). Um link simples(u,v) em N-Grafo G é inicial (final)
se u∈ PREMIS(G) (v∈CONC(G)).

Definição 5.2 (Link convergente inicial (final)). Um link convergente {(u1,v),(u2,v)} em N-
Grafo G é inicial (final) se{u1,u2} ⊂ PREMIS(G) (v∈CONC(G)).

Definição 5.3 (Link divergente inicial (final)). Um link convergente{(u,v1),(u,v2)} em N-Grafo
G é inicial (final) se u∈ PREMIS(G) ({v1,v2} ⊂CONC(G)).

Definição 5.4 (Propr iedade split de um link). Seja G′ um subgrafo gerador de G obtido pela
remoção de um link l. Se G′ possuir três componentes disjuntas (duas, caso l seja um link
simples), então dizemosque l apresenta apropriedadesplit .

Definição 5.5 (Cut branch point). Um nó u é um cut branch point se ele for um ponto de
ramificação deuma contração edeuma expansão.

Vimos que ésimples cortar G em componentes menores caso ele possua um link simples
inicial ou um link simplesfinal. Esseprocedimento também é fácil para oscenários abaixo:

1. G possui umlink l = {(u1,v),(u2,v)} inicial conjuntivo convergente: a remoção desse link
gera três componentes disjuntas: uma composta apenas por u1, outra por u2 e uma com-
ponenteG′ tal que PREMIS(G′) = (PREMIS(G)∪{v})−{u1,u2} eCONC(G′) =CONC(G).
Logo, l possui apropriedadesplit .

2. G possui um link l = {(u,v1),(u,v2)} final disjuntivo divergente: retiramos esse link e
também são produzidas três componentes disjuntas: a primeira possui apenas v1, a se-
gundasomentev2 euma componenteG′ tal quePREMIS(G′) =PREMIS(G) eCONC(G′) =

CONC(G)∪{u}−{v1,v2}.

3. G possui um link l = {(u,v1),(u,v2)} inicial de expansão: a extração aqui produz apenas
duascomponentes(caso contrário, teríamoschaveamentosdesconexos). A primeirapos-
sui apenasapremissada expansãoe asegunda éuma componenteG′ tal quePREMIS(G′)=

(PREMIS(G)∪{v1,v2})−{u} eCONC(G′) =CONC(G).

4. G possui um link l = {(u1,v),(u2,v)} final de contração: este caso é como o anterior:
apenas duas componentes são obtidas. Numa delas há apenas o vérticev e G′ é tal que
PREMIS(G′) = PREMIS(G) eCONC(G′) = (CONC(G)∪{u1,u2})−{v}.

Assim como nos casos dos links simples (inicial e final), nos listados acima também é
simples usar a hipótese de indução para obter uma derivação para G. Nos cenários 1 e 2 nós
obtemos uma derivação para as componentes duas unitárias de acordo com o link em questão,
aplicamos a hipótese de indução para a componente G′ e finalmente obtemos uma derivação
para G utili zandoa regrado cortesobre as duasderivaçõesanteriores.

Para aderivação nocenário 3, partimos da derivação Π de G′ (hipótese de indução). Uma
vez que G′ possui nas suas premissas as duas conclusões do link de expansão (ocorrências
distintasdeumamesmafórmula), aderivação para G podeser obtida aplicando uma contração
à esquerda em Π (ver caso 3 do teorema4.8).
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A contração é análoga: seja Π a derivação de G′ obtida pela hipótese de indução. Aqui
nas conclusõesG′ há as duas premissasda contração. Então umaderivação para G é alcançada
aplicando uma contração àdireita em Π (caso 4 do teorema4.8).

O problemasurgequandotodosos links iniciaisdeG são disjuntivosdivergentesetodosos
finais são conjuntivos convergentes. Não é trivial quebrar G em N-Grafos menores (esse caso
é análogoao das proof-nets quandotodos os links terminais são ⊗). Um exemplo desse caso
pode ser visualizado na Figura 3.10: não podemos remover o link disjuntivo divergente inicial
no primeiro N-Grafo, pois seriam obtidasapenasduascomponentes(uma composta apenaspor
A∨A e aoutra com os demais vértices). Além disso, a maior componente não seria sequer
um N-Grafo, pois apresentaria chaveamentos desconexos. Pelo mesmo motivo, também não
podemosremover o link conjuntivo convergentefinal.

No apêndice D reproduzimos a principal parte da prova de sequentização dos N-Grafos
feita por de Oliveira [dO01]. Lá mostramos como “quebrar” um N-Grafo cujos links iniciais
são todos disjuntivos divergentes e todos os finais são conjuntivos convergentes em N-Grafos
menores.

5.2 Nós maximaise links splits

Ao compararmos a prova do teorema 4.8 com a do apêndiceD, vemos que aprimeira agrupa
vários casos para provar a existência do nósplit (N-Grafos com mais de um link, sendo que
nenhum inicial é de expansão e nenhum final é de contração), enquanto que asegunda prova
a existência de um link split (ou de um cut branch point) para um grupomenor de N-Grafos
(com todosos links iniciaisdisjuntivosdivergentesetodososfinaisconjuntivosconvergentes).

De forma semelhante ao que foi visto no apêndice D, é bastante simples encontrar um
nó maximal em relação a ≪ para muitos casos. O único complicado é o mesmo do teorema
D.1, ou seja, quando todos os links iniciais são disjuntivos divergente eos finais conjuntivos
convergentes. Entretanto, demonstramostambém quemesmo neste caso haveráum nómaximal
e esteseráo nósplit .

Nesta seção mostraremos como encontrar nós maximais nos N-Grafos com mais de um
link. Não consideraremos os casos em que todos os links iniciais são de expansão e os finais
de contração. Afinal, nesses casos não temos um vértice maximal. Todavia, isso não é pro-
blema para asequentização, pois nesses casos podemos aplicar contrações à esquerda (para
cada expansão) e àdireita (no caso da contração).

5.2.1 Link simples inicial

Considere N um N-Grafo com algum vérticenão terminal (N apresenta pelo menos dois links)
e com um link simples inicial (A1,C) (Figura 5.1). Então N representa uma derivação para
A1, A2, . . . , An ⊢ B1, B2, . . . , Bm. Seja N1 o resultado obtido após a remoção do vérticeA1 e da
aresta (A1,C). É imediato verificar que todos os chaveamentos associados a N são árvores se e
somentese todososassociadosa N1 também o forem. Logo, N1 também éum N-Grafo.

Maisdo queisso, N1 éum sub-N-Grafo deN erepresentaumaderivação paraC, A2, . . . , An ⊢

B1, B2, . . . , Bm. Desde queC é uma premissa de N1, pelo corolário 4.6 sabemos que eC∨ = N1.
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A1

A2 An

B1 B2 Bm

C

. . .

. . .

N1

Figura 5.1 N-Grafo com um link simplesinicial.

Voltemos agora para N: sabemos que A1 ∈ eC∧ (de acordo com o item 2 do teorema 4.2).
Portanto, concluímosquewC= eC∧∪eC∨ =N. LogoC éum nómaximal epossui apropriedade
split .

5.2.2 Link simples final

De maneira análoga nós analisamos o caso em que N apresenta um link simples final (C,B1)

(Figura 5.2). Agora considere N1 o grafo de prova resultante da remoção do nóB1 e da aresta
(C,B1). Como N éum N-Grafo, todosos chaveamentos de N1 também serão árvores. Portanto,
N1 éum sub-N-Grafo erepresentaumaderivação para A1, A2, . . . , An ⊢C, B2, . . . , Bm. Umavez
que C é uma conclusão de N1, o corolário 4.3 nos garante que eC∧ = N1. Pela condição 7 do
teorema 4.5 sabemos que B1 ∈ eC∨. Deduzimos então que wC= N e obtemos um nó split para
N.

A1 A2 An

B1

B2 BmC . . .

. . .

N1

Figura 5.2 N-Grafo com um link simplesfinal.
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5.2.3 Link conjuntivo convergente inicial

Suponha que em N há um link convergente inicial {(A1,C),(A2,C)} e que N1 é gerado pela
remoção das arestas deste link e dos nós A1 e A2 (Figura 5.3). Então N1 é um sub-N-Grafo e
representaumaderivação paraC, A3, . . . , An ⊢ B1, B2, . . . , Bm. Assim como naseção 5.2.1, com
o corolário 4.6 nós inferimos que eC∨ = N1 porqueC é uma premissa de N1. Com o item 3 do
teorema 4.2, deduzimos que {A1,A2} ⊂ eC∧. Logo, wC= eC∧ ∪ eC∨ = N e provamos que C é
maximal.

A1 A2

A3 An

B1 B2 Bm

C

. . .

. . .

N1

Figura 5.3 N-Grafo com um link conjuntivo convergente inicial.

5.2.4 Link disjuntivo divergente final

Aqui consideraremosocasoem queN possui umlink disjuntivo divergentefinal {(C,B1),(C,B2)}

e N1 é resultante da eliminação deste link, juntamente com as suas conclusões (Figura 5.4).
Dado que N é um N-Grafo, concluímos imediatamente que N1 é um sub-N-Grafo e representa
uma prova para o sequente A1, A2, . . . , An ⊢ C, B3, . . . , Bm. O corolário 4.3 nos informa que
eC∧ = N1 eo tópico 9 do teorema4.5 nosgaranteque{B1,B2} ⊂ eC∨. Portanto, eC∧∪eC∨ = N e
assim C tem apropriedadesplit .

A1 A2 An

B1 B2

B3 BmC . . .

. . .

N1

Figura 5.4 N-Grafo com um link disjuntivo divergente final.



60 CAPÍTULO 5 COMPARAÇÃO DAS PROVAS DE CORRETUDE

5.2.5 Iniciaisdisjuntivos divergentes efinais conjuntivos convergentes

Diferentedoscasosanteriores, aqui não éimediatoencontrar um nómaximal, emborasaibamos
que ele sempre existe. Conforme apresentado noapêndice D, aqui também pode haver mais
de um nó com a propriedade split . Reproduziremos aqui os N-Grafos utili zados na prova do
teoremaD.1, destacando osnós maximaisnaordem ≪.

O teorema D.1 afirma que para esses N-Grafos há um link inicial com a propriedade split ,
ou um final com apropriedadesplit ou um vérticecut branch point. Para cadaum dessescasos,
podemosencontrar nósmaximaisdaseguinte forma:

1. N apresenta um link final conjuntivo convergente {(X1,Y),(X2,Y)} com a propriedade
split . A remoção dolink gera três componentes:

a. N1, aqual contém X1 como umadesuasconclusões;

b. N2, quepossui X2 nas suas conclusões;

c. N3 composta apenas pelo vérticeY.

Sabemos então que eX∧
1 = N1 e eX∧

2 = N2. Seja A1 uma fórmula de N1. O caminho de A1

para X1 em qualquer chaveamento não passa por nenhuma aresta de N2, pois essas com-
ponentes são disjuntas. Logo, não passa por nenhuma premissa de X2. Concluímos que
em qualquer chaveamento haveráum caminho deA1 paraX2 sem passar por premissasde
X2: vádeA1 atéX1 sem passar pela conclusão deX1 (isso épossível poisA1 ∈ eX∧

1 ), passe
pela aresta(X1,Y) efinalmente chegue atéX2 por (X2,Y) (asarestaspodem ser percorridas
nosentidocontrário).

Portanto, A1 ∈ eX∧
2 . Como A1 équalquer nó deeX∧

1 eeX∧
1 =N1, concluímosqueN1 ( eX2∨.

Pelo item 8 do teorema 4.5, inferimos queY ∈ eX1∨ e Y ∈ eX2∨. Logo, eX∧
2 ∪eX2∨ = N e

assim X2, caso não seja um nó terminal, é maximal. De forma análoga provamos que se
X1 não for terminal, também serámaximal.

2. N apresenta um link inicial disjuntivo divergente {(X,Y1),(X,Y2)} com a propriedade
split . A remoção aqui também produz três componentesdisjuntas:

a. N1, aqual contém Y1 como umadesuas premissas;

b. N2, quepossui Y2 nas suaspremissas;

c. N3 composta apenas pelo vérticeX.

Aqui é imediato que eY1∨ = N1 e eY2∨ = N2. Usando raciocínio semelhante, concluímos
que N2 ( eY∧

1 e N1 ( eY∧
2 . Pelo item 4 do teorema 4.2 deduzimos que X ∈ Y∧

1 e X ∈ Y∧
2 .

Como égarantido quepelo menosY1 ouY2 não éuma conclusão deN (se ambosfossem,
N possuiria apenas um link), aqui também encontramosum nó maximal.

3. N possui um vérticeX cut branch point. Então possível dividir N em dois sub-N-Grafos
cuja intersecção éo nóX:

a. N1 possui X como umadesuas conclusões;
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b. N2 apresenta X como uma de suas premissas. Imediatamente inferimos que eX∧ = N1

e eX∨ = N2. Com isso concluímosque X émaximal.

Vimos que para cada link com a propriedade split há até dois nós maximais e todo cut
branch point também émaximal. MostramosagoraosN-Grafosutili zadosnaprovadoteorema
D.1 e destacamos neles todosos nós maximais. Ressaltamos queos terminaisnão fazem parte
do domínio de≪.

A∨B
¬A∧Z¬A∧Z

¬A∧Z

(¬A∧Z)∨B

A
¬A

B

B

Z

⊥ B∧Z

Figura 5.5 Nó maximal do N-Grafo de (¬A∧Z)∨B, A∨B⊢ B, B∧Z.

A∨B

A∨C B∨C

(A∨C)∨ (B∨C)(A∨C)∨ (B∨C)

(A∨C)∨ (B∨C)

A B

D¬D

⊤

D∧ (A∨C)∨ (B∨C)

Figura 5.6 Nósmaximais do N-Grafo deA∨B⊢ ¬D, D∧ (A∨C)∨ (B∨C).
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A∨AA∨A

A∨AA∨A

A∨A

A∨A

(A∨A)∧ (A∨A)

AA

Figura 5.7 Nó maximal do N-Grafo deA∨A⊢ (A∨A)∧ (A∨A).

5.3 Revisão da prova or iginal

Para o desenvolvimento dos sub-N-Grafos e a construção de uma nova sequentização, a prova
antiga foi estudada e alguns problemas foram encontrados nos casos que envolvem um cut
branch point.

5.3.1 Meta-aresta

Embora os sub-N-Grafos foram feitos apenas para o fragmento sem a implicação, a prova
original do teorema split aplica-se para o sistema completo [dO01]. Com o link → −I , o cut
branch point podefalhar ao tentar dividir aprova em doisN-Grafosmenores: um formado pela
componentesuperior ao cut branch point eoutrapela inferior (Figura5.11).

5.3.2 Existência do cut branch point

Esse problema surge até mesmo para o fragmento formado apenas pelos conectivos {∧,∨,¬}.
O problema aqui é que, caso não haja nenhum link divergente inicial e nenhum convergente
final capazdedividir o N-Grafo, não temosgarantiasda existênciado cut branch point.

No N-Grafo doladoesquerdo daFigura3.10háum cut branch point. Conformeprovamos,
o império total desse nó corresponde a todo oN-Grafo. Porém, caso adicionemos um link
simplesao nómaximal, o N-Grafo resultanteseráum contra-exemplo parao teoremaD.1 pois
não terámaiscut branch point (Figura 5.12).

Diferente do caso anterior, este fazparte do fragmento {∧,∨,¬} e os sub-N-Grafos funci-
onam corretamente: a adição do link simples não “eliminou” o único nó maximal que havia
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A∧B ⊤

⊤⊤

A B

D

¬A ¬B

¬D

¬A∨¬B¬A∨¬B

¬A∨¬B

(¬A∨¬B)∧D

Figura 5.8 Nósmaximais do N-Grafo de⊢ A∧B, (¬A∨¬B)∧D, ¬D.

antes. Pelo contrário: o N-Grafo passoua ter doisnósmaximais.



64 CAPÍTULO 5 COMPARAÇÃO DAS PROVAS DE CORRETUDE

A∨B

¬A∧Z¬A∧Z

¬A∧Z¬A∧Z

¬A∧Z

(¬A∧Z)∨ (¬A∧Z)

A
¬A

B
Z

⊥ B∧Z

Figura 5.9 Nó maximal do N-Grafo de (¬A∧Z)∨ (¬A∧Z), A∨B⊢ B∧Z.

A∧B

⊤⊤

A B ¬A ¬B

¬A∨¬B¬A∨¬B

¬A∨¬B¬A∨¬B

¬A∨¬B

(¬A∨¬B)∧ (¬A∨¬B)

Figura 5.10 Nó maximal do N-Grafo de⊢ A∧B, (¬A∨¬B)∧ (¬A∨¬B).
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A∧A

AA

AA
m

A∨A

A

A∨A→ A∧AA∨A→ A∧A

A∨A→ A∧A

(A∨A→ A∧A)∧ (A∨A→ A∧A)

Figura 5.11 O cut branch point não divide aprova em dois N-Grafos devido àmeta-aresta.

AA

A

A∨AA∨A

A∨A

A∨A

(A∨A)∧ (A∨A)

Figura 5.12 Não hácut branch point, mashá nós maximais.





CAPÍTULO 6

Conclusão

Neste trabalho estudamos sistemas de prova que adotam critérios de corretude geométricos.
Vimos as proof-nets para a MLL−, estudamos seu critério de corretude e aprimeira prova
de sequentização, a qual foi feita por Girard e utili zava trips [Gir87]. Também analisamos a
evolução do critério de corretude eda prova de soundness. Um grande avanço foi a técnica
de Danos & Regnier [DR89]. A partir destes dois trabalhos, foram definidas as trips para os
N-Grafos e com elas descobrimoscomo construir os impérios.

Com o conceito degrafo D-R, surgiram outrostrabalhosna área. Girard utili zou o novocri-
tério paraprovar a corretudedasproof-netscom quantificadoresdeformamais simples[Gir91].
Desse artigo vimos principalmente os lemas de nesting dos impérios. Houve também o traba-
lho de Belli n & van de Wiele, o qual utili zou oconceito de kingdoms e aordem parcial criada
por eles para encontrar o nósplit [BvdW95].

Então Robinson generalizou a prova de sequentização para sistemas que utili zavam o cri-
tério de Danos & Regnier, mas sem links divergentes chaveáveis [Rob03]. Embora esses tra-
balhos nos mostraram que uma boa alternativa seria adefinição de uma ordem parcial para
encontrarmos o nó split , essas abordagens não poderiam ser aplicadas integralmente aos N-
Grafos devidoao link de expansão (divergente e chaveável).

Como os impérios e reinos desses sistemas, que não descem pela fórmula principal, não
eram suficientes para encontrarmos o nósplit nos N-Grafos, propomos a contrapartida dos já
conhecidos impérios dessas proof-nets: o império do sul. Com ele, introduzimos também o
conceito de império total e assim foi possível a definição de uma ordem parcial nos nós não
terminais (cumprindo o papel dos kingdoms nos outros sistemas). Dessa forma, conseguimos
encontrar o nósplit .

Com essasnovasestruturaschegamosnãosomente àsequentização paraosN-Grafos, como
também a um novo método para realizarmos cortes precisos em provas. Da mesma forma
que Robinson [Rob03] generalizou o trabalho de Belli n & Wielle [BvdW95] para obter um
método geral para sistemas que adotam o critério de Danos & Regnier, mas que adotam links
chaveáveis apenas convergentes, nós estendemos a sua técnica para aplicá-la asistemas com
linkschaveáveisdosdois tiposdegeometria: convergentesedivergentes.

Embora os links das proof-nets de Girard e de Robinson sejam inspirados nas regras do
cálculo de sequentes (os primeiros na MLL− e os segundos na lógica clássica) e os dos N-
Grafos sejam baseados na dedução natural, tornamos explícitas as simetrias presentes entre
eles. Afinal, os três adotam critérios de corretude semelhantes. Dessa forma tornamos mais
transparente aligação entre esses sistemasdeprovas.

A partir disso algunsavançosnosN-Grafospodem estar próximos. Agoraque as semelhan-
çasentreos sistemasestãomelhor evidenciadas, umainvestigação nasprovasdeGirard eBelli n
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& Wiellepara a corretudedasproof-netspara aprimeiraordem poderevelar uma extensão dos
N-Grafos para alógicadepredicados.

O estudo daumanovaprovadesequentização possibilit ouarevisão daprova antiga: vimos
que com osistema completo (com aimplicação), o teoremasplit antigo podefalhar nomomento
de cortar a prova ao gerar subgrafos de provaque não são N-Grafos. Verificamos também que
o teoremanão garante a existênciadeum cut branch point, mesmo quando não hálinksiniciais
e nem finais capazes de dividir a prova. Este último caso funciona bem com a nova prova de
sequentização. Porém, o estudo destadissertação não inclui a implicação. Logo, um trabalhoa
ser feito é a correção daprovaoriginal para o sistema completo.

Outrapesquisarelacionada é arevisão daprovade corretudeparao fragmento dosN-Grafos
Intuicionistas [QCdOdQdP13] a partir da técnica aqui proposta. Assim como o trabalho para
os N-Grafos revelou vários aspectos interessantes vistos aqui, uma discussão na versão intui-
cionista pode trazer bons resultados. O uso dos impérios também pode revelar um estudo dos
cicloseumaprovadanormalização mais simplesdosistemado que a existente [AdOdQ11].

Jáháum estudo deverificação degrafos-de-prova em tempolinear [ACdOdQ13] e também
a busca de um algoritmo de sequentização. Conforme apresentado nos teoremas 4.3 e 4.6, é
possível computar os impérios de uma fórmula em tempo linear. A ordenação definida pelos
impérios totais pode ser útil para descobrir a ordem das derivações no cálculo de sequentes de
um N-Grafo.



APÊNDICE A

Mapeamento deN-Grafos com um único link para
o cálculo desequentes

Aqui relacionamosasregrasdocálculo desequentes, o qual foi proposto por Gentzen [Gen64],
com os links dos N-Grafos. Inicialmente mostramos as regras do cálculo e depois exibimos
como mapear N-Grafoscompostospor apenasum link paraderivaçõesnocálculo desequentes.

A.1 Regras

Os sequentesmais simplesdo cálculo, deondepartem as derivações, são osaxiomas:

A⊢ A

Os sequentesmaiores são formados aplicando-se as regras de inferência, quesão divididas
em doisgrupos: as estruturais (TabelaA.1) e as lógicas (Tabela A.2).

Enfraquecimento
Γ ⊢ ∆

Γ, A⊢ ∆
WL

Γ ⊢ ∆
Γ ⊢ A, ∆

WR

Contração
Γ, A, A⊢ ∆

Γ, A⊢ ∆
CL

Γ ⊢ A, A, ∆
Γ ⊢ A, ∆

CR

Permutação
Γ, A, B, Γ′ ⊢ ∆
Γ, B, A, Γ′ ⊢ ∆

IL
Γ ⊢ ∆, A, B, ∆′

Γ ⊢ ∆, B, A, ∆′
IR

Corte
Γ ⊢ ∆, A A,Γ′ ⊢ ∆′

Γ, Γ′ ⊢ ∆, ∆′
CUT

Tabela A.1 Regras estruturais.
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Γ, A⊢ ∆
Γ, A∧B⊢ ∆

∧L1
Γ, B⊢ ∆

Γ, A∧B⊢ ∆
∧L2

Γ ⊢ A, ∆ Γ ⊢ B, ∆
Γ ⊢ A∧B, ∆

∧R

Γ, A⊢ ∆ Γ, B⊢ ∆
Γ, A∨B⊢ ∆

∨L
Γ ⊢ A, ∆

Γ ⊢ A∨B, ∆
∨R1

Γ ⊢ B, ∆
Γ ⊢ A∨B, ∆

∨R2

Γ ⊢ A, ∆ Γ′
, B⊢ ∆′

Γ, Γ′, A→ B⊢ ∆, ∆′
→L

Γ, A⊢ B, ∆
Γ ⊢ A→ B, ∆

→R

Γ ⊢ A, ∆
Γ, ¬A⊢ ∆

¬L
Γ, A⊢ ∆

Γ ⊢ ¬A, ∆
¬R

Tabela A.2 Regraslógicas.

A.2 Derivações dos links dos N-Grafos

Mostraremos como N-Grafos com apenas um link podem ser mapeados para derivações em
cálculo de sequentes. Este procedimento faz parte da prova do teorema 4.8. Uma vez que
grafos-de-prova formados apenas por um link de contração ou expansão não são N-Grafos
(pois seus chaveamentos são desconexos), não são feitos mapeamentospara esses links.

Conforme édito na provado teorema, usamos sem perda de generalidade: ⊤ como A∨¬A
e⊥ como A∧¬A, em que afórmula A pertence àpremissa ou à conclusão dolink em questão.
Emborao capítulo 4 seja referente ao fragmento sem a implicação, como o link →−E é por si
só um N-Grafo, sua derivação também é apresentada (diferente do link →−I , o qual não é um
N-Grafo).

A rigor, na maioria das regras as fórmulas no cálculo de sequentes só podem ser operadas
quando estão adjacentes ao símbolo “⊢” . Porém, por questões de simplicidade, as permuta-
ções são omitidas. Logo, algumas operações são aplicadas a fórmulas que não estão juntas ao
turnstile.

Os links dosN-Grafos (exceto a contração e a expansão) são exibidosnas Figuras 3.2, 3.3,
3.4. Por conveniência, as suas arestas estão aqui descritas. Eles estão agrupados de forma a
ressaltar asimetriadosistema.

A⊢ A
A⊢ A∨B

∨R1
A⊢ A

A∧B⊢ A
∧L1

Tabela A.3 ∨− I1 = (A, A∨B) e∧−E1 = (A∧B,A).
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B⊢ B
B⊢ A∨B

∨R2
B⊢ B

A∧B⊢ B
∧L2

Tabela A.4 ∨− I2 = (B, A∨B) e∧−E2 = (A∧B,B).

A⊢ A
A∧¬A⊢ A

∧L1
A⊢ A

A⊢ A∨¬A
∨R1

Tabela A.5 ⊥−enf raq.simples= (⊥,A) e⊤−enf raq.simples= (A,⊤).

A⊢ A
A, B⊢ A

WL
B⊢ B

A, B⊢ B
WL

A, B⊢ A∧B
∧R

A⊢ A
A⊢ A, B

WR
B⊢ B

B⊢ A, B
WR

A∨B⊢ A, B
∨L

Tabela A.6 ∧− I = {(A,A∧B),(B,A∧B)} e∨−E = {(A∨B,A),(A∨B,B)}.

A⊢ A
A, A⊢ A

WL

A⊢ A, ¬A
¬R

A⊢ A
¬A, A⊢

¬L

¬A⊢ ¬A
¬R

¬A⊢ A, ¬A
WR

A∨¬A⊢ A, ¬A
∨L

A⊢ A
A⊢ A, A

WR

A, ¬A⊢ A
¬L

A⊢ A
⊢ A, ¬A

¬R

¬A⊢ ¬A
¬L

A, ¬A⊢ ¬A
WL

A, ¬A⊢ A∧¬A
∧R

Tabela A.7 ¬−I = {(⊤,A),(⊤,¬A)} e¬−E = {(A,⊥),(¬A,⊥)}.

A⊢ A
A, A⊢ A

WL

A⊢ A
A⊢ A, A

WR

¬A, A⊢ A
¬L

A∨¬A, A⊢ A
∨L

A⊢ A
A⊢ A, A

WR

A⊢ A
A, A⊢ A

WL

A⊢ A, ¬A
¬R

A⊢ A, A∧¬A
∧R

Tabela A.8 ⊤−enf raq.convergente= {(⊤,A),(A,A)} e⊥−enf raq.divergente= {(A,A),(A,⊥)}.

A⊢ A B⊢ B
A, A→ B⊢ B

→L

Tabela A.9 →−E = {(A,B),(A→ B,B)}.





APÊNDICE B

Correspondência entre oscritérios Danos-Regnier
eno shorttrip

Apresentamos aqui a prova do teorema 4.1. Ela ébaseada na prova feita por Danos-Regnier
[DR89], quando eles simplificaram o critério no shorttrip condition, o qual envolvia o cha-
veamento de todos os links times e par, para a conectividade e aciclicidade de uma classe de
subgrafos, os quaisenvolvem apenas os chaveamentosdos linkspar.

Antes de procedermos com a prova, definimos alguns conceitos que serão utili zados por
ela.

Definição B.1 (Grafo D-R). Seja G um grafo de prova. Um grafo D-R de G é um grafo não
direcionado obtidoapartir de G daseguintemaneira:

1. para cada link decontração, remover uma aresta;

2. para cada link deexpansão, remover uma aresta;

3. para cada vértice p∈ PREMIS(G) e c∈CONC(G), adicionar nós vp e vc, juntamente com
as arestas (vp, p) e (c,vc). Caso o vértice seja uma premissa e ao mesmo tempo uma
conclusão (um axioma), apenas um nó (e a aresta correspondente) deveser adicionado.

Como os grafos D-R não são direcionados e o critério de corretude diz respeito à conec-
tividade e aciclicidade, a adição de um nó para cada premissa eum para cada conclusão não
influenciam no critério.

Os passospara associar cada grafo D-R de G aumafamíliade tripssão definidosaseguir:

1. duplicar cada arestado grafo D-R e atribuir a cadaumadelas direções opostas;

2. escolher uma direção L ou R para cada link conjuntivo convergente e para cada link
disjuntivo divergente;

3. realizar a trip respeitandoas regrasaseguir:

• ao chegar num link de contração ou expansão, segue-se pela aresta com a mesma
orientação daqual chegou;

• ao chegar num link conjuntivo convergente ou disjuntivo divergente, a escolha da
aresta éfeitade acordo com adireção escolhida: L ouR (Figuras 4.5 e4.6).
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As escolhaspara os links simples, os nósdepremissaseosde conclusões são imediatas.
Esses conceitos são mostrados na figura B.1. Inicialmente há um grafo de prova com um

link de contração. Em seguida é apresentado um grafo D-R: escolhe-se a arestada esquerdada
contração esão adicionadososvértices p1, p2 ec, cadaum com as suasrespectivasarestas. Na
última parte as arestas são duplicadas e é exibida uma trip iniciada subindoem B com ambos
os linksconjuntivo convergente edisjuntivo divergente chaveadospara L.

1 2

4

5

3

6
7

8

9 10

11

12

13

14
15

16

A∨AA∨AA∨A

A∧BA∧BA∧B

AIAIAI AIIAIIAII

AIIIAIIIAIII BBB

p1p1

p2
p2

cc

Figura B.1 Grafo de prova, grafo D-R associado egrafo com as arestaspara simular trips.

Notamos que aordem de visita das arestas corresponde àlongtrip obtida quandotodos os
linksdo grafo deprovasão chaveadospara a esquerda:

B∧, B∨, A∧
III , A∧

I , AII∨, A∧
II , A∨A∧, A∨A∨, AI∨, AIII ∨, A∧B∨, A∧B∧, B∧

Algumas visitasdapartículana trip são simuladaspor duas arestas do grafo. Por exemplo,
a trip começa em B∧, movimento que érepresentado pela aresta 1. Porém, o movimento B∨

é emulado pelas arestas 2 e 3. O mesmo ocorre com A∧
III , o qual é realizado em 4 e 5. Logo,

notamosque cada movimento da trip podeser simulado por umaou duas arestas.
Conformefoi afirmadoantes, osnósdepremissase conclusõesadicionadosnão influem na

conectividade enem na aciclicidade. Eles são apenas um artifício para simularem as trips em
premissas (Figura4.2) e conclusões (Figura4.3).

O grafo D-R dafigura é capazdesimular umafamíliade trips: basta alterar oschaveamen-
tos dos links conjuntivo convergente edisjuntivo divergente. Portanto, ele representa todas as
tripsem queo link de contração está chaveado para a esquerda.

Logo, para provarmos que o critério de corretude dos N-Grafos (todos os chaveamentos
devem ser árvores) é equivalente ao no shorttrip, basta mostrarmos que, dado um grafo D-R,
ele é acíclico e conexo se esomentesetodasas suas tripsassociadas são longtrips. Procedemos
agora com aprova.

Demonstração.

• Ida. A prova é feita pela contrapositiva: se o grafo for cíclico ou desconexo, então
há alguma shorttrip. Considerequeo grafo possuaum ciclo. Então épossível criar uma
shorttrippassando pelasarestasduplicadasdosvérticesdociclo (epossivelmentepor nós
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depremissase conclusões), poisaordem devisitadasarestas segueoschaveamentosdos
links. Se o grafo for desconexo, aobtenção deumashorttrip é imediata.

• Volta. A prova éfeitapor indução no número denós (incluindo osdepremissa e conclu-
são adicionados). Se o grafo é uma árvore, então existe um nó com apenas uma aresta
incidente a ele.

1. Caso base: o grafo possui apenasdoisnós. Como sempre adicionamosum nó para
a construção do grafo D-R, o caso base consiste de dois vértices. Então ele repre-
sentaum axioma. Logo, não háshorttrip, poisaúnicatrip possível é A∧, A∨, A∧.

2. Há um nó com grau um ligado a uma premissa de um link de expansão. Remova a
premissa e a aresta incidente a ela: a conclusão da expansão passa aser uma pre-
missa. O grafo resultante possui um nó a menos. Logo, pela hipótese de indução,
todas as tripsno grafo restante são longtrips. Mas a trip no grafo completo corres-
ponde auma trip no grafo menor juntamente com os doismovimentosdapremissa
da expansão. Logo, todasas tripsobtidas são longtrips.

3. Há umnócomgrau umligado a uma conclusão deumlink de contração. Este caso
é análogoao 2: removemos a conclusão da contração e apremissa do link passa a
ser uma conclusão do grafo menor.

4. Há um nó com grau um ligado a uma premissa v de um link simples. Removemos
v, o nó de premissa associado a v e as duas arestas incidentes a ele (a conclusão do
link simples passa aser uma premissa no grafo menor). As trips no grafo original
correspondem à: descer por v para a conclusão do link simples, realizar a trip no
grafo menor, subir da conclusão dolink simplesaté v. Pela hipótesede indução, as
trips associadas ao grafo menor são longtrips, pois o grafo menor também é uma
árvore. Portanto, as tripsno grafo original também são longtrips.

5. Há um nó com grau um ligado a uma conclusão v de um link simples. O mesmo
raciocínio de4 aplicado auma conclusão.

6. Há um nó com grau um ligado a uma premissa v1 de um link conjuntivo conver-
gente. Sejam v2 e vc aoutrapremissa e a conclusão dolink conjuntivo convergente,
respectivamente. Removemos as arestas do link: (v1,vc) e (v2,vc). Como o grafo é
acíclico e conexo, o grafo resultante possui três componentes acíclicas e conexas:
uma componenteformada apenaspor v1 (eseu nó depremissa), uma cuja conclusão
é v2 e aoutra cuja premissa évc. Uma trip no grafo original com o link conjuntivo
convergente chaveado paraL corresponde adescer dev1 atévc, visitar a componente
de vc, subir de vc para v2, visitar a componente de v2 e descer por v2 e subir por v1

(Figura 4.5, lado esquerdo). Pela hipótesede indução, as tripsdas componentes de
vc ev2 são longtrips. Logo, qualquer trip com o link conjuntivo convergente chave-
ado para L também será uma longtrip. O caso do chaveamento para R é análogo.
Portanto, todasas tripsassociadasao grafo original são longtrips.

7. Há umnócomgrau umligado a uma conclusãov1 deumlink disjuntivo divergente.
O procedimento seguedo caso 6.
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8. Há um nó com grau um ligado a uma premissa v de um link disjuntivo divergente.
Então há três arestas incidentes ao nó disjuntivo divergente: o vérticeda premissa
(com grau um) e as duas conclusões. Remova o vértice de premissa, o nó v e
as três arestas incidentes a ele. Então essas remoções geram duas árvores (caso
contrário, o grafo original não seria acíclico e conexo). Logo, uma trip no grafo
original consistedas tripsem cadaumadascomponentes, maisaorientação dolink
disjuntivo divergente (L ou R), mais a visita av (com o seu nó de premissa). Pela
hipótese de indução, as trips associadas às duas componentes menores são longas.
Portanto, as correspondentes tripsno grafo original também são longas.

9. Há um nó com grau um ligado a uma conclusão v de um link conjuntivo conver-
gente. Este caso ésimilar ao anterior.



APÊNDICE C

Construção do império do nor te por meio de trips

Após definir os empires por meio de trips, Girard mostra como eles são construídosde acordo
com os links da MLL− (Fatos 2.9.4, [Gir87]). Aqui provamos como os impérios do norte são
construídosnos N-Grafos (teorema4.2).

Demonstração.

1. A∈ eA∧.
Trivial peladefinição deempires.

2. Se X
Y for um link simpleseY ∈ eA∧, então X ∈ eA∧.

Como Y ∈ eA∧, Y∧ e Y∨ estão no intervalo A∧, . . . ,A∨. Uma vez que X∨ ocorre imedia-
tamente antes de Y∨ e X∧ logoapós Y∧ (Figura 4.4), X∨ e X∧ também estão no intervalo
A∧, . . . ,A∨. Portanto, X ∈ eA∧.

3. Se X Y
Z for um link conjuntivo convergente eZ ∈ eA∧, então X,Y ∈ eA∧.

Considereuma tripem que X Y
Z está chaveado paraL. Como X∨ ocorrenoinstante anterior

a Z∨, Y∧ no momento seguinte aZ∧ (Figura 4.5) e Z ∈ eA∧, X∨ e Y∧ estão no intervalo
A∧, . . . ,A∨.

AgorasuponhaqueY∨ e X∧ não estão em A∧, . . . ,A∨. Uma vezque Z ∈ eA∧, há duas pos-
sibili dades para uma trip partindo de A∧ alcançar o link em questão: ou chega primeiro
em Z∧, ou em X∨. Observe que Z∧ e Z∨ devem ficar dentro de A∧, . . . ,A∨ (pois Z ∈ eA∧),
masY∨ e X∧ não (essa ésuposição).

I A∧
, . . .
︸︷︷︸

1

, Z∧
, Y∧

, . . .
︸︷︷︸

2

, X∨, Z∨, . . .
︸︷︷︸

3

, A∨,

fora de eA∧

︷ ︸︸ ︷

. . .
︸︷︷︸

4

, Y∨, X∧
, . . .
︸︷︷︸

5

, A∧

II A∧, . . .
︸︷︷︸

1′

, X∨, Z∨, . . .
︸︷︷︸

2′

, Z∧, Y∧, . . .
︸︷︷︸

3′

, A∨,

fora de eA∧

︷ ︸︸ ︷

. . .
︸︷︷︸

4′

, Y∨, X∧
, . . .
︸︷︷︸

5′

, A∧

Se alterarmosapenaso chaveamento de X Y
Z paraRemantivermoso dosdemais, obtemos

em cada caso (os trechos em reticências enumerados igualmentesão comunsa ambas as
trips):

I A∧, . . .
︸︷︷︸

1

, Z∧, X∧, . . .
︸︷︷︸

5

, A∧
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II A∧
, . . .
︸︷︷︸

1′

, X∨, Y∧
, . . .
︸︷︷︸

3′

, A∨

fora de eA∧

︷ ︸︸ ︷

. . .
︸︷︷︸

4′

, Y∨, Z∨, . . .
︸︷︷︸

2′

, Z∧
, X∧

, . . .
︸︷︷︸

5′

, A∧

Nas duas possibili dades existe contradição. Na primeira égerada uma shorttrip no N-
Grafo. Já na segunda Z∧ e Z∨ são visitados fora do intervalo A∧, . . . ,A∨, mas Z ∈ eA∧.
Logo, a suposição de que Y∨ e X∧ estão fora do intervalo A∧, . . . ,A∨ quando olink está
chaveado para L de ser falsa. Portanto, quando olink está chaveado para esquerda, as
duasentradas de X eY são visitadasem A∧, . . . ,A∨.

De forma análoga, provamos que isso também ocorre quando olink está chaveado para
direita e assim X,Y ∈ eA∧.

4. Se X
Y Z for um link disjuntivo divergente eY ∈ eA∧ (ou Z ∈ eA∧), então X ∈ eA∧.

Provaremos o caso em que Y ∈ eA∧ (o de Z ∈ eA∧ é análogo). Considere uma trip em
que X

Y Z está chaveado para L. Como X∨ ocorre imediatamente antes de Y∨ (Figura 4.6)
e Y ∈ eA∧, então X∨ está no intervalo A∧, . . . ,A∨. Precisamos mostrar que isso também
ocorre com X∧.

SuponhaqueX∧ está foradeA∧, . . . ,A∨. JáqueY ∈ eA∧, existem duaspossibili dadespara
uma trip iniciada em A∧ chegar no link: ouatingeprimeiro Y∧, ouX∨. Nessa trip asduas
entradas deY devem ser visitadasem A∧, . . . ,A∨ (poisY ∈ eA∧), masX∧ não (suposição).

I A∧
, . . .
︸︷︷︸

1

, Y∧
, Z∨, . . .

︸︷︷︸

2

, X∨, Y∨, . . .
︸︷︷︸

3

, A∨,

fora de eA∧

︷ ︸︸ ︷

. . .
︸︷︷︸

4

, Z∧
, X∧

, . . .
︸︷︷︸

5

, A∧

II A∧, . . .
︸︷︷︸

1′

, X∨, Y∨, . . .
︸︷︷︸

2′

, Y∧, Z∨, . . .
︸︷︷︸

3′

, A∨,

fora de eA∧

︷ ︸︸ ︷

. . .
︸︷︷︸

4′

, Z∧
, X∧

, . . .
︸︷︷︸

5′

, A∧

Semudarmosapenaso chaveamento de X
Y Z paraRe conservarmoso dosdemais, égerado

em cada caso (os trechos em reticências marcados igualmente são comuns a ambas as
trips):

I A∧, . . .
︸︷︷︸

1

, Y∧, X∧, . . .
︸︷︷︸

5

, A∧

II A∧, . . .
︸︷︷︸

1′

, X∨, Z∨, . . .
︸︷︷︸

3′

, A∨,

fora deeA∧

︷ ︸︸ ︷

. . .
︸︷︷︸

4′

, Z∧
, Y∨, . . .

︸︷︷︸

2′

, Y∧
, X∧

, . . .
︸︷︷︸

5′

, A∧

Chegamos à contradição nos dois casos. O primeiro representa uma shorttrip num N-
Grafo. No segundoY∨ e Y∧ são visitados fora do intervalo A∧, . . . ,A∨, mas Y ∈ eA∧.
Portanto, asuposição deque X∧ está fora de A∧, . . . ,A∨ quando olink está chaveado para
L deve ser falsa. Concluímos que quando olink está chaveado para esquerda, as duas
entradas de X são visitadasem A∧, . . . ,A∨.
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Se X
Y Z estiver chaveado para R, é imediato que X∧ está no intervalo A∧, . . . ,A∨. Então

supomos que X∨ está fora eprocedendo de forma semelhante também chegamos a uma
contradição. Logo, X ∈ eA∧.

5. Se Xp

Xc1 Xc2
for um link de expansão e Xc1,Xc2 ∈ eA∧, então Xp ∈ eA∧.

Seo link estiver chaveado paraL, Xp∨ ocorrerá imediatamente antesdeXc1∨ eXp
∧ depois

deXc1
∧ (Figura4.8). Dado queXc1 ∈ eA∧, nocasoL temosqueXp∨ eXp

∧ estão nointervalo
A∧, . . . ,A∨.

Quando Xp

Xc1 Xc2
está chaveado para R, Xp∨ é visitado nomomento anterior a Xc2∨ e Xp

∧

no posterior a Xc2
∧ (Figura 4.8). Uma vez que Xc2 ∈ eA∧, aqui Xp∨ e Xp

∧ também são
visitadosno intervalo A∧, . . . ,A∨. Portanto, Xp ∈ eA∧.

6. Se Xp1 Xp2
Xc

for um link de contração e Xc ∈ eA∧, então Xp1,Xp2 ∈ eA∧.
Sejauma trip em queo link está chaveado paraL. Visto que Xp1∨ épercorrido logoantes
de Xc∨, Xp1

∧ depois de Xc
∧ (Figura 4.7) e Xc ∈ eA∧, as duas entradas de Xp1 são visitadas

no intervalo A∧, . . . ,A∨.

SuponhaqueXp2∨ eXp2
∧ estão foradeA∧, . . . ,A∨. Como Xc ∈ eA∧, há apenasduaspossibi-

lidadepara uma trip iniciada em A∧ chegar em Xp1 Xp2
Xc

: ou passaprimeiro por Xc
∧, ou por

Xp1∨. Em ambos os casos as entradas de Xc são visitadas dentro do intervalo A∧, . . . ,A∨

(poisXc ∈ eA∧) e as de Xp2 fora (essa é asuposição).

I A∧, . . .
︸︷︷︸

1

, Xc
∧, Xp1

∧, . . .
︸︷︷︸

2

, Xp1∨, Xc∨, . . .
︸︷︷︸

3

, A∨,

fora de eA∧

︷ ︸︸ ︷

. . .
︸︷︷︸

4

, Xp2∨, Xp2
∧
, . . .
︸︷︷︸

5

, A∧

II A∧, . . .
︸︷︷︸

1′

, Xp1∨, Xc∨, . . .
︸︷︷︸

2′

, Xc
∧, Xp1

∧, . . .
︸︷︷︸

3′

, A∨,

fora de eA∧

︷ ︸︸ ︷

. . .
︸︷︷︸

4′

, Xp2∨, Xp2
∧
, . . .
︸︷︷︸

5′

, A∧

Ao alterarmosapenaso chaveamento dolink Xp1 Xp2
Xc

paraRe conservarmoso dosdemais,
obtemosem cada caso:

I A∧
, . . .
︸︷︷︸

1

, Xc
∧
, Xp2

∧
, . . .
︸︷︷︸

5

, A∧

II A∧, . . .
︸︷︷︸

1′

, Xp1∨, Xp1
∧, . . .
︸︷︷︸

3′

, A∨,

fora de eA∧

︷ ︸︸ ︷

. . .
︸︷︷︸

4′

, Xp2∨, Xc∨, . . .
︸︷︷︸

2′

, Xc
∧
, Xp2

∧
, . . .
︸︷︷︸

5′

, A∧

Ambos os cenários levam à contradição. O primeiro é uma shorttrip num N-Grafo. No
segundoXc évisitadoforadointervaloA∧, . . . ,A∨. Todavia, Xc∈ eA∧. Portantoasuposição
deque asduaspassagenspor Xp2 são feitas foradeA∧, . . . ,A∨ quando olink está chaveado
paraL deveser falsa.
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No caso em que Xp1 Xp2
Xc

está chaveado para R, é imediato que Xp2∨ e Xp2
∧ estão den-

tro de A∧, . . . ,A∨ (Figura 4.7). Se supusermos que as duas entradas de Xp1 estão fora de
A∧, . . . ,A∨, procedemosanalogamente etambémchegamosà contradição. Logo, Xp1,Xp2 ∈

eA∧.

7. Se X
Y for um link simples, X 6= A e X ∈ eA∧, entãoY ∈ eA∧.

Como X ∈ eA∧, então X∧ e X∨ estão no intervalo A∧, . . . ,A∨. Uma vez que Y∧ ocorre
imediatamente antesdeX∧ eY∨ logoapósX∨ (Figura4.4), entãoY∧ eY∨ também estão no
intervalo A∧, . . . ,A∨. Portanto, Y ∈ eA∧.

8. Se X Y
Z for um link conjuntivo convergente, X 6= A 6= Y e X ∈ eA∧ (ou Y ∈ eA∧), então

Z ∈ eA∧.
Aqui provaremos o cenário em que X ∈ eA∧. O de Y ∈ eA∧ é semelhante e pode ser
facilmente construídoa partir do primeiro. Seja uma trip em que X Y

Z está chaveado para
L. Como Z∨ é visitado justamente depois de X∨ (Figura 4.5) e X ∈ eA∧, Z∨ é percorrido
em A∧, . . . ,A∨.

Suponha que Z∧ está fora de A∧, . . . ,A∨. Uma vez que X ∈ eA∧, uma trip partindo de
A∧ pode alcançar o link de duas maneiras: passando primeiro por X∨, ou por Y∨. Em
ambososcasos, asduasentradasdeX devem estar em A∧, . . . ,A∨ (poisX ∈ eA∧) eZ∧ fora
(suposição).

I A∧, . . .
︸︷︷︸

1

, X∨, Z∨, . . .
︸︷︷︸

2

, Y∨, X∧, . . .
︸︷︷︸

3

, A∨,

fora de eA∧

︷ ︸︸ ︷

. . .
︸︷︷︸

4

, Z∧
, Y∧

, . . .
︸︷︷︸

5

, A∧

II A∧, . . .
︸︷︷︸

1′

, Y∨, X∧, . . .
︸︷︷︸

2′

, X∨, Z∨, . . .
︸︷︷︸

3′

, A∨,

fora de eA∧

︷ ︸︸ ︷

. . .
︸︷︷︸

4′

, Z∧
, Y∧

, . . .
︸︷︷︸

5′

, A∧

Modificandoapenas o chaveamento de X Y
Z paraR e preservando o dosoutros links, che-

gamosàs seguintes trips:

I A∧, . . .
︸︷︷︸

1

, X∨, Y∧, . . .
︸︷︷︸

5

, A∧

II A∧, . . .
︸︷︷︸

1′

, Y∨, Z∨, . . .
︸︷︷︸

3′

, A∨,

fora de eA∧

︷ ︸︸ ︷

. . .
︸︷︷︸

4′

, Z∧
, X∧

, . . .
︸︷︷︸

2′

, X∨, Y∧
, . . .
︸︷︷︸

5′

, A∧

Aqui também encontramos contradição em ambos os cenários: uma shorttrip e uma
trip em que as duas visitas a X são feitas fora de A∧, . . . ,A∨, embora X ∈ eA∧. Logo, a
suposição inicial de que Z∧ era percorrido fora de A∧, . . . ,A∨ quando X Y

Z está chaveado
paraL deveser falsa.

O caso do chaveamento para direita é simétrico: vemos facilmente que Z∧ está em
A∧, . . . ,A∨ (pois é visitado antes de X∧ e X ∈ eA∧) e a suposição de que Z∨ está fora
leva auma contradição de formasemelhante. Portanto, Z ∈ eA∧.
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9. Se X
Y Z for um link disjuntivo divergente, X 6= A e X ∈ eA∧, entãoY,Z ∈ eA∧.

ProvaremosqueY ∈ eA∧ (aprovadeZ ∈ eA∧ ésimétrica). Considereuma trip em que X
Y Z

está chaveado para L. Visto que Y∨ é visitado nomomento seguinte aX∨ (Figura 4.6) e
X ∈ eA∧, Y∨ está em A∧, . . . ,A∨.

Suponha que Y∧ não é percorrido em A∧, . . . ,A∨. Como X ∈ eA∧, uma trip iniciada em
A∧ pode chegar no link pela primeira vezpor dois locais: ou atinge primeiro X∨, ou Z∧.
Independente disso, X∨ e X∧ devem ser visitados em A∧, . . . ,A∨ (pois X ∈ eA∧), mas Y∧

não (suposição).

I A∧, . . .
︸︷︷︸

1

, X∨, Y∨, . . .
︸︷︷︸

2

, Z∧, X∧, . . .
︸︷︷︸

3

, A∨,

fora deeA∧

︷ ︸︸ ︷

. . .
︸︷︷︸

4

, Y∧
, Z∨, . . .

︸︷︷︸

5

, A∧

II A∧, . . .
︸︷︷︸

1′

, Z∧, X∧, . . .
︸︷︷︸

2′

, X∨, Y∨, . . .
︸︷︷︸

3′

, A∨,

fora deeA∧

︷ ︸︸ ︷

. . .
︸︷︷︸

4′

, Y∧
, Z∨, . . .

︸︷︷︸

5′

, A∧

Mudandoapenasochaveamento de X
Y Z paraRemantendo o dosoutroslinks, as seguintes

tripssão geradas:

I A∧, . . .
︸︷︷︸

1

, X∨, Z∨, . . .
︸︷︷︸

5

, A∧

II A∧
, . . .
︸︷︷︸

1′

, Z∧
, Y∨, . . .

︸︷︷︸

3′

, A∨,

fora deeA∧

︷ ︸︸ ︷

. . .
︸︷︷︸

4′

, Y∧
, X∧

, . . .
︸︷︷︸

2′

, X∨, Z∨, . . .
︸︷︷︸

5′

, A∧

Ambas as trips levam à contradição. A primeira éuma shorttrip e na segunda X∧ e X∨

são percorridos fora de A∧, . . . ,A∨ (entretanto X ∈ eA∧). Portanto, a suposição inicial de
queY∧ é visitado forade A∧, . . . ,A∨ quando X

Y Z está chaveado paraL deveser falsa.

O caso em que o link está chaveado para R é análogo: é garantido queY∧ é visitado em
A∧, . . . ,A∨ (pois ele épercorrido antes de X∧ e X ∈ eA∧) e se supusermosqueY∨ está fora
de A∧, . . . ,A∨, chegaremosà contradição de formasemelhante. Portanto, Y ∈ eA∧.

10. Se Xp

Xc1 Xc2
for um link de expansão, Xp 6= A e Xp ∈ eA∧, então Xc1,Xc2 ∈ eA∧.

Considere uma trip em que o link Xp

Xc1 Xc2
está chaveado para L. Já que Xc1

∧ é visitado
imediatamente antes de Xp

∧, Xc1∨ após Xp∨ (Figura 4.8) e Xp ∈ eA∧, as duas entradas de
Xc1 são percorridas em A∧, . . . ,A∨.

Suponhaque Xc2
∧ e Xc2∨ estão fora de A∧, . . . ,A∨. Como Xp ∈ eA∧, háduas possibili dades

para uma trip partindo de A∧ chegar no link Xp

Xc1 Xc2
: passando primeiro por Xp∨, ou por

Xc1
∧. Nos dois casos temos Xp∨ e Xp

∧ no intervalo A∧, . . . ,A∨ (pois Xp ∈ eA∧), mas Xc2∨ e
Xc2

∧ fora (essa é asuposição).
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I A∧
, . . .
︸︷︷︸

1

, Xp∨, Xc1∨, . . .
︸︷︷︸

2

, Xc1
∧
, Xp

∧
, . . .
︸︷︷︸

3

, A∨,

fora deeA∧

︷ ︸︸ ︷

. . .
︸︷︷︸

4

, Xc2
∧
, Xc2∨, . . .

︸︷︷︸

5

, A∧

II A∧, . . .
︸︷︷︸

1′

, Xc1
∧, Xp

∧, . . .
︸︷︷︸

2′

, Xp∨, Xc1∨, . . .
︸︷︷︸

3′

, A∨,

fora deeA∧

︷ ︸︸ ︷

. . .
︸︷︷︸

4′

, Xc2
∧
, Xc2∨, . . .

︸︷︷︸

5′

, A∧

Alterandoapenas o chaveamento de Xp

Xc1 Xc2
para R e conservando o dos outros links, as

seguintes tripssão produzidas:

I A∧, . . .
︸︷︷︸

1

, Xp∨, Xc2∨, . . .
︸︷︷︸

5

, A∧

II A∧, . . .
︸︷︷︸

1′

, Xc1
∧, Xc1∨, . . .

︸︷︷︸

3′

, A∨,

fora deeA∧

︷ ︸︸ ︷

. . .
︸︷︷︸

4′

, Xc2
∧
, Xp

∧
, . . .
︸︷︷︸

2′

, Xp∨, Xc2∨, . . .
︸︷︷︸

5′

, A∧

Os dois casos chegam à contradição: uma shorttrip e uma trip em que as duas entradas
de Xp são percorridas fora de A∧, . . . ,A∨, ainda que Xp ∈ eA∧. Concluímos então que
a suposição inicial de que Xc1

∧ e Xc1∨ estão fora de A∧, . . . ,A∨ deve ser falsa e assim
Xc1 ∈ eA∧. A provade Xc2 ∈ eA∧ é simétrica: iniciamoscom o link chaveado para direita,
supomos que Xc2

∧ e Xc2∨ estão fora de A∧, . . . ,A∨, mudamos o chaveamento para L e
obtemosuma contradição.

11. Se Xp1 Xp2
Xc

for um link de contração, Xp1 6= A 6= Xp2 e Xp1,Xp2 ∈ eA∧, então Xc ∈ eA∧.

Numa trip em que Xp1 Xp2
Xc

está chaveado para L, Xc∨ será percorrido noinstante anterior
a Xp1∨ e Xc

∧ no posterior a Xp1
∧ (Figura 4.7). Dado que Xp1 ∈ eA∧, então aqui as duas

entradas de Xc serão visitadasem A∧, . . . ,A∨.

Quando o link estiver chaveado para R, como Xp2 ∈ eA∧, usando omesmo raciocínio,
também temosqueXc∨ e Xc

∧ estarão nointervalo A∧, . . . ,A∨. Logo, Xc ∈ eA∧.



APÊNDICE D

Teorema split

De acordo com o que foi visto na seção 5.1, o caso mais difícil para a prova de corretude
original dos N-Grafos ocorre quando todos os links iniciais são disjuntivos divergentes e os
finais conjuntivos convergentes. Vimos que o primeiro N-Grafo da Figura 3.10 não possui
nenhum link com apropriedadesplit .

Um exemplo diferentepodeser visualizado na FiguraD.1. Nelenão podemosremover ne-
nhum link conjuntivo convergentefinal, pois sempreobtemos apenas duas componentes (seria
preciso 3 componentes, conforme foi visto para os outros casos com linksconjuntivosconver-
gentese com os disjuntivos).

A∨B

¬A∧Z

¬A∧Z¬A∧Z

(¬A∧Z)∨B

A
¬A

B

B

Z

⊥ B∧Z

Figura D.1 N-Grafo de (¬A∧Z)∨B, A∨B⊢ B, B∧Z.

O link inicial {(A∨B,A),(A∨B,B)} também não serve, pois sua extração produz apenas
duas componentes. Todavia, o outro link inicial convergente (o que possui (¬A∧Z)∨B como
premissa) apresenta apropriedadesplit .

Um caso diferente surge na Figura D.2: há um link conjuntivo convergente final com a
propriedadesplit . Além disso, o ⊤− link inicial também servepara quebrar o N-Grafo. Vemos
então que, caso o link split exista, ele não precisa ser único (como vimos, pode haver um final
eum inicial).

Mas como ficam os casos em que o N-Grafo não possui li nks split? A outra forma de
cortar a prova épor meio de um cut branch point. Se um N-Grafo apresenta um vértice com
essa característica, então é possível dividi-lo em duas partes: uma acima do vértice(contendo

83
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A∨B

A∨C B∨C

(A∨C)∨ (B∨C)(A∨C)∨ (B∨C)

(A∨C)∨ (B∨C)

A B

D¬D

⊤

D∧ (A∨C)∨ (B∨C)

Figura D.2 N-Grafo de A∨B⊢ ¬D, D∧ (A∨C)∨ (B∨C).

o cut branch point como conclusão) e outra abaixo (o vértice como premissa). Essas duas
subderivações não possuem nenhuma aresta entre elas. Caso contrário, o N-Grafo original
teria algum ciclo inválido. Em casos como esse (Figura D.3), encontramos uma derivação
em cálculo de sequentes para o N-Grafo com o seguinte procedimento (seja X o rótulo docut
branch point):

1. como a componente superior, a qual tem X entre suas conclusões é menor que N-Grafo
original, use ahipótesede indução paraobter umaderivação para ela;

2. façao mesmo para a componente inferior (aquepossui X entresuaspremissas);

3. aplique aregrado corte entre as duasderivaçõesanteriores.

Apresentaremos agora o teorema provado por de Oliveira que demonstra que sempre é
possível quebrar um N-Grafo cujo todos os links iniciais são disjuntivos divergentes e todos
os finais são conjuntivos convergentes. Especificamente no teorema abaixo, “caminho” irá se
referir a uma sequência distinta de vértices v1, . . . ,vn em que, para cada 1≤ i < n, temos que a
aresta (vi ,vi+1) pertence ao grafo (ou seja, um caminho direcionado).

Teorema D.1 (Teorema split [dO01]). Seja G um N-Grafo cujo todo link inicial é disjuntivo
divergente etodolink final é conjuntivo convergente. Então G apresenta:

1. algum link inicial disjuntivo divergente com apropriedade split ;

2. oualgum link final conjuntivo convergente com apropriedade split ;

3. oualgum cut branch point.

Demonstração.
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A∨AA∨A

A∨AA∨A

A∨A

A∨A

(A∨A)∧ (A∨A)

AA

Figura D.3 N-Grafo deA∨A⊢ (A∨A)∧ (A∨A).

• Seja {(u,v1),(u,v2)} um link inicial disjuntivo divergente de G sem a propriedade split .
Então v1 e v2 estão conectados por outra maneira, além da conexão dolink em questão.
Como os chaveamentosde G são acíclicos, essa conexão devepossuir um link completo
de contração ou de expansão.

a) Há umlink de contração{(s1, t),(s2, t)}. Então existeum caminho ousemi-caminho
de ambos v1 e v2 para t. Mas, como G não possui li nk final de contração, então ele
possui um link final conjuntivo convergente{(x1,y),(x2,y)} tal que:

1. háum caminho de t para apenasumadas premissasdo link (x1 oux2);

2. ou háum caminho de t para ambasas premissasdo link (x1 e x2).

No caso a1 o link final apresenta a propriedade split , caso contrário G possuiria
algum chaveamento cíclico. Pelo mesmo motivo, no caso a2 t deve ser um cut
branch point. O caso a1 está ilustrado nas Figuras D.2 e D.4, enquanto que o caso
a2 naFiguraD.3.

b) Há umlink de expansão{(s, t1),(s, t2)}. Então aqui temosum caminho ou um semi-
caminho de v1 e v2 para s. Dado que G não tem link inicial de expansão, ele apre-
senta algum link inicial disjuntivo divergente{(x,y1),(x,y2)} tal que:

1. háum caminho de apenas umadasconclusões (y1 ou y2) para s;

2. ou háum caminho de ambasas conclusões (y1 e y2) para s.

No cenário b1o link inicial {(x,y1),(x,y2)} tem apropriedadesplit , em caso negativo
teríamos um ciclo inválido em G. No caso b2 concluímos que s é um cut branch
point. As FigurasD.1 eD.5 são exemplosdos casosb1 eb2, respectivamente.
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A∧B ⊤

⊤⊤

A B

D

¬A ¬B

¬D

¬A∨¬B¬A∨¬B

¬A∨¬B

(¬A∨¬B)∧D

Figura D.4 N-Grafo de⊢ A∧B, (¬A∨¬B)∧D, ¬D.

• Seja {(u1,v),(u2,v)} um link final conjuntivo convergente de G sem a propriedade split .
Então u1 e u2 estão ligados de outra forma além da conexão do link em questão. Então
essa conexão deve apresentar um link de contração ouexpansão completo, pois todosos
ciclosde G são válidos. Veremos cadaum desses casos separadamente.

a) Há um link de contração {(s1, t),(s2, t)}. Existe um caminho ou um semi-caminho
de t para u1 e u2. Desde que esse link de contração não pode ser final, deve haver
um link final conjuntivo convergente{(x1,y),(x2,y)} tal que:

1. existeum caminho de t para exatamenteumadas premissasdo link (x1 oux2);

2. ouexisteum caminho de t para ambasas premissasdo link (x1 e x2).

Como G é um N-Grafo, em a1 concluímos que o link final {(x1,y),(x2,y)} tem a
propriedade split (Figura D.4) e no cenário a2 o vértice t é um cut branch point
(Figuras D.6 eD.5).

b) Há um link de expansão {(s, t1),(s, t2)}. Aqui deve haver um caminho ou um semi-
caminho de s para u1 e u2. Contudo, esse link de expansão não pode ser inicial e
portanto G possui um link inicial disjuntivo divergente{(x,y1),(x,y2)} tal que:

1. háum caminho de apenas umadasconclusões (y1 ou y2) para s;

2. ou háum caminho de ambasas conclusões (y1 e y2) para s.

Uma vez que todos os chaveamentos de G são árvores, no caso b1 o link inicial
{(x,y1),(x,y2)} apresentará apropriedadesplit (FiguraD.1) e em b2o nós éum cut
branch point (Figuras D.3 eD.5).
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A∨B

¬A∧Z¬A∧Z

¬A∧Z¬A∧Z

¬A∧Z

(¬A∧Z)∨ (¬A∧Z)

A
¬A

B
Z

⊥ B∧Z

Figura D.5 N-Grafo de (¬A∧Z)∨ (¬A∧Z), A∨B⊢ B∧Z.

A∧B

⊤⊤

A B ¬A ¬B

¬A∨¬B¬A∨¬B

¬A∨¬B¬A∨¬B

¬A∨¬B

(¬A∨¬B)∧ (¬A∨¬B)

Figura D.6 N-Grafo de⊢ A∧B, (¬A∨¬B)∧ (¬A∨¬B).
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