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A auséncia da evidéncia

ndo significa evidéncia da auséncia.
“The absence of evidence

1s not the evidence of absence.”
Carl Sagan



Resumo

O coeficiente de correlagdo é uma medida que permite mensurar a dependén-
cia entre duas varidveis. Na literatura estatistica existem diversos coeficientes de
correlagao, como por exemplo o de Pearson (Pearson, 1931 e Pearson, 1932), Ken-
dall (Kendall, 1938) e Spearman (Spearman, 1904) que sdao usados sob diferentes
condicoes dos dados. Nesta dissertacdo discutimos sobre o coeficiente de correlagao
generalizado proposto por Chinchilli et al. (2005), o qual é obtido através de es-
tatisticas U. Este coeficiente tem como casos especiais o coeficiente de correlagio
de Pearson e de Kendall. Neste trabalho foram desenvolvidos estudos de simulacao
a fim de avaliar o comportamento do coeficiente de correlagdo generalizado em pe-
quenas e grandes amostras e sob diferentes cenarios que incluem amostras normais
bivariadas, amostras bivariadas contaminadas e perturbadas. Por fim, utilizando um
banco de dados real de microarrays usamos o coeficiente de correlagdo generalizado
na construcao de uma rede de relevancia.

Palavras chave: Coeficiente de correlagao generalizado, Coeficiente de correlagao
de Spearman, Contaminagdo, Distribui¢do normal bivariada, Perturbagdo, Simula-
¢ao.



Abstract

Correlation coeflicient is a measure of dependence between two variables. In the
literature there are several statistical correlation coefficients, such as the Pearson’s
(Pearson, 1931 and Pearson, 1932), Kendall’s (Kendall, 1938) and Spearman’s (Spe-
arman, 1904) that are used under different conditions of the data. In this thesis we
discuss the generalized correlation coefficient proposed by Chinchilli et al. (2005),
which is obtained through U-statistics. This coefficient has as special cases the cor-
relation coefficient of Pearson’s and Kendall’s. In this study we develop simulation
studies in order to assess the behavior of the generalized correlation coeflicient in
small and large samples and under different scenarios that include bivariate normal
samples, contaminated samples and disturbed bivariate samples. Finally, utilizing
a real database we used the generalized correlation coefficient to build a relevance
network.

Keywords: Bivariate normal distribution, Contamination, Disturbance, Generali-
zed correlation coefficient, Simulation, Spearman’s correlation coefficient.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducao

Atualmente na Biologia existe um crescente interesse no estudo dos valores de ex-
pressao génica interagentes. Uma forma de se estudar estes valores é através da
avaliacdo das interagoes entre os niveis de expressao dos genes de interesse, o que
nos da um esboco dos perfis de interacdo produzidas por estes genes. Existem na
literatura diversos métodos matematicos e estatisticos que tentam extrair perfis de
interacao.

Uma abordagem adequada para avaliar os niveis de expressao génica interagentes
é a construcao de redes de relevancia (Butte e Kohane, 1999). Neste método utili-
zamos o coeficiente de correlagdo como forma de selecionar os genes que interagem
entre si.

De modo geral, podem ser definidos diferentes coeficientes de correlacao entre as
variaveis de interesse. A forma mais conhecida na literatura é a correlacdo simples
que envolve duas varidveis, X e Y. Dizemos que a relacao entre duas variaveis é linear
quando a relacao pode ser interpretada por meio de uma reta do tipo Y = a+8X +e
em que S mensura a forga dessa relagdo e e representa o erro amostral. Neste caso
o coeficiente de correlagdo linear consegue detectar esse comportamento.

Uma forma comumente utilizada para verificar o tipo de associacdo existente
entre duas variaveis é através do grafico de “dispersao”. Neste tipo de grafico sdo
apresentados os pares (X;,Y;) com i = 1,2,...,n, em que n é o nimero total de
observacoes. Na Figura 1.1 apresentamos algumas possiveis relagoes lineares entre
duas variaveis com: (a) Correlagao linear negativa, (b) Correlacao linear positiva e
(¢) Correlagao linear nula.

Em algumas situagdes nao € possivel ajustar uma reta para determinar a relagio

entre as variaveis. Nessa situacdo o coeficiente de correlacdo linear ndo é mais
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1.1 INTRODUCAO

adequado e assim novas medidas devem ser usadas para a deteccao da dependéncia

(linear ou nao linear) entre as variaveis.

10 15 20 25 30 35 10 15 20 25 30 35
X X
(a) Correlacao linear negativa (b) Correlagao linear positiva
2- .
1- .
0 . e
> .
2
. %
_1- .
_2- ° R
-3- . ! . v \
-2 -1 0 1 2
X

(c) Correlagao linear nula

Figura 1.1: Grafico com os possiveis tipos de correlacao linear entre duas varidveis.

Nosso trabalho tem por objetivo introduzir uma nova abordagem para a cons-
trucao das redes de relevancia através da classe de coeficientes de correlacao gene-
ralizado proposto por Chinchilli et al. (2005). Atualmente na literatura os pes-
quisadores utilizam o coeficiente de correlacdo de Pearson para a construcao destas
redes interagentes, porém uma vez que a normalidade dos dados é suspeitada, os
pesquisadores recorrem ao coeficiente de correlagdo de Spearman. Assim apresen-
tamos novas redes interagentes produzidas com a classe de coeficientes que com a
ajuda de um especialista na area Biolégica esta pode ser uma 6tima alternativa na

construcao das redes de relevincia.
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1.2 ORGANIZACAO DA DISSERTACAO

1.2 Organizagao da Dissertagao

Esta dissertacao estd organizada em 5 Capitulos e 2 Apéndices. No Capitulo 2,
apresentamos os coeficientes de correlacao de Pearson p,, Kendall p, e Spearman
ps bem como o coeficiente de correlacao generalizado p, proposto por Chinchilli
et al. (2005) o qual serd objeto de nosso estudo. Aqui também apresentamos uma
férmula explicita para o coeficiente de correlagdo generalizado sob normalidade biva-
riada proposta por Chen et al. (2011). No Capitulo 3 analisamos o comportamento
de vérios estimadores para o coeficiente de correlacdo aqui proposto sob diferentes
cenarios de simulacao. No Capitulo 4 utilizamos uma base de dados real com dados
de expressao génica e construimos redes de relevincia através do coeficiente de corre-
lacao generalizado e do coeficiente de correlagao de Spearman. Por fim, no Capitulo
5 apresentamos as conclusdes obtidas neste trabalho. No Apéndice A apresentamos
alguns aspectos preliminares em que introduzimos o conceito da fun¢do de densidade
de probabilidade e distribuicao acumulada da normal bivariada. Definimos também
a mistura de distribuicOes, em especial a mistura de normais. Seguidamente, dis-
cutimos o método Monte Carlo o qual é importante para avaliar o comportamento
de estimadores. Em seguida, no Apéndice B, apresentamos o conceito de estatistica
U mostrando algumas das suas propriedades, como por exemplo a sua distribuicao

assintotica.

1.3 Suporte Computacional

Todas as anélises e programas de simulacao foram realizadas com o software es-
tatistico R na sua versao 3.0 que estd disponivel gratuitamente em http://www.
r-project.org. Além disso vérios graficos no decorrer do trabalho foram confec-
cionados com este software. O seu amplo uso no meio académico é uma grande
vantagem pois contribui com uma imensa variedade de pacotes desenvolvidos em
diversas areas da Estatistica.

Alguns graficos também foram confeccionados com o software computacional
Mathematica 8. Apesar de ser um software pago, possui um grande leque de
funcgoes graficas e de calculos algébricos de grande atrativo. Para maiores detalhes
http://www.wolfram.com/mathematica/.

Para a execucgao das simulacoes utilizamos um notebook com processador Intel
Core i3 primeira geracdo, 4 GB de memoéria RAM e sistema operacional Ubuntu

12.10 Quantal Quetzal.

17
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Capitulo 2

Coeficiente de Correlacao

2.1 Introducao

O coeficiente de correlagdo é uma medida que descreve a associagdo entre duas va-
riaveis. Na literatura estatistica, existem varios coeficientes de correlacdo e dentre
estes o mais utilizado é o coeficiente de correlacao de Pearson. Tal medida assume
seus valores no intervalo fechado de —1 a 1, em que —1 indica uma forte corre-
lagao negativa (linear) e 1 indica uma forte correlacao positiva (linear). Rodgers
e Nicewander (1988) apresentam uma série de propriedades bem como uma breve
historia sobre o desenvolvimento do coeficiente de correlacdo de Pearson. Nos casos
em que a relacdo entre as varidveis seja ndo linear (quadratica, cubica, exponen-
cial, etc.) ou na presenca de valores discrepantes, esta correlagdo pode nao ser uma
medida adequada para verificar a associacdo das varidveis. Porém, para este tipo
de situacdo, o coeficiente de correlagao de Spearman é mais adequado pois é mais
robusto & presenca de outliers (valores atipicos). Sua interpretagdo difere um
pouco do coeficiente de correlagdo de Pearson sendo considerado como um indice
de monotonicidade isto é, na medida que uma varidvel aumenta a associacao com a
outra varidvel também aumenta. Um fato importante deste coeficiente é que ele ndo
é considerado como estimativa de um parametro populacional (Hollander e Wolfe,
2002). Por esta razdo o coeficiente de correlagdo de Kendall torna-se uma o6tima

alternativa ao coeficiente de Spearman.

2.2 Definicoes

Sejam (X,,Y)),...,(Xp,Y,) uma amostra de variaveis aleatoérias independentes e
identicamente distribuidas de uma funcao de distribuicao acumulada bivariada Fy,,,

e sejam I e F, as funcoes de distribuigdes marginais de X e Y, respectivamente.

18



2.2 DEFINICOES

Denotamos p,, p,, Ji, ai e 0y, como sendo a média de X, a média de Y, a
variancia de X, a varidncia de Y e a covaridncia entre X e Y, respectivamente. Seja
também > a matriz de variincia e covariancia de (X,Y") representada por
2
Z _ Ox pO')(O')2/
pPoXTY oy
O coeficiente de correlagdo de Pearson p, é dado por
oxXy Cov(X,Y)
Vvoxoy  y/Var(X)Var(Y)

Pp

e pode ser escrito de forma equivalente como

P E[(X: — X;)(Y; - Y))]
" VEIX = X)E[Y: - )

em que (X;,Y;) e (X;,Y;),i# j=1,2,...,n, sdo quaisquer dois vetores bivariados
aleatorios independentes e identicamente distribuidos com funcdo de distribuicao
bivariada Fxy .

De fato, note que
E[(X; - X;)(Y; - Y;)] = E(XY;) - E(X;Y)) - E(X;Y;) + E(X;Y5)
— 2B(X,Y;) - E(X)E(Y;) — B(X;)E(Y)
= 2E(X;Y;) — 2E(X;)E(Y))
= 20xy.
De forma similar podemos calcular,

E(X; - X;)?=20xx, E(Y;-Y;)?=20yy,

logo

_ 20xy _ OXy
V20xx20yy  \OxXxOyy

Pp

O coeficiente de correlagdo de Spearman (Spearman, 1904) é definido como o
coeficiente de correlacdo de Pearson entre os postos das observacoes de X e Y, ou

seja
Elsign(X; — X;)sign(¥; — Y;)]

Ps = ’
\/Elsign®(X; — X;)|Elsign® (Vi - )]

em que sign(-) representa a fungao sinal, definida por —1se x < 0,0sez=0e 1

se x > 0. Uma outra versao deste coeficiente pode ser definida como

6D?
ps =1— —F5—-=,
n(n? —1)
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2.2 DEFINICOES

em que D? = >~ [sign(x;)—sign(y;)]* ¢ a soma dos postos dos valores observados de
X e Y. Eimportante lembrar que para variaveis cuja mensuracio é em nivel ordinal
e para amostras de tamanho pequeno o coeficiente de correlacdo de Spearman é uma,
otima alternativa (Chok, 2010). Outra caracteristica importante deste coeficiente é
que a sua interpretacao difere um pouco da interpretagao do coeficiente de correlagao
de Pearson. Aqui a associac@o das varidveis nao se reflete numa tendéncia linear
mas um indice de monotonicidade, ou seja, para aumentos positivos da correlagao,
aumentos no valor de X correspondem a aumentos no valor de Y, e para coeficientes
negativos ocorre o contrario.

O coeficiente de correlacao de Kendall p,. (Kendall, 1938) pode ser definido como

_ C-D
pK_n(n—l)/Q

em que
C = YD IXi>X)IY; >Y)) + I(X; < X)I(Y; <Y))
(2]

D = Y Y I(Xi>X)I(Y; <Y;) + I(X; < X;)I(Y; > Y5)
i g

e I(-) representa a funcao indicadora definada por
I(4) — 1, t>0
()_{o,tgu

Tanto o coeficiente de correlacdo de Kendall quanto o coeficiente de correlacao
de Spearman sdo utilizados para dados ordinais, com isto, ambas as varidveis devem
ser medidas no minimo em nivel ordinal, de forma que seja possivel atribuir postos
a cada uma das variaveis.

Os coeficientes de correlagao de Pearson, Kendall e Spearman sdo coeficientes de
correlagdo usados frequentemente na literatura estatistica. O coeficiente de correla-
cao de Pearson é apropriado para amostras que seguem distribui¢dao normal bivari-
ada, porém se esta normalidada bivariada é suspeita os pesquisadores recorrem para
os coeficientes de Kendall e Spearman que séo na verdade dois coeficientes robustos.
Neste contexto, estes dois estimadores sao versoes nao paramétrias que apresentam
maior robustez a outliers. Mesmo nao sendo estimativa de um pardmetro popu-
lacional, o coeficiente de correlagdo de Spearman ainda atrai muitos pesquisadores
por ser robusto a outliers. Como foi discutido anteriormente, o coeficiente de

Kendall vem como uma alternativa ao coeficiente de correlacao de Pearson quando

suspeita-se da normalidade bivariada. Ainda segundo Raveh e Leshem (2011) um
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2.2 DEFINICOES

fato importante sobre o coeficiente de correlacdo de Spearman é que em certos cena-
rios de simulacao este coeficiente tende a subestimar o verdadeiro valor do coeficiente

de correlacao.

2.2.1 Estimador de Maxima Verossimilhanca do Coeficiente de
Correlagao Sob Normalidade Bivariada

Seja (X1,Y1),...,(X,,Y,) uma amostra de uma distribuigdo normal bivariada e
seja 6 = (ux,py,0x,0y,p) um vetor de parametros. Balakrishnan e Lai (2009)
mostraram que as estimativas de méaxima verossimilhanca da distribui¢cao normal

bivariada (ver Apéndice A) sdo dadas por

- _1¢ o 1 i
/JX:nZ;ﬂ?i, U%(:gZ(CCi_MX)za
1=

N 1 ¢ ~2 1 A \2
MY:nz;yi) UY:ﬁZ(yi_NY)v
1=

5= Yo (g — fix) (yi — fry)
nox oy '

Note que, no caso de normalidade bivariada o estimador de maxima verossimi-

lhanca de p coincide com o coeficiente de correlagao amostral de Pearson r

. 2 (@i = T)(yi —¥) ' (2.1)
Vit (@i — 22V (v - 9)?

A distribuicao do coeficiente de correlacao amostral pode ser escrita de varias

formas, das quais destacamos as propostas por Fisher (1915) e Hotelling (1953). No
livro de Johnson et al. (1995) existem outras formas desta distribuicao em que os
autores (veja Capitulo 32) mostram diferentes formas explicitas da distribui¢ao do
coeficiente de correlagdo e detalham como foram definidas.

Fisher (1915) definiu a densidade do coeficiente de correlagao amostral (2.1) de
duas formas. Na primeira forma ele expressou a densidade em termos de uma soma,
infinita, ou seja
2n=3(1 — p2)(1/2(n=1) (1 — 52)(1/2)(n—4)

(n—3)lr

xi 2pry <r B(n—lﬂ)Dz, (2.2)

|
=0 L

f(rip) =
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em que p é o coeficiente populacional e I'(-) representa a fungdo gama. A segunda
forma proposta por Fisher (1915) foi expressa em termos das (n — 2) derivadas de

(2.2)

on=3(1 — ,2\(1/2)(n=1) (1 _ 2)(1/2)(n=4) [ gn—2 ((os~1(—¢
- ZU I [ gt

(n—3)lr Oxn=2 | /11— 2
Para Hotelling (1953) a densidade do coeficiente de correlacao r pode ser expressa

da seguinte forma

n—2T(n—1) 21 (1/2)(n—1) 21 (1/2)(n—4) “nt3/2
) = ) 1— 1—
f(rip) \/ﬂr(n—%)( r) (1—77) (1—pr) X
11 1 14pr
em que
Glaber) =3 Na+7)TO+35) T'(c) =

[l@) () T(e+))

é a funcdo de distribuicao acumulada da distribuicao hipergeométrica.

2.3 Coeficiente de Correlacao Generalizado

Segundo Chinchilli et al. (2005), a principal motivagdo para a definicdo do coefi-
ciente de correlacdo generalizado foi o uso deste coeficiente dentro do contexto de
um experimento crossover (cruzado). No experimento crossover, podemos testar
um certo tipo de medicamento, cada individuo recebe mais de uma formulacao de
um mesma substancia farmacolégica em periodos diferentes. Por exemplo, o experi-
mento crossover 2 X 2 é empregado quando dois medicamentos sdo administrados
em dois periodos diferentes (Chellini, 2007). Os participantes deste tipo de experi-
mento sdo alocados aleatoriamente para receber o medicamento a ser testado (T)
e depois de um periodo recebem o medicamento de referéncia (R) ou vice-versa.
Assim, é de grande interesse para os pesquisadores medir a correlagdo entre as re-
postas em diferentes periodos afim de avaliar a efetividade do tratamento. Porém,
o calculo das estimativas da correlagdo sem levar em consideragdo alguns efeitos,
como os causados pelo tipo de periodo utilizado ou os efeitos da sequéncia utilizada
no experimento, podem levar a uma andlise estatistica inadequada. Para resolver
esse problema, Chinchilli et al. (2005) propuseram uma classe de coeficientes de
correlagdao generalizados que contém as estatisticas de Kendall e Pearson como ca-

sos particulares e também desenvolveram um método para estimar estes coeficientes
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2.3 COEFICIENTE DE CORRELACAO GENERALIZADO

dentro do contexto de experimentos crossover. Uma discussao mais apropriada
sobre este coeficiente de correlagao pode ser vista em Chinchilli et al. (2005) e Chen
et al. (2011).

Seja Fxy a funcao de distribui¢do acumulada bivariada de X = (X,Y’). Chin-
chilli et al. (2005) propuseram um coeficiente de correlagao similar aos coeficientes

pPp € p, da forma

Py = E[gw(Xi - Xj)gv(Y; - Yj)] _ th (2.4)
v = = ) :
VEIZ (X — XE@R (Y - Yy V00s
em que g,(z) é a funcdo a valor real
9v(2) = sign(z)|z]", (2.5)

para v € [0,1] e 01, 02, 03 sdo parametros populacionais. Aqui (X;,Y;) e (X;,Y;)
comi # j=1,2,...,nsd0 dois vetores aleatérios bivariados independentes seguindo
a mesma funcdo de distribuicdo bivariada F'xy. Note que para v = 1 na Equacao
(2.4), o coeficiente de correlacao generalizado ¢ o coeficiente de correlagao de Pearson
pp- Quando v = 0 obtemos o coeficiente de correlagao de Kendall p,.. Com isto

temos que os coeficientes de Kendall e de Pearson sdo os limites inferior e superior

da classe de coeficientes de correlacdo generalizados pois temos que v € [0, 1].

Resultado 2.3.1. O coeficiente de correlagao populacional de Pearson é equivalente
ao coeficiente de correlagao generalizado quando v = 1. Se tomamos v =0 temos o

coeficiente de correlagio de Kendall.

Demonstragao. Se v = 1, entdo temos que g,(z) = z e

_EXG - X)(Y - )]
VEX; —Y,)PB(Y; - ;)2

Py=1

Vimos na Secdo 2.2 que o coeficiente de correlacao populacional de Pearson é

dado por
oxy E[(Xi — X;)(Yi — Yj)]

T Voxxovy  E[(X; - X,)E[Y; - ;)]

em que oxy,0xX,0yy Sa0 a covaridncia e variancia das variaveis aleatorias X e Y,

PP

respectivamente. Portanto, p, e p,—1 sao equivalentes.

Por outro lado, o coeficiente de correlacao de Kendall ¢ definido como

px = Prob(pares concordantes) — Prob(pares discordantes)
= [P(Xi>Xj,YVZ'>YVj)+P(Xi<Xj,Yi<Yj)]
— [P(Xi>Xj,Y;<1/j)+P(XZ‘<Xj,Y;>Yj)],
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2.3 COEFICIENTE DE CORRELACAO GENERALIZADO

em que (X;,Y;) e (X;,Y]) sao dois vetores bivariados. Agora, se v = 0 temos que
g(z) = sign(z) e, desta forma,
P — Elsign(X; — Xj)sign(V; — ¥j)]
V/Elsign®(X; — X;)|Elsign®(¥; - Y;)

Podemos agora calcular
Efsign(X; — X;)sign(Y; — Yj)]
= (1) x P[sign(X; — X;)sign(¥; = Y;) = 1]
+(—1) x P[sign(X; — X,)sign(¥; — Y;) = —1]
+0 x P[sign(X; — X;)sign(Y; — Y;) = 0]
= Plsign(X; — X;)sign(Y; — Y;) = 1]
—P[sign(X; — X;)sign(¥; — Y;) = —1]
= [P(X; > X,.Yi > ¥)) + P(X; < X,.Y; < ¥))]
—[P(X; > X,;,Y; <Y))+ P(X; < X;,Y; > Y))].
Ja para
Elsign®(X; — X;)] = (1)? x P(X; > X;) + (-1)* x P(X; < X)
+0 x P(X; = Xj)
= P(X;> X;)+ P(X; < X))
=1
pois consideramos o caso das varidveis aleatérias serem continuas. De modo similar
temos que E[sign?(V; — Y;)] = 1, entdo
Efsign(X; — X;)sign(¥; — Yj)]
V/Elsign®(X; — X;)|E[sign®(Y; - ;)]
= E[sign(X; — X;)sign(Y; — Yj)]

Py=0 =

= [P(X1>Xj,Y;>Y})+P(Xi<Xj,1/Z‘<}/j)]
— [P(X1>X],Y;<}/})+P(XZ<XJ,Y7,>Y})]

Deste modo temos que pg = py—o.

2.3.1 Estimacao do Coeficiente de Correlacao Generalizado Usando
Estatisticas U

Nesta segdo apresentamos a estimacao do coeficiente de correlacao generalizado pro-

posto por Chinchilli et al. (2005). Supomos que uma amostra bivariada de tamanho
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2.3 COEFICIENTE DE CORRELACAO GENERALIZADO

n, (X;,Y;), 1 =1,2,...,n éselecionada independentemente de Fxy, ou seja,
(X1, Y1), (Xo,Ys),...,(X,,Y,) iid. ~ Fxy.
Definimos trés fungoes niicleos diferentes de grau 2,

hi{(X1,Y1), (X2,Y2)} = ¢,(X1 — X2)gy(Y1 — Y2),
ho{(X1, Y1), (X2, Y2)} = ¢3(X1 — Xa),
ha{(X1, Y1), (X2, Y2)} = g3(Y1—Ya).

As trés estatisticas U para estes nucleos sdo, respectivamente

1

U%XY = Tzhl{(Xu}/Z)a(X]v}G)}
(2) i<j
= e (X=X (Y- V), 26)
Uxx = (ll)th{(Xi,m,(Xj,Yj)}
2) <4
= n(nQ_l);gg(Xi—Xj), (2.7)
Uyyy = (%Zhguxi,mmxj,l@)}
2) i<y
2

para uma amostra bivariada (X1, Y1), (X2, Y2),...,(X,,Y,) de Fxy. Portanto, uma

estimativa de p, baseada nas 3 estatisticas U é da forma

5 = Uy xy
! VU, xxUs, vy

em que as estatisticas U sdo estimadores nao-viesados tal que

(2.9)

E(Uyxy) = E(g,(Xi — Xj)g,(Yi = Yj)) = 0
E(U,xx) = E(G(Xi—X;)) =6
E(Uyyy) = E(g@(Yi-Y)))=0s.

Agora vamos determinar a distribuicao assintotica de p, e para isto ¢ necessario

derivar a distribuicao assintotica conjunta das trés estatisticas U definidas em (2.6),
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2.3 COEFICIENTE DE CORRELACAO GENERALIZADO

(2.7) e (2.8). Primeiramente definimos os seguintes parametros:

Yy xY1
Yy xXy2
Yy, xY3
Yy XY4
Yy XY5
Yy XY6
Yy XY7
Yy X8
Py xX1
)y X X2
Py X X3
Yy vyl
Yy yy2

d}'y,YY?)

Elgy(Xi — X;)g,(Yi = Yj)],

Elgy(Xi — X;)9,(Yi — Yj)g:(Xj — Xi)gy(Y; — Yi)],
Elg;(Xi — X;)g5(Y; = Yj)],

Elg,(X; — X;)gy(Yi — Y;)g2(X; — Xp)],
Elg5(Xi — X;)g,(Yi = Y))],

Elg,(Xi — X;)g,(Yi — Y;)g2(Y; — Vi),
Elg,(Xi — X;)g3 (Y — Yj)],

Elg3(Xi — X;)g5(Y; — Yi)],

Elg3(X; — X;)],
Elg2(X: — X;)g2(X; — Xp)],

E[g}(X; — X;)],

Elg2(Y; - V),

E[g3(Yi = Y)) g3 (Vs — Ya)],

Elg}(Y; — Y;)].

que podem ser estimados pelas correspondentes estatisticas U dadas por

Py xy1

~

Py, XY2

w'y,XYii

Yy X4

w'y,XYE)

w'y,XYG

= n(nQ—l) Zgw(Xi - X;)9,(Yi = Y)) = Uy xv,
= n(n — lf;(n —9) Z 94(Xi — X;)g,(Y: = Y))
i<j<k

ng(Xj - Xk)gv(yj - Y%),

= LA - X - ),
6

n(n—1)(n - 2) ig;k‘q’*(& %)

x gy (Yi = Y)g5 (X — Xi),
= n(n2—1) ng;(Xz — X;)g,(Yi = Yj)),

n(n — 16)(n -2) Z 921X = %)

i<j<k
%, (Y — V)@ (Y — Vi),
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2.3 COEFICIENTE DE CORRELACAO GENERALIZADO

2

bxvt = o ;mxi — X))g3(Y; = Y), (2.30)
e = e 2 AN Xgg oY), e
byxx1 = n(n2—1) ;gi(Xi — X;) = U, xx, (2.32)
b = e 2 = X = X))
Uy xx3 = n(nQ—l) ; gL (X, - X)), (2.34)
byyyr = n(n2_1) ;g?,(Yi —Y)) = U, vy, (2.35)
vy = e > A0 )g105 =0, (236)
byyys = n(n2—1) ;gi(Yi ~Y;). (2.37)

Logo, temos o seguinte resultado.

Resultado 2.3.2. (Chinchilli et al. (2005)) Dados os pardmetros das equagdes
(2.10) a (2.23), entao as trés estatisticas U, Uy xx,U,yy e Uy xy, definidas em
(2.6), (2.7) e (2.8), possuem a distribuicao assintdtica conjunta

Uy, xx 7ﬁbw,x;n D 0 Wh v xx,xxX Yoy, xx, vy Wnoxx,xy
U’Y»YY - w-y,YYl *)/\[3 (U Wy v XX, YY Wy YY,YY Wy XY, YY (2-38)

Uy xy Y, xv1 0] [Worxvyy Wayxxxy Yooxvixy
em que

Wy xxxx = nn—1) [2(n = 2)¥y, xx2 + 1y xx3 — (20 — 3)Y2 xx1]
Gy = ey (2= Dva b va— o= 3],
Wy xx,xy = n(nQ—l) 2(n — 2)Yy xva + Uy xvs — (20 — 3)y xv1¥y, x X1) 5
Wy xxyy = n(nz—l) [2(n — 2)1y xx8 + Yy xx3 — (20 — 3)y xx1Uy,v Y1)
Wy xyyy = n(n2—1) [2(n — 2)1by xx6 + ¥y, xx7 — (20 — 3)Yy xV1U4, YY1 S
W xyxy = n(n2_1) [2(n = 2)¢y xv2 + ¥y xvs — (20— 383 xy1] -

Demonstracdo. Primeiramente calculamos

ot xy = Cov{m[(Xi,Yi),(X;,Y))], hl(X;,Y5), (Xg, Yi)]}

= Cov{gy(Xi — X;)g,(Yi = Y}), 95(X;j — Xi) g, (Y — Vi) }
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2.3 COEFICIENTE DE CORRELACAO GENERALIZADO

2 _
O2.xy —

E {g,(Xi — X;)gy(Yi — Y}) g1 (X — Xi) gy (Y — Yi)}
E{gy(Xi — X;)g(Yi = Y3) } E{g(X; — Xi)gy(Y; — i)}
Yy, xv2 — (E {g’Y(XZ' - Xj)gv(Yi - YJ)})2

2
Yy xy2 — V5 xy1

Cov {m[(X:,Ys), (X, V)], ha[(Xi, Vi), (X5, Y5)]}

Var {m[(X;, Y7), (X5, Y5)]}

E {h[(X:, Y3), (X5, )1} = (B{m[(X;, V7)., (X5, Y)]})?
E{g2(X: — X;)g2(Yi = Yj)} = (B{g,(Xi — X;)g,(Yi = V})})°

2
Yy, XY3 — w'y,XYl'

Usando o Teorema B.-19 no Apéndice B em que é definida a variincia de uma

estatistica U, temos a variancia de U, xy como sendo

n,y, XY, XY

= Var(Uy xy) = (Z)_l i (i) <Z - i) o2 xy

c=1

2
- n(n—1) [2(n — 2)0%,)(3/ + U%,XY]

2
- n(n—1) [2(n = 2) (¥ xv2 — w'Qy,XYl) + (Y, xv3 — wgﬁxn)}
- n(n2_1) [2(n = 2)ty,xv2 + ¥y xv3 — (20— 3)¥5 xy1] -

De maneira similar, as variancias de U, xx e U, yy sao definidas como

w

n,y, XX, XX

n,y,YY,YY

= n(an) [2(n — 2)¥y xx2 + Py, xx3 — (20 — 3)1/13,)()(1]
2

= a1 [2(n = 2)¥yyve + ¥yyys — (2n = 3)¢2 vy |

Definimos também

g

1,1, XY XX

= Cov{m[(Xi, Ys), (X, Yj)], ha[(X}, Y5), (X, Yi)]}

= Cov {gy(Xi — Xj)g,(Yi = Y)), ¢3(X; — Xy) }

= E{g:(Xi — X;)g5(Yi = Y))g3(X; — Xp)}

— E{(Xi - X))g,(Y; = V) } E{g2(X; — Xi)}

= ¥yxve — B{(X; — X;)g,(Yi = Y1)} E{g5(X; — Xp)}

= Py xva— Uy xy1¥y,xX1
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2.3 COEFICIENTE DE CORRELACAO GENERALIZADO

Toaxvxx = Cov{m[(Xi,Y2), (X5, Y))], ho[(Xi,Y5), (X5, Y5)]}
= Cov{gy(Xi — X;)g,(Yi = ¥)), g5(X; — X;) }
= E{g,(Xi — X;)g,(Yi = Y;)g3(Xi — X;)}
— E{(Xi—X;)g,(Yi = V))} E{g2(X; — X;)}

= Yy Xy5 — Uy, xY1Vy, X X1-

Agora, calculamos a covariancia entre U, xy e U, xx como sendo

-1 2
n 2\ [n—2
W xy = Cov(Uy xy,Uyxx) = <2> Z <c> <2 - c) Ug,c,XYXX

c=1
2
T oan—1) 2(n = 2)07 | xyxx + 052 xvxx]
- n(nQ_l) [2(7@ - 2)(¢7,XY4 - wv,XYﬂ/J%X)Q)
+ (Yy,xv5 — Py xv19¥,xX1)]
- n(n2—1) 2(n = 2)¢y, xva + ¥y xv5 — (20 — )Yy xv1¥y,xx1] -

De maneira analoga temos as covariancias entre U. eU. e a covariancia entre
¥,XY 7YY,

U, xx eU,yy, ou seja

Wy xyyy T Cov (U%XY7 U%YY)
2
= an=1) 2(n — 2)Yy xx6 + Vy,xx7 — (20 = 3)y xV1YH,yY1] S
Wy xxyy Cov (U%XX7 U%YY)
2

= n(n—1) 2(n — 2)1y, xx8 + ¥y, xx3 — (20 — 3)y x X1~ vY1]

respectivamente.

De acordo com os resultados anteriores, se todos os paradmetros ¢ existem para a
distribuicao acumulada bivariada F'xy, entao baseado no comportamento assintético
das estatisticas U temos que

(U, xx Yy, x X1 >
Uy yy | — |y, yyva — N3 (0,Qn,4),
LUy, xv Py, XY1

em que

Wnv, XX, XX WnyXXYY Wiy XX XY
Qn,'y = [ WnyXX)YY WnAYYYY WnyXYYY
| Wn, v, XY)YY Wny XX, XY WnyXY,XY

Usando o método delta multivariado (Oehlert, 1992) e as equagoes (2.5) e (2.38),

chegamos a
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py ~ N (py, 05, = D'y D) (2.39)
em que
D= | 9 Oy Oy } - [ Py TPy TPy (2.40)
0V xy1 0y xx1 00y yy1 Yy xv1 Yy, xx1 Yy yy]

no qual temos que a distribuicao assintotica do coeficiente de correlagao generalizado
2

py € uma normal com média p, e variancia o, ., em que
202
2
T = i 2= DA . (2.41)
sendo
A = Yy xY2 Py X X2 Yy yy2 . yxva
Yy xy1¥y,xy1 40y xx1¥y,xx1 40y yvi¥y vyl Uy xv1¥4,x X1
_ Yy, XY6 Yy XY8
Py xyi¥y vyl 20y xx1Uy vyl
Ny = Py Xv3 Py x X3 Yy yy3  PyXYs
Yy xy1¥y,xv1 A0y xx1%y,xx1 40, yv1iVy vyl Uy XY 1¥y, X X1

Yy xYT Yy xY3
Uy xy1¥yyyl 205 xx1%4,vY1

A transformacio Z de Fisher é normalmente aplicada a estatisticas de correlagao

amostral a fim de melhorar a taxa de convergéncia para normalidade. Neste caso,

temos que
1 1+p
%= e (12) (o o) @
em que
1 1+ pv) 2 1 2
¢y = = log ( , o = _0° .
YT 9 1—p, ", 2y (1— pgy)2 Yy

Usando as equagoes (2.24) a (2.37), podemos estimar A\j e Ay e, assim, estimamos

a variancia assintética por

2 [Q(n — 25 + XQ} .

T n(n—1)
Definida a forma de estimar a varincia assintética, podemos entdo definir os

limites de um intervalo de confianca assint6tico para p, como

5 /&2
IO’Y Zl:Z1,% Gn,fy?
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2.3 COEFICIENTE DE CORRELACAO GENERALIZADO

em que zj_g ¢ o quantil 1 — § da distribuigao normal padrao.
A fim de estudar algumas propriedades do coeficiente de correlagdo generali-
zado, Chen et al. (2011) definiram uma férmula explicita para este coeficiente sob

normalidade bivariada.

Resultado 2.3.3. Dadas as equacdes (2.4) e (2.5) e sob as condigées definidas na

Se¢do 2.2 para uma amostra da distribuicao normal bivariada, temos que

py = 27 —1/2Wp(1—p2)v+é 2F1(1'v+1 17+1 3,/)) (2.43)
= o E, snGa-ga- g e

em que I'(-) € a fungdo gama e oFy € a fungao hipergeométrica definida por

para |x| < 1 e os coeficientes definidos por

I'(a+ k)

1N
T(a) O = —Fy—

(a)r = ala+1)(a+2)... (a+k—1) =
Demonstracao. Omitida. Para mais detalhes, veja Chen (2006).

As expressoes (2.43) e (2.44) permitem relacionar de forma explicita o coeficiente
de correlagdo p (parametro da distribuicdo normal bivariada) e o coeficiente de
correlagao generalizado. Usando as propriedades de monotonicidade de p, (ver
Chen et al, 2011) se p > 0 entdo p, € uma funcdo estritamente crescente em +.

Pelo principio da invariancia e pelo Resultado (2.3.3) podemos estimar o coefi-
ciente de correlacao generalizado p, por méxima verossimilhanga. De fato, se p € o
estimador de maxima verossimilhanca de p entdo para -~y fixado
LCRY) |

1
Oy = 2M 2 —=—"—

(1 =), 51 =) 03 ?)

¢ o estimador de maxima verossimilhanca de p,.

Este resultado ¢é verificado uma vez que a funcao (2.44) é estritamente crescente
para p € [—1,1] e v fixado como vemos na Figura 2.1.

Note que nessas condic¢es, podemos construir um intervalo de confianca assin-
totico para p, baseado no estimador de méaxima verossimilhanga de p.

De fato, sob normalidade bivariada da amostra, temos que assintoticamente
V(p = p) = N0, (1= p*)?).
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2.3 COEFICIENTE DE CORRELACAO GENERALIZADO

Figura 2.1: Gréafico para a forma explicita do coeficiente de correlagdo generalizado
com diferentes valores de 7.

Assim, e considerando o método delta para -~y fixado, temos que

\/ﬁ(ﬁv - Pv) — N(0, (ply)2(1 - 92)2)-

Na préatica, p nao é conhecido e por isso usamos o seu estimador de méaxima

verossimilhanca. Assim

Py £ 2o [ () (1 — 72)?

sao os limites do intervalo de confianca assintético para p-.

Adicionalmente podemos considerar uma versao robusta do estimador do coefi-
ciente de correlagao generalizado p,, a qual ¢ baseada no estimador de Spearman,
isto ¢, definimos o estimador ps, = p,(ps) da expressao (2.44) da mesma forma
que construimos o estimador do coeficiente de correlacao generalizado por maxima
verossimilhanca.

Note também que, usando a distribuigao assintética de p, e pg, podemos con-
duzir testes assintoticos para o coeficiente de correlacao generalizado p,. De fato,

considere
Ho: py =10}
Hi: py # ,0:-

Assim, rejeitamos a hipotese nula se

(2.45)
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2.3 COEFICIENTE DE CORRELACAO GENERALIZADO

By — 5] > 21z \JAL (P (1 — 2P
(usando méxima verossimilhanga)

ou

7y = A1 > 21-51/6 () (1 — 23)?
(usando correlacdo de Spearman)

ou

7y — 03 > 215\ f52,
(usando estatisticas U).

Afim de tornar viavel a comparacao dos coeficientes analisamos todos em funcao
da Equacao (2.43). Note que
- P ~ P P
Py =Py, P—7P € pPS—p

em que LN representa convergéncia em probabilidade.
Utilizando a inversa da Equacao (2.43) no intervalo (—1,1) podemos comparar
os estimadores em funcao de p, uma vez que estamos analisando os estimadores em

funcao de p,.
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Capitulo 3

Estudo de Simulacao

3.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos os cenarios e os resultados das simulagdes em que ana-
lisamos o comportamento do estimador do coeficiente de correlacdo generalizado
baseado em méaxima verossimilhanga (CCGMV) p,, do coeficiente de correlacao
generalizado baseado em estatisticas U (CCGU) p, proposto por Chinchilli et al.
(2005) e do coeficiente de correlagao generalizado baseado no coeficiente de Spear-
man (CCGS) ps, -

3.2 Cenarios de Simulagao

3.2.1 Amostra Sem Contaminacao

Neste cenario abordamos as simulagoes baseadas no uso da distribuicdo normal bi-
variada sem contaminacao. Contudo, definimos 4 casos distintos em que estudamos

o comportamento dos estimadores definidos no Capitulo 2.
Caso 1
Uma distribuigdo normal bivariada

N2(0,0;1,1; p)

com p igual a 0, 0.3 e 0.9 representando exemplos de varidveis aleatérias com ne-

nhuma, moderada e alta correlacao, respectivamente.

Caso 2

Uma distribuigdo normal bivariada
No(—v0.1/2,v/0.1/2;1,1; p)
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3.2 CENARIOS DE SIMULACAO

com p igual a 0, 0.3 e 0.9 representando exemplos de varidveis aleatérias com ne-
nhuma, moderada e alta correlacao, respectivamente. Neste caso temos uma pe-

quena alteracao na média da distribuicdo normal bivariada.

Caso 3

Uma distribuicao normal bivariada
N2(—0.5,0.5;1,1; p)

com p igual a 0, 0.3 e 0.9 representando exemplos de varidveis aleatérias com ne-
nhuma, moderada e alta correlagdo, respectivamente. Neste caso temos uma maior

alteracao na média da distribuicao normal bivariada.

Caso 4

Uma distribuicao normal bivariada
Na(v0.25/2,V/0.25/2; (4/3)%, (3/2)%; p)

com p igual a 0, 0.3 e 0.9 representando exemplos de varidveis aleatérias com ne-
nhuma, moderada e alta correlacao, respectivamente.

Na Figura 3.1 apresentamos o grafico da fun¢do de densidade e suas curvas de
niveis para todos os casos sem contaminacao da amostra com p = 0.3.

Se p for proximo de 1 representa distribui¢oes com alta correlagdo entre as va-

riaveis.
3.2.2 Amostra Perturbada

Nessa abordagem consideramos a distribui¢ao amostrada perturbada, em que utili-
zamos valores da distribuicao t-Student bivariada para perturbar a amostra. Para
isso, utilizamos o seguinte algoritmo:

Entrada: n (tamanho da amostra), ¢ > 0 (nivel de perturbagao).

Parai=1,...,n faca:

(1) Gere
X1 ~ Na (E(X)vz>

em que E(X), > s@o os mesmos que definimos no Apéndice B;

Gere

X ~ o (Z 3)
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3.2 CENARIOS DE SIMULACAO

Caso 1

Caso 2

Figura 3.1: Grafico da funcao densidade com as respectivas curvas de niveis da
distribuicdo normal bivariada para os quatro casos com amostras sem perturbacgao
e com p = 0.3.

em que Y. é a mesma matriz de variancia e covariancia definida para gerar
nimeros aleatérios normais bivariados e 3 denota os graus de liberdade da
distribuicao t-Student bivariada como definimos no Apéndice A;

Gere

U; ~U(0,1)

em que U representa a distribuicdo Uniforme no intervalo (0,1).
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3.2 CENARIOS DE SIMULACAO

(2) Calcule
),gli se U; > e,
Xi=

Xoi se U; <e.
(3) Retorne (X1,...,X,) (amostra contaminada).

Para geracao dos nimeros aleatdérios normais bivariados e da distribuicao t-
Student bivariada utilizamos software estatistico R através do pacote mvtnorm.
Este pacote fornece duas funcbes que geram estes ntmeros aleatérios: rmvnorm
(geram numeros normais bivariados) e rmvt (geram ndimeros ¢-Student bivaria-
dos). Para maiores informacoes veja http://cran.r-project.org/web/packages/
mvtnorm/mvtnorm. pdf.

No estudo de simulacao perturbamos a amostra aos niveis de 10%, 30% e 50%.

3.2.3 Mistura de Duas Distribuicoes Normais Bivariadas

Considerando a Definicdo A.3 assumimos quatro casos para o estudo de simulagao.

Caso 1

Neste primeiro caso avaliamos o comportamento dos estimadores onde a distribuicao

da mistura é da forma
Qx =09 x N5(0,0;1,1;0.9) + 0.1 x N2(0,0;1,1;0.5)

em que a distribuicdo de referéncia é contaminada com uma distribuicdo com cor-

relacdo moderada.

Caso 2
Neste cenario consideramos para a andalise dos estimadores a mistura de distribuicoes
Qx = 0.9 x N3(0,0;1,1;0.9) + 0.1 x N>(0,0;1,1;0)

em que a distribuicao de referéncia é contaminada com uma distribuicdo sem corre-

lacao.

Caso 3

Agora, temos o seguinte cendario para a distribuicao da mistura
Qx = 0.9 x N2(0,0;1,1;0.9) + 0.1 x N>(0,0;1,1;-0.9)

em que a distribuicao de referéncia é contaminada com uma distribuicao com alta

correlacao negativa.
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Caso 4

Neste cenario temos a seguinte distribuicao para a mistura
Qx = 0.6 x N2(0,0;1,1;0.9) + 0.4 x N>(0,0;1,1;0)

em que a distribuicao de referéncia é contaminada com uma distribuicdo sem corre-

lagao com um nivel de 40% de contaminacao.

Caso 5

No ultimo caso a distribuicdo da amostra é dada por
Qx = 0.2 x N2(0,0;1,1;0.9) + 0.8 x N2(0,0;1,1;0)

em que a distribuicdo de referéncia é contaminada com uma distribuicdo sem corre-
lagdo com um nivel de 80% de contaminagao.
Na Figura 3.2 apresentamos a funcdo de densidade e as curvas de nivel para os

5 casos da mistura de normais com p = 0.3.

3.3 Resultado das simulacoes

Nesta secao apresentamos o estudo de simulacoes realizadas para os cendrios de-
finidos na Secdo 3.2. Para as andalises estatisticas fixamos em 5000 o ntimero de
réplicas de Monte Carlo. Nos casos em que temos a amostra sem contamina-
¢a0 e sem perturbacao definimos os valores de v em 0,0.5 e 1. Utilizamos estes
mesmos valores de v para os casos em que temos a distribuicdo amostrada per-
turbada com valores da distribuicdo t-Student bivariada. Para os casos em que
temos misturas de normais bivaridas definimos os valores de v em 0,0.35,0.65 e
1. Os resultados de simulacao sdo apresentados através de figuras onde se encon-
tram graficos boxplot de cada estimador sob os diferentes cenarios de simulacao.
Nos graficos boxplot observamos o comportamento distribucional e a tendéncia de
convergéncia em todos os casos definidos. Apresentamos também tabelas com a
raiz quadrada do erro quadratico médio para as estimativas dos trés estimadores.
Todos os scripts utilizados nestas simulagoes estdo disponiveis para download em

www.de.ufpe.br/ "raydonal/materialsuplementar/Cleber.html.
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Caso 1

Caso 2

Figura 3.2: Grafico da funcao densidade com as respectivas curvas de niveis da
distribuicdo normal bivariada para os cinco casos de misturas de normais com p =
0.3.
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3.3 RESULTADO DAS SIMULACOES

3.3.1 Analise dos estimadores sem perturbacao da amostra

Caso 1

Neste primeiro caso podemos observar pela Figura 3.3 que quando temos p = 0,
v = 0 e amostras de tamanho igual a 10 o coeficiente de correlagdo generalizado ba-
seado em estatisticas U (CCGU) tende a subestimar o verdadeiro valor p,. Quando
aumentamos o tamanho da amostra todos os estimadores tendem a diminuir suas
respectivas variabilidades além de convergirem para o verdadeiro valor p,. Este
comportamento permanece para os valores de v, 0.5 e 1.

Na Figura 3.4 notamos que quando temos p = 0.3 (correlacao moderada), v =0
e amostras de tamanho 10 o coeficiente de correlacao generalizado (CCGU) supe-
restima o verdadeiro valor p,. Para o coeficiente de correlagao baseado em maxima
verossimilhanca (CCGMYV) este comportamento é ainda mais evidente. Porém, a
medida que aumentamos o tamanho da amostra ambos convergem para o verda-
deiro valor p,. Ao mudar o valor de 7 para 0.5 o comportamento destes estimadores
permanecem o mesmo. Quanto temos v = 1 o coeficiente de correlagdo generalizado
(CCGU) tende superestimar o verdadeiro valor p, de uma maneira mais leve que o
coeficiente baseado em méaxima verossimilhanga (CCGMYV). O coeficiente de corre-
lagao generalizado baseado no coeficiente de Spearman (CCGS) tende a subestimar
o verdadeiro valor p, para todos os valores de 7y e todos os tamanhos da amostra.

Para p = 0.9 (forte correlagdo), na Figura 3.4, observamos que para todos os
valores de v o CCGU tende a superestimar o verdadeiro valor p, em amostras de
tamanho 10. Além disso, quando aumentamos o valor de v o seu comportamento
distribucional torna-se ainda mais assimétrico. Observando o CCGMYV podemos
notar que suas estimativas tendem a superestimar menos do que o coeficiente de
correlacao generalizado além de possuir um comportamento menos variavel. Quando
aumentamos o tamanho da amostra ambos tendem a convergir para o verdadeiro
valor p, mas CCGMV possui um comportamento menos varidvel. Para todos os
valores de v e nos diferentes tamanhos da amostra notamos também que o CCGS
tende a subestimar o verdadeiro valor p,.

Na Tabela 3.1 apresentamos a raiz quadrada do erro quadratico médio para as
estimativas dos trés estimadores e observamos que na maioria dos casos o coefi-
ciente CCGMV é o que apresenta os menores valores, isto é ele & melhor. Além
disso podemos observar que, & medida que aumentamos o tamanho da amostra, os

trés estimadores diminuem drasticamente os seus valores da raiz do erro quadratico
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médio como podemos perceber a partir das amostras de tamanho 50.

p=0
Coeficientes Coeficientes
] ‘BY ] ‘EV
g 20, g =t
= Ps & p
s ' < e
Verdadeiro Verdadeiro
—Py —Py
-0.5
10 _ 50 100 250 500 10 _ 50 100 250 500
Tamanho da amostra Tamanho da amostra
(a) y=0 (b) v=0.5

B0,

w ~

o &P,

< E3Psy

g
Verdadeiro
—Py

-1.0

10 _ 50 100 250 500
Tamanho da amostra

() v=1

Figura 3.3: Graficos boxplot para a comparacao dos estimadores CCGMV, CCGU e
CCGS de p,, para o primeiro caso das amostras normais bivariadas sem perturbacao
e considerando p = 0.

Caso 2

Pelos graficos da Figura 3.5 observamos um comportamento bastante semelhante ao
primeiro caso. O CCGU subestima o verdadeiro valor de p, quando temos v = 0
e amostras de tamanho 10. Os estimadores CCGMV, CCGU e CCGS apresentam
um comportamento bastante parecido tanto com relacao a convergéncia quanto a
variabilidade. Os trés estimadores tendem a convergir para o verdadeiro valor p, a
partir da amostra de tamanho 50, além de apresentarem um comportamento menos

variavel a medida que aumentamos o tamanho da amostra, o que era de se esperar.
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3.3 RESULTADO DAS SIMULACOES

Tabela 3.1: Raiz do erro quadratico médio das estimativas do coeficiente de corre-
lagao generalizado p,, p, € ps, para o primeiro caso sem perturbagdo da amostra.

p=20
) Tamanho da Amostra
v | Método | 50 100 250 500

P~y 0.2287 0.0953 0.0651 0.0411 0.0286
0 P~y 0.2480 0.0981 0.0676 0.0428 0.0298
ps, 0.2246 0.0925 0.0642 0.0407 0.0284
P~ 0.3182 0.1376 0.0944 0.0597 0.0416
0.5 P~y 0.3154 0.1352 0.0941 0.0600 0.0418
ps, 0.3129 0.1336 0.0931 0.0592 0.0414
P~y 0.3385 0.1480 0.1017 0.0644 0.0448

1 P~y 0.3315 0.1439 0.1003 0.0640 0.0446
PS, 0.3330 0.1437 0.1003 0.0639 0.0446
p=0.3

P~y 0.2146 0.0859 0.0587 0.0375 0.0260
0 P~y 0.2402 0.0944 0.0649 0.0411 0.0286
PS, 0.2187 0.0905 0.0628 0.0406 0.0289
P~y 0.2937 0.1200 0.0822 0.0526 0.0365
0.5 P~y 0.2969 0.1253 0.0869 0.0554 0.0386
PS, 0.2993 0.1271 0.0884 0.0572 0.0407
P~y 0.3111 0.1278 0.0876 0.0561 0.0389
1 P~y 0.3097 0.1315 0.0912 0.0582 0.0406
PS, 0.3171 0.1355 0.0943 0.0611 0.0434
p=209

P~y 0.0651 0.0295 0.0206 0.0133 0.0092
0 P~y 0.1374 0.0468 0.0314 0.0196 0.0135
PS, 0.1413 0.0541 0.0379 0.0257 0.0198
P~y 0.0500 0.0227 0.0158 0.0102 0.0071
0.5 P~y 0.0943 0.0331 0.0225 0.0143 0.0099
ps, 0.1352 0.0455 0.0310 0.0207 0.0158
P~y 0.0448 0.0202 0.0141 0.0091 0.0063
1 P~y 0.0846 0.0287 0.0193 0.0122 0.0085
ps, 0.1296 0.0416 0.0281 0.0187 0.0142

Na Figura 3.6 temos que para p = 0.3 os estimadores CCGMYV e CCGU tendem
a superestimar o verdadeiro valor p, em amostras de tamanho 10. O CCGMV
é o que apresenta a maior superestimacdo mas com uma variabilidade menor do
que comparado ao CCGU. A medida que aumentamos o tamanho da amostra estes
dois estimadores apresentam comportamento distribucional semelhante e tendem a
convergir para o verdadeiro valor p,. Novamente, para todos os valores de 7 e todos

os tamanhos da amostra, CCGS tende a subestimar o verdadeiro valor p..
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Para p = 0.9 a tendéncia de superestimacao tanto do CCGMV quanto do CCGU
continuam para os valores de v e quando temos amostras de tamanho 10. Porém o
comportamento distribucional do CCGU torna-se mais assimétrico mas com maior
variabilidade em comparagao ao CCGMV. A medida que aumentamos o tamanho da
amostra esta tendéncia assimétrica do CCGU aténua-se, porém ainda possui uma
maior variabilidade do que o CCGMV. O CCGS permanece com a tendéncia de
subestimar o verdadeiro valor p, mesmo, por exemplo, para amostras de tamanho
500 (grandes amostras).

Na Tabela 3.2 apresentamos a raiz quadrada do erro quadratico médio e observa-
mos que mesmo fazendo uma pequena alteracdo no vetor de médias da distribuicao
normal bivariada, ndo ha influéncia desta nos valores do erro quadratico médio.
Assim, permanecem idénticos ao primeiro caso estudado e com 0s mesmos compor-

tamentos.

Caso 3

Neste terceiro caso podemos observar nos graficos da Figura 3.7 um comportamento
semelhante aos dois casos anteriores para p = 0. Quando v = 0 e o tamanho da
amostra igual a 10 temos que o CCGU subestima o verdadeiro valor p,. Ao aumen-
tarmos o tamanho da amostra os trés estimadores apresentam um comportamento
semelhante, porém o CCGMYV apresenta menor variabilidade quando temos o ta-
manho da amostra igual a 500. Para os demais valores de v e tamanhos da amostra
0s trés estimadores apresentam uma variabilidade bastante semelhante.

Nos graficos da Figura 3.8 observamos uma superestimagao do verdadeiro valor
p~ tanto do CCGU bem como do CCGMV quando temos amostras de tamanho 10
e p = 0.3. Ao aumentarmos o valor de v para 1 o CCGU tende a superestimar
um pouco o verdadeiro valor p,. Quando aumentamos o tamanho da amostra per-
cebemos que o comportamento do CCGU e do CCGMYV sao bastante semelhantes
levando em consideracao a variabilidade destes estimadores.

Analisando o comportamento dos estimadores quando p = 0.9 percebemos que o
CCGU tende a superestimar o verdadeiro valor p, quando temos novamente amos-
tras de tamanho 10. Neste mesmo cenério ao aumentarmos o valor de v o compor-
tamento distribucional deste estimador tende a se tornar mais assimétrico. Porém
quando aumentamos o tamanho da amostra esta tendéncia diminui e percebemos
também que o estimador CCGMYV é o que possui a menor variabilidade entre os

estimadores. O CCGS continua a subestimar o verdadeiro valor p, em todos os
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Tabela 3.2: Raiz do erro quadratico médio das estimativas do coeficiente de corre-
lagao generalizado p, p, € ps, para o segundo caso sem perturbacao da amostra.

p=20
) Tamanho da Amostra
v | Método [y 50 100 250 500
5 | 0.2287 0.0953 0.0651 0.0411 0.0286
0 pry | 02480 0.0981 0.0676 0.0428 0.0298

ps, 0.2246 0.0925 0.0642 0.0407 0.0284
P~ 0.3182 0.1376 0.0944 0.0597 0.0416
0.5 P~y 0.3154 0.1352 0.0941 0.0600 0.0418
ps, 0.3129 0.1336 0.0931 0.0592 0.0414
P~y 0.3385 0.1480 0.1017 0.0644 0.0448

1 P~y 0.3315 0.1439 0.1003 0.0640 0.0446

PS, 0.3330 0.1437 0.1003 0.0639 0.0446
p=0.3

P~y 0.2146 0.0859 0.0587 0.0375 0.0260

0 P~y 0.2402 0.0944 0.0649 0.0411 0.0286

ps, 0.2187 0.0905 0.0628 0.0406 0.0289
P~y 0.2937 0.1200 0.0822 0.0526 0.0365
0.5 P~y 0.2969 0.1253 0.0869 0.0554 0.0386
ps, 0.2993 0.1271 0.0884 0.0572 0.0407
P~y 0.3111 0.1278 0.0876 0.0561 0.0389

1 P~y 0.3097 0.1315 0.0912 0.0582 0.0406

PS, 0.3171 0.1355 0.0943 0.0611 0.0434
p=209

P~y 0.0651 0.0295 0.0206 0.0133 0.0092

0 P~y 0.1374 0.0468 0.0314 0.0196 0.0135

ps, 0.1413 0.0541 0.0379 0.0257 0.0198
P~y 0.0500 0.0227 0.0158 0.0102 0.0071
0.5 P~ 0.0943 0.0331 0.0225 0.0143 0.0099
ps, 0.1352 0.0455 0.0310 0.0207 0.0158
P~y 0.0448 0.0202 0.0141 0.0091 0.0063
1 P~y 0.0846 0.0287 0.0193 0.0122 0.0085
ps, 0.1296 0.0416 0.0281 0.0187 0.0142

valores de v e tamanhos da amostra para p igual a 0.3 e 0.9.

Na Tabela 3.3 observamos o mesmo comportamento dos dois casos anteriores. O
coeficiente de correlacao generalizado por maxima verossimilhanca é o que apresenta
os menores valores da raiz do erro quadratico médio. Podemos observar também
que ao aumentarmos o tamanho da amostra a variabilidade dos trés estimadores
diminui principalmente se compararmos os valores da raiz do erro quadratico médio

quando temos a amostra de tamanho 10 e 500.
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Tabela 3.3: Raiz do erro quadratico médio das estimativas do coeficiente de corre-
lagao generalizado p, py € ps, para o terceiro caso sem perturbagao da amostra.

p=0
. Tamanho da Amostra
v | Método |y 50 100 9250 500

P~y 0.2287 0.0953 0.0651 0.0411 0.0286
0 P~y 0.2480 0.0981 0.0676 0.0428 0.0298
PS, 0.2246 0.0925 0.0642 0.0407 0.0284
P~y 0.3182 0.1376 0.0944 0.0597 0.0416
0.5 P~y 0.3154 0.1352 0.0941 0.0600 0.0418
Ps, 0.3129 0.1336 0.0931 0.0592 0.0414
P~y 0.3385 0.1480 0.1017 0.0644 0.0448
1 P~y 0.3315 0.1439 0.1003 0.0640 0.0446
ps, 0.3330 0.1437 0.1003 0.0639 0.0446
p=20.3

P~y 0.2146 0.0859 0.0587 0.0375 0.0260
0 P~y 0.2402 0.0944 0.0649 0.0411 0.0286
ps, 0.2187 0.0905 0.0628 0.0406 0.0289
P~y 0.2937 0.1200 0.0822 0.0526 0.0365
0.5 P~y 0.2969 0.1253 0.0869 0.0554 0.0386
ps, 0.2993 0.1271 0.0884 0.0572 0.0407
P~y 0.3111 0.1278 0.0876 0.0561 0.0389

1 Pry 0.3097 0.1315 0.0912 0.0582 0.0406
ps, 0.3171 0.1355 0.0943 0.0611 0.0434
p=0.9

P~y 0.0651 0.0295 0.0206 0.0133 0.0092
0 P~y 0.1374 0.0468 0.0314 0.0196 0.0135
ps, 0.1413 0.0541 0.0379 0.0257 0.0198
P~y 0.0500 0.0227 0.0158 0.0102 0.0071
0.5 P~ 0.0943 0.0331 0.0225 0.0143 0.0099
ps, 0.1352 0.0455 0.0310 0.0207 0.0158
P~y 0.0448 0.0202 0.0141 0.0091 0.0063
1 P~y 0.0846 0.0287 0.0193 0.0122 0.0085
ps, 0.1296 0.0416 0.0281 0.0187 0.0142
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Figura 3.4: Gréficos boxplot para a comparagao dos estimadores CCGMV, CCGU e
CCGS de p, para o primeiro caso das amostras normais bivariadas sem perturbacao
e considerando p = 0.3 e p = 0.9.
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Figura 3.5: Graficos boxplot para a comparacao dos estimadores CCGMV, CCGU e
CCGS de py para o segundo caso das amostras normais bivariadas sem perturbagao

e considerando p = 0.
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Figura 3.6: Gréficos boxplot para a comparagao dos estimadores CCGMV, CCGU e
CCGS de p,, para o segundo caso das amostras normais bivariadas sem perturbacao
e considerando p =0.3 e p =0.9.
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Figura 3.7: Graficos boxplot para a comparacao dos estimadores CCGMV, CCGU e
CCGS de p, para o terceiro caso das amostras normais bivariadas sem perturbagao

e considerando p = 0.
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Figura 3.8: Gréficos boxplot para a comparagao dos estimadores CCGMV, CCGU e
CCGS de py para o terceiro caso das amostras normais bivariadas sem perturbacao
e considerando p =0.3 e p =0.9.
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Caso 4

Para este caso observamos nos graficos da Figura 3.9 que o CCGMV tende a su-
bestimar o verdadeiro valor p, em todos os valores de v e todos os tamanhos da
amostra quando temos p = 0. Vemos também que o CCGU possui este mesmo com-
portamento quando temos v = 0 e amostras de tamanho 10. Porém a medida que
aumentamos o tamanho da amostra este estimador tende a convergir ao verdadeiro
valor p,. Analisando o CCGS notamos a convergéncia ao verdadeiro valor p, em

todo os valores de v e tamanhos da amostra.
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Figura 3.9: Graficos boxplot para a comparagdo dos estimadores CCGMV, CCGU
e CCGS de p, para o quarto caso das amostras normais bivariadas sem perturbagao
e considerando p = 0.

Analisando a Figura 3.10 notamos que quando temos p = 0.3 0 CCGMV tende

a subestimar o verdadeiro valor p, para todos os valores de 7. Ao aumentarmos o
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tamanho da amostra observamos que este estimador tende a divergir do verdadeiro
valor p,. Obsevando o CCGU notamos que quando temos amostras de tamanho 10
este estimador tende a superestimar o verdadeiro valor p, para todos os valores de
~. Entretanto, ao aumentarmos o tamanho da amostra esta tendéncia de superesti-
macao desaparece e sua variabilidade tende a diminuir. O CCGS continua a ter um
comportamento de subestimagao do verdadeiro valor p, para todos os valores de 7,
porém com menos intensidade em comparacdo ao CCGMYV, principalmente quando
temos amostras de tamanho maior que 50.

Agora para p = 0.9 notamos que o CCGMYV continua a subestimar o verdadeiro
valor p, porém com menos variabilidade se comparado ao caso de p = 0.3. Este
comportamento permanece para todos os valores de v e ao aumentarmos o tamanho
da amostra observamos uma tendéncia de divergéncia do verdadeiro valor p,. O
CCGU tende a superestimar o verdadeiro valor p, quando temos amostras de tama-
nho 10 para todos os valores de . Outra caracteristica deste estimador é a presenca
de um comportamento distribucional assimétrico para este tamanho de amostra e
que torna-se mais evidente a medida que aumentamos o valor de . Porém, a me-
dida que aumentamos o tamanho da amostra tanto a tendéncia de superestimacao
quanto o comportamento assimétrico sao atenuados para todos os valores de v. O
CCGS tende a subestimar o verdadeiro valor p, para todos os valores de v porém
com menor intensidade se comparado ao CCGMYV quando temos amostras de ta-
manho maior que 100. No caso em que temos amostras de tamanho 10, observamos
que CCGS tende a subestimar o verdadeiro valor p, mais do que CCGMV. Além
disso, possui um comportamento distribucional bastante assimétrico e com mais
variabilidade.

A Tabela 3.4 apresenta os valores da raiz quadrada do erro quadratico médio
das estimativas dos trés estimadores. Nela podemos observar que quando temos
p =00 CCGS é o que apresenta os menores valores seguido do CCGU para todos
os tamanhos de amostra e valores de v. Quando temos p = 0.3, notamos que CCGU
¢ 0 que possui os menores valores da raiz do erro quadréatico médio principalmente
quando temos amostras de tamanho 500. Para amostras de tamanho 10 e conside-
rando « igual a zero CCGS é o que apresenta o menor valor da raiz quadrada do erro
quadratico médio. Porém ao aumentarmos o valor de v+ CCGU é o que apresenta o

menor valor da raiz quadrada do erro quadratico médio.
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Tabela 3.4: Raiz do erro quadratico médio das estimativas do coeficiente de corre-
lagao generalizado py, py € ps, para o quarto caso sem perturbagao da amostra.

p=0
. Tamanho da Amostra
v | Método |y 50 100 9250 500

P~y 0.2489 0.1067 0.0754 0.0523 0.0417
0 P~y 0.2480 0.0981 0.0676 0.0428 0.0298
PS, 0.2246 0.0925 0.0642 0.0407 0.0284
P~y 0.3433 0.1537 0.1092 0.0760 0.0606
0.5 P~y 0.3154 0.1352 0.0941 0.0600 0.0418
Ps, 0.3129 0.1336 0.0931 0.0592 0.0414
P~y 0.3645 0.1652 0.1176 0.0820 0.0653
1 P~y 0.3315 0.1439 0.1003 0.0640 0.0446
ps, 0.3330 0.1437 0.1003 0.0639 0.0446
p=20.3

P~y 0.2361 0.0931 0.0640 0.0432 0.0328
0 P~y 0.2404 0.0944 0.0649 0.0411 0.0286
ps, 0.2187 0.0905 0.0628 0.0406 0.0288
P~y 0.3252 0.1315 0.0905 0.0612 0.0465
0.5 P~y 0.2969 0.1253 0.0869 0.0554 0.0386
ps, 0.2993 0.1271 0.0884 0.0572 0.0407
P~y 0.3450 0.1405 0.0967 0.0654 0.0497

1 Pry 0.3097 0.1315 0.0912 0.0582 0.0406
ps, 0.3171 0.1356 0.0943 0.0611 0.0434
p=0.9

P~y 0.0631 0.0343 0.0281 0.0243 0.0228
0 P~y 0.1380 0.0470 0.0314 0.0196 0.0135
ps, 0.1418 0.0542 0.0378 0.0258 0.0199
P~y 0.0525 0.0280 0.0228 0.0195 0.0181
0.5 P~ 0.0940 0.0331 0.0225 0.0142 0.0099
ps, 0.1357 0.0456 0.0310 0.0208 0.0158
P~y 0.0480 0.0254 0.0205 0.0175 0.0163
1 P~y 0.0839 0.0286 0.0193 0.0122 0.0085
ps, 0.1301 0.0417 0.0281 0.0187 0.0142
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Figura 3.10: Graficos boxplot para a comparagao dos estimadores CCGMV, CCGU
e CCGS de py para o quarto caso das amostras normais bivariadas sem perturbacao
e considerando p =0.3 e p =0.9.
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3.3.2 Analise dos estimadores com perturbacao da amostra

Neste cendrio, temos a distribuicao da amostra perturbada com valores da distri-

bui¢ao t-Student bivariada com 3 graus de liberdade como definimos na Secdo 3.2.2.

Consideramos p igual a 0.1 (correlagao fraca), 0.5 (correlagao moderada) e 0.9 (cor-

relacdo forte). Ja 10%, 30% e 50% sao os niveis de perturbacdo da amostra e os

valores de vy sdo 0, 0.5 e 1.

Nos graficos da Figura 3.11 apresentamos os diagramas boxplot para uma amos-

tra perturbada em 10% e com p = 0.1. Neste caso observamos um comportamento

muito semelhante dos trés estimadores para os trés valores de . Porém notamos
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Figura 3.11: Gréaficos boxplot para a comparacao dos estimadores CCGMV, CCGU e
CCGS de p, com 10% de perturbacao da amostra e varios valores de « considerando

p=0.1.
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30% de perturbacao da amostra
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Figura 3.12: Gréaficos boxplot para a comparacao dos estimadores CCGMV, CCGU e
CCGS de p, com 30% de perturbacao da amostra e vérios valores de « considerando
p=0.1.

que quando temos amostras de tamanho 10 e v igual a 0 o CCGU apresenta uma
maior variabilidade do que os demais estimadores. Para « igual a 1 temos uma
pequena subestimagdo do CCGS nas amostras de tamanho 10 mas a medida que
aumentamos o tamanho da amostra essa tendéncia é atenuada.

Na Figura 3.12 apresentamos os graficos boxplot com perturbagio de 30% da
amostra e o mesmo valor de p. Nesta situacao, podemos observar que para v = 0.5 e
amostra de tamanho 10 h4 uma superestimacao dos estimadores CCGMV e CCGU
com ambos apresentando variabilidade bastante semelhante. Ja paray =00 CCGU

apresenta maior variabilidade quando temos amostras de tamanho 10.

56



3.3 RESULTADO DAS SIMULACOES

50% de perturbacao da amostra
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Figura 3.13: Gréaficos boxplot para a comparacao dos estimadores CCGMV, CCGU e
CCGS de p, com 50% de perturbacao da amostra e vérios valores de «y considerando
p=0.1.

Ainda para p = 0.1, temos na Figura 3.13 os graficos boxplot para uma per-
turbacao de 50% da amostra. Observamos, entido, um comportamento bastante
semelhante entre os trés estimadores, principalmente nos casos que temos « igual a
1.

A Tabela 3.5 apresenta os valores da raiz quadrada do erro quadratico médio
para os trés estimadores. Nela podemos notar que quando temos v = 1 e amostras
de tamanho 10 a medida que aumentamos o nivel de contaminacdo ha um pequeno
aumento na variabilidade destes estimadores. Contudo, ao aumentarmos o tama-

nho da amostra os trés estimadores diminuem consideravelmente os valores da raiz
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quadrada do erro quadratico médio.

Tabela 3.5: Raiz do erro quadratico médio das estimativas do coeficiente de correla-
cao generalizado p, py e ps, com perturbagdo da amostra aos niveis de 10%, 30%
e 50% com p = 0.1.

v | Método

Tamanho da Amostra

10 a0 100 250 500
10% de perturbacao
P~y 0.2238 0.0991 0.0768 0.0550 0.0456
0 P~ 0.2495 0.1115 0.0864 0.0619 0.0514
ps,, 0.3117 0.1427 0.1107 0.0795 0.0660
P~y 0.2685 0.1090 0.0771 0.0482 0.0341
0.5 P~ 0.3224 0.1417 0.1025 0.0649 0.0468
ps, 0.3444 0.1694 0.1339 0.0959 0.0762
P~y 0.3128 0.1328 0.0943 0.0593 0.0421
1 Pry 0.3321 0.1424 0.1013 0.0637 0.0453
ps,, 0.3327 0.1428 0.1015 0.0639 0.0454
30% de perturbagao
P~y 0.2179 0.1085 0.0875 0.0663 0.0566
0 Pry 0.2431 0.1220 0.0984 0.0746 0.0638
ps, 0.3041 0.1559 0.1261 0.0958 0.0819
P~y 0.2779 0.1146 0.0802 0.0498 0.0360
0.5 Pry 0.3423 0.1594 0.1158 0.0733 0.0537
ps, 0.3745 0.2098 0.1703 0.1253 0.1051
P~y 0.3189 0.1371 0.0961 0.0603 0.0437
1 Pry 0.3383 0.1471 0.1032 0.0647 0.0469
ps, 0.3389 0.1474 0.1035 0.0649 0.0471
50% de perturbagao
P~y 0.2188 0.1132 0.0898 0.0697 0.0584
0 Pry 0.2440 0.1272 0.1010 0.0785 0.0658
ps, 0.3050 0.1626 0.1293 0.1008 0.0844
P~y 0.2835 0.1177 0.0823 0.0518 0.0364
0.5 Pry 0.3572 0.1709 0.1227 0.0788 0.0563
ps, 0.3957 0.2349 0.1849 0.1395 0.1109
P~y 0.3233 0.1393 0.0976 0.0622 0.0437
1 Py 0.3428 0.1493 0.1048 0.0668 0.0470
ps, 0.3434 0.1497 0.1050 0.0670 0.0471

Para p = 0.5 e 10% de perturbacgao da amostra, podemos observar na Figura
3.14 que quando temos amostras de tamanho 10 o CCGMYV apresenta uma superes-
timagao do verdadeiro valor p, e um comportamento distribucional assimétrico. O
CCGU apresenta uma superestimagao do verdadeiro valor p, quando temos «y igual
a 0.5 e 1 em amostras de tamanho 10. O CCGS tende a subestimar o verdadeiro

valor p, em todos os valores de v e em todos os tamanhos da amostra.
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Figura 3.14: Gréaficos boxplot para a comparacao dos estimadores CCGMV, CCGU e
CCGS de p, com 10% de perturbacao da amostra e vérios valores de « considerando
p =0.5.

Com 30% de perturbagdo da amostra podemos observar na Figura 3.15 que os
trés estimadores apresentam comportamento bastante semelhante ao caso em que
temos 10% de perturbagao da amostra (Figura 3.14). Para amostras de tamanho 10
e para vy igual a 0.5 e 1 tanto o CCGMYV quanto o CCGU superestimam o verdadeiro
valor py. Quando temos v = 0 apenas o CCGMYV superestima o verdadeiro valor
p~. O CCGS novamente subestima o verdadeiro valor p, para todos os valores de
e em todos os tamanhos da amostra.

Analisando os estimadores com 50% de perturbacao da amostra podemos ver

nos graficos da Figura 3.16 comportamentos parecidos com os niveis de peturbagao
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30% de perturbacao da amostra
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Figura 3.15: Gréaficos boxplot para a comparacao dos estimadores CCGMV, CCGU e
CCGS de p, com 30% de perturbacao da amostra e vérios valores de « considerando
p =0.5.

10% e 30% analisados anteriormente. Assim, CCGMV e o CCGU superestimam o
verdadeiro valor p, quando temos amostras de tamanho 10 e «y igual a 0.5 e 1. O
CCGS continua subestimando o verdadeiro valor p, para todos os valores de 7 e
todos os tamanhos da amostra.

Na Tabela 3.6 apresentamos os valores da raiz quadrada do erro quadratico
medio para p = 0.5 e com 10%, 30% e 50% de perturbagdo da amostra. Podemos
ver que a medida que aumentamos o nivel de perturbacao da amostra, os valores da
raiz do erro quadratico médio também aumentam, o que era de se esperar. Notamos

também que quando temos amostras de tamanho 10 e v = 0 os trés estimadores
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50% de perturbacao da amostra
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Figura 3.16: Graficos boxplot para a comparacao dos estimadores CCGMV, CCGU e
CCGS de p, com 50% de perturbacao da amostra e vérios valores de «y considerando
p =0.5.

apresentam os menores valores da raiz do erro quadratico médio em comparacao aos
outros valores de 7.

Por fim, analisamos os trés estimadores quando temos p = 0.9 e os niveis 10%,
30% e 50% de perturbagdo da amostra. A Figura 3.17 mostra o comportamento
dos trés estimadores quando temos 10% de perturbagdo da amostra. Nela podemos
observar que quando temos amostras de tamanho 10 o CCGU tende a superestimar
o verdadeiro valor p, para todos os valores de . Além disso, este estimador apre-
senta um comportamento distribucional assimétrico quando temos 7y igual a 0.5 e 1.

Observamos também que o CCGMYV apresenta uma superestimacdo do verdadeiro
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Tabela 3.6: Raiz do erro quadratico médio das estimativas do coeficiente de correla-
cao generalizado p,, p, e ps, com perturbacao da amostra aos niveis de 10%, 30%
e 50% com p = 0.5.

v | Método

Tamanho da Amostra

10 50 100 250 500
10% de perturbacao
P~y 0.1906 0.0896 0.0749 0.0576 0.0535
0 P~y 0.2098 0.0991 0.0829 0.0637 0.0592
ps, 0.2534 0.1207 0.1014 0.0778 0.0724
P~y 0.2370 0.0946 0.0664 0.0414 0.0293
0.5 P~y 0.2693 0.1142 0.0822 0.0515 0.0373
ps, 0.2834 0.1331 0.1060 0.0725 0.0601
P~y 0.2731 0.1150 0.0817 0.0531 0.0401
1 P~y 0.2861 0.1204 0.0854 0.0554 0.0419
ps, 0.2865 0.1205 0.0855 0.0555 0.0419
30% de perturbacao
P~y 0.1964 0.1167 0.1045 0.0917 0.0881
0 P~ 0.2168 0.1295 0.1161 0.1017 0.0977
ps,, 0.2638 0.1596 0.1432 0.1250 0.1198
P~y 0.2479 0.0997 0.0693 0.0432 0.0311
0.5 P~y 0.2864 0.1294 0.0929 0.0588 0.0429
ps,, 0.3075 0.1680 0.1345 0.0970 0.0812
P~y 0.2832 0.1204 0.0847 0.0567 0.0436
1 P~ 0.2968 0.1260 0.0886 0.0593 0.0455
ps, 0.2972 0.1262 0.0887 0.0594 0.0455
50% de perturbacao
P~y 0.2066 0.1347 0.1213 0.1117 0.1075
0 Py 0.2285 0.1498 0.1348 0.1240 0.1192
ps, 0.2795 0.1855 0.1667 0.1527 0.1464
P~y 0.2527 0.1022 0.0711 0.0450 0.0316
0.5 Pry 0.3020 0.1393 0.0988 0.0632 0.0452
ps, 0.3308 0.1894 0.1477 0.1096 0.0873
P~y 0.2888 0.1231 0.0877 0.0605 0.0459
1 Pry 0.3025 0.1289 0.0918 0.0633 0.0480
ps, 0.3030 0.1291 0.0919 0.0634 0.0481

valor p, quando temos 7 = 0 e amostras de tamanho 10. O CCGS mantém o com-
portamento de subestimar o verdadeiro valor p, em todos os valores de v e em todos
os tamanhos da amostra. Outra caracteristica deste estimador é o comportamento
distribucional mais assimétrico quando temos amostras de tamanho 10.

Com 30% de perturbagao da amostra, podemos observar na Figura 3.18 que o
comportamento dos trés estimadores é semelhante aos encontrados quando temos

10% de perturbagao da amostra. O CCGU tende a superestimar o verdadeiro valor
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10% de perturbacao da amostra
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Figura 3.17: Gréaficos boxplot para a comparacao dos estimadores CCGMV, CCGU e
CCGS de p, com 10% de perturbacao da amostra e vérios valores de « considerando
p=0.9.

p~ quando temos amostras de tamanho 10 para todos os valores de . Além disso,
observamos um comportamento distribucional assimétrico quando temos amostras
de tamanho 10 e v igual a 0.5 e 1.

O CCGMYV tende a superestimar o verdadeiro valor p, quando temos «y igual a 0
e 0.5 e amostras de tamanho 10, porém superestima menos se comparado ao estima-
dor do coeficiente de correlacdo generalizado nestas condigdes. Também podemos
observar que o CCGMYV é o que apresenta um comportamento distribucional menos
assimétrico quando temos amostras de tamanho 10. O CCGS permanece subesti-

mando o verdadeiro valor p, para todos os valores de v e em todos os tamanhos da
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Figura 3.18: Gréaficos boxplot para a comparacao dos estimadores CCGMV, CCGU e
CCGS de p, com 30% de perturbacao da amostra e vérios valores de « considerando
p=0.9.

amostra. Este estimador também apresenta um forte comportamento assimétrico
quando temos amostras de tamanho 10.

Na Figura 3.19 apresentamos através dos gréaficos boxplot os comportamentos dos
trés estimadores quando temos 50% de perturbagdo da amostra. Nela notamos um
comportamento semelhante aos casos em que temos 10% e 30% de perturbacio da
amostra. O CCGU tende a superestimar o verdadeiro valor p, em todos os valores
de v quando temos amostras de tamanho 10. O comportamento distribucional

assimétrico continua para os valores de v igual a 0.5 e 1 para este mesmo tamanho

da amostra. O CCGS também apresenta um comportamento assimétrico quando
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50% de perturbacao da amostra
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Figura 3.19: Gréaficos boxplot para a comparacao dos estimadores CCGMV, CCGU e
CCGS de p, com 50% de perturbacao da amostra e vérios valores de «y considerando
p=0.9.

temos amostras de tamanho 10 e v igual a 0.5 e 1. Este estimador continua com
a tendéncia de subestimar o verdadeiro valor p, em todos os tamanhos da amostra
e em todos os valores de v. O CCGMV tende a superestimar o verdadeiro valor
de v quando temos amostras de tamanho 10. Porém & medida que aumentamos
o tamanho da amostra tanto o CCGMV quanto o CCGU tendem a diminuir este
comportamento de superestimar o verdadeiro valor de p, em todos os valores de .

Na Tabela 3.7 temos os valores da raiz quadrada do erro quadratico médio das
estimativas dos trés estimadores. Podemos observar que a medida que aumentamos

o nivel de perturbacdo da amostra os valores da raiz quadrada do erro quadrético
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médio tendem a aumentar. Para os niveis 30% e 50% de perturbacao da amostra
e v = 0, quando aumentamos o tamanho da amostra h4 uma pequena diminuicao
dos valores da raiz quadrada do erro quadritico médio. J4 para v igual a 0.5 e 1 ha
uma maior diminuicdo destes valores quando aumentamos o tamanho da amostra.
Observamos também que quando temos amostras de tamanho 10 e v = 1 os valores
da raiz quadrada do erro quadratico médio sdo os maiores em comparacao aos outros
valores de 7.

Como a distribui¢do normal bivariada e a distribuicdo ¢-Student bivariada sao
distribuicoes simétricas, mesmo aumentando o nivel de perturbacdao da amostra o
comportamento dos 3 estimadores sao bastante parecidos em todos os niveis de per-
turbagdo. Para amostras de tamanho 10 os trés estimadores ou apresentam tendén-
cias de superestimar ou subestimar o verdadeiro valor p,. Porém ao aumentarmos
o tamanho da amostra tanto CCGMV quanto CCGU conseguem corrigir suas res-
pectivas superestimacoes. Entretando, CCGS tende a continuar subestimando o
verdadeiro valor p, para todos os tamanhos da amostra em todos os valores de ~
com todos os niveis de perturbacdo da amostra. Além disso, possui comportamento
distribucional bastante assimétrico quando temos amostras de tamanho 10 em todos

os valores de 7.

3.3.3 Mistura de distribuicoes normais bivariadas

A fim de analisar o comportamento dos estimadores CCGMV, CCGU e CCGS utili-
zamos a mistura de duas normais bivariadas definida na Secao 3.2.3. Apresentamos
5 casos dentro deste tipo de cenério e analisamos o comportamento destes estima-

dores.

Caso 1: Qx = 0.9 x N2(0,0;1,1;0.9) + 0.1 x N3(0,0;1,1;0.5)

Nos graficos da Figura 3.20 podemos observar que para todos os valores v e para
amostras de tamanho 10, o CCGS possui melhores estimativas se comparado com
os demais estimadores. Porém a medida que aumentamos o tamanho da amos-
tra tende a divergir do verdadeiro valor p,. Outra caracteristica deste estimador,
quando temos amostras de tamanho 10, é seu comportamento distribucional bas-
tante assimétrico que torna-se mais evidente a medida que aumentamos o valor de
7. Tanto o CCGMV quanto o CCGU tendem a superestimar o verdadeiro valor p,
para todos os tamanhos da amostra e para todos os valores de v. Aumentando o ta-

manho da amostra este comportamento permanece para os dois estimadores mesmo
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Tabela 3.7: Raiz do erro quadratico médio das estimativas do coeficiente de correla-
cao generalizado p,, p, e ps, com perturbacao da amostra aos niveis de 10%, 30%
e 50% com p = 0.9.

v | Método

Tamanho da Amostra

10 50 100 250 500
10% de perturbacao
P~y 0.0843 0.0518 0.0474 0.0370 0.0361
0 P~y 0.0837 0.0517 0.0477 0.0367 0.0359
ps, 0.0763 0.0471 0.0446 0.0325 0.0324
P~y 0.1286 0.0456 0.0311 0.0192 0.0135
0.5 P~y 0.0997 0.0369 0.0269 0.0160 0.0116
ps, 0.0933 0.0371 0.0337 0.0189 0.0159
P~y 0.1408 0.0490 0.0340 0.0225 0.0180
1 P~y 0.1358 0.0451 0.0310 0.0204 0.0162
ps, 0.1356 0.0449 0.0309 0.0203 0.0161
30% de perturbacao
P~y 0.1097 0.0868 0.0818 0.0738 0.0747
0 P~ 0.1113 0.0880 0.0823 0.0735 0.0744
ps,, 0.1076 0.0840 0.0767 0.0663 0.0670
P~y 0.1335 0.0486 0.0329 0.0206 0.0147
0.5 P~y 0.1096 0.0443 0.0303 0.0191 0.0137
ps,, 0.1076 0.0538 0.0404 0.0266 0.0218
P~y 0.1450 0.0541 0.0377 0.0268 0.0216
1 P~ 0.1401 0.0500 0.0345 0.0243 0.0195
ps, 0.1399 0.0498 0.0344 0.0242 0.0195
50% de perturbacao
P~y 0.1313 0.1139 0.1072 0.1051 0.1035
0 Py 0.1345 0.1158 0.1080 0.1053 0.1034
ps, 0.1337 0.1110 0.1010 0.0966 0.0938
P~y 0.1378 0.0506 0.0344 0.0217 0.0153
0.5 Pry 0.1221 0.0476 0.0330 0.0208 0.0149
ps, 0.1265 0.0599 0.0450 0.0326 0.0280
P~y 0.1508 0.0583 0.0417 0.0304 0.0245
1 Pry 0.1461 0.0539 0.0382 0.0276 0.0222
ps, 0.1459 0.0537 0.0381 0.0275 0.0221

com a diminuicdo de suas respectivas variabilidades.

Na Tabela 3.8 apresentamos a média quadratica do CCGMV, CCGU e CCGS.
Observamos que para amostras de tamanho 10 o CCGMYV é o que apresenta os
menores valores. Ao aumentarmos o tamanho da amostra percebemos que os trés

estimadores tendem a diminuir os valores de suas respectivas médias quadraticas.
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Figura 3.20: Gréficos boxplot para a comparacao dos estimadores CCGMV, CCGU
e CCGS de p, para o primeiro caso da mistura de duas normais bivariadas.

Caso 2: Qx = 0.9 x N(0,0;1,1;0.9) + 0.1 x N(0,0;1,1;0)

Neste caso podemos observar na Figura 3.21 que todos os estimadores tendem a
superestimar o verdadeiro valor p,, porém o CCGS possui, em média, melhores
estimativas quando temos amostras de tamanho 10 e v = 0. Aumentando o tamanho
da amostra este estimador tende a divergir do verdadeiro valor p, para todos os
valores de 7.

Observando o CCGMYV notamos que possui uma maior superestimacao do ver-
dadeiro valor py para todos os tamanhos da amostra e todos os valores de . Para o
CCGU observamos que também tende a superestimar o verdadeiro valor p, porém

com menor intensidade do que o CCGMYV. Este comportamento permanece para
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Tabela 3.8: Raiz do erro quadratico médio das estimativas do coeficiente de correla-
Gao generalizado p,, p € ps, para o primeiro caso da mistura de duas distribuigoes
normais bivariadas.

Tamanho da Amostra

v | Método |\, 50 100 9250 500
5 | 0.0879 0.0651 0.0610 0.0598 0.0589
0 5o 101438 0.0561 0.0439 0.0371 0.0342

Ps 0.1337 0.0495 0.0362 0.0272 0.0235
P~ 0.0760 0.0615 0.0588 0.05683 0.0577
0.35 P~ 0.1073 0.0499 0.0422 0.0386 0.0368
ps 0.1306 0.0456 0.0348 0.0291 0.0269
P~ 0.0683 0.0575 0.0556 0.0553 0.0549
0.65 P~ 0.0922 0.0458 0.0402 0.0379 0.0366
Ps 0.1249 0.0423 0.0332 0.0292 0.0277
P~ 0.0657 0.0560 0.05642 0.0540 0.0536
1 P~ 0.0873 0.0443 0.0393 0.0375 0.0364
Ps 0.1224 0.0409 0.0325 0.0291 0.0278

todos os valores de v e para todos os tamanhos da amostra.

Na Tabela 3.9 observamos que para amostras de tamanho 10 CCGMYV ¢é o que
apresenta os menores valores para todos os valores de 7. Quando aumentamos o
tamanho da amostra percebemos uma pequena diminuicdo da média quadratica dos

trés estimadores, principalmente a partir das amostras de tamanho 50.

Tabela 3.9: Raiz do erro quadratico médio das estimativas do coeficiente de correla-
gao generalizado p,, p € ps, para o segundo caso da mistura de duas distribuigoes
normais bivariadas.

Tamanho da Amostra

v | Método |, 50 100 9250 500
5 | 01097 0.0892 0.0864 0.0849 0.0840
0 5101528 0.0735 0.0649 0.0594 0.0574

ps 0.1362 0.0596 0.0517 0.0464 0.0446
P~ 0.1097 0.0982 0.0966 0.0959 0.0953
0.35 P~y 0.1254 0.0803 0.0761 0.0736 0.0726
ps 0.1339 0.0672 0.0634 0.0617 0.0611
P~ 0.1075 0.0997 0.0986 0.0982 0.0978
0.65 P~y 0.1147 0.0825 0.0799 0.0785 0.0779
ps 0.1290 0.0701 0.0682 0.0678 0.0676
P~ 0.1066 0.0999 0.0990 0.0986 0.0983
1 P~y 0.1114 0.0832 0.0810 0.0800 0.0794
ps 0.1269 0.0711 0.0697 0.0697 0.0696
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Figura 3.21: Gréficos boxplot para a comparacao dos estimadores CCGMV, CCGU
e CCGS de p, para o segundo caso da mistura de duas normais bivariadas.

Caso 3: Qx = 0.9 x N'(0,0;1,1;0.9) + 0.1 x A(0,0;1,1; —0.9)

Pelos graficos boxplot da Figura 3.22 observamos que os trés estimadores tendem a
superestimar o verdadeiro valor p, para todos os valores de - e para todos os ta-
manhos da amostra. Notamos também um comportamento distribucional bastante
assimétrico do CCGU e CCGS quando temos amostras de tamanho 10. Tendéncia
esta que se torna mais evidente quando aumentamos o valor de ~.

Na Tabela 3.10 apresentamos a média quadratica dos trés estimadores e notamos
que mesmo aumentando o tamanho da amostra os valores da médias quadréticas
sofrem pouca alteracao. Observamos também que o CCGS é o que apresenta os

menores valores da média quadratica em todos os valores de v e para todos os
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3.3 RESULTADO DAS SIMULACOES
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Figura 3.22: Gréficos boxplot para a comparacao dos estimadores CCGMV, CCGU
e CCGS de p, para o terceiro caso da mistura de duas normais bivariadas.

tamanhos da amostra. Analisando o CCGMV e fixando o tamanho da amostra
podemos notar que ao aumentarmos o valor de v sua média quadratica tende a
aumentar, ou seja, sua variabilidade torna-se maior a medida que aumentamos o

valor de ~.
Caso 4: Qx = 0.6 x N(0,0;1,1;0.9) + 0.4 x N(0,0;1,1;0)

Pelos graficos boxplot da Figura 3.23 notamos que quando temos v = 0 o CCGS
tende a subestimar o verdadeiro valor p, em todos os tamanho da amostra. Além
disso, apresenta um comportamento distribucional com maior variabilidade quando
temos amostras de tamanho 10. Ainda neste cenério observamos também que CCGU

tende a superestimar o verdadeiro valor p, em amostras de tamanho 10, porém
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3.3 RESULTADO DAS SIMULACOES

Tabela 3.10: Raiz do erro quadratico médio das estimativas do coeficiente de corre-
lagao generalizado p,, py e ps, para o terceiro caso da mistura de duas distribuigoes
normais bivariadas.

Tamanho da Amostra

v | Método |\, 50 100 9250 500
5, | 01621 01454 0.1433 0.1422 0.1415
0 5 101853 01225 0.1173 0.1142 0.1129

Ps 0.1524 0.1027 0.1007 0.0996 0.0991
P~ 0.1798 0.1710 0.1700 0.1695 0.1690
0.35 P~ 0.1770 0.1482 0.1460 0.1448 0.1442
ps 0.1623 0.1301 0.1308 0.1317 0.1317
P~ 0.1839 0.1783 0.1776 0.1773 0.1770
0.65 P~ 0.1749 0.1571 0.1559 0.1554 0.1550
ps 0.1638 0.1405 0.1420 0.1435 0.1438
P~ 0.1848 0.1801 0.1795 0.1793 0.1790
1 P~ 0.1745 0.15397 0.1588 0.1585 0.1582
Ps 0.1640 0.1436 0.1454 0.1471 0.1474

quando aumentamos o tamanho da amostra este estimador tende a convergir ao
verdadeiro valor p,. Contudo, ainda com 7 = 0, notamos que CCGMV tende a
superestimar o verdadeiro valor p, em todos os tamanhos da amostra. Observamos
também um comportamento bastante assimétrico deste estimador quando temos
amostras de tamanho 10. Ao aumentarmos o valor de 7 percebemos que todos os
estimadores tendem a superestimar o verdadeiro valor p,.

Na Tabela 3.11 observamos que o CCGMYV apresenta os maiores valores das
médias quadraticas para todos os valores de v quando temos amostras de tamanho
maior que 10. Para v = 0 e amostras de tamanho maior que 10, o CCGU apresenta
os menores valores da média quadratica. Notamos também que os trés estimadores
tendem a aumentar suas respectivas médias quadréticas & medida que aumentamos

o valor de ~.
Caso 5: Qx = 0.2 x N(0,0;1,1;0.9) + 0.8 x N(0,0;1,1;0)

Nos graficos da Figura 3.24 podemos observar um comportamento bastante seme-
lhante com o quarto caso da mistura de normais. Quando temos v = 0 e amostras
de tamanho 10, 0 CCGU tende a superestimar o verdadeiro valor p, mas & medida
que aumentamos o tamanho da amostra este estimador tende a convergir para o ver-
dadeiro valor p,. Analisando o CCGS, com v = 0, tende a subestimar o verdadeiro
valor p, para todos os tamanhos da amostra. Neste mesmo cenério, o CCGMV

tende a superestimar o verdadeiro valor p, em todos os tamanhos da amostra.
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3.3 RESULTADO DAS SIMULACOES
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Figura 3.23: Gréficos boxplot para a comparacao dos estimadores CCGMV, CCGU
e CCGS de p, para o quarto caso da mistura de duas normais bivariadas.

Quando aumentamos o valor de v todos os estimadores tendem a superestimar o
verdadeiro valor p., porém CCGS apresenta a menor tendéncia de superestimacao.
Para amostras de tamanho 10 o CCGMYV apresenta um comportamento distribuci-
onal bastante assimétrico, enquanto que o CCGU e o CCGS apresentam uma maior
variabilidade. Esta variabilidade tende a diminuir & medida que aumentamos os
tamanhos da amostra.

Observando a média quadratica dos trés estimadores na Tabela 3.12 temos que
0s maiores valores ocorrem em amostras de tamanho 10. A medida que aumentamos
o tamanho da amostra este valores tendem a diminuir. O CCGMYV é o que apresenta
os maiores valores da média quadratica quando temos amostras de tamanho menor

que 250 para todos os valores de . Para amostras de tamanho 250 e 500 o CCGS
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3.3 RESULTADO DAS SIMULACOES

Tabela 3.11: Raiz do erro quadratico médio das estimativas do coeficiente de corre-
lagao generalizado p-, py € ps, para o quarto caso da mistura de duas distribuigoes
normais bivariadas.

Tamanho da Amostra

v | Método |\, 50 100 9250 500
5, | 02017 01618 0.1582 0.1553 0.1540
0 5 102068 0.0774 0.0554 0.0336 0.0241

Ps 0.1931 0.0787 0.0574 0.0365 0.0282
P~ 0.2552 0.2227 0.2205 0.2186 0.2176
0.35 P~ 0.2237 0.0983 0.0786 0.0619 0.0553
ps 0.2294 0.0939 0.0713 0.0503 0.0417
P~ 0.2749 0.2469 0.2455 0.2440 0.2432
0.65 P~ 0.2309 0.1127 0.0963 0.0836 0.0786
Ps 0.2415 0.1054 0.0857 0.0690 0.0626
P~ 0.2810 0.2546 0.2534 0.2521 0.2514
1 P~ 0.2334 0.1184 0.1031 0.0919 0.0873
Ps 0.2450 0.1101 0.0918 0.0767 0.0709

apresenta os maiores valores da média quadréatica.

Neste estudo notamos que o CCGU é uma 6tima alternativa em diversos casos.
Quando temos amostras sem perturbacao o CCGU possui um comportamento bas-
tante semelhante ao CCGMV apesar de apresentar uma maior variabilidade. No
caso em que temos perturbacdo da amostra, estamos avaliando o comportamento
do CCGU na presencga de outliers, ou seja, sua robustez, e percebemos que para
amostras pequenas e v = 0 este estimador tende a convergir para o verdadeiro valor
p~ principalmente quando temos p = 0.1 e p = 0.5. Nestes cendrios observamos
que o CCGS tende a subestimar o verdadeiro valor p, em todos os tamanhos da
amostra. Por fim, no caso em que temos contaminacdo da amostra, o CCGMV
nao é necessariamente unico (multimodalidade da func¢ao de log-verossimilhanca)
e por isso pode apresentar resultados nao tao satisfatérios, j4 que podemos estar

analisando um maximo local e ndo global.
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Figura 3.24: Grafico Boxplot para a comparac¢ao dos estimadores CCGMV, CCGU
e CCGS de p, para o quinto caso da mistura de duas normais bivariadas.
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3.3 RESULTADO DAS SIMULACOES

Tabela 3.12: Raiz do erro quadratico médio das estimativas do coeficiente de corre-
lagao generalizado p, py € ps, para o quinto caso da mistura de duas distribuigoes
normais bivariadas.

Tamanho da Amostra

v | Método |, 50 100 9250 500
5, | 03258 01807 0.1404 0.1086 0.0955
0 5 102725 01457 0.1278 0.1167 0.1126

Ps 0.2518 0.1434 0.1275 0.1174 0.1137
P~ 0.4190 0.2331 0.1774 0.1308 0.1103
0.35 P~y 0.3277 0.1773 0.1520 0.1359 0.1299
ps 0.3235 0.1771 0.1532 0.1375 0.1316
P~ 0.4539 0.2535 0.1914 0.1383 0.1142
0.65 P~y 0.3492 0.1880 0.1589 0.1405 0.1337
ps 0.3506 0.1890 0.1613 0.1428 0.1357
P~ 0.4648 0.2602 0.1959 0.1405 0.1151
1 P~ 0.3558 0.1914 0.1604 0.1414 0.1344
Ps 0.3592 0.1926 0.1636 0.1440 0.1365
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Capitulo 4

Aplicacao

Neste capitulo apresentamos uma aplicacao do uso do coeficiente de correlacao ge-
neralizado e do coeficiente de correlacdo de Spearman em uma base de dados real.
A base de dados para anilise é resultado do projeto de pesquisa da FAPESP n°
06/03227-2 intitulado “Expressao génica em tumores do estdmago e do esofago: da
biologia ao diagnostico”. Os dados foram obtidos através da parceria do Prof® Dr.
Gustavo Henrique Esteves, da Universidade Estadual da Paraiba, e do Prof° Phd
Luiz Fernando Lima Reis, Diretor de pesquisa do Hospital Sirio-Libanes e coorde-
nador do projeto.

Neste projeto foram coletados dados de bidpsias de cerca de mil pacientes com
problemas (ou suspeitas de problemas) em tecidos do esofago e estdomago associ-
ados ao cancer. Um dos focos do projeto era avaliar o perfil de expressao gé-
nica entre os diferentes tipos de tecidos com o uso de experimentos de microar-
ray. Neste caso, foram usados chips da plataforma Agilent (para mais detalhes so-
bre esta lamina acesse http://www.genomics.agilent.com/article. jsp?pageld=
1516&_requestid=2409114).

Apoés uma selecao dessa coleta foram utilizadas 146 amostras de tecidos gas-
troesofagicos a fim de identificar assinaturas moleculares capazes de classificar pre-
cisamente as amostras em mucosa normal, mucosa com inflamagdo e mucosa com
metaplasia (processo inflamatorio cronico que leva a substitui¢do da mucosa normal
por um tecido colunar do tipo intestinal). Por questoes de seguranca estes dados
néao foram publicados e também nao foram disponibilizados ao piblico. A Tabela
4.1 apresenta a classificagao das amostras coletadas do estomago, esofago e do TEG
(Transicao esdfago-gastrica) em mucosa normal, mucosa com inflamagdo e mucosa
com metaplasia.

Nosso intuito é colaborar com os pesquisadores da area na avaliacdo da interacao
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Tabela 4.1: Amostras de tecidos gastroesofagicos classificadas em normal, com in-
flamacao e com metaplasia.

Estomago FEsofago TEG Total

Normal 57 12 4 73
Inflamacao 16 0 0 16
Metaplasia 42 8 7 57
Total 115 20 11 146

génica entre duas varidveis (moléculas). Uma abordagem para avaliar tais interagoes
¢é através da construcdo de redes de expressao génica interagentes e conhecidas como
redes de relevancia, introduzidas por Butte e Kohane (1999). Este método consiste
em calcular o quadrado do coeficiente de correlacio linear de Pearson, 72, entre
todos os pares de genes para cada tipo biolégico, definindo um grafo completamente
interligado. Em seguida, é definido um ponto de corte 72" afim de dividir o grafo em
pequenos sub-grafos em que 72 > r? . Estes sub-grafos sao denominamos por redes
de relevancia.

Para a construcao das redes de relevancia neste estudo utilizamos a amostra de
57 tecidos do estomago classificados como normal (ver Tabela 4.1). Normalmente
utilizamos o coeficiente de correlacao de Pearson para construcao destas redes, po-
rém nesta aplicagdo usamos o coeficiente de correlagdo generalizado e o coeficiente
de correlagdo de Spearman. Empiricamente, verificamos que é possivel assumir que
os dados de expressao génica sdo normais. Por exemplo, através de uma amostra
aleatéria construimos um grafico em que observamos o histograma de frequéncias
relativas, o grafico da densidade estimada comparada com a curva da distribuicao
normal, como podemos ver na Figura 4.1 a suposicao de normalidade parece ser
razodavel.

Na construcao das redes de relevancia, através do coeficiente de correlagao gene-
ralizado, definimos os valores de v em 1,0.86,0.71,0.57,0.43,0.29,0.14 e 0. Defini-
mos os valores de v a fim de observar o comportamento da rede quando usamos estes
valores. Em seguida, por analogia ao trabalho de Butte e Kohane (1999), definimos
o ponte de corte r?" = 0.5 e construimos os respectivos sub-grafos para o tipo de
tecido selecionado. A Figura 4.2 mostra as redes de relevancia construidas através
do coeficiente de correlagao generalizado e do coeficiente de correlagdo de Spearman.
Podemos observar que a medida que diminuimos o tamanho de v os grafos tendem
a diminuir a quantidade de interagbes entre os genes. Somente o especialista da

area poderé decidir se tais redes e interagoes fazem sentido biolégico. Observando o
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Histograma com densidades normal e estimada
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Figura 4.1: Grafico empirico para visualizacdo da normalidade dos dados.

coeficiente de correlacdo de Spearman notamos caracteristicas bastante semelhantes
com o coeficiente de correlagdo generalizado quando temos v = 0.71.

Na Figura 4.3 apresentamos as mesmas informacoes da Figura 4.2, porém este
tipo de gréfico é a versdo mais utilizada entre os pesquisadores das 4reas biolégicas.

Usualmente utilizamos o coeficiente de correlacao de Pearson, coeficiente de cor-
relacao generalizado quando v = 1, na construgao das redes de relevincia mas nem
sempre conseguimos apresentar interagoes moleculares significativas no aspecto bi-
ologico. Contudo, através do coeficiente de correlagio generalizado podemos variar
o valor de 7 mostrando diversos cendarios a um especialista tentando entender as

interacoes moleculares em cada sub-grafo formado.
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Figura 4.2: Gréfico (redes de relevancia) usando o coeficiente de correlagao genera-
lizado e o de Spearman para diferentes valores de v usando o pacote maigesPack.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

Esta dissertacao tem por objetivo estudar o comportamento do estimador do coefi-
ciente de correlacao generalizado proposto por Chinchilli et al. (2005) em diversos
cenarios comparando-o com o estimador do coeficiente de correlacdo por maxima
verossimilhanga e do coeficiente de correlacao de Spearman que propomos. Defini-
mos os seguintes cenarios para avaliacao: amostra sem contaminagdo, amostras com
perturbagao nos niveis 10%, 30% e 50% e amostras contaminadas pela mistura de
duas distribuigoes normais bivariadas.

Para o cenéario em que temos amostras sem contaminacao definimos 4 casos.
Nos 4 casos observamos que quando temos p = 0 os trés estimadores apresentam
caracteristicas semelhantes tanto na convergéncia para o verdadeiro valor como na
variabilidade das estimativas. Quando temos p igual a 0.3 e 0.9 e amostras de ta-
manho 10 observamos que o estimador do coeficiente de correlagdao generalizado por
méxima verossimilhanca e estimador do coeficiente de correlacao generalizado ten-
dem a superestimar o verdadeiro valor, porém a medida que aumentamos o tamanho
da amostra esta tendéncia desaparece. Para todos os casos e todos os tamanhos da
amostra o estimador do coeficiente de correlacdo por Spearman tende a subestimar
o verdadeiro valor p,.

No cenério em que abordamos a perturbacdo da amostra, quando temos p = 0.1
observamos que o comportamento dos trés estimadores é praticamente o mesmo in-
dependente do nivel de perturbacdo. Para p = 0.5 e amostras de tamanho 10, o
estimador do coeficiente de correlagdo generalizado tende a superestimar o verda-
deiro valor p, quando v igual a 0.5 e 1. Este comportamento é bastante semelhante
em todos os niveis de perturbacdo. O estimador do coeficiente de correlacao gene-
ralizado por Spearman tende a subestimar o verdadeiro valor p, em todos os niveis

de perturbacgao e em todos os tamanhos da amostra.
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Por dltimo consideramos 5 casos de mistura de normais e notamos que o esti-
mador do coeficiente de correlagdo generalizado por Spearman tende a superestimar
menos do que o estimador do coeficiente de correlacao generalizado e o estimador do
coeficiente de correlacdo por méaxima verossimilhanca na maioria dos casos. Quando
temos a mistura de uma distribui¢do normal bivariada com p = 0.9 e uma distri-
bui¢ao normal bivariada com p = 0 e tomamos v = 0 notamos que o estimador
do coeficiente de correlacdo generalizado tende a convergir ao verdadeiro valor p,
para amostras de tamanho maior que 10 independente do peso da distribuicao usada
como distribuicao de contaminacao.

Na construcao das redes de relevincia notamos que o coeficiente de correlacao
generalizado pode ser uma 6tima alternativa. Quando alteramos o valor de v po-
demos construir diversas redes interagentes e com a ajuda de um especialista esta
pode ser uma 6tima alternativa na construcdo de redes de relevincia que possam

conduzir a resultados biolégicos mais confidveis.
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Apéndice A

Aspectos importantes

Neste Apéndice apresentamos alguns aspectos importantes para esta dissertacao.
Primeiramente apresentamos a funcdo densidade da distribuicao Normal bivariada
a qual utilizamos para avaliar o comportamento dos estimadores propostos. Em
seguida, definimos a distribuicdo ¢-Student Bivariada a qual utilizamos para estu-
dar o comportamento dos estimadores na presenca de valores atipicos (outliers).
Apresentamos também a defini¢do da mistura de distribuicoes e definimos a mistura,
de duas normais bivariadas. Por fim discutimos de maneira muito sucinta o método

Monte Carlo importantissimo para a realizacao das simulagoes.

A.1 Distribuicao Normal Bivariada

Segundo Balakrishnan e Lai (2009) as origens de dados com comportamento distri-
bucional normal bivariado datam da primeira metade do século XIX nos trabalhos
de Laplace, Plana, Gauss e Bravais. Francis Galton foi o primeiro a reconhecer a
necessidade de uma medida de correlagdo para dados bivariados a fim de analisar a
dependéncia entre a altura dos pais e de seus filhos. Ele também observou que as

distribui¢bes marginais dos dados eram distribuicdes normais.

A.1.1 Funcao de Densidade e Distribuicao Acumulada da Normal
Bivariada

Seja X = (X,Y) um vetor aleatério seguindo uma distribui¢do normal acumu-
lada conjunta Fxy com E(X) = (E(X),E(Y)) = (ux,uy) e matriz de variancia-

covariancia

2
Y- < X POXOY ) (A1)
145 ¢%

Oy
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A.2 DISTRIBUIGAO T-STUDENT BIVARIADA

em que 0% = Var(X), 0% = Var(Y) e

EI(X —ux)(Y — py)]

2 9
0x0y

é o coeficiente de correlacao entre X e Y. A funcdo densidade de probabilidade de

X é definida por

R 1_pgexp{—2<1i,ﬂ> [(”";X“Xf
v (5E)- ()]

2
Denotamos, X ~ N> << Hx > , < Ix ’”X(”{ >> ou No(ux, iy, 0%, 0%, p) a

v pPOXOYy Oy
distribuicao Normal bivariada de X.

Para Balakrishnan e Lai (2009) nao existe uma expressao em termos de funcgoes
elementares para a funcdo de distribuicdo acumulada da normal bivariada. No
entanto, para £ = (x,y) e supondo que E(X) = (0,0) podemos escrevé-la como

sendo

by/1—p2 [* v
FX(,@) = F(z,y) = CL\/F/ / 6*%(a2u272abpuv+b2v2)dudvj (A.2)

em que 1/a = ox+/1—p?, 1/b = oy+/1 — p?, que em algumas situagoes facilitam

o célculo.

A.2 Distribuicao t-Student Bivariada

Seja X = (X,Y) um vetor aleatorio seguindo uma distribuicao ¢-Student bivariada,
definimos sua densidade por

_(v+2)

O +2)/2) (x—Ep)T S - Ep))
/2 m) 2172 (1 ! ” ) (49)

em que E(X) = (ux,py), | D, | representa o determinante da matriz positiva

F) = 3

definida em (A.1), I'(-) é a fun¢do gama e v sdo os graus de liberdade da distribuicdo

t-Student (McNeil et al, 2005). Para que E(X) < oo consideramos v > 1.

A.3 Mistura de Distribuicoes

Definicao A.3.1. Dado um conjunto finito de fungoes de distribuicao acumuladas

Fi(z), F5(x), ..., Fn(z) e pesos e1,...,em em que g; > 0 e > " e = 1. A distri-
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buicao acumulada da mistura finita € uma combinacdo linear convera da forma

m

F(z) =) &F(x). (A.4)

i=1
Para X; = (X;, Y:) a mistura de m distribuigdes normais bivariadas avaliada no

ponto x = (x,y) é
Qx) =ce1Fx,(x) + -+ enFx,, (%), (A.5)

em que Fx,(x) sdo fun¢des de distribuigdo normal bivariada com vetor de médias

E(X;) = (ux;, iy;), coeficiente de correlagdo p; e matriz de varidncia e covariancia

2
0% PioX, 0y,
dada por ), = X PiOXs 5 -
Pi0X,0Y; Oy,
No caso de duas distribuicoes, a mistura é definida como

Q(x) = (1 — &) Fx, (%) + eFx, (x) (A.6)

tomando como base Fx, (x) temos que o segundo termo desta expressdo representa
a “contaminacao” de Fx, (x) pela fragdo ¢ de Fx,(x). Q(x) é também chamada de

distribui¢ao contaminada.

A.4 Método de Monte Carlo

Dois dos principais problemas que surgem na inferéncia estatistica envolvem pro-
blemas de integracao e de otimizagao. Por exemplo, nem sempre é possivel calcular
analiticamente os estimadores associados aos parametros (maxima verossimilhanca,
método dos momentos, etc.) ou avaliar as suas propriedades distribucionais como
a consisténcia e eficiéncia que envolvem célculos de integrais e, assim, muitas vezes
devemos considerar solugoes numéricas. Uma abordagem geral é o uso de simulacao
para calcular estas quantidades de interesse. Através destas simulacOes podemos
utilizar resultados assintoticos e probabilisticos, como por exemplo a Lei dos Gran-
des Nameros e o Teorema do Limite Central, a fim de avaliar, por exemplo, a
convergéncia dos estimadores.

O problema genérico e abordado no método Monte Carlo é como avaliar a espe-

ran¢a matematica (integral)

Ef[h(X)] = /A h(e) f(x)de, (A7)

em que h é uma funcdo mensuravel e A determina a regido em que a variavel alea-

toria X assume seus valores o que geralmente coincide com o suporte da densidade
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f (Robert e Casella, 2010). O principio de Monte Carlo para a aproximacao de
(A.7) consiste em gerar uma amostra (Xi,...,X,) da densidade f e propor como

aproximacao da integral a média empirica
1 n
n Z (‘TJ>7
J=1

em que x; € o valor observado de X e desde que h,, convirja quase certamente (ou
seja, para quase todas as sequéncias geradas) para Ey[h(X)].

Seja uma amostra X, Xo,..., X, obtida através de algum modelo estatistico
indexado pelo parametro 6, isto é, X; ~ Fy(z). O nosso objetivo é obter informagoes
de 6 através da amostra. Consideramos 6 = §(X1, ..., Xp) uma estimativa de 6 e

suponhamos que 0 representa o parametro de localizacdo da distribuicao, isto é

0 =E(X)= /a:ng(ac),
a aproximagao desta integral pode ser feita da seguinte forma
(1) Parai=1,2,..., N geram-se n amostras de tamanho N

xW x{ . xy.

(2) Calcula-se
00 =g(xV x{ . x(y

parai=1,2,..., N;

(3) O valor aproximado de 6 pelo método de Monte Carlo é dado por
=115

Note que 9 é também uma funcao dos dados, logo 0 ¢ uma varisvel aleatoria. Po-
demos calcular o viés do estimador de 6 (erro de aproximagao) por

A — . 1
viés(6) ~ vies(d) = - DO —0).
i=1
Uma medida da qualidade de 9 & o Erro Quadratico Médio (EQM), o qual é
definido por
EQM(6) = E[(@-6)"] = E[(6 —E() +E@©) - 0)’
= B{[6 - E(0)]*} + 2E{[0 - EO)][E(0) — 0]} + E{[E(6) — 0]*}

~ ~

= E{[f - E@)]"} + E{[E(0) — 0]} = Var(0) + [vies(9)]”,
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~

uma vez que E(f) — 6 ¢ uma constante e E[f — E(A)] = 0. Na estimacio do EQM
pelo método de Monte Carlo temos que

1

00 _ g)2
= 209 —0).

] =

EQM(0) ~ EQM(0) =
=1

Tomando a raiz quadrada de EQM produzimos o Desvio Quadratico Médio que é
uma medida de precisao também conhecida como Média Quadratica. Suponhamos

que 51 e (/9\2 sdo dois estimadores de 6, entdo dizemos que §1 ¢ melhor que gg se
EQM(61) < EQM(02).

No Erro Quadratico Médio avaliamos a diferenca entre um estimador e o verdadeiro
valor da quantidade estimada. No caso de 07 e 0 serem estimadores nao viesados

de 6, isto ¢, E(@l) = E(é\g) = 6, entdo 6; é melhor que 6, se
Var(6;) < Var(6s).

Em nosso estudo utilizamos a raiz do erro quadratico médio a fim de comparar
o desempenho dos estimadores propostos, ou seja, o estimador que possuir o menor
valor da raiz do erro quadratico médio consideramos como o melhor estimador do

parametro.
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Apéndice B

Estatisticas U

B.1 Definicoes e Propriedades

Seja F uma familia de medidas de probabilidade em um espago mensuravel arbi-
trario. Seja 6(F') uma funcdo real mensuravel (parametro) definida para F € F.
Consideramos uma amostra Xi, Xo, ..., X,, de varidveis aleatérias independentes e
identicamente distribuidas (i.i.d.) com fungao de distribui¢do F. Suponhamos que
queremos estimar um parametro § = 6(F') baseado nesta amostra.

Assumimos que F consiste de todas as distribuicoes continuas ou discretas ou
subclasses destas. Note que nenhuma hipo6tese sobre o conhecimento de F' é assu-

mida, somente que ela é uma distribuicao da famfilia F.

Definicao B.1.1. 0(F) é um pardmetro estimdvel em F se para algum inteiro
m existe um estimador nao viesado de O(F) baseado em m wvaridveis aleatorias
i.4.d. distribuidas de acordo com F, para o qual existe uma fungdo real mensurdvel

h(z1,...,xm) tal que
Ep(h(X1,...,Xm)) =0(F) para todo F € F. (B.1)

O menor inteiro m com esta propriedade é chamado grau de 6(F) e a fungao
h(z1,,...,Tm) que satisfaz (B.1) é chamada de ntucleo de 6.
Sem perda de generalidade, suponhamos que h(x1,...,Z;,) € simétrica em seus

argumentos, ou seja,

h(z1, ..., xm) = h(xays -\ Za,,)
para qualquer permutagao {aq,...,ay} do conjunto {1,...,m}. No caso em que
h(z1,...,xy) nao for simétrica, podemos construir a partir de h(x1,...,x,,) uma

funcao que seja simétrica nos seus argumentos,

1
h*(z1,...,2m) = EZh(l‘al,...,xam),
" Cm
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em que (,, indica a soma sobre todas as possiveis permutagoes no conjunto {1, ..., m}.
Portanto através desta quantidade, podemos definir um estimador de 6 que é nao

viesado e simétrico chamado de estatistica U (onde U refere-se a “unbiased”).

Defini¢ao B.1.2. Para uma fun¢ao real mensurdvel h(zxy,...,xy), comm < n, e
para wma amostra de varidveis aleatorias i.1.d. X1,..., X, de uma distribuicao F,

uma estatistica U com nicleo h € definida como

U, = Un(n) = ") ;'m)! S (X, X, (B.0)
Cmyn
em que o somatoério & sobre o conjunto ¢, de todas as (n%;n), permutacoes do
conjunto {i1,42,...,in} de tamanho m a partir de {1,2,...,n}. Se o nicleo h é
simétrico em seus argumentos, U, possui a forma equivalente

1
Up = Upn(h) = ™ > (X, X)),
m Cm,n

em que o somatorio é sobre o conjunto Cy, , de todas as combinac¢oes de m inteiros
i1 <ig < -+ < in apartir de {1,2,...,n}.

Existem funcionais 6(F') que ndo podem ser expressos da forma (B.0). Por exem-
plo, suponha que desejamos estimar a probabilidade de que a distribuicao atribua

valores positivos. Logo

\Il(x)—{ 1, >0

0, caso constrario.

Entao Ep[¥(X;)] = Pp(X1 > 0) = pp. Note que ¥(-) fornece um estimador nao
viesado de Pp(X; > 0) para cada F' mas o valor numérico da probabilidade de pp

nao é a mesma para todo F. Assim, a correspondente estatistica U é dada por
Un(X1,...,X,) = —[ontmerode X/s que sdo positivos]

B,

SI—3-

em que B é a estatistica usada no teste sinal.
Uma estatistica U pode ser representada como sendo o resultado da esperanca
condicional do nticleo com relacao as estatisticas de ordem, isto é, para um nicleo

h(z1,...,xy) e uma amostra Xi,..., X, em que m < n, temos
Un = E{h(X1, ..., X;)|X(1m)s - s X(nm) 5

em que (X(1.), -5 X)) = (X(1),--+, X(n)) denotam as estatisticas de ordem
(Serfling, 1980).
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Teorema B.1.1. Seja S = S(X1,...,X,) um estimador ndao viesado de 0(F') ba-
seado em uma amostra Xq,..., X, de uma distribuicio F. Entdo, a estatistica U

correspondente é também nao viesada, ou seja

e adicionalmente
Varp(Uy,) < Varp(S),
em que a igualdade ocorre se, e somente se, Pp(U = S) = 1.

Demonstracao. O nuacleo associado com S é

1
ﬁ E S(.’Bil, . .,l‘im),
C'NL
que no caso (m = n) é a estatistica U associada com ela mesma. Isto é, a estatistica

U associada com S pode ser expressa como
U= E{S‘X(ln)v s 7X(n:n)}'
Visto que Ex(U) = Ep(S), pela desigualdade de Jensen temos

Er(U;) < Ep(S%)
EF{Ez(S‘X(ln)avx(nn))} < EF{E(SQ|X(1n)7aX(nn)>}

com a igualdade se e somente se E(S]X(lm), ey X(n:n)) é igual a S com probabili-
dade 1.
Uma vez que a estatistica de ordem X(y.,), ..., X(p:p) € suficiente para alguma

familia de distribuigdes F contendo F', temos que a estatistica U resultante é uma
funcdo condicionada & estatistica suficiente. Para que U, seja um estimador nao
viesado de variancia minima de 6 € necessario que X(q.,), ..., X(:n) Seja suficiente

completa.

Lema B.1.1. Seja he(z,...,2c) = E{h(X1,...,Xpn)| X1 =21,..., Xc = 2.}, c =

1,...,m. Entao

(i) he(x1,...,2c) = BE{hqg(X1,...,Xq)| X1 =x1,..., Xe =2} para 1 <c<d <

m

(ii) Eho(X1,...,Xe) = Eh(X1,...,Xm)
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Lema B.1.2. Para F € F e {i1,...,im} € {J1,---,Jm} em Cpp

CO’U(}L(XZ'I, ceey Xim), h(le, ce »ij)) = CO’U(hC(Xl, cee ,XC), h(Xl, ey Xm))

= 0’3
em que ¢ € o nimero de inteiros em comum para {i1,...,im} € {1, Jm}-
Demonstragio. Pela definigio de variancia temos que o2 = Eh3(Xi,...,X.) —

[Ehe(X1,...,X.)]? e utilizando o resultado do lema B.1.1 (ii) temos que

02 =Eh*(X1,...,X.) — [Eh(X1,..., X))

c

Dado que X1,..., X, sao identicamente distribuidas e que {iy,...,im},
{j1,---,Jm} possuem c elementos em comum, podemos escrever

COV{h(XZ'I, e ,Xim), h(le, . ,ij)} =

= BE{h(X1,..., Xp)h( X1, s Xe, Xonits - oo, Xom—c)}
—Eh(X1,. .., Xp)Bh(X1,. .., Xe, Xonits - -+ Xom—c)

= E{h(X1,..., Xp)h(X1,. .., Xes X1, Xom—c)}
—[ER(X1,..., X))

Agora basta provar que
E{h(X1,..., Xm)h(X1,..., Xe, Xons1s -y Xom—e)} = ER2 (X1, ..., X.).

Como Xjq,...,X, sdo i.i.d. temos que

E{h(X1,. .., Xp)h( X1, Xe, Xinits s Xomc)} =

2m—c

= /“'/h(l’l,...,I‘m)h(z‘l,...,$C,xm+1,...,l’2mc) H dF(x;)

_ //{//h(xlxm) ﬁdF(xi)} B

1=c+1

.{/.../h(xl’._,7xc,xm+1,...,x2mc) 2mH_C dF(xz)}f[dF(%)
i=m-+1 i=1

= ER3(Xy,...,X.)

e com isto se segue o resultado. Para mais detalhes veja Lee (1990).
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Para um dado parametro estimavel § = 6(F') com o correspondente nicleo si-

métrico h(x1,...,x,) e sendo F a classe das distribuigbes cuja variancia seja finita
(Var{h(X1,...,X;n)} < o0). Definindo uma sequéncia de fungoes relativa a h e
para c=0,1,...,m temos

he(z1,...,xc) = Eph(zy, ... 20, Xey1, -0y Xim),

em que X¢y1,...,X, sao i.i.d. seguindo a F. Note que hg =0 e hy,(z1,...,2p) =

h(z1,..., %) e sdo tal que possuem esperancga 6, isto é,
Eho(X1,...,Xe) = Eh(Xy,..., Xe, Xeg1y-o o, Xin) =0

contudo elas ndo podem ser chamadas de funcdes nicleo pois podem depender da
distribuicao F'.

Assim, para ¢ =0,1,...,m,
02 = Var(he(X1,. .., Xc))
de modo que 02 =0 e 02, = Var(h(X1,..., Xm)).

Teorema B.1.2. Para F € F

o= (1) L (D)

Se 0% < oo, entio Var(Uy,) =~ m?0?/n para n suficientemente grande.

Demonstracao. Seja

—1
<n> Zh(Xa17"'7Xa7n,) =
"
—1

Var(U,) = Var
Cov

(Z) CZ WXy, Xay), <;)_1CZ W(Xs,. .., X))

n,m
’ n,m

-2
n
_ <m> SN Cov{h(Xars s Xan ) h(Xsy, - X5))
b Oy,
Precisamos agora continuar separando a soma dos termos com exatamente c ele-
mentos em comum. O ntmero de pares de {h(Xa,,. .., Xan), hA(Xg,...,X35,.)}
que possuem exatamente ¢ elementos em comum ¢ () (") ("), pois o primeiro

membro do par pode ser escolhido de (::1) maneiras, o segundo membro tem que ter

¢ elementos em comum com o primeiro membro, portanto existem (Tg) maneiras de
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escolher ¢. E por fim como nao queremos ter mais do que ¢ elementos em comum

com o primeiro membro, os m — c elementos restantes devem ser escolhidos de (Z;TZ)
maneiras.
Entao,

D

v = (1) c: ()
- (1) S0 m

c=1

)

-m
o
c m—c

Considerando a variancia definida em (B.-19), temos que Var(U,) = O(n~1)! se

a% > 0. No caso em que a estatistica U é estacionaria de ordem d, ou seja, 0 = a% =
03 = ... = 04 < 0441, temos Var(U,) = O(n~(4*1). Outro fato importante
é que Var(y/nU,) é uma fungao decrescente de n de tal forma que Var(U,) =
% +0(n72).

Nos casos em que temos m > 2, ndo podemos aplicar diretamente o Teorema do
Limite Central classico com o propoésito de obter a distribuicdo assintética de U,
pois os termos de (B.0) ndo sdo todos independentes. Assim, uma alternativa seria a
exploracao da estrutura de tipo martingal (ou tipo martingal reverso) associado ao
processo de construgao da estatistica U e utilizar o TLC para martingais (ou para
martingais reversos). Entretando, nesta construgao nem sempre é facil a verificacao
das condicdes de regularidade principalmente quando a estatistica é estacionéaria.

A distribui¢o assintética de U, pode ser obtida, no caso em que o2 > 0, por
meio de uma projecdo de U, em relagdo a Xi,...,X, resultando em uma soma
de variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas mais uma parcela
desprezavel em probabilidade (Hoeffding, 1948). Por este motivo é possivel utilizar o
TLC classico juntamente com o Teorema de Slutsky de forma a obter a distribuicao

assintotica da estatistica U,, isto é,
(U, — 0) 25 N (0, m%02). (B.-19)

Para o caso de estacionaridade maior que 1, veja Serfling (1980).

Uma, forma de representar as estatisticas U é através da decomposicao H, bas-
tante 1til para obter propriedades assintéticas de U,. Nessa decomposi¢do re-
presentamos a estatistica U de grau m como a soma de m estatisticas U nao-

correlacionadas de graus 1,2,...,m. Seja U, uma estatistica U de grau m, entdo a

1O termo O(-) (“de ordem no méximo igual a”) é usado para comparar as ordens de magnitude
de sequéncias de constantes.
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correspondente decomposicao H é dada por

=1 7
em que
-1
HU) — (") S A0 (X, LX),
J ,
(n.7)
com Z(n, ;) indicando a soma estendida sob todas as (’;) combinacoes de n elementos

{i1,... im} de {1,...,n} e com a funcio hU)(z,,, .. - Ty;) definida como

AV (z1) = hy(z1) -0
c—1

h(c)(xl,...,xc) = he(x1,...,2) — Z

h(j)(xiuu-yxij)*e, c=2,...,m,
J=1(e.j)

com Cov(Héj), T(le)) = 0, para todo j # j'. Para mais detalhes veja Lee (1990).

Também podemos definir uma extensao das estatisticas U, conhecida como es-

tatisticas U generalizadas de grau (myq, ..., my), definidas como
s\l
1
Un_H<mz‘> ST S XL XL X X,
=1 N (nma) (neme)

Para mais detalhes sobre as estatisticas U generalizadas veja Serfling (1980) e Lee

(1990), por exemplo.
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