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Resumo

O tema desse trabalho sao as poténcias simbdlicas de ideais perfeitos de codi-
mensao 2 com apresentacao linear. Estudamos mais profundamente os casos onde os
elementos sao formas lineares gerais e onde a matriz de sizigias é uma variante da
matriz de Hankel. A principal contribuicao na abordagem presente é o uso da teoria
birracional subjacente a alguns desses ideais para mostrar uma profunda relacao entre
os geradores das poténcias simbdlicas e os fatores de inversao decorrentes da aplicagao

mversa.

Palavras-chave: Poténcia simbdlica, ideais perfeitos, matriz linear geral, birra-

cionalidade.



Abstract

The theme of this work is symbolic powers of codimension 2 perfect ideals which
are linearly presented. One studies more closely the case where the entries are general
linear forms and where the syzygy matrix is a variation of the Hankel matrix. The
main contribution of the present approach is to use the underlying birational theory
of some of these ideals and to uncover a deep interlacing between generators of their

symbolic powers and the so-called inversion factors stemming from the inverse map.

Key-words: Symbolic Powers, perfects ideals, general linear matrix, birationa-

lity.



Lista de simbolos

Simbolo | Descricao

alt(—) altura de um ideal

prof(—) | profundidade de um mdédulo

(=) ntmero minimo de geradores de um médulo
(=) spread analitico de um ideal

dh(—) dimens@o homoldgica de um médulo

adj(—) matriz adjunta

Ass(—) conjunto dos primos associados de um médulo
Spec(—) | conjunto dos ideais primos de um anel
rank(—) | posto de uma matriz

gr;(R) anel graduado associado de um ideal [ C R
Rr(I) algebra de Rees de um ideal I C R

algebra simétrica de um ideal I C R
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Introducao

A nocao de (-ésima poténcia simbélica de um ideal I, denotada por I¥), remonta a
W. Krull, que a usou na prova do célebre teorema do ideal principal, este um marco
crucial na curta historia da algebra comutativa. Mais adiante, O. Zariski, M. Nagata,
D. Rees e outros mostraram como esta nogao puramente algébrica tem importante
significado em geometria algébrica.

Em diversos momentos da algebra comutativa esta nocao ressurge com inter-
pretagoes surpreendentes. Por exemplo, no inicio da década de 1970, M. Hochster
([21]) chamou atencdo para o fato de que a igualdade das poténcias simbdlicas 1)
e ordindrias IY de um ideal I, codificam propriedades importantes como a norma-
lidade da &algebra de Rees e a integralidade do anel graduado associado de I. Uma
década depois, Cowsik ([6]) mostrou uma curiosa relagao entre poténcias simbélicas
e intersegdes completas conjuntistas (“set-theoretically complete intersections”). Em
contraste a algebra de Rees ordindria Rr(I) = > ., I"t" (i.e., a R-dlgebra que de-
fine o blow-up ao longo do sub-esquema Correspom_iente ao ideal I [15, §5.2]), que
¢ finitamente gerada sobre R por contrucao, uma questao bésica da teoria é saber
sobre a finitude da geracao da algebra de Rees oriunda da filtragao simbdlica Rg).
Em geral ela nao é finitamente gerada ([27], [28] para os primeiros exemplos deste
fenomeno). O que Cowsik demonstrou é que para um ideal I em um anel Noethe-
riano local (R, m), tal que alt(/) = dim R — 1, a finitude da geracao desta dlgebra
é condicao suficiente para I ser intersecao completa conjuntista. Consequentemente,
esse resultado acabou desencadeando uma vasta bibliografia referente a exemplos e
contra-exemplos da finitude dessa &lgebra no contexto das curvas monomiais em A3.

Recentemente, uma vertente da teoria que tem recebido consideravel atencgao
refere-se a comparacgao entre as topologias vindas das filtracoes simbdlica e [-adica
([10],[34],]22]). De maneira resumida, o problema nesse caso é decidir o quao pequeno
podemos escolher quocientes m/n > 1, com m,n € N, de modo a termos [ (m) .

Esse problema é tangente a varios outros atuais, entre eles uma questao nascida no
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ambito da teoria dos niimeros sobre a existéncia de evolugoes. A conexao nesse caso
se da através de um resultado de D. Eisenbud e B. Mazur [14] em que eles caracteri-
zaram a existéncia de tais evolucoes em termos de inclusoes envolvendo o quadrado
simbdlico de um ideal.

Uma parte substancial da literatura sobre o comportamento das poténcias simbdlicas
concerne ao caso em que o ideal é perfeito de codimensao 2 (ver, por exemplo, [23],
[24], [37, 8.2]). Neste trabalho nossa atengao ¢ voltada para as poténcias simbdlicas
de uma classe bem especial de tais ideais. Mais especificamente, dada uma matriz £
de ordem m x (m — 1), cujos elementos sao formas lineares em um anel de polinémios
R = k[X3, ..., X,] sobre um corpo k, estamos interessados no ideal gerado pelos me-
nores de ordem m — 1 da matriz £. Consideraremos principalmente matrizes cujos
elementos sao formas lineares gerais de R, as quais chamaremos, de maneira imprecisa,
de matrizes lineares gerais — por exemplo, uma matriz cujos elementos constituem um
conjunto de combinacgoes k-lineares aleatérias das variaveis Xy, ..., X,.

Uma dificuldade no estudo das matrizes lineares gerais tem a ver com a acao do
grupo Gl(m, k) x Gl(n, k) x Gl(m—1, k) sobre o conjunto de todas as matrizes lineares
sobre k[ X1, ..., X,] de ordem mx (m—1). Se n >> m, a nocao de linear geral é estavel
por essa acao, ou seja, a orbita de uma tal matriz conterd somente matrizes lineares
gerais. Contudo, se nao ¢ este o caso, a érbita de uma matriz linear geral nao é bem
entendida. Essa confusao na orbita é responsavel por uma série de dificuldades no
estudo dos ideais gerados pelos menores dessas matrizes. Por outro lado, tais matrizes
apresentam uma maleabilidade ausente em matrizes lineares — tipicamente, matrizes

cujos elementos sao variaveis esparcamente distribuidas entre varios elementos nulos.

Passamos agora a descrever o contetido de cada capitulo dessa tese.

No Capitulo 1 revemos a terminologia e alguns resultados sobre as poténcias
simbolicas, as equacoes de definicao da algebra de Rees e as aplicacoes birracionais.
O objetivo principal nessa parte é familiarizar o leitor com as nocoes algébricas que
sucedem o resto do texto e evitar a necessidade de recorrer as referéncias de maneira
frequente. Obviamente, fazemos essa revisao dando enfoque aos ideais perfeitos de
codimensao 2 com apresentacao linear, visando com isto um preparatério para o tipo
de abordagem que desejamos explorar. Como ficard claro, veremos que o catélogo
de informacoes algébricas sobre tais ideais é bastante significativo. Nesse trecho,
também apontamos, através do Lema 1.3.1, como a teoria birracional entra em cena
para determinar geradores das poténcias simbélicas.

No Capitulo 2 mostramos através do Teorema 2.1.1 e da Proposicao 2.1.2, a riqueza
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estrutural do ideal I C R = k[Xj,...,X,] gerado pelos menores méximos de uma
matriz m x (m — 1) linear geral. Entre os resultados obtidos, provamos que o anel
R/I é reduzido para n > 3 e é um dominio normal se n > 4; também estabelecemos
as alturas dos ideais de Fitting de I. Essa ultima informagao é central, permitindo
deduzir as equacoes da algebra de Rees de I. O conhecimento dessas, por outro lado,
leva-nos ao resultado de que se m > n, os menores maximos definem uma aplicacao
birracional sobre a imagem (Proposi¢ao 2.2.1). Outrossim, provamos que, no intervalo
possivel (isto é, m < n) o ideal I é de tipo linear e é normalmente livre de torcao se
e sd se m < n.

Esta parte prepara para o estudo das poténcias simbélicas de I, que é levado a
cabo em seguida. O fato de que para as poténcias ordinarias de I, neste contexto, a
saturagao é pura (unmixed), permite obter resultados fortes, como por exemplo, o de
boas estimativas para a dimensao homoldgica dos modulos conormais de I de ordem
r <n—3. O comportamento das poténcias simbdlicas de I depende fortemente da
relacao entre m e n. Os dois casos sobre os quais nos debrucamos neste trabalho, sao
m =mnem =n+ 1. No primeiro, os resultados sao bastante completos, incluindo a
estrutura da algebra simbdlica de I (Teorema 2.2.2). Provamos, em particular, que os
geradores em grau > 2 desta ultima se identificam com fatores de inversao da inversa
do mapa de Cremona definido por I — na verdade, um tnico tal fator.

O caso seguinte, em que m = n + 1, é vastamente mais complicado. Ainda
assim, os geradores genuinos em grau > 2 também saos fatores de inversao; mais
precisamente, geram o R-médulo I~/ A maneira que demonstramos esse
fato também tem uma caracteristica bastante peculiar, pois passa por um processo
duplo de “dualizacao”. Consequentemente, essa natureza birracional dos fatores de
inversao produziram um outro fator de inversao, o qual, unido com os primeiros e
adjuntando-os a dlgebra de Rees conjecturamos ser toda a algebra de Rees Simbdlica.
Realmente, todas as evidéncias computacionais e as equacoes do ideal de apresentacao
dessa R-algebra que conhecemos corroboram esta conjectura.

Para o caso em que m > n + 2 o comportamento é extremamente cadtico, o
que torna razoavel questionarmos quando a algebra de Rees simbdlica é finitamente
gerada.

Além de proporcionar um ambiente favoravel a constatacao da birracionalidade,
outro papel importante das alturas dos Fittings de I é a possibilidade de pormos em
maos propriedades homolégicas das poténcias I para 1 < r < n — 1. Por exemplo,

deduzimos que as partes homogéneas do M-complexo de aproximagao corresponden-

11



tes a valores de r nesse intervalo sao aciclicos, e a custa disso, conluimos estimativas
para a dimensao homoldgica dos médulos conormais I"~' /1" de ordem r. Em parti-
cular, determinamos em qualquer situacao o conjunto de todos os primos associados
do R-médulo R/I" qualquer que seja o valor r > 0.

Finalmente, no Capitulo 3 adequamos os resultados dos capitulos anteriores para
certos modelos de matrizes lineares admitindo alguma lei de formacao definida. Os
modelos apresentados sao variantes da matriz de Hankel, tais como a matriz sub-
Hankel estudada em [7] e a matriz que chamamos quase-Hankel, que é um misto de
uma matriz de Hankel com parte linear geral. O interesse de tais modelos, além de
constituirem por se classes notaveis, é que tém complexidade computacional menor,

seja pela sua relativa esparcidade, seja pela regularidade na sua lei de formacao.
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Capitulo 1
Terminologia

Neste capitulo apresentaremos a terminologia bésica referente as poténcias simbodlicas
e as aplicacoes birracionais. Também enunciaremos alguns resultados que serao cen-
trais para estabelecer a conexao entre estas duas nogoes no contexto dos ideais que

desejamos tratar.

1.1 (Generalidades sobre as poténcias simbdlicas

Sejam I um ideal em um anel Noetheriano R, S o complemento em R da uniao de

todos os primos associados do R-médulo R/I e r > 0 um inteiro.

Definicao 1.1.1. A r-ésima poténcia simbdlica de I, denotada por I, é o ideal
I = S-'I"NR.

A razao de considerar o conjunto multiplicativo S é que, desta maneira, tem-se
trivialmente IV = I, sem hipétese adicional sobre a natureza do ideal I. Contudo,
neste trabalho, tipicamente I serd um ideal puro ou, pelo menos, sem componentes
primarias imersas.

Para ideais em anéis de polinomios, podemos contar com a seguinte caracte-
rizacao diferencial de Zariski-Nagata, a qual, além de prestar-se 1til a interpretacoes

geomeétricas, faz-se importante a questoes de carater computacional:

Teorema 1.1.2. Sejam k um corpo de caracteristica zero e I C k[X7,...,X,] um

ideal radical. Entao

olel £
0X«

I(”):{felﬂ 6];@6N”6|04|§r—1}.
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Em particular, quando k£ é um corpo de caracteristica zero algebricamente fechado,
o0 teorema acima nos diz que os elementos de I(") sdo os polindmios que se anulam

em ordem > r em cada ponto da variedade V' (I).

Observagao 1.1.3. Apesar de nao fazermos uso dessa caracterizacao nas demons-
tracoes dos resultados dessa tese, vale mencionar que os exemplos que nos serviram de
evidéncia foram calculados por um método de A. Simis que baseia-se nesse teorema
(ver [30, Proposition 1.3]). Tal método possui uma implementacao em Macaulay es-
crita por D. Eisenbud e outra para Macaulay 2 apresentada por C. N. Bahiano em
3].

Notamos facilmente da definicao de poténcia simbdlica que, para cada r > 0,
I"cI™cle(I™NI"Y)/I"éa R/I-tor¢io do médulo conormal 1" /I" de ordem
r. Um problema importante em algebra comutativa e geometria algébrica é a torcao
do anel graduado associado (“cone normal” dos gedémetras) gr;(R) = @,., 1" /1"t
do ideal I. Sendo uma algebra graduada standard sobre o anel R/I, sua }f/ I-torcao

¢ o ideal homogéneo

Gunrr.

r>0
Pode-se ver que, a torcao é nula se e s6 se I™ = I" para todo r > 1. Entretanto,
esta informagao global é, na melhor das hip6teses, inttil. Para classes importantes de
ideais, o que se busca é algum tipo de comportamento assintético para a igualdade
destas poténcias ou, o que é mais interessante, “inf-assintético”, no sentido de que a

igualdade se dé até uma certa ordem e, a partir dai se desorganiza fundamentalmente.

Definicao 1.1.4. Um ideal I C R é normalmente livre de tor¢iose I") = I qualquer

que seja o inteiro r > 0.

Assim como ocorre com as poténcias usuais, a familia {I (r)}r>0 tem estrutura de
R-filtragao multiplicativa — isto é, esta familia satisfaz as seguintes condigoes: (i) para
r>s, I c I®); e (ii) para todos r,s > 0, IMI®) c [+ Portanto, podemos

definir a seguinte algebra graduada:

"y - @i

r>0
a qual chamamos de dlgebra de Rees simbdlica de 1.
Como ja mencionado na introducao, esta algebra nao é, em geral, finitamente

gerada. Contudo, existem classes centrais de ideais para os quais a dlgebra de Rees
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simbdlica é Noetheriana (por exemplo, ideais gerados por monémios livres de quadra-
dos). Uma filosofia subjacente a esta tese é que os ideais em um anel de polinémios so-
bre um corpo, gerados por formas do mesmo grau, admitem comportamento simbdlico
mais flexivel (em particular, este parece ser o caso dos ideais que definem os chamados
mapas birracionais da geometria algébrica).

Uma estratégia para abordar a finitude da geragao de Rg) ¢é avaliar as suas se-

guintes subdlgebras, dispostas abaixo em cadeia ascendente:

Rep(I) = R[It] C R[It,IPt*] c ... C R[It, I?¢ .. 1Vt c ... c RV

Note-se que os elementos de ¥, 1 < s < r, que colaboram efetivamente para a

geracao de R[It, I®t?, ... I1t"] sdo aqueles pertencentes a
ICIN SR N )
1<j<s—1

Tais elementos serdo cognominados geradores genuinos (ver [3]).
Para ver uma situagao em que esta estratégia se faz presente e para discussao

futura, consideramos a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.1.5. Sejam um ideal / em um dominio Noetheriano R e K o corpo de

fragoes de R. O ideal transform de I, denotado por Txr([), é

Tr(I) ={x € K | zI" € R para algum inteiro positivo r}

Obviamente, Tr(I) ¢ um subanel de K.

Uma observagao elementar da teoria dos ideals transforms é

Proposigao 1.1.6. ([37, Proposition 7.1.4]) Sejam R um dominio Noetheriano e I
um ideal. Seja T o ideal transform de I e C' um anel Noetheriano tal que R C C C T.
Se prof(IC') > 2 entao C =T.

A luz dessa proposicao temos

Proposicao 1.1.7. Seja R = k[X] = k[Xy,...,x,] anel de polinomios sobre um

corpo k com sua graduagao usual e I C R um ideal radical. Suponhamos que:
(i) Para cada £ > 0 tal que IO/ # 0, Ass(I)/T°) = {(X)}.
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(ii) Para algum s > 1, prof (X)R[It, 1?2 ... 14)t5]) > 2.
Entio, R\ = R[It, 1®¢, . 1],

Prova. A condicdo (i) implica que para cada y € Rg), existe natural r tal que
y(X)" € R(I). Logo, Rg) estd contido no ideal transform de (X)R(I) com respeito
ao anel R(I). Como R(I) C R[It, 1@, .. 1@t ¢ RY) segue de (i) juntamente

com 1.1.7 o resultado desejado. O

1.2 Equacoes de definicao da algebra de Rees

Seja R um anel Noetheriano e I C R um ideal. Na secao anterior mencionamos alguns
exemplos de R-dlgebras graduadas relacionadas ao par (R,I). Outro exemplo, é a

dlgebra simétrica do ideal I, denotada por Sg(I) := S(I) e definida pela igualdade

S() = s.(1),

r>0
onde S,(I) é a r-ésima poténcia simétrica de I.
Tem-se naturalmente um homomorfismo sobrejetivo de R-algebras N-graduadas

a: S(I) — Rg(I). Dizemos que [ é ideal de tipo linear se o é um homomorfismo

injetivo.
Notemos que se I = (f1,..., fm), entdo R(I) = R[fit,..., fmt] é imagem homo-
morfa do anel de polindémios R[Y),...,Y,,] através do homomorfismo 7 de R-élgebras

tal que 7 : Y; — f;t. Denotemos o nticleo de 7 por J. Os geradores de 7 sao chamados
de equagies de definicao da dlgebra de Rees R(I).

Como 7 é um homomorfismo graduado, as equagoes de definigdo de R(I) sao
polinémios homogéneos F(Y7,...,Y,) € R[Yy,...,Y,] tais que F(fit,..., fot) = 0.
Assim, uma maneira de obter alguns geradores homogeéneos de J é através de uma

apresentacao de I. Precisamente, se
RF 25 R™ — T —0

¢ uma apresentacao livre de I entao os elementos da matriz Y - ¢ geram um ideal J;
de R[Y1,...,Y,,] contido em J. E fato que, J; ¢ o subideal de J gerado por todos

os polinomios lineares nas variaveis Y e que ele também é o ideal de definicao da
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algebra simétrica S(I). Portanto, ideais de tipo linear sdo os mais simples em termos
das equagoes de definicao da algebra de Rees.

Uma condicao necessaria para um ideal I ser de tipo linear é a condi¢ao G de
Artin-Nagata (também chamada condicao (F})), a qual enuncia que o niimero minimo
de geradores de I localmente nos primos P € Spec(R) é no maximo a codimensao
de P. Essa condicao é equivalente a uma outra que expressa-se em termos de uma
apresentacao livre

RF L R™ — T —0

de I, precisamente:

alt(I;(¢)) > rank(p) —t +2, para 1<t < rank(p), (1.1)

onde I;(p) denota o ideal gerado pelos menores de ordem ¢ de uma matriz represen-
tante de ¢ (ver, e.g., [37, §1.3]).

Observagao 1.2.1. Para cada inteiro s temos a seguinte variante da condigao Guo:

um ideal I C R satisfaz a condicao G se
u(lp) < alt(P)

para cada P € Spec R tal que alt(P) < s — 1.

A pergunta natural é quando a condicao GG, é suficiente para garantir que um
ideal I seja de tipo linear. A resposta a esta questao é positiva para ideais perfeitos
de codimensao 2.

Lembramos que se R é um anel local (ou graduado stantard sobre um corpo), di-
zemos que um ideal I C R é perfeito se a dimensao homolégica de R/ (i.e, projetiva)
sobre R é finita e atinge seu valor minimo possivel, ou seja, a codimensao de I (ver
[15, p. 485]). E conhecido que se R é CohenMacaulay e dh(R/I) < oo entdo I é
perfeito se, e somente se, R/I é Cohen—Macaulay.

Se R é regular (e.g., anel de polinomios sobre um corpo) e I é ideal de codimensao
2, entao pelo teorema de Hilbert-Burch (ver [15, Theorem 20.15 |) I é perfeito se, e

somente se, R/I tem resolugao livre minima da forma
0—R" % R 3 R— R/I—0

e I é gerado pelos menores méximos de ¢ (de fato, ¢ é matriz de apresentagao de [
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com respeito a tais geradores (a menos de sinais)).

Teorema 1.2.2. ( cf. [20]) Seja I C R = k[X;,...,X,| um ideal perfeito de codi-

mensao 2. Entao, sao equivalentes:
(a) I € de tipo linear.
(b) I satisfaz G-
Em particular, se as condi¢oes acima sao satisfeitas Sr(I) € interse¢ao completa.

Observamos que se R é graduado standard e I é homogéneo gerado em grau fixo
s, o ideal de definicao J C R[Y},...,Y,,] da dlgebra de Rees R(I) tem naturalmente
estrutura de ideal bi-homogéneo. Em particular, se R = k[X;,...,X,] e I é de tipo
linear gerado por n formas fi,..., f, de grau fixo, entao estas definem um mapa
racional P"~! --s P"~! dominante.

Como ja mencionado, se o nimero minimo de geradores do ideal I excede a di-
mensao do anel, entao I nao pode ser de tipo linear. Contudo, podemos contar com
a seguinte extensao da nocao de tipo linear, em cujo caso as equacoes da algebra de

Rees também sao relativamente simples.

Definigao 1.2.3. Seja I = (fi,...,fn) C R = k[X] = k[X1,..., X,] um ideal tal
que f; (1 < i < m) é homogéneo de grau fixo. Seja J C k[X,Y], onde Y =
{Y1,...,Y,,}, oideal bi-homogéneo de defini¢ao da dlgebra de Rees R(I). Dizemos que
I é ideal de tipo fibrado se J é gerado pelas equagoes lineares nos Y (oriundas de uma

matriz de sizigias de I) e as equagoes de definicao da fibra especial R(I)/(X)R([) ~
k[flu s 7fm]

Iniciamos agora uma breve discussao sobre uma classe de ideais de tipo fibrado
util ao encaminhamento desse trabalho.

Suponhamos que R = k[X1, ..., X,] = k[X] é anel de polinémios sobre um corpo
k (ou é anel graduado standard sobre k) e I C R um ideal gerado por formas de

mesmo grau s. Nesse caso, I admite uma apresentacao livre graduada da forma
R(—=(s+ 1)@ > R(—(s+j)) == R(=s)" =1 —0
Jj=2

para um £ conveniente. A imagem de R(—(s+ 1))’ pela ¢ é chamada a parte linear de

. Denotamos a submatriz de ¢ correspondente a esta parte linear por ; e dizemos
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que ela tem posto mdximo se seu posto é m — 1 (= rank(y)). Esta dltima condicao é
trivialmente satisfeita se p; = ¢ e em tal caso, I é dito ter uma apresentacao linear
(ou, € linearmente apresentado).

Digamos que I = (f1,..., fm) C k[X] tenha apresentacao linear. Entéao, existe
uma Unica matriz B cujos elementos sao formas lineares em k[Y7, ..., Y, ] satisfazendo

a seguinte identidade matricial:
Y- ¢o=X-B (1.2)

Dessa igualdade e do que ja observamos acima, segue que os elementos da matriz
X - B pertencem ao ideal bi-homogeneo J de definicao da algebra de Rees de I. Em
particular, para cada n x n submatriz B de B teremos que os elementos de X - B

pertencem a J. Logo, os elementos da matriz abaixo também pertencem a J
X - B - adj(B) = det(B)X. (1.3)
Como prof((X)R(I)) > 0 segue de (1.2) e (1.3) que
(L(X-B),1,(B)) CJ. (1.4)

Perguntamo-nos entao quando (1.4) é uma igualdade (notemos que a resposta
positiva a essa questao nos diz em particular que I é de tipo fibrado). Um resultado

positivo a essa questao foi dado por B. Ulrich e S. Morey através do seguinte teorema:

Teorema 1.2.4. ([25, Theorem 1.3]) Sejam R = k[X,...,X,] anel de polindmios
sobre um corpo infinito e I um ideal perfeito de altura 2, linearmente apresentado
por uma matriz p. Suponhamos que m = p(l) > n e que I satisfaz (G,). Entdo

I tem spread analitico mdzimo e o ideal de defini¢ao da dlgebra de Rees R(I) é

(L(X- B(p)), I.(B(¢))) C R[Y1,. .., Y]

Notemos que o homomorfismo estrutural « : S(I) — R(I) induz naturalmente
homomorfismos «, : S,(I) — I" entre as partes homogéneas de S(I) e R(I). Ob-
viamente, se I é de tipo linear temos que cada «, : S.(I) — I" é um isomorfismo.
Contudo, em geral, decidir se, para um indice individual 7, a. : S.(I) — I" é isomor-
fismo ¢ dificil, mesmo quando r = 2 — em cujo caso uma resposta afirmativa conduz
aos chamados ideais sizigéticos. Entretanto, para ideais perfeitos de codimensao 2

existem resultados significativos tais como o seguinte teorema de A. Tchernev:
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Teorema 1.2.5. ([35, Theorem 5.1]) Seja I C R um ideal, com R Noetheriano, tal

que dhg(I) < 1. Dado um um inteiro r > 2, as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(1) §.(I)~1".
(2) Sq(I) =~ I para todo 1 < d <.

(3) u(Ip) < prof(Rp) para todo primo P D I tal que prof(Rp) < min{m,r}, onde
m = sup{p(Ip) | P 1},

1.3 Apanhado de aplicacoes birracionais

Nossa referéncia basica nessa parte é [31], que contém bastante material introdutério
na forma que usaremos aqui (ver também [9] para uma visao global mais geral).

Seja k um corpo algebricamente fechado e V' C P*~! uma variedade integral com
anel de coordenadas homogéneas R = k[X]/I(V). Uma aplicagao racional & : V --»
P! ¢ representdvel por m formas g = {g,,...,7,,} C R (onde “—"significa a classe
de residuos do polinémio) do mesmo grau d > 1, ndo todas nulas. De fato, tal
conjunto de representantes para & : V --» P! nio é unico. Se considerarmos k(1)
o corpo de fracoes de R, entdo qualquer outra n-upla (¢';, ..., d’,) que seja equivalente
a (gy,-.-,J,) NO espago projetivo Prvy = Pk ®& Spec(k(V')) é um representante de
® :V --» P! (para maiores detalhes ver [31], particularmente Proposition 1.1).

A imagem de & é a subvariedade projetiva W C P™! cujo o anel de coordena-
das homogéneas é a k-subdlgebra k[g] C R depois de renormalizacao da graduagao.
Escreveremos S := k[g] ~ k[Y]/I(W), onde I(W) C k[Y] = k[Y1,...,Y.] é o ideal
homogéneo de definicao da imagem no mergulho W c P™—1,

A aplicagao & ¢ dita ser birracional sobre a imagem se existir uma aplicagao racio-
nal § : W --» P*! tal que para um conjunto de representantes f = {?1, . ,fn} cS

tenhamos

(fi(g) s fulg)) = (Xa:--: Xy),  (mod I(V))

(gr(f) - s gm(f)) = (Yr:---: V) (mod I(W))

Ter informagao sobre a aplicagao inversa — e.g., sobre seu grau — serd bastante

relevante na sequéncia. Neste trabalho, estaremos interessados somente no caso em
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que V =P 1. Oideal I = (go,...,9,) C R é dito o ideal base da aplicacao racional

@ : P! -5 P! Nesta situacao particular, a congruéncia estrutural acima

(f0(907"'7gn)7“‘7fn(go7"'7gn)) = (X07"'7Xn>7

envolvendo a aplicacao inversa, define unicamente uma forma D € R tal que

fi<907 s 7gm) - X1D7

com i = 0,...,n. Chamaremos esse D um fator de inversio (do dominio) de &
associado ao representante dado.

Esse fator admite a seguinte propriedade curiosa:

Lema 1.3.1. Seja I C R = k[X] o ideal base de uma aplicagio & : P* --» P™
birracional sobre a imagem e seja D € R o fator de inversao do dominio relativo a
um dado representante da aplicagdo inversa. Se o ideal mdzimo (X) nao € primo
associado de R/1, entdo D é um elemento da poténcia simbdlica ID onde d € o grau

das coordenadas do representante da aplicagao inversa em consideracao.

Prova. Nas notacoes acima, como para cada 1 < ¢ < n o polinomio homogéneo f;
tem grau d, segue que X;D = fi(g) € I%; logo, (X)D C I Como (X) ¢ Ass(R/I),
segue pelo lema da esquiva a existéncia de h € (X) que nao pertence a uniao dos
primos associados de R/I. A natureza de h juntamente com a defini¢ao de poténcia
simbélica nos d& D € 14, O

Naturalmente, esse lema nos conduz a seguinte questao:

Questao 1.3.2. Nas notagoes do lema acima, qual a contribuicao de D na geracao

do ideal I(9? Ou, mais ambiciosamente, qual sua contribuicio na geracio da algebra
de Rees simbélica R()?

Vejamos uma situacao classica em que a questao acima é bem entendida.

Exemplo 1.3.3. Consideremos o mapa de Magnus & = (X; X5 : X1 X3 : XoX3) :

P? ——» P2, que é um mapa de Jonquieres. Vé-se facilmente que
Go® = X1X2X3(X1 . XQ : Xg)

Nesse caso, é possivel mostrar que 1® = (1%, D). Além disso, RY) = R[It, Dt?].
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Este exemplo é um simples modelo de uma vasta classe de ideais de mapas birra-
cionais, para os quais a resposta a Questao 1.3.2 é definitiva. Tais ideais constituem

o principal objetivo desta tese.

22



Capitulo 2
Ideais de apresentacao linear geral

O objeto principal desse capitulo é o estudo das poténcias simbdlicas de um ideal
perfeito de altura 2 apresentado por matriz cujos elementos sao formas lineares gerais
em um anel de polinomios R = k[X,...,X,]. Um fato que provaremos nesta parte
— tornando possivel a manipulacao das propriedades homoldgicas das poténcias do
ideal I C R, gerado pelos menores maximais de tais matrizes — é que os outros ideais
de Fitting tém altura “esperada”. Esta propriedade também permitira explicitar as
equagoes que definem a algebra de Rees Rg(I) de I. Analogamente a situa¢ao em
que a matriz é completamente genérica (isto é, os elementos sao indeterminadas),

veremos que para n > 4 o anel R/I também é um dominio Cohen-Macaulay normal.

2.1 Ideais de formas lineares gerais

Sejam k um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero e R = k[X, ..., X,]
um anel de polinomios sobre k com sua graduacao standard usual. Estamos interes-
sados em matrizes de ordem m x (m — 1) cujos elementos sdo formas lineares gerais
de R. De maneira imprecisa, chamaremos uma tal matriz de linear geral.

Uma nocao mais fraca seria a de uma matriz de formas lineares sobre R tal que
todo subconjunto de seus elementos, de cardinalidade < n, é k-linearmente indepen-
dente. Claramente, uma matriz linear geral é semilinear geral. Uma matriz linear
geral pode ser obtida tomando cada um dos seus elementos como uma combinacao
k-linear das variaveis X1, ..., X,, com coeficientes aleatérios. E importante notar que
a propriedade de ser linear geral para uma matriz nao é estavel por operacoes ele-

mentares arbitrarias das linhas ou das colunas. Apesar disso, certas propriedades do
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ideal gerado pelos menores maximos sao estaveis. A dificuldade da abordagem desse
trabalho é precisamente esta inversao dos dados do problema: a hipotese nao é sobre
um ideal, mas sim sobre uma matriz, a partir da qual se obtem um ideal.

Observemos que uma matriz linear geral de ordem m x (m—1) tal que m(m—1) <
n = dim R é, a menos de um k-automorfismo linear de R, uma matriz genérica. Por
essa razao, suporemos de uma vez por todas que m(m — 1) > n.

Como é habitual, denotaremos por I;(¥) o ideal gerado pelos t-menores de uma
matriz W. No caso de ¥ ter ordem m x (m — 1), I,(¥) é o ideal de Fitting de ordem
m+1—tdoideal I := I, (V).

Teorema 2.1.1. Seja £ uma matriz linear geral de ordem m x (m — 1) sobre R =
k[ X1,...,Xn], comn>2em > 2. Entao

alt(I;(£)) = min{n,(m —t + 1)(m — )}
para todo 1 <t <m — 1.

Prova. Usaremos a mesma notacao, seja para matriz bem como para o conjunto de
seus elementos. Consideremos a matriz genérica Z = (Z;;) de ordem m x (m — 1)
sobre k e ponhamos S := k[Z]. Denotemos por L o nicleo do homomorfismo de
k-algebras S — R definido por Z;; — ¢;;, onde L = ({; ;). Este homomorfismo é
sobrejetivo pois k[L] = R, uma vez que m(m — 1) > n e L é gerada por formas
lineares gerais. Entao, L é gerado por s := m(m — 1) — n formas lineares de S e
S/L ~ R. Obtemos um isomorfismo induzido S/(l;(Z),L) ~ R/I;(L) o que nos diz

que a assercao ¢ equivalente a igualdade
dim S/(1;(Z),L) = max{0,n — (m —t+ 1)(m —t)}. (2.1)

Ponhamos D :=m(m —1) — (m—t+1)(m—t)(= dim S/I;(Z)) e procedamos por
inducao sobre pu(L) = m(m — 1) —n. Obviamente D > 0 se, e somente se, t > 2. Ora,
para t nesse intervalo, L; é claramente nao divisor de zero em S/I;(Z) uma vez que
L, é uma forma linear e todos os primos associados estao contidos no tnico primo

I5(Z) gerado em grau 2. Desse modo, temos:

0 set=1

D—-1 caso contrario

dim S/(I,(Z), L,) = {
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Suponhamos, entao, que m(m — 1) —n > j > 2. Pela hipdtese indutiva, temos:

0 seD<j—1

(j —1) caso contrario

dim S/(I,(Z), L, .., Lj—1) = { b

Denotando por Jp; a parte homogénea de grau 1 de um ideal homogéneo J
em R, como L; é uma forma linear geral temos L; ¢ Py para todo primo P €
\U; Ass(S/I(Z), Ly,...,L;—1), com t no intervalo D > j — 1. Entao, a dimensao

também diminui uma unidade, i.e.,

0 D<j
dlmS/<1t(Z>,L1,,LJ) — { ' Se < N
D — j caso contrario

Aplicando com j = m(m — 1) — n obtemos

0 seD<m(m-—1)—n
D—m(m—-1)—n seD>m(m—1)—n

dim S/(I,(Z),L) = {

Substituindo o valor de D encontramos a igualdade (2.1). O

Proposicao 2.1.2. Seja £ uma matriz linear geral de ordem m x (m — 1) sobre o
anel R =k[Xy,...,X,] comn >3 em > 2. Denotemos I := I,,_1(L).

(i) I tem altura 2 e I,,_o(L) tem altura min{6,n}.

(ii) R/I satisfaz a condicdo (R,) de Serre, onde r = min{3,n — 3}; em particular,

sen >4 entao R/I é normal e I € ideal primo.
(iii) I € de tipo linear se, e somente se, m < n.
(iv) I é normalmente livre de tor¢ao se, e somente se, m <n

Prova. (i) Trata-se de consequéncia do Teorema 2.1.1.

(ii) Como Z é uma matriz genérica, o ideal Jacobiano de S/I,,—1(Z) ¢ o ideal
I,—2(Z)/I,,—1(Z). Aplicando o teorema de Bertini ([16]) resulta que o esquema sin-
gular da segao hiperplana geral esquematica definida por S/(I,,—1, L) é o esquema
associado a S/(I,,—2, L1). Usando indugao sobre o numero m(m — 1) — n de segoes
hiperplanas gerais concluimos que o esquema singular da secao linear esquematica
definida por S/(1,,—1(Z),L) é o esquema associado a S/(I,,—2(Z),L) ~ R/I,,_2(L).

Pelo Teorema 2.1.1, a codimensao desse ultimo é min{6,n}. Como [ = [,,_;(£) tem
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altura 2, R/I satisfaz a condicdo (Ruyinf6—2-1,n—2-1})- Assim, se n > 4, R/I satisfaz
(Ry). Por outro lado, R/I é Cohen-Macaulay. Assim, para n > 4, R/I é normal e,
como [ é homogéneo, R/I deve ser um dominio. (Se n = 3 entao [ é ainda radical).

(iii) Do Teorema 2.1.1 temos:
alt([(£)) = min{n,(m —t+1)(m —t)} >m—t+1, paral <t <m-—1

se m < n. Isso mostra que [ satisfaz a propriedade (F}). Logo, neste caso, I é de tipo
linear pelo Teorema 1.2.2. A reciproca também é evidente pelo Teorema 1.2.2.

(iv) Suponhamos m < n. Pela parte (iii), I é de tipo linear. Como [ é forte-
mente Cohen—-Macaulay ([2, Theorem 2.1(a)]) entao a dlgebra de Rees de I é Cohen—
Macaulay (|20, Theorem 9.1]); segue, como é conhecido, que o anel graduado associado
de I é Cohen—Macaulay. Por outro lado, podemos supor que n > 4 dado que para
n = 3 o ideal é gerado por uma sequéncia regular de dois elementos. Desse modo, pela
parte (ii), o ideal I é primo. Por [13, Proposition 3.2 (1)], a asserc¢ao é equivalente a
demonstrar que

(p(I) < max{alt(P) — 1,alt(])},

para todo ideal primo P D I. Como I é homogéneo, é suficiente considerar o caso
em que P é homogéneo. Também podemos supor alt(P) > 3 ja que I é ideal primo
de altura 2. Desse modo, temos de mostrar que {p(I) < alt(P) — 1. Se P = (X) o
resutado é claro pois (xy < pu(I) = m < n —1 = alt(X) — 1. Desse modo, podemos
supor que P C (X); logo, alt(P) <n — 1.

Considere ty := max{1 < s <m—2|I,(L) ¢ P}. Desse modo, I;,11(L£) C P e dai
alt(l;,11(L)) < alt(P) < n — 1. Escolhemos um tp-menor A de £ nao contido em P,
assim que, em particular, Rp é a localizagao do anel de fragoes Ry = R[A™!] C k(X).
Por um argumento rotineiro, usando operagoes elementares linha/coluna, existe uma
matriz £ sobre Rp, de ordem (m — to) x (m —to — 1), tal que Ip = I_1_4, (L).

Consideremos primeiro tg < m — 3. Entao, (m —ty) < (m—to)(m—tp—1)—1=
alt(l;y+1(L£)) — 1 < alt(P) — 1. Assim,

o) = I y(£)) < minfu(Tp 1 (), alt(P)}
= min{m — tg, alt(P)} < alt(P) — 1.

Se tg = m —2, temos {p(I) = min{2, alt(P)} = 2 < alt(P) — 1 pois haviamos suposto
que alt(P) > 3.
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Portanto, I é normalmente livre de tor¢ao. A reciproca segue pela Proposicao 2.2.2.
(|
O teorema principal desse capitulo, enunciado na proxima secao, fara uso de

diversos resultados de interesse independente, que passamos a enunciar.

Teorema 2.1.3. Seja £ uma matriz linear geral de ordem m x (m — 1) sobre R =
k[X1,...,Xy], comm >2 en > 3. Denotemos I := I,,,_1(L). Entdo:

(i) I satisfaz a condig¢io (Gy,).

(ii) Para todo r >0, I /I" é um mddulo (X)-primdrio sempre que 1) # I".

Prova. (i) Seja P C R um primo de altura < n — 1. Ponhamos
too :=min{l <t <m—1|L(L) C P}.

Entao alt(l; (L)) < n — 1, logo alt(l; (L)) = (m — te + 1)(m — ts) pelo Teorema
2.1.1. Invertendo um (fo — 1)-menor de £ em Rp temos Ip = I, (L) para uma
matriz £ de ordem (m — to + 1) X (m — ts) adequada. As informacoes coletadas

produzem

p(Ip) = plln—t,(L)) Sm—teo+1< (M —too +1)(m —l)
= alt(; (L)) < alt(P).

(ii) Fixado um r > 0, suponhamos que ") /I" 5 {0}. Pela Proposicao 2.1.2 (iv),
temos m > n. A afirmacdo é equivalente a dizer que uma poténcia de (X) anula
I/ e, ]I(DT) = [}, para todo primo P # (X). Variando r > 0, isso, é equivalente a
afirmar que o anel graduado associado gr;(R) ¢ livre de torgao sobre R/I localmente
no espectro perfurado Spec(R) \ (X).

Seja entao P # (X) um ideal primo contendo I. A condi¢ao (G,) da parte (i)
implica em que Ip satisfaz a condi¢ao (F7) como um ideal de Rp. Como na prova
da Proposicao 2.1.2(iv), sabemos que o anel graduado associado gr;,(Rp) é Cohen—
Macaulay. Devido a esse argumento e alt(/) = 2, temos de verificar as estimativas

locais

€Q<I> = EQP(IP) < alt(QP) —-1= alt<Q) -1,

para cada primo () C P. Fixando um tal primo @), repetimos ipsis literis o argumento
da prova da Proposigao 2.1.2 (iv), tomando ¢y := max{1 < s <m —2| I,(£) Z Q}.
(|
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Corolario 2.1.4. Seja £ uma matriz linear geral de ordem m x (m — 1) sobre R =
E[X1,...,Xn], comm >2 en > 3. Denotemos I := I,,,_1(L). Entao S,.(I) ~ I" para
todo 1 <r<n-—1.

Prova. Segue do Teorema 2.1.3 (i) juntamente com Teorema 1.2.5. |

Para um inteiro 1 < r < n — 3, usaremos o M-complexo de aproximacao em grau

r, associado ao ideal I (ver [37, Section 3]):
M,:0—-H, - H,_1®5 = —>H ®S,_1—5,, (2.2)

onde H; designa o i-ésimo modulo de homologia de Koszul sobre os geradores de [ e
S;, a i-ésima parte homogénea do anel de polinoémios S := R/I[Y1,...,Y,,]. Temos
também Hy(M,) ~ S,.(I/I?).

Proposigao 2.1.5. M, ¢ aciclico no intervalo 1 <r <n — 3.

Prova. Mostraremos que o complexo é aciclico localmente. Suponha primeiro que
P # (X) é um ideal primo. Nesse caso, usando o Teorema 2.1.3 o resultado esta
contido em [20, Theorem 5.1].

Assim, podemos assumir P = (X) e que M, é aciclico localmente em qualquer
primo propriamente contido em (X). Mostraremos a aciclicidade etapa por etapa pela
esquerda. Assim, suponhamos que o complexo parcial

O - H — -+ — Hk+2®57«7k,2 — Hk+1®Sr7k71

hV
By,

p
0

¢ exato. Como I ¢ um ideal fortemente Cohen-Macaulay ([2, Theorem 2.1(a)]), temos
depth (H;) = n — 2 para cada 1 < ¢ < r. A caga a profundidade da esquerda para

direita, nos da
depth(By) >n—(r—k+1)=n—-r)+k—-1>34+k—-1=k+2>2.

Denotemos por Z, C Hj ® Sp_, o médulo dos ciclos correspondente (note-se

que prof(Zy) > 1) e ponhamos Dy := Z;/Bj. Suponhamos D; # 0 e consideremos
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Q) € Ass(Dy). Temos @ = (X), uma vez que o complexo inteiro é aciclico localmente
fora de (X). Aplicando Homg(R/(X), —) a

0—= By = Zy — D —0
obtemos a seguinte sequéncia exata:
0 = Homp(R/(X), Z}) — Hom(R/(X), Dy) — Ext r(R/(X), By).

Como prof(Bg) > 2, o dltimo termo a direita se anula; logo 0 mesmo ocorre com o
termo do meio; isso é um absurdo pois (X) é um primo associado de Dy. Desse modo,
concluimos que Dy = 0. O

Denotamos por dhg(M) a dimensdo homoldgica de um R-médulo finitamente
gerado M.

Corolério 2.1.6. dhg(I"/I"™') < r + 2 para cada 1 < r < n — 3. Em particular,
(X) ¢ Ass(I7/I"1).

Prova. Como (2.2) é aciclico pela Proposigao 2.1.5, uma argumento de “caga a
profundidade” fornece prof(S,(I/1?)) > n — (r + 2). Desse modo, dhg(S,(I/1?)) <
r+2. Mas S,.(I/I?) ~ I"/I"™ pelo Corolario 2.1.4. 0

Proposicao 2.1.7. Ass(R/I") = Ass(R/I) para 1 <r <n—2.

Prova. Pelo Teorema 2.1.3 (ii), Ass(R/I") C Ass(R/I) U {(X)}.
Procedemos por inducao sobre r. Para r = 1 a afirmacao é trivial. Supondo
(X) € Ass(R/I"), a sequéncia exata

0—I"YI" = R/I" > R/I" -0
e a hipétese indutiva forga concluir que (X) € Ass(I"~!/I"). Mas isso niao pode ocorrer
pelo Corolario 2.1.6. O

2.2 Poténcia simbdlica versus birracionalidade

Recordemos que um ideal I C R gerado por m formas do mesmo grau ¢é dito ser de
tipo fibrado se o ideal bihomogéneo J C R[Y]| = R[Y1,...,Y,,] da élgebra de Rees

R(I) é gerado pelas formas de grau (x, 1), onde * denota um grau arbitrario > 1 (isto
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é, pelas biformas que vém das sizigias de I), e pelas equagoes de definigao da fibra
especial R(I)/(X)R(I).

Proposicao 2.2.1. Seja £ uma matriz linear geral de ordem m x (m — 1) sobre
R =Fk[Xy,...,X,] comn >3 em > 2. Denotemos I := I, 1(L) C R. Se m > n,

temos:

(a) A aplicagiao racional & : P*1 ——5 P™1 definida pelos (m — 1)-menores €

birracional sobre a imagem.

(b) I € um ideal de tipo fibrado e a dlgebra de Rees R(I) é um dominio Cohen—
Macaulay.

(¢) A aplicagao & admite (TT'Z__ll) fatores de inversio do dominio, cada um deles
de grau (m — 1)(n — 1) e associado a um representante minimal da aplica¢ao

Uersa.

Prova. (a) Por [9, Theorem 3.2], é suficiente provar que a dimensao da k-subélgebra
de R gerada pelos menores maximais de £ tem dimensao n, i.e., que I tem spread
analitico maximo. O caso onde m = n segue pela Proposi¢ao 2.1.2 (iii). Suponhamos
que m > n. Como R/I é Cohen-Macaulay e satisfaz u(Ip) < alt(P), para alt(P) <
n — 1 (Teorema 2.1.3 (i)), o resultado segue de [36, Corollary 4.3 |.

(b) Para m = n nao hé o que provar. Suponhamos m > n. Nesse caso o resultado
segue de [25, Theorem 1.3]. Em adicao, o ideal de defini¢ao da &lgebra de Rees
R(I) é da forma (I;(X - B(L), 1,(B(L))), onde B(L) é a matriz jacobiana dual a £
introduzida em (1.2)

(c¢) Como I ¢é de tipo fibrado, uma matriz Jacobiana dual fraca de I como em [9]
coincide com a transposta B' da matriz B(L) da demonstracao do item anterior; B
¢ uma (m — 1) x n matriz de formas lineares nas varidveis Y, de posto n — 1 sobre
a fibra especial de I. Pela parte (a) e [9], qualquer (n — 1) x n submatriz de B* tem
posto n — 1 e seus n (ordenado, com sinal) menores maximais sao as coordenadas de
um representante da aplicacao inversa; assim, existem (7:__11) tais representantes.

Por construcao, o grau de qualquer um desses representantes (i.e., de suas coorde-
nadas como elementos da fibra especial) é exatamente n— 1. Segue que cada tal repre-
sentante dara origem a um fator de inversdo (no dominio) de grau (m —1)(n—1) — 1.

U
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Proposicao 2.2.2. Seja L uma matriz linear geral de ordem m x (m — 1) sobre
R = k[X1,...,X,] com m >n > 3. Ponhamos I := I,,_1(L). Entdo I") = I" para
1<r<n-2eD; € ™Y\ onde D; (j = 1,...,(2‘:11)) sao fatores de

mversao do dominio associados a um conjunto completo de representantes minimos

da aplicacao inversa.

Prova. A primeira assercao segue imediatamente da Proposicao 2.1.7 e a segunda
do Lema 1.3.1. 0

Observagao 2.2.3. A Proposicao 2.2.2 nos diz em particular que os fatores de in-

versao sio geradores genuinos da poténcia I,

Os argumentos dessa parte nos guiam a alguns resultados de interesses indepen-
dentes. Para descreve-los nos ateremos ao caso em que m = n + 1. Recordemos que
pelo Corolario 2.1.4, S, 1(I) ~ I"™' . Logo, temos a seguinte resolugao livre de ™!

descrita em [1]:

]Cn,1 : O-)Fn,1—>Fn,2—>...—>F1—>F0—>O

onde

F; .= /\ R" ®g S(n-1)—i(R")
ed: F; — F;,_; é dada por

dlex A ... Ne; ® g) ::Zel/\.../\é\l/\.../\eitggo(el)g,
=1

com {ey,...,e,} denotando uma base de R" e ¢ : [} ~ R" — Fy ~ R"™! o0 mapa

definido pela matriz de apresentagdo £ = ({;;) 1 <;<,,, do ideal I.
1<j<n

Considere a aplicacao R-dual a d,,_; : Fj,_1 — Fj,_5. Como I"~! é gerado em grau
(standard) n(n — 1), depois de identifica¢do e levando em conta os shift dos graus, a
aplicagao dual é da forma

* RN (n+1)(n—1)—1) = R"((n+1)(n—1)), (2.3)

onde N = (n+1)(5). Denotemos por M o cokernel de W. Shifting por —((n+1)(n—1)),

temos uma apresentacao homogénea
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RN(-1) & R* = M(=(n+1)(n—1)) = 0. (2.4)

Proposicao 2.2.4. Com as notagoes acima, existe um isomorfismo homogéneo
M(—(n+1)(n—1)) ~ R"/(X)R" = k".

Prova. Explicitaremos a aplicagao dual a d,,_1 : F;,_1 — F,,_». Notemos que

n—1 n—2

F,.1= /\ R"®p So(R"™') ~ R", F, 5= /\ R"®@p Si(R")

Aplicando essas identificacoes, os vetores base e; A« - -AépA- - -Ae, sao identificados

n

com ey, e escreveremos a, ; ; . para uma base vetorial de R(nﬂ) correspondendo
aeg A A& A= NegN--- Ae,. Além disso, consideremos {by, ..., b,41} uma base
de R"*1. Com essas notacoes, para k = 1,...,n, a aplicacao é relativamente simples

n—1 n—1 n+1

e = D> 0 g LOpe)=Y ay ;o ®Y lub
=1 =1 i=1
n+1 n—1
= D> D laay i .®b;
i=1 =1

onde £ = (;;) 1<;<ny1 € amatriz estrutural do ideal I.
1<j<n
Em virtude disso, a matriz transposta tem a seguinte forma em blocos:

U = (Mn—l,n

Mol M| My M),

onde, para 1 <1i < j <n, M;; ¢ a seguinte matriz a menos de sinais

o 0 ... 0
Gi i oo Loy + (n+1— j)-ésima linha
bii loi oo Lipayi

v I (41— i)-6sima linha
o 0 ... 0

Agora, seja M, ; a submatriz de M, ; consistindo de suas n primeiras colunas e
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consideremos a seguinte submatriz em blocos de ¥

—_—

—_ —_ —
(Mnfl,n| CI ’Ml,n | Mn72,n71)7

consistindo de n blocos quadrados de ordem n cada; em particular, a matriz tem n?

colunas.

Afirmamos que o R-submddulo de R™ gerado pelas colunas da matriz acima coin-
cide com (X)R". Para isso, como as colunas tem grau standard 1, é suficiente mostrar
que as colunas sao k-linearmente independentes como elementos do k-espaco vetorial
(X)R")1.

Suponha que uma combinacao linear dessas colunas se anula, com coeficientes
ai,...,an2 € k. Agrupando os coeficientes correspondentes as variaveis Xy,..., X,
temos um sistema linear n x n com coeficientes em k tal que {Xi,..., X,,} é uma
solugao nao nula. Entao, cada linha desse sistema ¢ uma relagao dessas variaveis.
Claramente, isso sé é possivel se todos os coeficientes desse sistema forem nulos. Es-
crevemos essas condigoes como um novo sistema linear quadrado, dessa vez com ordem
n?, com solucao {ay,...,ay2} e coeficientes apropriados em k. Como os coeficientes
das formas ¢;; podem ser expressos como as derivadas parciais dessas 1-formas, temos

que a matriz correspondente a esse tltimo sistema tem o seguinte aspecto (a menos

de sinais)
©,.1 0,9 6,3 ... Oy 6, 0
O, 0 O ... 0 0 ©6,,
0 O, o ... 0 0 ©,,4
e = 0 0 ©, ... 0 0 0
0 0 o ... 6, 0 0
0 0 o ... 0 o, O
onde O; é a transposta da matriz Jacobiana de (¢1;,...,¢,;) e 0 é a matriz nula

de ordem n. Assim, o sistema tem somente a solucao trivial se, e somente se, o
determinante dessa matriz for nao nulo. Para provar que este determinante é, de
fato, diferente de zero, usaremos fortemente a hipétese de que os elementos de £ sao
formas lineares gerais. Ora, esta hipotese implica em que, a menos de mudanca de
coordenadas projetivas, podemos supor que ¢;, = X;, para 1 <¢ < n. Entao, ©,, é a

matriz identidade de ordem n e a matriz toma a forma
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Op1 Op2 O,.3 ... B2 67 0

I 0 0 ... 0 0 ©,,
0 I 0 0 0 O,,
0= 0 0 I 0 0 O
0 0 o ... I 0 0
0 0 0O ... 0 I 0

Podemos ver que, efetuando operacoes elementares apropriadas nas linhas, o deter-

minante é nao nulo se, e somente se, o determinante da seguinte matriz ¢ nao nulo:

I 00 ..00 6,,
070..00 ©,,
007 ..00 O
000 ..10 O
000 ..01 O
000 ..00 Q

onde Q = 0,10, 5 — 0, 50, _1. Assim, det(0) # 0 se, e somente se, det(€2) # 0.
Novamente, como os elementos de £ sao formas lineares gerais, as mudancas anteriores
de variaveis nao afetam as formas, além de /;,,1 <17 < n, em sua natureza de formas

lineares gerais. Desse modo devemos ter det(£2) # 0.
Em conclusdo, mostramos que a imagem do mapa ¥ em (2.4) é o R-submédulo
(X)R™. Consequentemente, M (—(n+1)(n—1)) ~ R"/(X)R™ como era de se provar.
Ul

Observacgao 2.2.5. Na situagao em que m > n + 2 também temos uma resolugao
livrte minima para I"~! como a K,_; acima, a modificacao nesse caso é que F; :=
N R™ ' ®p S(no1)—i(R™). Assim, o andlogo para a W nessas condigoes é uma matriz

de ordem (7:::11) X (’::;)m Se m >> n entao a quantidade de colunas de ¥ é menor

que a dimensao do k-espago vetorial ((X)R(T::11 ))1 Logo, a Proposi¢ao 2.2.4 nesse
contexto nao ¢ verdadeira.

Corolario 2.2.6. Com as notacdes acima, suponhamos que m =n + 1. Entdo
10D/~ i (—(n(n — 1) — 1)),
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como R-mddulos graduados.

Prova. Pela Proposigao 2.2.4, temos um isomorfismo homogéneo (shifted)
M(—n) ~k"(n(n—1) —1).
Por outro lado, por defini¢ao existe um isomorfismo homogéneo
M ~ Exth(R/I" ', R).
Desse modo, obtemos

[0/t~ Hix)(R/I""")  (pois I"~1 /I"! tem comprimento finito)
~ Hompg(Exth(R/I"', R(—n)), E(k)) (por dualidade local graduada)
~ Hompg(M(—n), E(k)) ~ Homg(k"(n(n — 1) — 1), E(k))
~ Homp(k, E(k))*"(=(n(n = 1) = 1)) 2 k"(=(n(n — 1) — 1)),

onde o ultimo isomorfismo é dado em [4, Lemma 3.2.7 (b)]. O

Exemplo 2.2.7. O resultado do Corolario 2.3.3 é falso, em geral, para ideais perfeitos
de codimensao 2 linearmente apresentados. Por exemplo, consideremos a seguinte

matriz com elementos no anel R = k[X;, Xo, X3, X4 :

X1 X X3 X4
X X3 Xy 0
L= X3 X4 0 Xl - X2

X4 0 Xl—X2 XQ_X?)
0 Xi1—-Xy, Xo—Xy X3—X,

Computo rotineiro usando Macaulay ([5]) fornece alt(l;(L£)) = 4 para 1 < t < 3,
enquanto para I := I4(L), o anel R/I é dominio normal Cohen-Macaulay. Esta
numerologia e propriedades sao exatamente as mesmas do caso linear geral; em par-

ticular I®® = I2. Contudo, I®® /I? é um médulo ciclico.

2.3 A estrutura da algebra simbdlica
Nesta secao focaremos os casos m =nem =n+ 1.
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O caso m = n admite uma versao mais estruturada como segue.

Proposigao 2.3.1. (car(k) = 0) Sejam R = k[Xy,...,X,] um anel de polindmios
sobre um corpo k de caracteristica zero, com sua graduagao usual, e £ = (€;;) uma mXx
(m—1) matriz cujos elementos sao formas lineares em R. Para cadai =1,...,n, seja
A; o (n—1)-menor (com sinal) obtido de L excluindo sua i-ésima linha. Denotemos
por © = O(A) a matriz Jacobiana de A := {Ay,...,A,}. Se o ideal I,,_1(L) :=
(A) C R € de tipo linear entio a aplicagao racional P! --» P! definida por A ¢

uma aplicagao de Cremona e o fator de inversao do dominio é ﬁ det(O).

Prova. A primeira afirmacao de que a aplicagao é de Cremona é consequéncia de
[29, Exemplo 2.4] (também [9, Teorema 3.12]) e é vélida em caracteristica arbitraria.

Procedemos agora para determinar o fator de inversao. Consideremos a matriz
Jacobiana dual de [31] a qual é a matriz Jacobiana com respeito a Xi,..., X, das
formas lineares nas variaveis de chegada Y7, ..., Y, induzidas pelas colunas de L. Isso

nos da a seguinte matriz:

ol (o128

PONRY o2 CHETRIND DUy o £
: : (2.5)
Ol — Olyn—

PR ot (R DU o £

Por [29, Exemplo 2.4] a aplicacao inversa é definida pelos menores maximais (com
sinal) dessa matriz. Desse modo, considerando ¢; o (n — 1)-menor (com sinal) dessa
matriz omitindo a ¢-ésima linha, por definicao do fator de inversao do dominio, deve-
mos mostrar que avaliando 9; via a aplicacao Y; — A; o resultado é ﬁ det(O).

Para esse propdsito, primeiro notamos a seguinte igualdade, onde agora A; denota

o respectivo menor sem sinal:

= n+r 6&“]‘ n+r+1 aA'I‘ .
D (1) A =) (1) brjmey for 1<k <n,1<j<n-—1,
Dai segue:

oA, A,
X1 0X1
oA, oA,

Si(A) =det | S0 (—1ymHriy,y | 2K D R Co D annay AN I
0Xit1 O0Xrq1
04, oA,
0Xn 0Xn
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Escreva [ry...r,_1] para o (n — 1)-menor de £ que usa as linhas ry,...,r, 1 e
considere a,,, . , := (n+1)(n—1)+>_"_, r;. Pela multi-linearidade do determinante,

o resultado de avaliar ¢; é entao:

A, 9Ar,_y
0X1 o 0X1
OA CYN—
— aX;_ X,
Z <(—1)a Pt Z(—l)a%(rln - ~£a(rn_1)n1> det 8Ar11 Z)Arnjl
1<rm<..<rp—1<n 4 X 11 0X;+1
oA, o8y,
OXy, o OXp,
04 aArn—l
X1 BX1
8AT1 aATn—l
S aX,;_ X
= > (=) rn=1{py ... 7p_1] det N oA,
1<r1<..<rp_1<n 9Xi11 T 9Xiq1
Ay, 92r,_y
0Xn e o0Xn
[s2aN 9Ap
0X1 o 0X1
04, 94
00X, _1 00X, _1 X
= det| Ay ... A, = ' det®
84, 9A, n—1
0X;y1 7T 09X
B'Al OAp
0Xn e 0Xn
usando a féormula de Euler.
Coroldrio 2.3.2. Seja R = k[Xq,...,X,] um anel de polindmios sobre um corpo k

de caracteristica zero, com sua graduagdo standard, e seja L uma n x (n — 1) matriz
linear geral. Entdo I, (L) € o ideal base de uma aplicagao de Cremona de P! e
o fator de inversao do dominio é ﬁ det(©), onde © denota a matriz Jacobiana dos

(m — 1)-menores de L.

Prova. Segue imediatamente da Proposicao 2.1.2(iii) e Proposi¢ao 2.3.1. O

Para m = n + 1, o seguinte resultado é central para a discussao.

Proposicao 2.3.3. Seja L uma matriz geral linear de ordem (n+ 1) X n sobre R =
k[X] = k[X1,...,X,], comn > 3. Pondo I :=1,(L) C R, sejam D; € [~V \ ["1
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(j =1,...,n) os fatores de inversao do dominio associados a um conjunto completo

de representantes minimos da inversa do mapa de Cremona definido por I. Entao:

(i) Se F' = mdc(Dy,...,D,), Di/F,...,D,/F definem um mapa de Cremona de
]Pm—l;

(ii) Se F =1 entao o ideal (Dy,...,D,) tem codimensdo 2 e uma resolugdo livre

minima graduada dele é:

0= R(-n?) 5 R(—(n*-1))" S R(-(a(n—1)—1)" =R  (2.6)
onde ¥ € a matriz Jacobiana dual dos A’s lida nos mesmos e X' é simplesmente

a transposta da matriz das varidveis.

(iii) 1=V /11 ¢ minimamente gerado pelas classes de Dy, ..., D,; em particular,
101 ¢ minimamente gerado por D1, ..., D, e pelos geradores de I"™' que ndo

sao da forma X;D;.

(iv) O fator de inversio do dominio G da aplica¢io de Cremona definida pelos po-
linomios Dy, ..., D, é a(n—1)-ésima poténcia de um elemento E que pertence

‘a poténcia simbdlica I=1-1),

Prova. (i) Seja A = {A,...,A,11} o conjunto dos menores maximos com sinal de L.
Denotemos por B a matriz Jacobiana dual de £, cujos elementos pertencem ao anel
kY] = k[Y1,...,Y,, Y1) Pela definigao, temos Y - £ = X - B, onde o sobrescrito *

denota transposta. De maneira semelhante, obtemos uma igualdade
Y- L' =X-B,

onde os elementos da matriz £’ sdo formas lineares em k[Z] = k[Z1,...,Z,] e ela
é unicamente determinada. Observamos também que a matriz £ distingue-se da
matriz £ apenas por reordenacao dos coeficientes das formas lineares que compoem
seus elementos. Logo, £ mantém a propriedade de ser linear geral. Assim, em
particular, os resultados anteriores provados valem para £’. Desse modo, o conjunto
0 = {é1,...,0n41} (ordenado com sinal) dos menores maximos de £’ definem uma
aplicacao birracional sobre a imagem cuja matriz jacobiana dual fraca é B!. Logo,
paracada j =1,...,n,

(Bj

jls

..,B},)  mod(det B)
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define uma inversa para a aplicagao definida por §. Logo, temos as seguintes con-

gruéencias estruturais:

5.(B

[EE

..,B},) = E;Y; mod (det B')

onde os F; sao fatores de inversao do contradominio.

Afirmacao: Seja J o ideal de definicao da dlgebra de Rees do ideal
D= (Dy/F,...,D,/F).

Entao, (X -B) C J.

Para provar essa afirmacao é suficiente deduzir que
X - BY(§(Dy,...,Dy)) = (0,0,...,0)
Mas isso é verdade se, e somente se,

X - B (6(X,Ds, ..., XuD,)) = (0,0,...,0)

Por outro lado, notemos que

XnDz — Bin(Ala ey An—i—l) — le(Al, ey An—i—l)

onde B;; é o cofator de B correspondente a entrada indexada por (i, j) e B, (Aq, ...

é esse cofator lido em A. Mas, B;; = BY;. Logo,

9¢; 9in

Z?=+11 axi 6;(XnD) ... Z?:ll aixléi(XnD)
X - BY(6(XnD1,...,XnDyn)) = X- : :
aL; Oin

St gL s(XaD) ... YR 53 6i(XaD)

n+1 n+1

(Z :16:(XnD), ..., Y zméi(an)>
=1 =1

En.(A) (quAi,u-,Z@mAi>

,...,0)

(2.7)

(2.8)

) ATL+1)

(2.9)

A igualdade (2.11) segue de (2.7), (2.8) e (2.10) (também é importante lembrar que
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det(B?) lido nos A’s é zero). A igualdade (2.12) segue de (2.11) utilizando o fato de

que L é matriz de sizigias de A.

Dessa afirmacao segue que uma submatriz da Jacobiana dual de D construida
com as equagoes de I1(X - B*(d)) é B(d) que sabemos ser uma matriz de posto n — 1.

Segue entao de [9] que o conjunto D define uma transformacao de Cremona.

(ii) Primeiro deduziremos que (2.6) é um complexo. Para isso, lembramos que

X1D,y XuDy ... XiD,
adjfwy = | P e 213
Xn‘Dl Xn.Dg Xn‘Dn
Como V¥ tem posto n — 1, segue que
U-adj(v)=0 (2.14)
e
adj(¥) - =0 (2.15)

De (2.14) e (2.15)conclui-se que X' e ¥ sao, respectivamente, sizigias de primeira e
segunda ordem de (Dy, ..., D,). Portanto, segue que realmente (2.6) é um complexo.
Para ver a exatidao desse complexo, notemos de (2.13) que I,,_1(¥) = (X) (D1, ..., Dy);
logo, alt(I,_1(¥)) > 2. Também temos que rank(¥) = n —1 e alt(I;(X")) =n > 3. A
luz desses dados a exatidao segue do Critério de Buchsbaum-Eisenbud [15, Theorem

20.9].

(iii) Pela Proposicdo 2.2.1 temos ("', Dy,...,D,) c IV, Por outro lado,
pela Proposicao 2.3.3, 1™~ Y /["~1 & gerado minimamente por n elementos de grau
n(n — 1) — 1. Para concluir que os residuos de Dy, ..., D,, sobre I"=1 /["~! formam
um conjunto minimo de geradores desse modulo ¢é suficiente mostrar que eles sao

k-linearmente independentes. Mas isso resulta da parte (i).

(iv) Primeiro definamos
Hi(Zl, ceay Zn) = Zldz (: Bf@<517 e 75n+1>> (216)

onde dy,...,d, sao as coordenadas da inversa da cremona definida por D1, ..., D,.
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Avaliando H; em X;D = (X;Dy,...,X;D,), para cada 1 < j <n, vem:

Hy(X;D,...,X;D,) = X;Did;(X;Dy,..., X;D,) (2.17)
= Xz'n(nil)Didi(Dly ooy Dy) (2.18)
= X/"VDG (2.19)

Por outro lado temos:

H,(X;Dy,...,X;D,) = Bf,i(él (X;D),...,0,(X;D)) (2.20)
— E(A)"'BL(A,...,A,) (2.22)
= LE(A)"XD; (2.23)
Logo,
X;(n_l)G — E,’(A)n_17
ou seja,
XrGVl = Ei(A) (2.24)

Como o grau de E; é n(n — 1) — 1, segue que (X7,..., X")GV/"=1 ¢ ["=D~=1 Dessa
inclusdo segue que E := GY/n~1 ¢ [((n=D)~1) 0

Observagao 2.3.4. Acreditamos que para matrizes lineares gerais a hipotese de que
mdc(Dy, ..., D,) =1 é automatica, i.e., ela é uma consequéncia da matriz ser linear
geral. Contudo, para outras matrizes lineares nao esperamos que isso possa ocorrer
em geral. De fato, o ideal dos menores maximos da matriz do Exemplo 2.2.7, além
de nao satisfazer o item (iii) da proposi¢ao acima (como vimos no loc. cit.), é tal que
os fatores de inversao considerados no item (i) tém méximo divisor comum préprio,

gerando um ideal de codimensao 1.
Passemos ao principal teorema dessa parte.

Teorema 2.3.5. (car(k)=0) Seja L uma n x (n — 1) matriz linear geral sobre R =
k[X1,...,X,], comn >3. Seja I =1, 1(L) C R. Entao a dlgebra de Rees simbdlica
RD ¢ um dominio normal Gorenstein gerado sobre R por It e I™Vt"~ 1 mais pre-

cisamente, um conjunto minimo de tais geradores consiste dos (n — 1)-menores de
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L e o fator de inversao associado a um representante minimo da aplica¢do inversa

definida por esses menores.

Prova. (a) Primeiro, a algebra de Rees simbélica RY) de I é um anel Gorenstein;
precisamente, ele é um dominio de Krull quase-Gorenstein devido ht I = 2 e [32].
Por outro lado, pela prova de [33, Corollary 2.4 (b)], R é finitamente gerada pois
temos um isomorfismo RY) ~ R(I)[t~!]. Além disso, o tltimo é Cohen-Macaulay
pois R(I) é Cohen-Macaulay pela Proposicio 2.2.1 (b). Segue que RY) é dominio
normal Gorenstein.

Para explicitar a geragao, sejam fi,..., f, € k[Y] formas do mesmo grau, com
maximo divisor comum igual a 1, definindo a aplicacao inversa e seja D € R o fator de
inversao no dominio correspondente. Escreva J = (fi,..., f,) C k[Y]. Por defini¢ao,
temos

D= filg1,.---,90)/Xs, 1 <i<n,
onde g = {g1,...,9n} s@0 os menores (com sinal) geradores de I. Identificando as
duas élgebras de Rees Rr(I) = R[It] C R[t] e Re[Y](J) = k[Y][Ju] C k[Y][u] pelo
k-isomorfismo que leva Y; — g;it e X; — f;u, entdo D é identificado com f;/X; no

corpo de fragoes comum. Assim, pelo Teorema 2.1.3 (ii) e [33, Corollary 2.4 (b)] segue

que RY) é gerado por It e Dt" 1. O

No caso m = n + 1 temos o seguinte resultado preparatorio:

Proposicao 2.3.6. Seja L uma (n+1)xn matriz linear geral sobre R = k[ Xy, ..., X,].
Ponhamos I = I,(L) C R. Sejam D, ..., D, os fatores de inversao definidos pe-
los geradores de I e E € I™™=D=1 " obtidos através da Proposicdo 2.3.3. Sejam
X ={{Xy,....XLY=M,....Yau,Z={%,...,Z,},W conjuntos de indeter-
minadas mutuamente independentes. Consideremos o homomorfismo sobrejetivo de

R-dlgebras:
m kX, Y, ZW] > R{It, Dy"D7, L D01, e

tal que X; — X3, Y — Ajt, Z,— D™t e W — Et"v=D=1" Entdo ker (1) contém

0s sequintes conjuntos de polinomios:
e n cquagoes de I;(X - BY).
e n equacoes de I,(Z - B).
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e n? equagoes de I,(X' - Z — adj(B)).

o n equagoes { X Wt —dy(Z),..., X, W"—d,(Z)}, ondedy,...,d, sio formas
definindo o inverso do mapa de Cremona definido por Dy, ..., D,.

o n+1 equagoes {YIW —61(Z), ..., Yo aW —0,11(Z)}, obtidas através de (2.30).

e n equagoes {X1W — Q(Y,Z),.... X,W — Q(Y,Z)}, onde Q;(Y,Z) sdo po-

linomios em k[Y,Z] da forma

QY. Z)= Y YIVR ViR LL(2)

t1+...+tp—2=n—2

Prova. Com excecao dos dois tltimos grupos de equacoes, as demais sao facilmente

deduzidas. Para deduzir estas iltimas, lembramos que por um lado,

§;(BL(A),...,BL(A) = E.(A)A; (2.25)
e por outro
§;(BLi(A),...,BLU(A)) = 0;(Bin(A),..., Bu(A)) (2.26)
= §;(X.Dy,..., X,D,) (2.27)
X"§(Dy,...,D,) (2.28)
Logo,
E.(A)A; = X"5;(D) (2.29)

Dessa equagao juntamente com (2.24) temos:

X"A;E = X'6;(D) (2.30)

Logo,

AE = 5,(D) (2.31)

e assim obtemos as equagoes do penultimo grupo.
Para obter as equagoes do ultimo grupo afirmamos inicialmente que para qualquer

colecao de inteiros nao negativos t,...,ts, com s < n + 1, a para cada subconjunto
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{j1,---,Js} € {1,...,n+ 1}, os polinomios
ViYW G (Z) 0, (2) € ker (7)

Para provarmos essa afirmacgao procedemos por inducao sobre s.
O resultado é claro para s = 1 pois Y;WW —d; € ker () e é um fator de Y;W" — ¢,
for any t.

Assim, assumamos que s > 1 e que, sem perda de generalidade, t; # 0 (o resultado

é trivialmente satisfeito se todos t’s sdo nulos). Temos:

(Y_tl wtr — 5t1) Y_tz L. yts Wizt Fts — vyt Y_tz ...yts witittts _ 5t1 Y_tz L. yts witat.+ts
J1 J1 J2 Js Jir " J2 Js Ji1J2 Js

— tiyta | ylspptit.tts _ gt gts t1 o sts _ stiyte | ylsyytetetts
= Y Y, VW Ojy 05 05y r 050 = 0 Vi VP W

_ tiyte | ytsyptitetts st sts) _ st ta | ytsyytet...tts _ st2 | sts
- (YJ1 Y]’z YJe w 6j1 6js) 6j1 (sz Yjs w 6j2 5js)

Aplicando a hipétese indutiva sobre as duas parcelas dessa ultima igualdade temos

que o polinomio

Yf;y’f; . ‘Y'jisWt1+---+ts _ 5]‘1 (Z)tl L 5js(z)ts

também pertence a ker ().

Em particular, considerando s =n — 2 a tq,...,t,_s qualquer particao de n — 2,

o polinomio

VOV YW 8, ()b, (2 (2.52)
pertence a ker (7).
Por outro lado,
<d17 Jdn) C (617 76n+1)(n71)
e por mais forte razao
(di,....dy) C (01, 0001) "2 = (61,...,0001)" 2 (2.33)
Fixando i € {1,...,n} podemos escrever
WZ)= D1 Punn(B (@) 0, @) (230

t14...Htp_2=n—2
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Assim, temos que o polinémio

_ b _
XiWrT - di(Z) - > Pryvsstn 2 (Z) (thfyjtf Y TIWRTE = 6, (2)" "'5;‘,,L72(Z)t"*2)
t14 ot by _og=n—2
-2 tiy t tn—
- w (XiW B Z Piyytna (DY Y0 Y5072 )

t1+..ctty_o=n—2

pertence a ker (7). Como ker (7) é um ideal primo e W ¢ ker (7), concluimos que

§ t1vta n—2
X'LW - Ptlw-ytn—Q(Z)}/}l Y}Q e Y}'rLf? € ker (7.()
titottn_o=n—2
como queriamos mostrar.
Obtemos, assim, os conjuntos de equacoes pertencentes ao ntcleo de m, como

prometido. O

Temos a seguinte conjectura.

Conjectura 2.3.7. Seja £ uma (n+1)xn matriz linear geral sobre R = k[ X1, ..., X,].
Ponhamos I := I,,(L) C R. Sejam Dy, ..., D, os fatores de inversio definidos pelos
geradores de I e E € I™"=D=1 obtidos através da Proposicio 2.3.3. Entdo:

(i) ker (m) € gerado pelos polinomios

L(X-BY, I,(Z-B), I,(X"Z—adj(B)), Y;W—-5§;(Z) (1 <j <n+l), X;W—-Qi(Y,Z) (1 <i<n),

(ii) R(I) = R[[t’ Dltn_l, o ,Dntn_l,Etn(n_l)_l]
(iii) RY) ¢ dominio normal Gorenstein.

Observacao 2.3.8. (1) A conjectura acima foi verificada para valores iniciais de n.
Além disso, pressupondo que a &lgebra A := R[It, Dit"", ..., D "' Et""=D~1] da
conjectura é Cohen—Macaulay (o que também é corroborado para valores iniciais de
n) e admitindo o item (i) da conjectura, o ideal (X)A tem codimensao > 2, o que
provaria os outros dois itens da conjectura.

(2) O caso das matrizes lineares gerais tais que m > n+2 é bem mais complicado.
Evidéncias computacionais, na menor numerologia possivel (n = 3 e m = 5), mos-
tram que o comportamento das poténcias simbélicas é demasiadamente instavel: para
1 < r < 5 existem geradores genuinos em I("). As poténcias simbélicas subsequen-

tes tem comportamento imprevisivel, apresentando geradores genuinos em intervalos
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irregulares. Encontramos estes geradores genuinos mesmo na poténcia (23, Parece
razoavel entdo perguntar quando para m > n + 1 > 4 a algebra de Rees RY) é

finitamente gerada.
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Capitulo 3

Ideais com apresentacao linear

estruturada

3.0.1 Matrizes r-cataléticas

A estrutura bésica dessa parte é uma m x (m — 1) r-catalética em R = k[ X1, ..., X,],
ondel<r<m-—len=m-—1)(r+1):

X Xo X3 e X1
X’r—l—l Xr+2 Xr+3 s Xm+7"—1
C:= X2r+1 X2r+2 X2r+3 S Xm+2r71
X(m—l)r+1 X(m—l)r—i—Q X(m—l)r+3 R X(m—l)'r—l—(m—l)

Note que para esse tamanho de uma matriz catalética, o nimero n de variaveis é
um numero fatoravel propriamente, independentemente de r. Nessa linha de argu-
mentacao, o nimero de matrizes cataléticas com salto para uma dado n é o ntimero
de 2-fatoracoes proprias de n. Os valores extremos » = 1 e r = m — 1 fornecem,
respectivamente, a matriz de Hankel ordinaria e a matriz genérica.

Temos:

Proposigao 3.0.9. Seja I C R = k[X},...,X,] o ideal dos (m — 1)-menores de uma

matriz r-catalética C, de ordem m x (m — 1), com 1 <r <m — 1. Entao
(a) alt([,(C)) >m —t+2 para cada 1 <t <m —2 ealt(l) =2.
(b) R/I é um dominio Cohen—Macaulay normal.
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(¢) I € um ideal de tipo linear.

(d) I € normalmente livre de tor¢ao.

Prova. (a) O resultado é claro para t = 1; suponhamos que 2 < ¢t < m — 2.
Para todo t nesse intervalo, consideremos a submatriz C; de C formada por suas t
primeiras colunas. Entao o ideal I;(C;) dos menores méximos de C; é primo e satisfaz
alt(1;(C;)) = m —t+ 1 (ver, e.g., [12, Theorem 2.1]). Como a inclusao [;(C;) C I;(C)
é propria, temos o desejado. Para t = m — 1, I[,(L£) = I claramente contém uma

sequéncia regular com dois elementos; logo, sua altura ¢é dois.

(b) A propriedade de Cohen—Macaulay é bem conhecida, uma vez que alt(/) = 2.
Se @ C R/I é um primo tal que (R/I)g nao é regular, entdo Q O I,_o/I (ver [12,
Corollary 3.3. (1)]). Por outro lado, alt(1,,,—2(C)/I) > m —(m —2)+2—2 = 2. Desse

modo, R/I satisfaz a condi¢ao (R;) de Serre; logo, R/I é dominio normal.

(c) Por (a), I satisfaz a condicdo F; (ou G ). Consequentemente, I é de tipo
linear (ver [20]).

(d) Esta assergao pode possivelmente ser obtida pelos métodos de [26], porém
daremos uma prova direta na situacao presente. A demonstracao nesse caso é como
na Proposi¢ao 2.1.2 com uma pequena ressalva. Em [loc. cit.] a tnica passagem
em que se usou a hipdtese da matriz ser linear geral foi para aplicar a igualdade
alt(l;y+1(L)) = (m—to)(m—to—1), da qual se deduzia que alt(I;,+1 (L)) —1 > m—to.
O resto do argumento dependia apenas dessa estimativa. Ora, substituindo £ por C,
temos alt(/y,+1(C)) —1 > m —t, diretamente pelo item (a). Isto conclui a prova deste

item. a

3.0.2 Matriz Sub-Hankel genérica

Da subsegao anterior, com r = 1, sabemos que o ideal I = I,,_;(#) de uma matriz de
Hankel H de ordem m x (m—1) em n = 2(m—1) variaveis satisfaz varias propriedades
“boas”. Consideraremos agora uma degeneracao de H na qual alguns elementos sao
substituidos por zero. A versao de ordem m x m desse modelo foi introduzida em [7]

em conexao com a teoria de polindmios homaldides.
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Precisamente temos:

X, Xo Xz X4 ... Xps Xno
Xo Xy X4 Xs ... Xuo X
Xs X4 X5 Xe ... X, X,
Xy X5 X5 Xy X, 0

SH — . . . S . . | (3.1)

Xn—3 Xn—2 Xn—l Xn
Xn—2 Xn—l Xn 0
Xno1 Xy 0 0

o o O

Esse modelo satisfaz todas as propriedades anteriores, exceto a normalidade:
Proposicao 3.0.10. Sejan >4 e I = 1, o(SH). Entao:
(a) alt([(SH)) >n—t+1 para cada 1 <t <n—3 el éideal primo de altura 2.
(b) R/I ndo € normal.
(c) I € um ideal de tipo linear.
(d) I é normalmente livre de tor¢ao.

Prova. (a) A prova é semelhante ao argumento usado no caso catalético. Como
antes, o caso t = 1 é imediato. Denotemos por SH; a submatriz de SH formada
por suas t primeiras colunas, com 2 < ¢t < n — 3. Como essas matrizes (incluindo

t = n — 2) sado especializa¢oes da matriz de Hankel correspondente, temos:
E[ X1, ..., Xnl/L(SH) ~ k[ Xy, ..o, X0)/(Xog1s ooy Xipnoo, L (H)).

Por esse isomorfismo e [11, Theorem 1] segue que [;(SH;) é um ideal primo de altura
n—t. Em particular, parat = n—2 temos o resultado para I. Agora, para2 <t < n—3,
o ideal I;(SH) nao é primo (ele nao é sequer reduzido pois contém uma poténcia nao
trivial de X,,). Desse modo, a inclusao I;(SH;) C I,(SH) é prépria pois o ideal menor
¢é primo. Isso produz a assercao principal desse item.

(b) Mostraremos que I nao satisfaz a condigao (R;). Para isso, considere o se-

guinte ideal primo de altura 3: P = (X,,_2, X,,_1, X,,). Claramente, I C P por uma

49



verificagao imediata no formato da matriz. Note que o (n — 3)-menor do canto su-
perior esquerdo de SH tem a forma Xﬁ_‘? + q onde g € P; logo, nao pertence a P.
Depois de operacoes linha-colunas sobre SH, vemos que Ip = (A, 5, A,_1), onde A;
denota o (n — 2)-menor de SH obtido pela omissao da i-ésima linha. Afirmamos que

Rp/Ip nao é regular. Para isso, ¢ suficiente mostrar que A,,_» € P?. Mas,

Xo X3 . X9 X1 X3 . Xn_o
X3 X4 o Xnoa X9 X4 o X1
Ap_o=(—1)""1X,,_1 det ) ) ) i + (=) X, det
Xn—2 Xp—1 ... 0 Xn—3 Xp-1 ... 0

Expandindo os dois determinantes ao longo da tltima coluna em comum (cujos
elementos sd@o X,,_o, X,,_1, X,,) claramente temos a afirmagao.

(c) e (d) sdo provadas exatamente da mesma maneira da Proposigao 3.0.9. O

3.0.3 Matriz Quase-Hankel

Propomos agora um modelo de matriz, no caso em m = n, baseado na matriz de

Hankel, a saber:

X1 Xo X3 ... Xpo Xn1
Xo Xz X4 ... Xng X,
X3 Xy X5 ... X, 2%}
Xy X5 X ... Ay lyo
OH = : : . : : : (3.2)
Xpn-1 Xn ln1a oo Ancim—a n—in—s
Xn lo1 o oo lones  lon—o

onde a parte triangular superior ¢ um pedaco de uma matriz de Hankel, ao passo que
os ’s sdio (") formas lineares gerais de R = k[Xi, ..., X,,]. Tal matriz sera chamada

de quase-Hankel e denotada por QH.
Proposigao 3.0.11. Se [ = I, 1(QH) entdo:
(a) alt([,(QH)) >n—t+2para cada 1 <t <n-—2cealt(l) =2
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(b) R/I é dominio normal.
(c) I €ideal de tipo linear

(d) A aplicagao racional & : PP~ --» P! definida pelos (n — 1)-menores de QH

¢ uma aplicagao de Cremona.
(e) Para todo r >0, I /I" wm mddulo (X)-primdrio sempre que I # I".

(f) RY) = R[It,det(©)t" '], onde © € a matriz Jacobiana dos geradores de I. Além

disso, também temos nesse caso temos que RY) é dominio normal Gorenstein.

Prova. Primeiramente, consideremos o anel S de polinémios obtido de R por ad-
juncao de (";2) varidveis. Em seguida, seja G a matriz n x (n — 1) obtida como QH,
substituindo as formas lineares gerais ¢’s pelas (”;2) variaveis adicionais introduzidas.
Claramente, QH ¢ especializacao de . Por outro lado, G admite como especializagao
uma matriz de Hankel genérica. Disso segue que, como esta, G, é 1-genérica. Dessa
observagao, juntamente com [12, Theorem 2.1, Corollary 3.3], resulta que, para todo
2 <t <n-—1, asubmatriz G; de G, que envolve apenas as t primeiras colunas desta,

satisfaz as seguintes propriedades:
(i) I;(G;) é ideal primo.
(iii) I:—1(G:)/1:(Ge) € o lugar singular de S/I(G;)

Dessas informagoes, o ideal I; gerado pelo ideal I,(G;) e pelo t-menor do canto

esquerdo de G, tem as seguintes propriedades:
(i) S/I; é Cohen-Macaulay.
(i) alt(f;) =n—1t+2.

para todo 2 <t < n — 2. Como os ¢;; sao formas lineares gerais, podemos repetir o

argumento do Teorema 2.1.1 usando o ideal I;. No final, esse ideal especializa-se em

um ideal contido em I;(Q#H), cuja altura é n —t + 2. Dessa maneira, segue o item (a).
Para o item (b), repetimos o argumento da Proposigao 2.1.2(ii)

O item (c) segue imediatamente do item (a), que por sua vez implica no item (d).
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Para o item (e) a prova se processa como no Teorema 2.1.3, usando as estimativas
do item (a).

Finalmente, tendo (c), (d) e (e), o item (f) se desenvolve como na prova do Teo-
rema 2.2.2(a). O

Conjecturamos a possibilidade de especificar ainda mais a escolha dos ¢; ; de modo

que as assercoes do item anterior continuem verdadeiras. Por exemplo:

l31 = X1—Xo

lyg = X1— X3, ly2=Xo— X3

ls1 = X1— Xy, ls0=Xo— X3, l53=X3—-X4
bho11 = X1—Xpo, oo, bpin3=Xpn3— X5 2

gn,l = Xl - Xn—h sy gn,n—Z = Xn—2 - Xn—l-

Na verdade, esta escolha faz parte do seguinte principio que acreditamos funcionar
em geral: primeiro, os elementos adicionais da i-ésima linha deve usar apenas variaveis
indexadas pelo conjunto {1,...,7 — 1}; segundo, repetir o minimo possivel as formas

lineares que aparecem nas linhas anteriores.
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