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Aos meus pais, irmao e noivo.



RESUMO

Neste trabalho, foi mostrado a existéncia de solucao para um sistema acoplado de equagoes
diferenciais fraciondarias nao lineares com condigoes de fronteira em trés pontos, onde algumas
condicoes sao satisfeitas. Para isto, precisou-se de um estudo sobre integrais e derivadas fra-
ciondrias e teoremas de ponto fixo. Estudou-se ainda a existéncia e unicidade da solucao do
problema de Cauchy para fungoes lipschitzianas, com condigoes iniciais de ordem fracionéria.

Além disso, foi analisada uma aplicacao de derivadas fraciondrias, a viscoelasticidade linear.

PALAVRAS-CHAVE: integrais fracionarias, derivadas fraciondrias, equacoes diferenciais fra-
cionarias, sistema acoplado, problema de fronteira, problema de Cauchy fracionario, ponto

fixo, viscoelasticidade.



ABSTRACT

In this work, was shown the existence of solution to a coupled system of fractional differen-
tial equations with nonlinear boundary conditions in three points, where some conditions
are met. For this, needed is a study of integral and fractional derivatives and fixed point
theorems. It also studied the existence and uniqueness of the solution of the Cauchy problem
for Lipschitzian functions with the initial conditions of fractional order. Furthermore, we

examined the application of a fractional derivatives, the linear viscoelasticity.

KEYWORDS: fractional integrals, fractional derivatives, fractional differential equations, cou-

pled system, border problem, fractional Cauchy problem, fixed point, viscoelasticity.
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Introducao

Equagoes diferenciais fraciondarias tém despertado a atengao de pesquisadores nos tltimos
anos, devido principalmente as suas varias aplicagoes no campo de ciéncia e engenharia.

Sistemas envolvendo derivadas fraciondrias podem ser usados como ferramentas na mo-
delagem de problemas fisicos que aparecem de maneira natural em areas como engenha-
ria e ciéncias aplicadas. E bem conhecido que alguns fenomenos que aparecem em fisica,
quimica, aerodinamica, eletrodinamica, reologia de polimeros entre outros, por exemplo a
viscoelasticidade, podem ser modelados por meio de sistemas de equacoes diferenciais par-
ciais fracionarias. De fato, a andlise quantitativa e qualitativa das equacoes diferenciais
fracionarias estd ganhando muita importancia e atencao. Para maiores detalhes, indica-se
ao leitor [5 8, M0, 12, 16, 19, 27, 26, [l 2]. Por outro lado, o estudo de sistemas acopla-
dos envolve dificuldades maiores, principalmente quando se usa técnicas, para obtencao de
solucoes, utilizando ferramentas de ponto fixo.

Este trabalho é dividido em trés capitulos. No primeiro capitulo, sao apresentadas de-
finigoes, exemplos e propriedades de derivada e integral fracionarias, que sao de grande im-
portancia para um bom entendimento do texto. Ainda neste capitulo, tem-se uma motivacao
para o estudo, através da comparacao da forma da solucao de um problema de valor inicial
envolvendo equacao diferencial ordinaria com a equacao diferencial de ordem fracionaria. Em
seguida, ha uma aplicacao de derivada fraciondria: a viscoelasticidade linear.

No segundo capitulo, vé-se alguns conceitos de andlise funcional e teoremas de ponto fixo,
em especial o do ponto fixo de Schauder, que usamos na demonstragao do teorema principal.
Depois, é analisado o problema de Cauchy, a fim de caracterizar a solucao desse problema e
em seguida, desde que a funcao considerada sastifaca a condicao de Lipschitz, se garante a

unicidade dessa solucao. O estudo do problema de Cauchy de ordem fracionaria em espacos



de dimensao finita pode ser generalizado para o problema abstrato de Cauchy, o qual se
pretende dar prosseguimento em trabalhos posteriores.

No terceiro capitulo, é apresentado o problema com condicao de fronteira para um sistema
acoplado de equacoes diferenciais fraciondrias nao lineares com condicoes de fronteira em trés
pontos e alguns resultados que auxiliarao na demonstracao da existéncia de solucao para este
problema. Por fim, sob algumas condigoes sobre as fungoes envolvidas no problema em
questao, mostra-se a existéncia da solucao para este problema, utilizando como ferramenta

fundamental o teorema do ponto fixo de Schauder.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Derivada e Integral Fracionarias

Nesta secao foram usadas as referéncias [3, 9, [18]. Veja a seguir a defini¢cao de derivada

fraciondria.
Definicao 1.1 (Derivada fraciondria) A derivada fraciondria de Riemann-Liouville de

ordem o > 0 de uma func¢ao continua f, mensurdvel e localmente integrdvel, é definida como

desde que o seqgundo membro seja pontualmente definido em (a,o0).

Daqui em diante, serd adotada a seguinte notacao:

010 = () [ e stons

Veja um exemplo geral, em que 8 —a > 0.

Exemplo 1.2 Considere a fungdo f(t) =t°, entdo:

a3 1 d " ! n—a—1_3
D%t :m E O(t—S) SdS.
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S 1
Faca a seguinte mudanca de varidvel: z = o entao dz = zds. Logo,

Dt — L g-n/%r4@"a%mﬁm2
_F(n—a 0

( ) t” o1 — )P Ptd
I'(n—a)

1
n+pB— _ \n—a—-1_8
(i) tn-l—ﬁ e} ( oz)I’(ﬁ—i—l)
I'(n—a) \d 'n—a+p+1)

- Lo+ 1) (d>ntn+ﬁa
CT(n—a+pB+1) \dt
_ I'(B+1) D(n+ B —a+ 1)tth-aen
" Thn—a+B+41) TIn+B8-a-—n+1)
= Mtﬂ—a

rB—a+1)

Observe que acima usa-se a definicao da funcao beta

! INEIN
B(z,w) = /0 1 —7) dr = %, com Re(z), Re(w) > 0.
Note que, se ¢ = a, entao
I'(a) d\"
Data—l — . tn—l =0.
I'(n—q+ ) <dt)

Vale ressaltar que, para ¢ = m (< r — 1(r € R)) inteiro, tem-se

dm r—1 _ r—m—1 _
dt_mt =(r—1r—-2)...(r—m)t =

L(r)

tr—m—l.
L(r—m)

Além disso, foi usado acima a seguinte propriedade da funcao Gamma:
[(z+1) =zI(2).

Assim, vé-se que a derivada fracionaria é uma extensao da derivada de ordem inteira para
ordem arbitraria.

Definamos agora a integral fracionaria.

11



Definicao 1.3 (Integral Fraciondria) A integral fraciondria de ordem o > 0, de uma

fungao f:(0,00) — R, mensurdvel e localmente integrdvel, é definida como

1) = g [ €= A

desde que a integral exista.
Calcule a integral fraciondria de ordem o« da funcao t?, com 8 € R, usando novamente a

definicao da fungao beta.

Exemplo 1.4 Considere f(t) = t* na definicio (1.3)). Logo,

1 t
]at'gz—/ t—s)* 1sPds.
o) Jo 77

s 1
Fazendo z = o tem-se dz = ;ds. Assim,

1
Iot? = ﬁ/o (t — t2)* 7 (t2) tdz
L /1 t7 N1 = 2) P Ay
[(a) Jo
1

INEY!
1 GTB+ D)
I'(«a) IF'B+a+1)

_ B+ st
Ir'g+a+1) '

1
— —taJrﬁ/ (1-— z)o‘_lzﬁdz
0

1.1.1 Propriedades

O operador integral fraciondrio I*f(t), ja4 definido anteriormente, satisfaz as seguintes

propriedades:
(a) I°f(z) = f(x); (identidade)

(b) I*[c- f(z)+d-g(x)]=cI*f(x)+d- I%(x),

onde ¢ e d sao constantes arbitrérias; (linearidade da integral)

c) D f(x)+d-g(x)] = c D*f(x) +d- D(x),

onde ¢ e d sao constantes arbitrarias; (linearidade da derivada)

12



(d) DeI*f(t) = f(t);
(e) I*IPf(t) = I+ f(t).
Note que DI f(t) = I*71f(t), com o — g > 0, pois

DO f(t) = DU (1) = [°9f(¢).

1.1.2 Equacao diferencial de ordem inteira versus fracionaria
Antes de analisar o problema principal, veja uma motivacao inicial. Considere a equacao
diferencial ordinéria linear nao-homogénea com condicoes iniciais:

Dry(t) = f(t), b<t<ec (1.1)

Entao {1,¢,¢%,...,t" '} é o conjunto fundamental da correspondente equacao homogeénea

em (1.1]). Se f(t) é uma fungao continua sobre o intervalo [b, c], entao, para qualquer a € (b, ¢),

y(t) = /:%-f(ﬂdﬂ tebd, (1.2)

¢ a unica solugao da equagao (1.1)), com as seguintes condigoes iniciais:
y*(a)=0, 1<k<n.
Ou, equivalentemente, na notacao fatorial,

y(t) = /%-m)dr (1.3)

Trocando-se n por «a, no qual Re a > 0, obtém-se

o = [ % s (1.4

Seja agora a = 0 e t > 0 no problema de valor inicial

Dry(t) = f(b),

(1.5)
y*D0) = ¢, 1<k<n.

13



Aplicando o método da transformada de Laplace e, em seguida, a inversa da transformada
de Laplace, obtém-se a solugao do problema (|1.5]) :
t (t _ T)T'L*].
t) = —_ dr =1"f(t). 1.6
o) = [T fear = (1.6

Assim, a solugdo geral do problema de valor de ordem inteira ((1.5)), é

I S A R e L7
= Cr * N T T. .
Y E - 1) T(n) (1.7)
k=1 0
Considere agora uma equacao diferencial fracionaria com condic¢oes iniciais:

Dy(t) = [f(),

(1.8)
y*F0) = 1 <k<n,

em que n é o menor inteiro maior do que a.

De maneira andloga, chega-se a solugao do problema (1.8)):

n

W) = Yo rt eyt | S s (19)

k=1

Veja uma E.D.O. fracionaria semilinear:

Dy(t) = [t y(t)),

(1.10)
Yy R0) = 1<k <n,

em que n é o menor inteiro maior do que «. Entao, da mesma forma, tem-se que a solucao

desta E.D.O. é:

n a—k t — 7)1
y(t) = ’;ck-ﬁJr/o %-ﬂﬂy(ﬂ)dr (1.11)

Observe que, na solucao (1.11]), temos, no lado direito, na integral fracionaria, uma de-
pendéncia da solucao y. A partir disto, surge a necessidade de se utilizar teoremas de ponto

fixo.

1.2 Aplicacoes

Esta secao é dedicada a uma aplicacao de derivada fracionaria: a viscoelasticidade linear.

Foi usada como referéncia principal [I§].

14



1.2.1 Viscoelasticidade

O célculo classico permite modelar e explicar uma gama de problemas espalhados nas
muitas areas da ciéncia. Entretanto, ele nao se mostra tao eficiente no tratamento de sis-
temas complexos na natureza, com comportamento anomalo, como a dinamica de materi-
ais viscoeldasticos, o processo de difusao celular, a transmissao de sinal através de campos
magnéticos fortes, entre outros. Para tal propdsito, usa-se o calculo fracionario.

A viscoelasticidade parece ser o campo das aplicagoes mais extensivas de operadores
integrais e diferenciais fracionarios, e talvez o Uinico em que tém sido publicadas pesquisas
amplas. As consideracoes discutidas abaixo mostram que o uso de derivadas fracionarias para
a modelagem matematica de materiais viscoelasticos é frequentemente natural. O amplo uso
de polimeros em varios campos da engenharia é a principal razao para o desenvolvimento da
teoria.

Considera-se, a seguir, uma série de abordagens para a teoria de viscoelasticidade linear

de modelos de ordem inteira para modelos de calculo fracionario.

1.2.2 Modelos de ordem inteira

Um modelo bem conhecido para sélidos (lei de Hooke - As forgas deformantes sao pro-

porcionais as deformagoes eldsticas produzidas) é

o(t) = Ee(t) (1.12)
e para fluidos Newtonianos
de(t)
t) = 1.13
o(t) = n" (113)

15



em que

Fl
= A_Aol ¢ o modulo de elasticidade ou de Young;

F = forca;

lp := comprimento inicial;

A := area da seccao através da qual é exercida a tensao;
Al := variagao do comprimento;

1 € a viscosidade dinamica;

o ¢é a tensao;

e € é a deformagao.

As relacoes e nao sao leis universais, mas somente modelos matemaéticos para
um material solido e um fluido ideais, nenhum dos quais existem no mundo real. De fato,
materiais reais combinam propriedades desses dois casos limites e estao em algum lugar entre
solidos e fluidos ideais, quando os materiais sao classificados quanto a firmeza deles.

Para representar o elemento elastico, Hooke usa a mola, enquanto Newton representa o
elemento viscoso por meio do amortecedor. Veja a figura [1.1| que mostra o desenvolvimento
dos modelos de ordem inteira de viscoelasticidade linear.

Numa primeira etapa, a fim de combinar as propriedades do elemento elastico de Hooke
e do elemento viscoso de Newton, surgiram os modelos de viscoelasticidade de Maxwell e
de Voigt, sendo que, no primeiro, os elementos sao conectados em série e, no segundo, sao
conectados em paralelo, embora ambos os modelos tenham desvantagens ébvias.

No modelo de Maxwell, que é descrito pela relagao:

de ldo o

—=——+
dt Edt n
€
o = constante — i = constante,
ou seja, se a tensao é constante, entao a deformacao cresce infinitamente.
No modelo de Voigt, o e € sao relacionados por
de
oc=Fe+n—
ndt7
do qual segue que

€ = constante — o = constante.

16



Hooke

v 3

o= Fe

Newton

r}[__lr_]

(f:‘lj%

(bad)

¢ = const = F = const

(had)

o = const =

%—% = ¢const

N
Maxwell ) ¥ Voigt
E ] 1d i
de _ lda o ) — . e
. Pl ol En o= L(+I}(7t
{(bad} o = const = g,? = consl Y (good) o = const =
(good) € = const = € % (1 — OXP (%f))
a(t) = ggexp ( —%—t) (bad}) € = const = 0 = const

Zener

%‘% + o = m)gy% + FEe

a, 3 - see Kelvin’s model

qualitative description satisfactory
gquantitative description: not always qood

.
J X Kelvin
£ do o (de o
! i'h ey o= f';] ((‘n -+ xff)
- BBy .k
£, n == .Lr]..ﬁ‘. 3= Hﬁi

qualitative description: satisfactory
quantitative description not elways qood

multi-
clement
models

Figura 1.1: Development of linear models of viscoelasticity [1§]
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Vé-se que o modelo de viscoelasticidade de Voigt nao reflete a tensao de relaxacao obser-
vada experimentalmente. A fim de amenizar as desvantagens, a conexao em série do elemento
viscoelastico de Voigt e do elemento elastico de Hooke fornece o modelo de viscoelasticidade

de Kelvin:

dt dt

Conectando o elemento viscoeldstico de Maxwell e o elemento de Hooke, obtém-se o

o o= n (G se). (114)

modelo de viscoelasticidade de Zener:

do de
o + fo = an— + BEe. (1.15)

Para ambos os modelos, o e 8 sao dados por
Ey + By E,
o= g2
n n

Ambos os modelos de Kelvin e Zener fornecem boas descricoes qualitativas, mas nao
sao considerados tao satisfatérios do ponto de vista quantitativo [I7, 24]. Por causa disto,
mais tarde, foram desenvolvidos mais modelos consistindo de elementos distintos de Kelvin
ou Maxwell combinado com o elemento elastico de Hooke. No caso mais geral, chega-se no

modelo da forma

dFo = dFe
k=0 k=0
e, em cada caso, a melhor adequacao foi alcancada para n = m.

Usando (1.14), (1.15) e (1.16) como as leis bésicas de deformacdo de materiais vis-

coelasticos chegamos a equagoes diferenciais complicadas de ordem alta, o que torna dificil
formular e resolver varios problemas aplicados, apesar de as equacoes diferenciais resultantes
serem lineares. Porém, existe uma solucao que preserva a linearidade de modelos e, ao mesmo

tempo, fornece um nivel de adequacao mais alto.

1.2.3 Modelos de ordem fracionaria

Nao é natural supor, que para materiais “intermediarios” a tensao pode ser proporcional

a derivada da deformagao de ordem “intermediaria” (nao-inteira), como tem sido feito por
G. W. Scott Blair [6],:

o(t) = E oDie(t), (0 <a<1), (1.17)

18



em que E e o sao constantes materiais.

No mesmo periodo em que surgiu a idéia acima, A. N. Gerasimov [II] sugeriu uma
generalizacao similar da lei basica de deformagao, que pode ser escrita, usando a derivada
fracionaria Caputo, na forma:

o(t) =k C _D(t),

em que

e L[S0
“Cth(t)_F(n—a)/a (t_T)a+1_ndT,n—1<oz<n

ou, desde que, para o limite inferior em —oo, a derivada Caputo coincida com a derivada

fracionaria Riemann-Liouville,
o(t) =k _Dfe(t), (0<a<1), (1.18)

na qual k£ é uma constante material (viscosidade generalizada). A. N. Gerasimov também con-
siderou dois problemas descrevendo o movimento de um fluido viscoso entre duas superficies

moveis. Estes problemas conduzem as equagoes:

0%y 0%y 0%y 0 0
_— = kDOé 3— = k‘— 3— DOC — t ] D()é = _ DOC‘
patQ ( ) ’px at2 ax (ZE ax( y)) » Y y(m’ )) oot

ox?
Kolwankar e Gangal [15] consideraram a equagao diferencial parcial fraciondria da seguinte

forma:
['(a+1)
4

O?u(w,t)

Diu(z, t) = xo(t)— 5= (0<a<l xR t>0), (1.19)

na qual

n

— ® V(s — ) /k!
, 5 F() = FOms -0 /k

a — 1 . " Y k=0 .
DEje) = ylgg I'(n—a«) (89&) /t (y — t)o—ntl at;
n=[a] + 1;

Xa(t) é a funcao caracteristica de um conjunto Q@ C R,.

Eles obtiveram a solugao explicita do problema de Cauchy com condi¢ao inicial
u(z,0) = d(x), em que 6(z) é a funcdo Delta de Dirac.

Ainda outra formulacao de uma generalizacao das leis basicas de deformacao foi sugerida
por G. L. Slonimsky [23]:

1
€(t) = z oD;, (k = constante; 0 < o < 1), (1.20)
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na qual, sob a condigao €(0) = 0 as leis de Scott Blair e Slonimsky, respectivamente e
, sao equivalentes. Além disso, sob a hipdtese de que a fungao desconhecida e todas as
funcoes dadas sao iguais a zero para t < 0, a formula de Gerasimov se torna equivalente
a de Scott Blair e Slonimsky. Assim, ao invés de considerar estas abordagens separadamente,
referimo-nos a lei de Scott Blair .

Como visto acima, modelos de vérios elementos complexos, consistindo de elementos de
Hooke e Newton, foram usados para modelar o comportamento viscoeldastico de materiais
reais. Assim, é natural tentar obter modelos de varios elementos deste tipo também para o
elemento viscoelastico de Scott Blair.

Ajustando os parametros das partes estruturais destes modelos, que consistem de um
numero infinito de molas classicas (Hooke) e amortecedores (Newton), é possivel alcancar
para todo modelo uma equacao da forma .

Agora, temos trés elementos basicos (Hooke, Newton, Scoot Blair) para a construgao de
modelos reologicos. Ha duas opgoes: combinar mais do que um destes, ou usar somente o
elemento de Scott Blair, desde que ele contém os outros dois elementos como casos particu-
lares.

A lei de Hooke (1.12), que é um modelo de um parametro, e a lei de Scott Blair ((1.17)),
que é um modelo de dois parametros (£ e «a), podem ser mais generalizadas adicionando
mais termos em ambos os lados. Isto conduz, por exemplo, aos modelos generalizados,

o(t) = boe(t) + biDe(t),
o(t) + a1 D (t) = boe(t),
o(t) + a1 D% (t) = boe(t) + by DPe(t),
respectivamente, de Voigt, Maxwell e Zener. Além desses, modelos mais gerais foram suge-
ridos por H. Schiessel, R. Metzler, A. Blumen e T. F. Nonnenmacher em [22].

O modelo generalizado de Zener pode ser simplificado, desde que foi observado experi-
mentalmente em [20, 4] que a modelagem da maioria dos materiais resultam em o = 5. Em
adicao as observagoes experimentais, R. L. Bagley e P. J. Torvik provaram teoricamente que
o modelo de cinco parametros de Zener satisfaz as restricoes termodinamicas se a = 3. Esta

conclusao fornece o modelo de quatro parametros,
o(t) + a1 Do (t) = boe(t) + by D%e(t), (1.21)
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que proporciona uma descricao satisfatoria da maioria dos materiais reais. E interessante
notar que, entre os modelos de viscoelasticidade de ordem inteira, somente nos modelos de
Zener e Kelvin a derivada da tensao de ordem mais alta é igual a derivada da deformacao
de ordem mais alta. Veja também que o modelo de quatro parametros poderia ser
formalmente obtido dos modelos de Zener e Kelvin de ordem inteira trocando-se as derivadas

de primeira ordem pelas derivadas fraciondrias de mesma ordem.
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Capitulo 2

Resultados de existencia

2.1 Teoremas de Ponto Fixo

Nesta secao, sao apresentados alguns resultados que serao utilizados nas segoes subse-

quentes.

Defini¢ao 2.1 (Espago de Banach) Um espaco de Banach é um espago linear normado

que € completo na métrica definida por sua norma.
Exemplo 2.2 Os espacos considerados a sequir sio de Banach:
e (s numeros reais e os complexos, onde a norma € o valor absoluto,

e O espago das fungoes f : X — R reais continuas, com a norma ||f|| = sup |f(x)];
z€[0,1]

Denotamos por C(X,Y) o espago das fungoes continuas f: X —Y com a norma

|f(z)| =sup |f(z)|y < 0.
zeX

e Os espagos LP(Q2), com Q C R™ um conjunto mensurdvel, definido da sequinte forma:

1/p
PO ={f: Q= R: (/Q|f|p) <00, 1 <p< oo},

11l = (/QlfV’)l/p-
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L®Q)={f: Q= R: sup|f| < o},
Q
com norma
|1 flloc = sup | f].
Q
e Todo espaco de Hilbert, isto €, qualquer espaco vetorial completo com produto interno.

Vejamos a seguir o conceito de funcoes uniformemente limitadas.

Definicao 2.3 Uma colecao F de fungoes € dita uniformemente limitada se existe M > 0
tal que
1f(x)| < M, Vz e X eVf e F.

Exemplo 2.4 Considere a sequéncia de fungoes { f,(z)}, com f, : R — [—1,1], definida por
fn(z) = sin(nx).
Assim, a sequéncia {f,(x)} acima € uniformemente limitada por M = 1.

Defini¢ao 2.5 Seja F uma familia de fungoes de um espago métrico (X, p) em outro espago

métrico (Y,d). Dizemos que F € uma familia equicontinua se, e somente se,

Ve>0,Vee X, 30 >0, Vf e F, plr,2') <d = d(f(x), f(z))) <e.

Vejamos agora a nogao de conjunto relativamente compacto.

Definicao 2.6 Um subconjunto A C X, onde X € um espaco normado, ¢ relativamente
compacto quando seu fecho € compacto.

O proximo teorema também sera utilizado na demonstragao da existéncia de solugao do

problema (3.1)).

Teorema 2.7 (Teorema de Arzeld-Ascoli) Se (X,p) é um espago métrico compacto, um
subconjunto F de C(X,R) € relativamente compacto se e, somente se, é uniformemente limi-
tado e equicontinuo.

Demonstragao: A demonstracao pode ser encontrada em [7, 28].
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Exemplo 2.8 Considere a sequéncia de fungoes {fn(x)}, com f,:[0,1] = R, definida por

LL’Q

fnlz) = 22+ (1 —nx)?

Note que |f,(z)] < 1, Yo € [0,1], V[, ou seja, esta sequéncia é uniformemente limitada.
Porém, esta sequéncia nao € equicontinua, pois f,(z) ndo converge uniformemente no inter-

valo [0, 1]. Basta ver que

lim |f,(z)] =0, (0 <z <1),
n—oo

mas
fa(2)=1, (n=1,2,3,...),

tal que nenhuma subsequéncia pode convergir em [0, 1].

Definicao 2.9 Sejam X um espaco métrico completo e F' : X — X wma aplicacao qualquer.

Dizemos que um elemento x € X € ponto fizo de F' quando F(z) = x.

Observagao 2.10 Toda aplicacdo linear tem o ponto fixo trivial, zero.

Teorema 2.11 (Principio da contragao de Banach) Seja (X,p) um espago métrico com-

pleto e T : X — X uma contragao em X, ou seja, existe A\, com 0 < \ < 1, tal que

p(Tx, Ty) < Ap(z,y).

Entao, T tem um unico ponto fixo x* € X.

Além disso, se T*(k € N) € a sequéncia de operadores definida por:

T'=TeT=TT""' (ke N-{1}),

*

entao, para qualquer xo € X, a sequéncia {T’“xo}z‘;l converge para o ponto fixo x*.

Demonstragao: Ver as notas de aula de Alexandre Nolasco [7].

Observacgao 2.12 Vale frisar que toda contragao € uniformemente continua.

Exemplo 2.13 Considere a aplicacio T : R — R, definida por:

T(z) = Az, onde 0 < A < 1.
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Note que
T(z) = T(y)| = [Az — Ay| = Az —y|.

Logo, a aplicagio T(x) é uma contragio em R.

Defini¢ao 2.14 (Condigao de Lipschitz) Uma funcao f: Q C R xR — R, onde Q €
um aberto, satisfaz a condi¢ao de Lipschitz com respeito a sequnda varidvel se existe A > 0

tal que:

‘f(xagh) - f(-%',yg)’ < A‘yl - y2|> V(l’,yl), (l‘,yg) €

Observacao 2.15 Contracao € um caso particular de funcoes que satisfazem a condicdo de

Lipschitz.

Precisa-se também da definicao de operador completamente continuo para entender o

teorema a seguir.

Definigao 2.16 Sejam X um espag¢o normado e N, (N : X — X)) um operador linear. Diz-
se que o operador N € completamente continuo quando leva conjunto limitado em conjunto
relativamente compacto.

O teorema do ponto fixo de Schauder ¢ a ferramenta fundamental para o terceiro capitulo,

pois, por meio dele se demonstra o resultado principal desse capitulo.

Teorema 2.17 (Teorema do Ponto Fixo de Schauder) Sejam X um espa¢o de Ba-
nach, M C X nao vazio, fechado, limitado e convexo e P : M — M compacto (completamente
continuo) e continuo. Entao P tem um ponto fizo.

Demonstragao: A demonstragao pode ser vista em [14].

2.2 Problema de Cauchy

Nesta secao, trabalha-se com o problema de Cauchy abaixo, o qual utilizamos como
referéncia [13]:
(Dgey)(x) = f(z,y(x), (R(e) > 0,2 > a),

(D2 Fy)(a®) =br, b eC(k=1,...,n), (21)
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no qual n = [R(a)] + 1, a ¢ Ne a =n para a € N. Além disso,

(D ty)(a™) = lim (I77°y) (@), (a #n)

r—a

(Dary)(a®) = y(a), (@ =n).

Observacao 2.18 Na notagao acima, [R(«)] representa a parte inteira da parte real de .

O objetivo desta segao, é reduzir o problema ([2.1)) a seguinte equagao integral:

y(x) = Zm(x — —|— / fx -y 1 —, (¥ >a). (2.2)

j=1
Denotaremos por L(a,b), o espago das fungoes f complexas mensurdveis sobre [a,b] para

b
11 = / () dr.

Além disso, o espaco utilizado neste capitulo serd L*(a,b) definido abaixo.

as quais ||f|]1 < oo, onde

Definigao 2.19 O espago L*(a,b), para o € C (R(«) > 0), € definido por:

L%(a,b) :=={y € L(a,b) : D%y € L(a,b)}.

Considere [a,b] um intervalo finito. Dessa maneira, define-se, em seguida, fungoes abso-

lutamente continuas.

Defini¢ao 2.20 Uma funcdo f : [a,b] — C € absolutamente continua se para todo € > 0,

existir algum o > 0, tal que, se {(x;,y;) }iz1...n € uma familia de intervalos disjuntos contidos

-----

em [a, b] comz ; — 1) < 0, entdo

Z|fyz xz|<€
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Observacgao 2.21 Notagio: AC|a,b].

Exemplo 2.22 Toda funcdo f : I — C lipschitziana € absolutamente continua. De fato,
como f € lipschitziana,
[f(z) = fy)l < cle—yl, Yo,y e 1.
Dado € > 0, tome § = E, entao

n

Z [f(b) = fla)| <e Y (i—a)<c-= e

i=1
quaisquer que sejam n € os escalares a; < by < as < by < ... < a, < by,.
Dentre as propriedades mais importantes das funcoes absolutamente continuas tém-se as

sequintes:

1. Toda func¢ao absolutamente continua € continua. Porém, a reciproca nao é verdadeira.

Tome por exemplo uma funcdo f definida em [0, 1] por:

flz) = xsin(g), z € (0,1];

f(z) =0, x=0.

Pela maneira como estd definida, a fungao f é continua em [0,1]. Porém,

1 2 1
dad00§5§§,deﬁnaxi:1+2ieyi:g,z'ZLNmSeque
Y < T; < Y.
Entao,
i — X)) < - = - = = <5,
S < X (i-rrm) = 2 (i) <
mas

n

D Iflw) = flaal =

=1

1., 2 (142 L2
Esm(”)_Hz@'m( 2 W)':ZH%

i=1

tende para infinito, se n — o0.

Portanto, f nao é absolutamente continua.
2. Toda funcdo absolutamente continua é derivdvel em quase toda parte.
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Defini¢ao 2.23 Denotamos por AC™[a,b], para n € N, o espago:

AC™[a,b) = {f : [a,b] — C e (D" 7' f)(z) € ACla,b]} .

Para maiores informagoes sobre esses espagos, ver [14, 21].

Os proximos Lemas mostram algumas propriedades do operador integral fracionério.

Lema 2.24 Seja R(a) > 0, n = [R(a)] + 1 e seja fo_a(z) = (I'7°f)(x) a integral fra-
ciondria de ordem n — «. Se f(z) € Li(a,b) e fn_o(z) € AC"|[a,b], entdo a igualdade

n (n—7) a
(I3 D3 (@) = fl@) = > F(];%y(ﬁl)

("L‘ - a>a_j7
¢ vdlida, por quase toda parte em [a,b].

Lema 2.25 O operador integral fraciondrio 1%, com o € C (R(a) > 0), € limitado em

L(a,b) :
Iiz:glh < .

Em particular, para o > 0,
(b—a)*

I -~ 7
2ol < i ol

Para a prova dos Lemas (2.24)) e (2.25)) ver [13].

O teorema a seguir é o principal resultado deste capitulo, pois ele mostra uma caracte-

rizacao da solucao do problema ({2.1).

Teorema 2.26 Sejaa > 0, n = [a]+1. Sejam G um conjunto aberto em R e f : (a,b]xG —
R uma fungao tal que f(x,y) € L(a,b) para qualquer y € G.

Se y(z) € L(a,b), entdo y(z) satisfaz a relagdo ([2.1), por quase toda parte, se e somente
se y(x) satisfaz, por quase toda parte, a equacao integral .
Demonstragao: Seja y(x) € L(a,b) satisfazendo, por quase toda parte, . Desde que
f(z,y) € L(a,b), segue de que (D% y)(x) € L(a,b). Por defini¢ao, tem-se

D)) = (45 ) () 0 =[] +1, (o) = o(2)
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e assim, (I"7%y)(z) € AC"[a,b]. Portanto, pelo Lema (2.24) com y(z) no lugar de f(z),

obtém-se
n y(n J) ) .
(I3 Dgyy)(x ; Tla—j+1) (= a)*™, Yn—alr) = ([a+ y)(z).

Tem-se também, por definicao da derivada fracionaria, que

W= (1) UE P = (D)

Logo, pode-se reescreveé-la da forma:

(15 D)) = ()= 3 Lo ) (s

“T(a—j+1)
- bj a—j
=0te) = X e

Pelo Lema (2.28)), a integral (I f(t,y(t)))(z) € L(a,b) existe por quase toda parte em
la,b]. Aplicando o operador /2, em ambos os lados de e usando a expressao acima,
obtém-se a equacao (2.2) e assim, a necessidade esté provada.

Agora, seja y(x) € L(a,b) satisfazendo por quase toda parte . Aplicando o operador
D%, a ambos os lados de , obtém-se

(D)) = 32 5 (D2t = )" ) (&) + (D I3 £t y(0) )
= Tla=j+1)
Logo, chega-se em parte da equagao (2.1, j4 que D*I*f(t) = f(t) e D% (t — a)* 7 = 0.

Portanto, falta mostrar que (D*"*y)(a™) = by. Para isto, aplica-se o operador D% *(k =

1,...,n) a ambos os lados de . Sel<k<n-—1,entao
(D5 y)(x) :ZW<D3?k(t—a)a_j>( )+ (De Ig f(t y(1) (@)
j=1

_Z _]+1 (= a)* 7 + I3 f(t,y (1)) (2).
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Observacao 2.27 Usa-se, acima, os sequintes arqgumentos:

(D2, (¢ — )P ) (@) =~ (o ayr=a1 (R(a) > 0)

I'(6—a)
2
DeTh I f(8) = Lo Ie, f(t) = 15 (1)
Logo,
a— : bj 1 v —
u%&wu»—;;%_ﬂmx—@kL+%_1ﬂl<x—wkvmy@mt
Se k = n, entao de acordo com
(D)) = Jim (12) (@), (DYy)(a™) = yla)

e

« -1 _ F(ﬁ)
(I (t = ) () =

r — q)Ptotl o
G =@ (R(a) > 0)

similarmente a ({2.3)), obtém-se
(D" y)(x) =)

= (n=j)!

o= b s [ = )

(2.4)

Fazendo em (12.3)) e (2.4), um limite quando x — a™, tem-se que as relagoes que faltavam

estao satisfeitas por quase toda parte. m

O proéximo resultado mostra a unicidade da solugao do problema ({2.1]) desde que a fungao

f satisfaca a condicao de Lipschitz.

Teorema 2.28 Sejaa > 0, n = [a]+1. Sejam G um conjunto aberto em R e f : (a,b]xG —

R uma fungao tal que f(x,y) € L(a,b) para qualquer y € G e a condi¢ao de Lipschitz ([2.14])

¢ satisfeita. Entdo, existe uma unica solugao y(x) para o problema de Cauchy no espago

L%(a,b).

Demonstragdao: Primeiro, prova-se a existéncia de uma unica solucao y(z) € L(a,b). Pelo

Teorema ([2.26)), é suficiente provar a existéncia de uma unica solugao y(x) € L(a,b) para a
equagao (2.2). A equagao ([2.2)) faz sentido em qualquer intervalo [a, z1] C [a,b] (a < x1 < b).

Escolha x; tal que a desigualdade

A(zy — a)®
ik |
Tlatl)
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seja vélida. Assim, prova-se a existéncia de uma unica solucdo y(x) € L(a, 1) para a equacao
(2.2)) sobre o intervalo [a, x1]. Para isto, use o Principio da Contracao de Banach (2.11)) para

o espago L(a,x1), que é claramente um espago métrico completo com a distancia

d(yl,y2> = Hyl - y2|]1 = / ’Z/l(iﬁ) - ?/2(1')’d$-

Reescreva a equagao integral (2.2)) na forma y(z) = (T'y)(x), em que

1 Tt y(t))dt
(Ty)(z) = yo(z) + (o) / B _yt)la 7 (2.5)

com

yo(z) =200, ﬁ(z —a)* .

Para aplicar o Teorema ([2.11]), deve-se provar o seguinte:
(1) Se y(x) € L(a,zy), entao (T'y)(z) € L(a, x1);

(2) Para quaisquer yy,ys € L(a, 1),

Alx; — a)®
[T — Tunlls < Wils — gol|o, W = A=)

Tla+1)

De (2.2), yo(x) € L(a,z1). Desde que f(z,y) € L(a,b), pelo Lema (2.25) (com b = x;
e g(t) = f(t,y(t))), a integral fraciondria em também pertence a L(a,z;), e assim
(Ty)(z) € L(a,z1). Agora,

_ L @) L [T f(E ()
1t =Tl = iy [ 0= i [ e

L(a,z1)
L ) - F ) L U (0) — F(ta(0)
= Hrm)/a CED | Hrm)/a CED L .

= e (F @y () = f(Ew2() Dl ey < [Haw (Alya(8) — 420Dl a.1)

Alx; — a)®
@ =0 @) = (@)oo

= A||I% (Alyi(t) — = Tlatl)
2 (Al () = 2O D@2y < T(a+1)

E assim, existe uma unica solugao y*(x) € L(a,x;) para a equagao (2.2)) sobre o intervalo

[a, z1].
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Pelo Principio da contragdo de Banach (2.11)), a solugao y* é obtida como um limite de

uma sequéncia convergente (77y¢)(x) :
rrlzlarnoo ||T’my(>)k - y*HL(a,azl) = Oa

onde yi(x) é qualquer fungao em L(a,b).
Se no minimo um by # 0 na condi¢ao inicial, pode-se tomar y;(z) = yo(x). A sequéncia

(T™yg)(z) é definida pela féormula de recursao

(T™yo)(x) =

(x —t)l-@

L[

Denotando-se y,,(z) = (T™y§)(x), entao:

m—1(t))d

Jim {lym = 4| (a.20) = 0.

Isto significa que aplicando-se o método de aproximagcoes sucessivas para encontrar uma
tnica solugdo y*(z) para a equagao ([2.5)) sobre [a, z1].
Considere agora o intervalo [z1,xs]|, o = x1 + hy, hy > 0 tal que x3 < b. Reescreva a

equacao ([2.5) na forma:

(x —a)* L (" f(ty(t))dt Lo (™ f(t,y(t))dt
Z Tla—j+1) T/, @_p= T@)), @_p

Desde que a fun(;ao y(t) é unicamente definida sobre o intervalo [a, 2], a Ultima integral

pode ser considerada como a funcao conhecida, e reescrevemos a equacao anterior como

L (" f(ty()dt
') (x —t)t-o’

y(r) = yor () +

1

em que yo1(z) definida por:

n

bj(w —a)*™0 1 [ f(ty(t))dt
Z MNa—j5+1) +I‘(a) o (x—1t)t—e

y01
7j=1

é a fungao conhecida. Usando o mesmo argumento acima, existe uma dnica soluc¢ao y*(x) €

L(z1,z5) para a equacgao ([2.2]) sobre o intervalo [x1, 25]. Tomando o préximo intervalo [xs, z3],
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em que xr3 = T9 + hy, hy > 0 tal que x3 < b, e repetindo este processo, conclui-se que existe
uma unica soluc¢ao y*(x) € L(a,b) para a equagao sobre o intervalo [a, b].
Assim, existe uma tnica solugao y(z) = y*(x) € L(a,b) para a equagao e, portanto
para o problema de Cauchy.
Para completar a prova, mostra-se que tal inica solugao y(z) € L(a, b) pertence ao espago
L*(a,b). Basta provar que
(D2vy)(@) € L(a,b).

Pela prova acima, a solugao y(z) € L(a,b) é o limite da sequéncia y,,(z) € L(a,b) :
lim Hym - yHl = Oa
m—00
com a escolha de certos y,, sobre cada intervalo [a, z1], ..., [r1_1,b]. Logo,
DG ym — Dgvylly = |1f (2 ym) = (@, 9)[1 < Allym =yl

Logo,
lim || Dgsym — Dg+ylli = 0,
m— o0

e portanto, (D%.y)(z) € L(a,b). m
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Capitulo 3

Existencia de solucao

3.1 Introducao ao problema

Neste capitulo, em que utilizamos como referéncia o artigo [3], tem-se como objetivo

encontrar uma solugao para o problema de fronteira em trés pontos da seguinte forma:

Deu(t) = f(t,v(t), D(t)), te(0,1),
DPo(t) = g(t, u(t), DPu(t)), te(0,1), (3.1)
u(0) =0, u(l) =~u(n), v(0)=0, v(1)=v(n),

onde f,¢:[0,1] x R x R — R sdo continuas e
l<a,f<2pgy>00<n<lia—q>1 f-p>1L m* ' <L <L

Para isto, precisa-se de alguns pré-requisitos que serao abordados na proxima secao.

3.2 Resultados existentes

Esta secao apresenta resultados importantes, que ajudarao na demonstracao da existéncia
de solugao para o problema (3.1). Veja, primeiro, dois Lemas que nos mostram a forma da

solucao geral do problema fracionario.

Lema 3.1 Seja a > 0. Se assumirmos u € C((0,1),R)NL(0,1), entdo a equagao diferencial

fraciondria D*u(t) = 0 tem como unicas solugoes
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u(t) =Ct* 1+ Cot* 2+ ...+ Cpt*™, C;eR, i=1,2,...,n, n—1<a<n.
Demonstragdao: A prova pode ser encontrada em [5].
Como D*I*u = u para todo u € C((0,1), R)NL(0,1), do Lema (3.1)), deduz-se a seguinte

lei de composigao.
Lema 3.2 Assuma que u € C((0,1),R) N L(0,1) com D € C((0,1),R) N L(0,1). Entdo
I§, D§ u(t) = u(t) + Cit* 1t 4 Cot® 2 + ... 4+ Cpt® ™", para alguns C; € R, i =1,2,...,n.
Denote por J o intervalo [0, 1]. O préximo Lema nos diz como é a solugao do problema
de fronteira fracionario.
Lema 3.3 Seja ¢ € C(JR) uma dada fungdo e 1 < a < 2. Entao a unica solugdo de
Du(t) = ((t), t € (0,1),
u(0) =0, u(l) = v-u(n),

(3.2)

¢é dada por
1
ut) = [ K)ol
0

onde K (t,s) é a fungdo de Green dada por:

Ki(t,s) = 1 ; Ky(t,s), 0<t<n,
P(@)- (L=7-1") | Kp(t,s), n<t<l,
com
(=5t (L) = (L= ) =y (= 9)*Y], 0<s<t,
Eu(ts) =9 =t [(1—s)* =7y (n—s)*7"], t<s=<mn,
L —(t- (1 =s)*, n<s<l,
(§]

(t—s) (=g ) =t [(I=s)* =y - (np—s)*71], 0<s<n,
Kip(t,s) = (t=9)"" (1 —y-0*7") = (H(1 - 5)*, n<s<t,
(- (1—s))* Y, t<s<l.

Demonstragao: Pelo Lema (3.2)), para d; e dy € R, a solucao geral, u(t) € C(0,1)NL(0,1),
de (3.2)) pode ser escrita como
u(t) = T9C(t) +dy-t* P+ dy-t22

t _ e)o—1
- / % F((s)ds +dy 177+ dy 1772,
0

(3.3)
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Usando as condigoes de fronteira, por u(0) = 0, temos dy = 0, pois t*72 # 0, j4 que

—1<a—-2<0.E,deu(l) =~v-u(n), tem-se

vt = [ O s ey

T(n—s)t T A e
v [ sy = [ B cas

(
a=1 _ 1) — 1(1_S)Q_1. s)ds — n(n_s)a_l~ s)ds
it =) = [ U s = [T o
R S I A ) R B U ht) MR
L V S = [ o]
Assim, se torna:

B t(t—S)a_l. s to‘_l . 1(1_5)(1—1. \ds
) = [ ey ) Sy

— /077 (77_2)&1 -C(S)dS}

[(c)
— t _Sa_l_(t-(l—s))afl ' Q(S) - 1 1('[5'(1—5))0‘*1. o
e e e B =t
¥ W(t.(n_s))afl. s
+(1—%770“1)/0 Ty o)

Vamos separar os casos possiveis para t. Suponha que t < 7, entao

[ _Sa—l_(t'(l—s))a_l ¢(s) . 1 "(t-(l—s))a—l. »
u(t) _A |:(t ) 1_,}/_770471 :| F(Oé)d (1—7.77a1)/t C( )d

1 Lt (1= s))*! W (=)
B ) / - C(s)ds + / (s)ds

(1—ry-mot IN(Y L —y-not [(a)
v Tt (n—s)t s
+ 1_7'77a_1/t F(Oz) C( )d
1

- ) [/0 [(t =) (L =) = (- (L= )P+t (n—3s)*"] - ((s)ds

[(a)(1 — ymt

[ @) et = ) s [ (1= ) ()]

n

1 1
= O /O Ki1(t, s)C(s)ds.
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Considere agora t > 7.

u(t) = /O" {(t_ st = (t-( —S))a‘l} <) d8+/t {@_ 51— (- (1 =) C(s)

1L—v-not

R st N IR e
)[ C(s)ds + / ((s)d

(I—5-nt I'(a 1—y-pot ()
il VL) gy g V=)t
+1—7-77‘11/n ['(a) C(s)d +1_fy.na1/t () C(s)d
1

- T(a)(1 — yno-t) [/O [(t — ) L= ) = (- (1= 8) At (n— 3))a—1] - ((s)ds

+/ (=)A= ) = (t- (1 —5)* 4+t (n—1s5)*"] ((s)ds

+ /tl (1 3))0"1C(s)ds]

1 1
= o) — ) /O Kis(t,s)((s)ds. m

Analogamente, obtém-se a solucao geral de

DPu(t) =<(t),

v(0) =0, v(1) = yu(n),
isto é,

1
oft) = [ Kalt, (),
0

em que Ks(t,s) pode ser obtido de Kj(t, s) trocando « por 3. Tome (K, K3) como a funcao
de Green para o problema de valor de fronteira (3.1)).

O Lema a seguir fala sobre a equivaléncia das solugoes do problema ([3.1]) e de um sistema

acoplado que veremos no enunciado do préximo resultado.

Lema 3.4 Assuma que f,g:J X R xR — R sao fun¢oes continuas. Entdo (u,v) € X X Y
¢ uma solucao de (3.1) se, e somente se, (u,v) € X X Y é uma solugao do sequinte sistema

acoplado:

u(t):/o Ki(t,s)f(s,v(s), DPv(s))ds,
v(t):/ Ks(t,8)g(s,u(s), Du(s))ds.

0

(3.4)
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Demonstragao: A necessidade é imediata segue do Lema (3.3). Para provar a suficiéncia,

considere (u,v) € X x Y uma solugao de (3.4)), isto é:

ut) = [ Kt (s,0l5) Dol
v(t):/o Ky (t, s)g(s,u(s), DMu(s))ds.

Assim, mostra-se que (u,v), como acima, satisfaz o problema (3.1)). Note que, pela de-

monstracao do Lema (3.3)),

u(t) :/0 Ki(t,s)f(s,v(s), DPv(s))ds
tozfl

= I7f(t, v(t), DPo(t)) — {12/ (1, 0(1), DPu(1)) =41 f(n,v(n), DPv(n))}

1 — et

v(t) :/0 Ky (t,s)g(s,u(s), DMu(s))ds

B—1
= P (t,00), DPu(0) ~ 1 {1711, 0(1), Do) = 21 (). Do)}
Logo,
DUu(t) = DI Ft,00), DP0(0) = 1 {1 (1, 0(1). DPe(1) =91 3 0(a). D'e()}

= f(t> U(t)a Dpv(t))a

pois D*t*~1 = (.

Analogamente, vé-se que
DPu(t) = g(t,u(t), Du(t).

Além disso,

u(0) = I f(0,v(0), DPv(0)) = 0,

38



e

% {I°f(1,0(1), DPo(1)) — 4 I* f (0, v(n), DPu(n))}

u(l) =1f(1,v(1), DPv(1)) — 1—n

! o p ! @ P
- V{WI F(1,0(1), DPo(1)) + = f(n,v(n),D v(77>)}

_ U . e/ s s e v
_7{_W[ F(1,0(1), DPu(1)) + [ ]I f(n,v(n), D v(n))}

a—1

Ui

=7 {Iaf(n, v(n), DPo(n)) — R

I (0, o0) DPu(1)) = 91 w00, Do) |
= yu(n).
De modo similar, mostra-se que

v(0)=0ev(l) =~v(n). =

A partir deste momento, tem-se todas as ferramentas necessarias para demonstrar o

resultado principal deste capitulo.
Teorema 3.5 Assuma que as hipdteses (A) e (B) sao satisfeitas:
(A) Eziste fungao nao negativa a(t) € L(0,1) tal que
[F(t 2, 9)| < a(t) + ez + ealy|”; e,e2>0; 0. < pr,p2 <1
(B) Eziste fungdo nao negativa b(t) € L(0,1) tal que
lg(t,z,y)| < b(t) + o1]z]7" + daly|”?; 01,02 > 0; 0 < 01,09 < 1.

Entao, existe uma solugao para o problema de fronteira em trés pontos (3.1)).
Demonstragao: Considere C(J,R) o espago de todas as fungoes continuas sobre o intervalo
J=10,1], X = {u(t)| v € C(J,R) e Du € C(J,R)} é um espago de Banach [25] equipado
com a norma

[lullx = max fu(?)] + max|[Du(t)],
emquel<a<2 0<g<a—-1leY ={v(t)veC(J,R)e Dve C(J,R)} é um espago

de Banach [25] equipado com a norma
s p
[olly = maxo(t)] + max | D u(t)],
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emque 1 < <2 0<qg<f—1. Assim, (X XY, ||.||xxy) é um espago de Banach [25] com
a norma definida por ||(u,v)||xxy = max{||ul|x, ||v||y} para (u,v) € X x Y.

Por coveniéncia, vamos usar as seguintes notagoes:

['(a)2+7) +T(a—q)

. P(a)l(a = q)(1 —yn~t)’
A I'(3)2+7) +I(8-p)
> T TBTE-p) I -l
Fa)2+7)+T(a—-q) [*
a L(a)T(a —q)(1 —yno1) /o a(s)ds,

_ I@EEN G- [,
Vo= F(ﬂ)F(ﬁ—p)(l—'ynﬁl)/o bls)ds.

Defina agora um operador F': X x Y — X X Y como
Fu,v)(t) = (Fo(t), Fau(t)),

onde

Fio(t) :/0 Ki(t,s)f(s,v(s), D v(s))ds

1
Fou(t) = / Ky(t, s)g(s,u(s), Du(s))ds.
0
Pela continuidade de Ky, Ks, f e g, segue que F é continuo. Além disso, pelo Lema (3.4)), o

ponto fixo do operador F coincide com a solugao do problema (3.1)).

Agora seja W uma bola no espago de Banach X x Y definida como
W= {(u(t),v(t)) / (u(t),v(t)) € X XY, [|(u(t),v()|[xxy < R, t € J},

1 1 1 1
onde R > max{(3A1€e1)™ 71, (3A1e2) 72, (3A201) 1, (3A9d2)T-2, 3u, 3v}.
A primeira etapa é mostrar que a funcao de Green K;(¢, s) é ndo-positiva. Para isto, tem-
se que analisar cada funcdo por meio das quais a fun¢ao de Green, K (t, s), estd definida.

Note que

1
Pla) (1 = ~ymet)
['(a) >0, para 1 < a <2

> 0, pois

40



0<1—yn*!<1, jique

a—1

0<yny < 1.

Portanto, basta fazer as seguintes verificagoes:

1. Para t # 0,

(=) (L= ) =27 (1= )" =5 (g —5)°'] <0, pois
(= ) (1 =) = 5 (1= )7 = — )

= 1= Uy ) = (=) — e (1 - 8
< (1= )T (L= ) = (1= ) g (L= )

=0.

a)

b) =" [(1 = )* " —7(n—s)*""] <0, pois
—t (1= 8)* 7 = (n — 5)* 7]
==t (=) =y (1= 0
i (C e e U R O R
=—t11-9)*1(1—ym* )] < 0, para0<s<1.

2. Para t =0, tem-se que ou K;(t,s) =0 ou K;(t,s) < 0.

Assim,

/01 |K;(t,s)|ds = / Ky(t,s)d
(t —s)ot 1 Pt (-s) !
- _/0 Ty Ot I e { /0 T %

—y /On (t- (Urz&j))a_lc(s)ds}.

Agora, deve-se provar que F estd bem definido, ou seja, F(W) C W. Assim, dado

(u(t),v(t)) € W, ou seja, ||(u(t),v(t)||xxy < R, mostra-se que

[1F (u(t), v(£)]|xxy < R.
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De fato,

1
[Fo(t)] =
0

(t,) - F(s,v(s), DPv(s))ds

< [ 1308 565 006), Do) s

= [ 1K) 16 006), Do) s
/ums $)+ a1 o) + e |DPo(s))ds

/ |Ki(t,s)]a(s)ds + (1 |R|"" + €2 | R|™) / |K1(t,s)|ds

- <t;<c3> : ”d”u st e

o [N s} + Gl el [ - [
s U e ]

<= [ oo e ) e [ o
e saine)| - [a=a e [ e
L[ty

<t fiare )

1;) {/ r<1a>d5 ”/on (t(nr_<3)a_lds}]

(@RI + e R [

(
= 777‘“ )ty @ e lm) [ ]
(1- vn“ ! /0 EEZ))dSJF (e | R e |RI) [F(a)(l—lv-n“‘l)]

_ L s o LB+ e |RI™)
- F(Oz)(l—vn“‘l)/o O T T )
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Note que, em consequéncia do Lema (3.3) e pela linearidade da derivada fracionaria:
1
Folt) = / Ki(t.s) - f(s,0(s), DPu(s))ds
0

e ) s as), D))
= ) St Dot [ S R

T ((n — 5))* " f (5, 0(s), DPu(s))
*’V/o M)

= (1 0(0). DP0(0) = T {1 (101 DP(1) = 1 (. 0). D0 ()}
Entao,
|DIFu(t)| = |DU*f(t,v(t), DPv(t)) — 113(15;;_1{Io‘f(l,v(l),Dpv(l))

=1 f(n,v(n), DPv(n)) } ‘
I(o)te—a-!
(o = q)(1 —yn>~1)

= |17 f(t,v(t), DPo(t)) —

{1af(1, (1), DPo(1))
=1 f(n,v(n), DPv(n)) } ‘

= ’ml— N /Ot“ — $) L f(s, 0(s), DPu(s))ds

— G 1—s)! s.v(s). DPu(s))ds
F(Q—Q)'(l—w"‘l){/o () f(s,0(s), DPv(s))d

= [T s, Dt >>ds}\

o)
a_q/l )L f ), DPu(s))| ds

+F(oe—(q) |ﬁj;|na 1){/0 (1;(2) — (5005 D0(5) s

4y / | ;ﬁ; =S v1s), DPo(s)) | s

< s [ [+ @RI elre) [y

e / (s + (e 1B+ o ) [0 o

w1 [ talshas 2t R + ol R [0 =)
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- ! [(1 /) /Ot(t —5)* 1 a(s)ds

(o —q)(1 —n>1)

¢ 1
+(1 =y Y (e |RI™ + €2 | R|™) / (t —5)* 7 ds + / (1 —5)*ta(s)ds
0 0

1 n
e |RI + e RI7) / (1— )" ds + / (n— 5)*a(s)ds
0 0
n
e |R + e k) [ 0= 9]
0

! o1y [ —5)* 1 g(s)ds 1 —5)* La(s)ds
- s [ =) [ =T s+ [0 age

# [ = atohds + (R ol BP {0 = [ e oot

v [ smas ey - srtas)]

<t 1) [(1—777 0 [Catas+ [ atspas +o [ atsyas
e B + e |[RI%){ (1 -y /ds+/ ds—l—v/ as}]

T 1) [(1—777@ ) [ atsas+ [ atonds + [ atsyas

+(e1 |RI”* + € \R[” — /ds+/ ds—l—fy/ ds }

1 —1
~ Tla—g)(1 =) [(2 e 7)/o ale)ds

1 1 1
+(61|R|P1+GQyR|p2){(1—7na1)/ ds+/ ds—l—v/ dsH
0 0 0

1 -1 ! P1 P2 a—1
= Na ) [(2—777 —i—’y)/o a(s)ds + (e |R|”" + e |R|”*) {(2 — v —i—’y)}],

Além disso, por definicao,

R Z <3A1€1)ﬁ.
E também, como 0 <1 —p; < 1,
Rl—m Z 3A1€1.

A partir disto,
R Z 3A1€1Rp1.
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Logo, como R é o raio da bola W(R > 0),

R
A1€1 |R‘pl = A1€1Rp1 S g

Dessa forma,

IFo(®)lx = max | Fro(t)] + max |D*Fyo()

| 1 (e [RI” + e | RI”)
< R ) O Ty e

1 =t ) [t

+F(Oé —q)(1—n>1)

e R + e |RIP){(2 = yn°t + )}

- : 2= las S
B (F(a)(l “r ) T Tla— g = Wal)) /O (s)d
1 (2=t +7)

I(a)(1 =~ -n*) * (e —q)(1— ’yna1>>
_(Me—a) @@ Y [
— ( T()C(a — q)(1 —yno1) )/0 (s)d
T(a—q) +T(@)2—yn*" + 7))

()T (a — q)(1 —yno1)
R
3

(@RI + e |RI) (

(e |RI" + e |RIP) (

=u+ (61 ‘R’pl + €2 ’R|p2)A1 < + = R.

i
3

Analogamente, pode-se mostrar que
[Fou®)|ly < v+ (01 |R[™ + 02 [R[7)As < R.
Assim,
||F<u7v)||X><Y S R.

Desde que Fiv(t), Fyu(t), DIFjv(t), DPFyu(t) sao continuas sobre J, entao F(W) C W.
Com isso, foi mostrado também que F é uniformemente limitado. Agora, deve-se mostrar
que F é um operador completamente continuo. Para isto, pelo Teorema de Arzela-Ascoli,

falta mostrar que a familia F(W) é equicontinua, ou seja,

Ve >0, 30 > 0; VF(u,v) € F(W), [t — 7| <9, = ||[F(u,v)(t) — F(u,v)(7)||xxy <€
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Sejam (u,v) € W, t,7 € J (t < 7). Fixe

Entao

| Fyo(t) —

Fuo(r)| =

M = max |(t,0(t), DPo(t))], N = max g(t,u(t), D'u(t))|

/0 (K (1 5) — Ky (7, )£ (5, 0(s), DP(s))ds

< / (Ka(t,5) — Ko (7, 9)) £ (5, 0(5), DPu(s)] ds
§M/O |(K;(t,s) — Kq(7,8))|ds
= /|K1 Ls) — Ky(r,5)) |ds+/T|K1 (t,5) — Ky (7, 5))| ds

/|K1t5) Ki(r.5) |ds+/ (B (15) — Ko (7. )] ds]
/| — P )+

(1— 777“ ")
T(1 =) = (t(1 = 5)*H +((tn = )" = (7(n — 5))*7")|ds

/ = (=) L= ) ({1 ) (k1= )
oy ((tn — )1 — (el — )"V |ds + / U1 — ) (b1 — )

(b0 = )7 = (r(n = ))*7)lds + / (r(1 =)™ = (t(1 = )™ '|ds

(t—8)*t—(r—9)*H(1 —yn*ds
AL P =)

t
+/ [(T(1—8)* ! — (¢(1 - 5)) O“_1|ds—|-7/| (t(n—8)*" = (r(n —5))*)|ds

/|— C (1 = |ds+/| (1— )™ — (#(1 - ))°ds
+7/t [((t(n —s)) a_ —(t(n—s al\ds+/| (1—13)) (t(1—s))*" 1|ds
+7/n|((t(77—8))“_1— - ‘“rds+/r (1—8)*" — (#(1 - 8))° s
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B M
(1= met

+ [ =) = =) s+ [ (=9 = (2l = ) s

el /Ot«T = 8)" = (= )7 (1= s

+ /tT(T —5)* 11—y Nds + /tT(T(l —8)) Tt — (t(1 — 5))* tds

n

o [ (=) = =) s+ [ 1= 5 = 1= ) s

-
1

T / " — )7 — (1 — )" V)ds + / (r(1— ))°" — (t(1 - 5))°ds

n

/ (=) = (=)™ )1 = ™)+ (7 =) ((1 = )

fyna 1

= s [ = (0 =) + (7 ) s

1

+ / "w- (L= )T (=) s+ [ = e s as]

T - vn]l‘/[‘l)F(a) [/OT(T —5)" 7 (L =" )ds — /Ot(t — )1 =y Y)ds

1

R (R R U R N (A

n

T - 7njz\»¢4—1)r(a) [ <— (T — s)a); (1 —ym*t) + (#): (1 — yn=)

(T ) (‘(1 T S)Q)n B (u)]

(07 (0% 0

T (- vn]‘\"{l)r(a) [i(l — - g(l =) 4 (e =) (—M iy 7—77a)

1 ga-ly (1- 77)0‘}

+(7"

_ M 1 —
(L= Hl(a+ 1)
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‘DqFll}(t) — DqFlv(T)‘ =

D81 000, D200 = o (110100, Do) = 1ol D)}
~ DA (7). DP(r)) s AT (1, o1, D) =100 D)
[(a)tea-t

{17 (1,0(1), DPu(1))

[N
[ —q)(1 —yn1)

= |I9f(t,0(t), DPo(t)) —

o —q)(1 —n~1)

=y f(n,0(n), DPo(n))} — 1779 f (7, v(r), DPu(7)) +

{/0-1(1 $)* 1 f(s,v(s), DPo( ))ds_,y/()n(n )L (s, v(s), DPo( ))ds}
1 La—g-1

/0 (1 —8)* 7 f(s,v(s), DPv(s))ds + -

" D(e—q) (= q)(1 —yn>71)

{/01(1 —5)* 1 f(s,v(s), DPv(s))ds — 7/077(77 — 8) L (s, u(s), Dpv(s))ds} ‘

<tasa | [y [T |

T corr ] (R ){/ oo -]
+(1—7na‘Ml)T(a—fJ) (ot e 1){( - Of) 1)1 7(_(”_78)%1)2}
N ’m"“]\f)F(a 9) e ta_q_l){é_’y%}
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< % /Ot(t —5)* 97 ds — /OT(t —5)* 17 1ds

+% /0 (- syelds - /O “(r - )l

e )

< % U;(t A /OT((T T s)“_l)ds}
M(1— %)

T a—gat )

g ), ()
M(1 —n%)
(1—777“‘1)F(04q— q)ox o o
:r<aM_q>[7a e }

(Ta—q—l _ Zfa—q—l)

a—q a—q a—q a—q
M(l — 77]a) (Ta—q—l B toc—q—l)

(1 =ym I a - q)a
M M(1 —~yn®)

- (ra—q _ ja—q
Ta—qrD" )+

A= la-ga )

Similarmente, pode-se provar que

N

| Fou(t) — Fou(T)| < A= £1) (1 =) (7P~ =t + (1 — P ) (P — t7)],
PEou(t) — DIFsu(r __ N FB=p _ B> N(1 =) FB—p=1 _ 4B—p-1
DrEyult) = DiFu(r)] < F(ﬁ—p+1)( )+ (1—7775*1)F(5—p)ﬁ( i

Desde que as fungoes t®, t*~ % 8, 81 ¢o—a (o=l F=p F=p=1 g50 uniformemente
continuas sobre J, entao segue das estimativas acima que F(W) é um conjunto equicontinuo.
Além disso, foi mostrado que F(W) € W é uniformemente limitado. Assim, pelo teorema
de Arzela-Ascoli , segue que F é um operador completamente continuo. Portanto, pelo
Teorema do ponto fixo de Schauder , existe uma solugao de (3.1)). m

3.2.1 Aplicagao do problema

Nesta subsecao é apresentada uma aplicacao do problema (3.1J).
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Exemplo 3.6 Considere o problema de valor de fronteira em trés pontos

u(t) = a+ (t= )" @) + (Do), ¢
Div(t) = b+ (t— 1) [<u(t))m +(D u(t))ffz} e (0,1)
u(0) =0, u(l)=2u(2), v(0)=0, v(1)=2v (),

m
—
=

—_
~—

=

onde 0 < p;, 0; < 1(i =1,2) e a, by sdo constantes diferentes de 0.

Note que, comparando este exemplo com o problema estudado:

1<a:g%1,29 < 2;
7
1<ﬁ—5z1,4<2;
3
0< = — <1
n 1 ;
2
=— =04 >0
p 5 ) )
—1 ~0.14 > 0:
q_7 ~ U, )
4
=—-—=0.8>0:;
"}/ 5 ] b
2 1 4 2
fto(®), D) = e+ (t=5 ] |[0®) + (D))

o(t,u(t), D¥u(t) = b+ (t——)4 () + (DFu(t)”] .

A partir disto, tem-se que

a—q
g—p

a—1

n

8
S ~1,14 > 1
7

(3.5)



K
Assim, basta tomar a(t) = |ai(t)], b(t) = [bi(t)], €1 = €2 = 61 = I = max (t — §> >0

e 0 < p1, p2, 01, 02 < 1, por hipétese. Portanto, segue do Teorema (3.5)) que existe uma
solugao do sistema (3.5)).
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