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Resumo

Através da utilizacao de uma teoria de campo escalar representada no espaco dos momentos,
vamos estudar os efeitos do tamanho finito no comportamento critico de sistemas competitivos
m-axiais com d dimensdes em uma geometria cujas superficies delimitadoras sao placas planas e
paralelas. Tais placas sao de extensao infinita e sao separadas por uma distancia L. O parametro
de ordem estara sujeito a condicoes de contorno periddicas ou antiperidédicas ao longo das duas
superficies. Ambas as formulagoes com campos massivos e nao-massivos serao aplicadas a
fim de obter os expoentes criticos respectivamente nos limites de escalamento ultravioleta e
infravermelho, que sao necessarios a descricao das regides de escala presentes em sistemas
com tamanho finito. Comecaremos analisando sistemas sem competi¢do (m = 0). Vamos
introduzir uma nova descricao para os regimes de “crossover” dimensional usuais relacionados
com as regioes de escala. Desde que evitemos esse “crossover”, caracterizado apenas por valores
pequenos de L, calcularemos os expoentes v e n perturbativamente até as respectivas ordens
de dois e trés loops e veremos que eles sao idénticos aos de um sistema infinito (L — 00). Em
seguida, vamos estender o nosso método de andlise do tamanho finito para sistemas competitivos
m-~axiais no ponto critico de Lifshitz. Em uma abordagem inicial, consideraremos finita uma das
direcoes ao longo do subespaco sem competicao e observaremos um comportamento semelhante
com relagao ao “crossover” dimensional de sistemas nao-competitivos. Para L suficientemente
grande, calcularemos os expoentes criticos vrs, N2, Vo4 € Nrs até ordens de pelo menos dois
loops com auxilio de uma aproximagao especial para a regularizacao das integrais de Feynman.
Tais expoentes serao idénticos aos do sistema infinito. O proximo passo consiste em tornar
finita a diregdo ao longo do eixo de competigdo em um sistema uniaxial (m = 1). Utilizaremos
nessa configuragao uma nova representacao para as integrais de Feynman e, evitando a regiao
de “crossover”, calcularemos de forma exata até ordens de dois loops os expoentes vrs € 1rs.
Os nossos resultados serao comparados com os expoentes obtidos por métodos aproximados e
por simulagoes de Monte Carlo presentes na literatura.

Palavras-chave: Fenomenos criticos, teoria de campo, tamanho finito, pontos de Lifshitz.
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Abstract

By utilizing a scalar field theory settled in momentum space, we will study the finite-size
effects in the critical behavior of m-axial competing systems with d dimensions in a layered
geometry whose limiting surfaces are parallel plates. The latter are of infinite extent along
d — 1 dimensions and are separated by a distance L. The order parameter will be subjected
to periodic as well as antiperiodic boundary conditions on both surfaces. Both massive and
massless field-theoretic formulations will be applied in order to obtain the critical exponents
respectively in the ultraviolet and infrared scaling limits, which are necessary to describing the
scaling regions for finite-size systems. We will start by analysing systems without competition
(m = 0). We will introduce a new description for the usual dimensional crossover regimes
that are related to the scaling regions. Since we avoid such a crossover, caracterized only by
small values of L, we will calculate the exponents v and n perturbatively up to the respective
2 and 3 loops orders and we will see that they are identical to those of the infinite systems
(L — 00). Next, we will extend our finite-size method of analysis to m-axial competing systems
at the Lifshitz critical point. In an initial approach, we consider as finite one of the directions
along the non competitive subspace and we observe a similar behavior in comparison with the
dimensional crossover for non competitive sistems. For L great enough, we will calculate the
critical exponents vrs, 12, Y4 and np4 up to at least 2 loops order with the aid of a special
approximation for regularizing the Feynman integrals. These exponents are identical to those
obtained from infinite systems. The next step consist in making finite the direction along the
competing axis in a uniaxial system (m = 1). We will utilize in this configuration a new
representation for Feynman integrals and, avoiding the crossover region, we compute in a exact
way up to 2 loop order the exponents vrs € npo. Our results will be compared to the exponents
obtained from some approximation methods and from Monte Carlo simulations that can be
found in the literature.

Keywords: Critical phenomena, field theory, finite-size, Lifshitz points.
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Capitulo 1

Introducao

Um dos aspectos mais notaveis no estudo das propriedades termodinamicas de sistemas da
matéria condensada sao as transicoes de fase. Desde os eventos mais cotidianos, como a fusao e
a ebulicao da agua, até aqueles s6 observaveis em escala microscopica, como a reorientagao mo-
lecular em cristais liquidos, notamos algumas caracteristicas em comum. Entre elas, podemos
citar a mudanca abrupta de uma fase para a outra acompanhada por uma absorcao ou liberacao
de calor. Em uma transi¢ao gas-liquido de um fluido comum, por exemplo, cada fase é caracte-
rizada por entropias e densidades distintas, evidenciando uma descontinuidade ja nas derivadas
de primeira ordem do potencial termodinamico. Por essa razao, esse fenomeno é conhecido
como uma transicao de fase de primeira ordem. Entretanto, essa distin¢ao torna-se cada vez
menor até desaparecer completamente quando nos aproximamos do ponto critico. Neste caso,
a descontinuidade do potencial termodinamico s6 aparece em derivadas de ordem superior a
um e a passagem pelo ponto critico resulta em uma transicao comumente referenciada como
transicao de segunda ordem. No decorrer deste trabalho, a nossa atencao estara voltada para
esse segundo tipo de transicao.

A primeira evidéncia experimental de fendmeno critico data de 1869 [1] com a descoberta
do ponto critico do diéxido de carbono. Desde entao, diversos outros tipos de substancias
foram estudadas com um comportamento semelhante. Mencionando alguns exemplos, temos as
misturas bindrias de liquidos e as ligas binarias de metais nas quais acima da temperatura critica
os dois componentes formam uma fase homogénea, misturando-se em quaisquer proporgoes;
materiais ferromagnéticos e ferroelétricos cujos pontos criticos sao marcados pelo aparecimento,
respectivamente, de uma magnetizacao e polarizacdo espontaneas; He' liquido que passa a
ser composto tanto por um superfluido quanto por fluido normal abaixo do ponto lambda e
supercondutores metalicos, cuja resisténcia elétrica é nula abaixo da temperatura critica. Uma
revisao detalhada sobre as descrigoes fenomenoldgicas para esses materiais pode ser encontrada
nas referéncias [2, 3]. Em particular, esta ultima trata dos aspectos experimentais.

A hipétese da universalidade garante que diversos sistemas fisicos diferentes exibem as
mesmas propriedades criticas. Consequentemente, se usarmos um determinado sistema como
prototipo das transicoes de fase de segunda ordem, estaremos construindo uma linguagem apro-
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priada para descrever todos os demais sistemas pertencentes a mesma classe de universalidade.
Por simplicidade, vamos escolher os sistemas magnéticos para expor essa linguagem. Portanto,
consideremos F'(T', h) como a energia livre de Helmholtz dada em fungao da temperatura 7" e do
campo magnético externo h. Em transicoes de fase de segunda ordem, as derivadas de primeira

ordem de F, tais como a entropia S = —2E e a magnetizacio M = —g—i, variam continua-

mente na passagem de T pela temperaturaachritica T.. Por outro lado, quantidades calculadas
em termos de derivadas segundas da energia livre tais como a capacidade térmica C' =T 2%
e a susceptibilidade xy = —%%275 (V é o volume do sistema) apresentam singularidades nas
vizinhangas de T,.. Essas singularidades aparecem como leis de poténcias da temperatura 7' em

torno de 7. Uma grandeza ttil nessa descricao é a temperatura reduzida ¢, definida como:

T-T.

t
1.

(1.1)
Desse modo, a aproximagao da temperatura critica ocorrera com valores de ¢ independentes do
material a ser estudado (ou T.). Para t suficientemente pequeno, as seguintes leis de poténcia
sao validas:

C  |t|79, (1.2a)
X o< [¢77, (1.2b)

onde « e v sao conhecidos como expoentes criticos. Quando o = 0, o calor especifico terd
uma divergencia logaritmica. Observe que ja estamos admitindo que os expoentes acima e
abaixo de T, sdo os mesmos, embora as constantes de proporcionalidade (amplitudes) sejam
diferentes. Tal afirmacao é confirmada tedrica e experimentalmente. Acima da temperatura
critica e com o campo magnético externo nulo, a magnetizacao sera igual a zero. Ja parat < 0,
uma magnetizacao espontanea surgira no sistema, sendo caracterizada pelo expoente [3:

0, t>0,
M o< { 1P, t<o. (1.3)

O aparecimento da magnetizacao assinala uma caracteristica muito especial do fendomeno
critico: a quebra espontanea de simetria do sistema. De fato, as duas fases em ambos os lados
de T, possuem simetrias espaciais distintas. Acima de T, na fase desordenada paramagnética,
o sistema é invariante por rotacao e abaixo de T, na fase ordenada ferromagnética, a direcao
preferencial definida pela magnetizacdo quebra a invariancia rotacional do sistema. Abaixo
de T., podemos falar de invariancia rotacional apenas no subespaco perpendicular a direcao
da magnetizacao. Devido a essa diminuicao na simetria, um novo parametro é necessario para
descrever a nova fase. Essa nova quantidade é denominada parametro de ordem que em sistemas
magnéticos corresponde a magnetizacao.

As singularidades da susceptibilidade e do calor especifico em ferromagnetos refletem dire-
tamente as correlagoes de longo alcance das interagoes entre os spins. Seja ds(z;) = s(x;) — (s)
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a flutuacdo do momento de spin s(z;) no sitio x; em torno do valor médio (s). Definimos a
funcao de correlagao como:

G(|wi — 5]) = (0s(wi)ds(;))- (1.4)

Note que aqui estamos considerando um sistema homogéneo e isotropico através da invariancia
por translacao e rotagao da funcao definida acima. A extensao das correlagoes é medida através
do comprimento de correlagao £ associado ao comportamento assintético de (1.4). Definindo
r = |z; — x;| em um espago com d dimensoes, podemos escrever o limite:

G(r) oc r~@=24 exp(—r/€) (1.5)

r—r00

O limite r — oo significa aqui » > a, onde a corresponde ao espacamento entre os spins
em uma rede cristalina regular, sendo denominado de parametro de rede. As correlacées de

longo alcance sao entao evidenciadas pela divergéncia do comprimento de correlacao com a
aproximacao do ponto critico. Essa divergéncia ¢ caracterizada pelo expoente v através de:

£ oc [t (1.6)

Na temperatura critica (t = 0), £ = oo e o limite assintético de (1.4) passa a ser dado pela lei
de poténcia escrita em termos do expoente 7. Ainda na temperatura critica e com o campo
magnético externo h e a magnetizacao assumindo valores pequenos, a equacao de estado do
sistema é caracterizada pelo expoente ¢:

M « hs, para t=0. (1.7)

Em 1965, Widom [4] propos que a energia livre deveria ser uma fungdo homogénea nas
vizinhancas do ponto critico e dessa forma os expoentes criticos podem ser expressos em termos
do grau de homogeneidade dessa fungao. Definindo a densidade de energia livre por f = F/V
e considerando £ como o tnico comprimento relevante na criticalidade, podemos escrever [5]:

f(t,h) =€ fe (hE™), (1.8)

onde d, = 3(d+2—n) e f1 é uma fungao de escala adimensional. Os indices + e — referem-se a
t > 0et <0, respectivamente. Usando a lei de poténcia (1.6) e a expressao acima, calculamos
o calor especifico a partir de
0 f
C=—-T"—= o [t|"" 2. 1.9
ool (19)

Com o auxilio de (1.2), deduzimos a lei de escala de Josephson:
a=2-—uvd. (1.10)
Realizando um procedimento semelhante, podemos derivar as demais leis de escala:

v=v(2—mn) (Fisher), (1.11a)
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a+ 26+ v =2 (Rushbrooke), (1.11b)
v=pB(0—1) (Widom). (1.11c)

Os seis expoentes criticos definidos aqui estao relacionados pelas quatro equacoes acima. Logo,
basta que calculemos apenas dois deles para que todos os outros sejam determinados.

A solucao exata descrevendo o comportamento critico de sistemas magnéticos so existe em
alguns casos particulares. Como exemplo, temos a solucao em duas dimensoes fornecida por
Onsager [6] para o modelo de Ising. No entanto, uma solugao exata para dimensoes superiores
a dois ainda nao é conhecida e a melhor descricao disponivel é dada pela teoria de Wilson
[7-11]. Baseado no procedimento de dizimagao apresentado originalmente por Kadanoff [12],
Wilson introduz as equacoes do grupo de renormalizacao decorrentes de transformagoes de
escala infinitesimais e assim as leis de escala podem ser deduzidas, resultando também no
calculo aproximado para os expoentes criticos.

No capitulo 2, apresentaremos uma reformulacao e simplificacao da teoria de Wilson reali-
zada por Brézin, Le Guillou e Zinn-Justin [13-15]. Abordaremos portanto uma teoria de campo
escalar ® com uma auto-interacao do tipo ®* como uma ferramenta essencial a descricao fe-
nomenolégica do comportamento critico do sistema. As fungoes de correlacao do sistema sao
expandidas em termos de diagramas de Feynman que, por sua vez, sao expressos através de
integrais de Feynman divergentes. A remocao dessas divergéncias (renormalizagao), seguida
pela andlise das equacoes do grupo de renormalizagao, permite a determinacao dos expoen-
tes criticos que sao calculados perturbativamente em termos de expansoes em poténcias do
parametro dimensional € = 4 — d, onde d é o nimero de dimensoes do sistema.

Ao introduzirmos um tamanho finito no sistema, vemos que talvez a forma mais natural de
realizarmos isso consiste em considerarmos uma geometria de superficies planas e paralelas em
um espago com d dimensdes. Teremos portanto o sistema delimitado por duas (hiper)superficies
(d — 1)-dimensionais separadas por uma distancia L finita. Trata-se basicamente de uma ide-
alizagao para filmes finos. Tomando A como sendo a area dessas superficies, enfatizamos que
o volume V = AL do sistema permanece infinito, exceto por alguns casos especiais a serem
também abordados durante o nosso estudo quando L — 0. Dessa forma, todas as singulari-
dades decorrentes das correlagoes de longo alcance ainda estarao presentes na criticalidade e
poderemos usar a mesma linguagem dada em termos de expoentes criticos. Apesar de V per-
manecer infinito, vamos nos referir a esse tipo de configuragao como um sistema de tamanho
finito. No limite L. — oo, reobtemos a geometria e todas as propriedades criticas do sistema de
tamanho infinito.

Podemos identificar em diversos contextos fisicos situagoes relacionadas a sistemas com
geometria de superficies planas e paralelas. Dentre as realizacoes experimentais, temos as
medidas das curvas de coexisténcia de filmes finos formados pela mistura de lutidina com agua
[16, 17] e as medidas do calor especifico e densidade de superfluido do *He liquido confinado
[18-20]. J& do ponto de vista tedrico, teorias de campo foram utilizadas para investigar os
efeitos do tamanho finito nao apenas em *He [21], como também em filmes finos formados
por fenémenos de molhamento [22-24]. Para filmes finos formados pelo molhamento de um
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determinado substrato por *He e pela mistura He-*He, o efeito Casimir evidenciado pela
existéncia de forcas tanto atrativas quanto repulsivas entre as interfaces liquido-substrato e
liquido vapor também foi estudado [25]. Outros exemplos de origem tedrica incluem os estudos
envolvendo teorias quanticas de campo em espacos-tempos localmente planos e globalmente nao-
minkowskiano devido ao limite imposto por superficies planas e paralelas [26-32]. O célculo
tanto da energia de vacuo quanto das auto-energias de tais teorias nesses tipos de espagos
conduz a novas realizagoes do efeito Casimir [26-30] e de mecanismos de geragao topoldgica
de massa (30, 31]. Também ndo podemos deixar de mencionar a conexdo existente entre o
nosso estudo e a teoria quantica a temperatura finita [30, 33]. Nesse caso, o comprimento L é
mapeado no parametro J (onde f = ﬁ), com o campo satisfazendo condigoes de contorno
periodicas ou antiperiddicas nesse parametro dependendo de estarmos tratando de bdsons ou
férmions, respectivamente.

Um estudo envolvendo teoria de campo escalar em sistemas com geometria de placas planas
e paralelas no contexto de fenémenos criticos foi apresentado por Nemirovsky e Freed (NF)
[34, 35]. Nesse estudo, os autores utilizam o formalismo do grupo de renormalizagao e obtém os
mesmos expoentes criticos do sistema infinito até ordem ¢!, invalidando dessa forma a conjectura
de Brézin [36] sobre a impossibilidade da realizagao da expansao em € no limite ¢ — 0. Partindo
de uma formulacgao da teoria na qual o comprimento de correlacao £ é finito, NF realizam todas
as analises levando em consideracao a hipdtese de escalamento proposta por Fisher e Barber
[37]. Tal hipdtese afirma que os efeitos do tamanho finito s6 aparecem quando & ~ L. Portanto,
NF usam a varidvel de escala L/{ para argumentarem sobre a validade da expansao em € na
regiao determinada por L/{ > 1. Por outro lado, se L/¢ < 1, NF concluem que esse célculo
perturbativo nao é mais valido e os expoentes criticos passam a ser os correspondentes de um
espago com d — 1 dimensoes, caracterizando um “crossover dimensional”.

No capitulo 3, vamos ampliar o método de NF para incluir o calculo dos expoentes criticos
para ordens mais elevadas em e. Primeiro, utilizando o formalismo de campos massivos, mos-
traremos que os expoentes criticos do sistema de tamanho finito com o tipo de geometria de
nosso interesse sao idénticos aqueles do sistema infinito andlogo. Essa afirmacao feita anteri-
ormente por NF no caso de expoentes calculados em primeira ordem em € é confirmada pelos
nossos calculos. Durante esse procedimento, ficara evidente que as integrais de Feynman corres-
pondem aquelas associadas ao sistema infinito, cujas singularidades manifestam-se em termos
de polos em € seguido por termos regulares em ¢ que dependem explicitamente de L, sendo
portanto denominado de correcao do tamanho finito. As nossas andlises estarao restritas ape-
nas as condigoes de contorno periédicas e antiperiddicas, impostas no campo ¢ ao longo das
superficies delimitadoras. Tais restricoes espaciais nao quebram a invariancia translacional do
sistema, simplificando consideravelmente o nosso estudo.

Além disso, introduziremos a discussao de tamanho finito usando campos de massa nula.
Nesse caso, o comprimento de correlagao do sistema ¢ infinito. Mostraremos entao que um novo
regime de “crossover dimensional”, diferente daquele sugerido por NF, surgira. Em particular,
veremos que a varidvel de escala L/¢ é inadequada para demarcar os limites de validade da
expansao €. Entretanto, as condicoes para validade da expansao em € e, por conseguinte, do
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calculo dos expoentes estao em perfeita concordancia com a correspondente andlise na teoria
massiva. Os resultados desse nosso estudo podem ser encontrados nas referéncias [38, 39].

A descricao realizada até o presente momento para os sistemas magnéticos considera apenas
interagoes ferromagnéticas, nas quais os spins tendem a se alinharem paralelamente. Se além
disso, introduzirmos interacoes antiferromagnéticas, que induzem a um alinhamento antipara-
lelo, intercaladas com interacoes ferromagnéticas, é possivel realizar um exemplo simples de
sistema competitivo. Como resultado, além das fases paramagnética e ferromagnética, pode-
mos identificar uma fase com uma modulacao periédica na magnetizacao. A confluéncia dessas
trés fases determina um ponto (multicritico) no diagrama de fase conhecido como ponto de
Lifshitz. Dois exemplos tipicos de compostos magnéticos exibindo esse tipo de comportamento
sao dados pelo MnP [40-44] e pelo MngoCog 1 P [45, 46]. Interagdes competitivas nao sdo uma
exclusividade de sistemas magnéticos. Elas ocorrem em geral toda vez que um sistema critico
exibe interagoes de curto alcance com sinais alternados. As direcoes espaciais ao longo das quais
as interagoes alternadas ocorrem sao chamadas de eixos de competicao. Podemos identificar
na literatura diversos outros exemplos incluindo semicondutores ferroelétricos [47-49], sais de
transferéncia de carga [50, 51] e alguns tipos especiais de cristais liquidos [52-57] e polimeros
[58-61].

O principal representante de um semicondutor ferroelétrico exibindo competigao é dado por
SnaPs(S1_,S€, ), cujas propriedades refrativas, acusto-Gticas e eletro-Gticas tém despertado
bastante interesse. Nesse composto, a concentracao x de selénio desempenha um papel funda-
mental na determinagao do tipo de transi¢ao de fase observada. Para x < 0,28, haverd uma
transigao de segunda ordem entre a fase paraelétrica e a ferroelétrica. Ja para x = 0,28, essa
transicao ocorrera entre a fase paraelétrica e a fase com uma modulagao periddica no vetor de
polarizacao. Se o comprimento de onda dessa modulagao nao é um multiplo do parametro de
rede, temos o que é comumente conhecido como fase incomensuravel. Diminuindo ainda mais
a temperatura, chegaremos a uma transi¢ao de primeira ordem dessa fase incomensuravel para
a ferroelétrica. O ponto de Lifshitz esta entao situado em = ~ 0,28 a uma temperatura de
aproximadamente 281 K [49].

Sais de transferéncia de carga sao constituidos por um certo nimero n de moléculas doa-
doras D que forneceram (cada uma conjuntamente) um elétron para uma molécula receptora
A, resultando no composto A,D. As moléculas doadoras sao entao empilhadas de modo que
os orbitais moleculares se sobreponham e gerem um mecanismo de condugao elétrica [62]. No
entanto, a condutividade elétrica é perdida quando esse tipo de composto sofre uma transicao
metal-isolante. Tomando como exemplo o sal representado por TTF-TCNQ [50], ao diminuir-
mos a temperatura 1" até 54 K e mantendo a amostra sob pressao atmosférica, chegamos a
transigdo de segunda ordem entre a fase metalica (condutora) e a fase isolante na qual a distri-
buigao de cargas p segue a periodicidade da cadeia molecular (fase comensuravel). Prosseguindo
com a diminuigao de T até 49 K & mesma pressao, teremos uma transicao (também de segunda
ordem) para uma fase incomensuravel caracterizada pela modulacdo de p cujo vetor de onda
cresce continuamente ao decrescermos 71" a partir da temperatura critica. Na referéncia [50], é
cogitada a possibilidade de um ponto de Lifshitz a uma pressao mais elevada e com uma tem-
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peratura no intervalo de 49 K a 54 K. Observamos que essa descricao é bastante simplificada,
pois o TTF-TCNQ pode conter varios pontos de Lifshitz [51].

Em cristais liquidos, os efeitos da competi¢ao aparecem em trés fases esméticas (Sm), deno-
minadas Sm-A, Sm-C' e Sm-C*. Em uma fase esmética, as moléculas desse tipo de composto,
geralmente alongadas e na forma de bastonetes, estao arranjadas em planos (planos esméticos)
e alinhadas em uma direcao bem definida, podendo se deslocar livremente nessas camadas
conforme acontece em um liquido. Na fase Sm-A, as moléculas alinham-se paralelamente ao
vetor normal n do plano esmético enquanto que na fase Sm-C, esse alinhamento ocorre de
forma obliqua, resultando em um angulo ¢ em relacao ao vetor n. Quando o angulo ¢ possui
uma variacao peridédica ao longo da direcao paralela a n, temos a fase Sm-C*. Se comegarmos
com um cristal liquido na fase Sm-A e com um campo magnético externo h suficientemente
fraco e paralelo aos planos esméticos, a diminuicao da temperatura 1" resulta em uma transicao
de segunda ordem para a fase Sm-C*. Aumentando h até um valor critico h., a modulacao
periddica de ¢ desaparece e entramos na regiao da fase Sm-C'. Caso tivéssemos comegado com
h acima do valor critico e na fase Sm-A, a diminuicao de T acarretaria em uma transicao para
a fase Sm-C'. A confluéncia dessas trés fases no diagrama T versus h determina o ponto de
Lifshitz.

Pontos de Lifshitz também aparecem em misturas de copolimeros e homopolimeros. Di-
ferentemente de um homopolimero, um copolimero é composto de dois (ou mais) tipos de
monomeros. Um exemplo desse tipo de sistema é dado pela mistura de polietilenopropileno
com polietileno [59]. Como resultado das interagoes repulsivas e atrativas entre os monomeros,
podemos identificar novamente trés fases confluindo para um ponto de Lifshitz no diagrama
de fase temperatura T versus a concentragao ¢ do homopolimero. Para T acima da tempera-
tura critica e ¢ pequeno, teremos a fase homogénea (desordenada). Com a diminuigao de T’
e mantendo ¢ fixo, uma transicao de segunda ordem ocorre na direcao de uma fase lamelar
na qual uma periodicidade estrutural pode ser observada. Aumentando a concentracao ¢, o
comprimento de onda dessa fase cresce continuamente até o sistema exibir uma separacao em
duas fases. Uma transicao para esse estado também ocorreria se tivéssemos partido com ¢
suficientemente grande e diminuindo apenas T a partir da fase desordenada.

Por razoes de simplicidade, usaremos novamente a linguagem de sistemas magnéticos para
ilustrar uma realizacao microscopica de interacoes competitivas. Consideremos portanto o mo-
delo ANNNI (axial next-nearest-neighbour Ising) introduzido por Elliot [63]. Trata-se de uma
extensao do modelo de Ising no qual interacoes antiferromagnéticas competem com interagoes
ferromagnéticas. A figura 1.1 mostra o modelo ANNNI aplicado a uma rede cristalina cubica
em um espaco com trés dimensoes. Em cada camada ao longo do plano xy, existem apenas
interagoes ferromagnéticas com acoplamento Jy > 0 entre os spins mais proximos, como o usual
no modelo de Ising. A competicao aparece apenas ao longo da dire¢ao z onde dois tipos de
acoplamento J; e Jy estao presentes. O primeiro deles refere-se a interacao ferromagnética na
qual os spins interagem com os primeiros vizinhos e sao forcados a um alinhamento paralelo.
O segundo tipo de acoplamento representa a interacao antiferromagnética entre um spin e o
seu correspondente segundo vizinho, forcando-os a uma configuracao antiparalela. Portanto,
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Figura 1.1: Modelo ANNNI em uma rede ciibica tridimensional.

escrevemos J; > 0 e J, < 0. Considerando S, , como a variavel de spin em um sitio p = (z,y)
de uma camada na posicao z, podemos entao escrever a hamiltoniana do sistema da seguinte
forma:

H = —Jo Z [S(x,y),zs(:v+1,y)7z + S(z,y),zS(:c,y—i—l)z} - Z(Jlsp,zsp,z-I—l + JQSp,zSp,z+2)-

T,Y,z Pz

Vamos nos referir ao eixo z como subespaco competitivo. Por outro lado, o plano xy ao longo
do qual nao ha competicao, serd denominado subespaco nao-competitivo.

A variavel p = —j—f desempenha um papel crucial na descricao das transicoes de fase de
um sistema exibindo competicao. A figura 1.2 mostra o diagrama de fase esquematico do
modelo ANNNI obtido através de simulagdo de Monte Carlo [64]. O ponto de Lifshitz (PL)
é representado pelo par de coordenadas (pr, 7). Para p < pr, a interacao ferromagnética é
dominante e continuaremos tendo uma transicao de segunda ordem entre a fase desordenada
paramagnética e a fase ordenada ferromagnética ao longo da linha T,(p) referente a temperatura
critica. Ja para p > pr, a transicao de segunda ordem ¢ entre a fase desordenada e a modulada.
Na fase modulada, a magnetizacao apresenta uma variacao senoidal ao longo do subespaco
competitivo, cujo vetor de onda tende continuamente a zero com a aproximacgao do ponto de
Lifshitz. Diminuindo a temperatura e mantendo p > 0.5, o sistema entra na regiao antifasica.
Nessa regiao, o antiferromagnetismo passa a ser predominante e os spins apresentarao uma
ordenagao do tipo - -+ TTLITTIL -+ -. As linhas tracejadas representam transicoes de primeira
ordem. O leitor interessado em mais detalhes sobre as regioes de modulacao e de antifase pode
consultar a ref. [65] para uma revisdo sobre o assunto.

Podemos generalizar o modelo ANNNI para incluir interagoes competitivas em mais de uma
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Temperatura

L, \
Ferromagnético ’

‘o Antifasico

0 Py 0,5 1,0

Figura 1.2: Diagrama de fase para um sistema com competicao descrita pelo modelo ANNNI

(ref. [64]).

direcao. Portanto, seja d o nimero de dimensoes espaciais, escolhemos m < d como sendo o
nimero de dimensoes do subespago competitivo, resultando no subespac¢o nao-competitivo com
d — m dimensdes e compondo o que é conhecido como sistema m-axial. A figura 1.1, por
exemplo, exibe um modelo uniaxial (m = 1). Se d = m, teremos o subespago nao-competitivo
ausente e o sistema serd isotropico. Neste trabalho, estamos interessados apenas nos sistemas
anisotrépicos (m < d).

A existéncia de um subespago contendo interagoes competitivas altera significantemente o
comportamento critico do sistema no ponto de Lifshitz. Neste caso, as flutuagoes do parametro
de ordem nas vizinhangas desse ponto critico terao uma natureza distinta no subespaco com-
petitivo quando comparadas ao subespaco sem competicao. A primeira andlise desse tipo de
problema utilizando uma descricado matematica em termos de campos escalares foi apresen-
tada por Hornreich, Luban e Shtrikman [66] em 1975. Nessa nova descri¢do, o parametro
dimensional em poténcias do qual os expoentes criticos sao expandidos sera modificado para
€ = 4+ 5 — d, incluindo assim o ntimero m de dimensoes do subespaco competitivo. Em
virtude da anisotropia do sistema, a funcao de correlagao, anédloga aquela definida em (1.4),
terd um escalamento diferente para cada subespaco sob consideracao. Portanto, teremos dois
tipos de comprimentos de correlacao que chamaremos de £;4 € £12 para os subespagos com e
sem competicao, respectivamente. Além disso, novos expoentes criticos devem ser inseridos
para descrever as singularidades da funcao e dos comprimentos de correlagao na criticalidade.
Temos entao os expoentes 14 € vy para o subespago competitivo enquanto 1y e vro para o
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subespago nao competitivo, em analogia as definicoes para 7 e v realizadas em sistemas sem
competicao.

No capitulo 4, vamos introduzir um método de tratamento dos efeitos de tamanho finito
analogo ao método de NF para sistemas exibindo pontos de Lifshitz anisotrépicos m-axiais.
Comecamos com a formulacao de campos sem massa. Em seguida, introduzimos a descri¢ao
em termos de campos massivos. Usando condigoes de contorno periddicas e antiperiodicas,
calculamos os expoentes criticos quando a dire¢ao de tamanho finito é perpendicular aos m eixos
de competicao. Mostraremos que as condicoes para a validade da expansao €; sao similares
aquelas encontradas para os sistemas finitos sem competicao. Provamos a equivaléncia entre
os nossos resultados para os expoentes criticos e aqueles obtidos para sistemas de tamanho
infinito, uma vez que usamos o mesmo método de aproximacao para calcular as integrais de
Feynman de ordens mais altas.

No capitulo 5, vamos analisar o caso uniaxial quando a dire¢ao de tamanho finito coincide
com a direcao de competicao. Utilizando uma transformacao fornecida pela férmula da soma
de Poisson, podemos expressar as integrais de Feynman em termos de uma série cuja primeira
contribuicao é atribuida ao sistema infinito. As correcoes de tamanho finito sao identificadas
com os demais termos da série, que correspondem a representacoes integrais de Mellin-Barnes
com caminhos de integracao no plano complexo convenientes ao problema. Mostramos que
esses termos de corregao tendem a zero no limite L — oo. Identificamos a regiao de crossover
dimensional, que é similar aquela estudada no capitulo 4. Como bonus, calculamos de forma
exata até ordem €2 e pela primeira vez os expoentes criticos perpendiculares ao eixo de com-
peticao. Comparamos esses resultados com aqueles obtidos da aproximacao descrita no capitulo
4 através da anélise quantitativa dos desvios relativos entre os coeficientes de 7. Realizamos
também uma comparacao com outros resultados na literatura, como a expansao €; numérica
no espaco das coordenadas e simulacoes de Monte Carlo.



Capitulo 2

Teoria de Campos em Fenomenos
Criticos

2.1 Introducao

Introduzida inicialmente para descrever eletrodinamica quantica, a teoria de campos apre-
senta-se como uma ferramenta poderosa na descricao do carater universal das transicoes de fase
de segunda ordem. Com a introdugao das ideias de grupo de renormalizacado de Wilson [7], as
leis de escala para as fungoes de correlacao puderam ser obtidas analiticamente e um grande
progresso foi feito na direcao do calculo dos expoentes criticos e no estabelecimento de novas
classes de universalidade.

No presente capitulo, abordaremos os elementos essenciais da teoria de campos envolvidos
na descri¢ao de fenomenos criticos. Consideraremos um modelo de campo escalar com sime-
tria O(N) e interacao do tipo ®*, de onde podemos estabelecer uma conexao com sistemas
ferromagnéticos de volume infinito. Apenas a fase desordenada (simétrica) serd discutida. As
fungoes de vértice 1PI serao calculadas até ordem dois loops na expansao em diagramas de
Feynman e as divergéncias no ultravioleta removidas através de condicoes de renormalizacao
tanto na teoria massiva quanto na nao-massiva. A subsequente aplicagdo do formalismo de
grupo de renormalizagao permite o calculo perturbativo dos expoentes criticos 1 e v em termos
de expansdes em poténcias de € = 4 — d (expansao em ¢), onde d é a dimensao espacial. Os
coeficientes dessa expansao estao intimamente relacionados com o tipo de simetria da interacao
do campo, apresentando uma dependéncia em N. Uma classe de universalidade é entao estabe-
lecida: os expoentes criticos dependem apenas dos valores no par (N, d). A equivaléncia entre
as teorias massiva e nao-massiva ¢ evidenciada através da obtencao dos mesmos resultados para
1 e v a partir das analises de escala nas regioes ultravioleta e infravermelha, respectivamente.

Nao teremos o compromisso com uma descrigao detalhada e rigorosa do assunto. O lei-
tor interessado em maiores detalhes pode consultar as refs. [13-15] (nos quais nos baseamos
fortemente) para uma andlise bem mais abrangente. Nosso principal objetivo aqui é langar

11
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as bases para a descricao do comportamento critico de sistemas com tamanho finito. Nos
préximos capitulos, discutiremos as varias situagoes envolvendo tamanho finito em geometrias
de superficies planas e paralelas.

2.2 Descricao em termos de campos continuos

Consideremos um sistema composto por spins dispostos em uma rede regular com espacamento

a. O fato do comprimento de correlagao £ ser muito maior que a nas vizinhancas do ponto
critico e de estarmos explorando distancias grandes comparadas com a nas fungoes de correlagao
permite que esse sistema discreto possa ser modelado em termos de campos escalares continuos.
Portanto, definimos ®;(x) como um campo escalar com N componentes (i = 1,2,..., N) e com
coordenadas x em um espaco d-dimensional. Na fase desordenada, o sistema ¢é invariante por
rotagao e a densidade lagrangiana correspondente deve ter simetria O(N), podendo ser escrita
na seguinte forma:

L[@(2)] = Ag(V®)? + A, ®% () + A, (), (2.1)
onde v
(V®)? = Z Vo, (x) - V&;(z), (2.2a)

B (z) = [8%(2)]” = Fijra®i(2)®;(2)Pp(2) (), (2.2¢)

de onde determinamos o tensor:
1
gt = 3050kt + 0ix0j0 + 0iad; k) (2.3)

Os indices repetidos em (2.2c) s@o somados de 1 a N. De agora em diante, usaremos sempre
essa convencao da soma para indices repetidos.

A densidade lagrangiana (2.1) (também chamada de hamiltoniana nos primérdios da for-
mulagao de teoria de campos para o problema de transi¢oes de fase e fenémenos criticos) é
conhecida como a lagrangiana de Landau-Ginzburg-Wilson. Os termos quadraticos e quarticos
referem-se a formulacao da teoria de campo médio de Landau, na qual o campo nao varia com
a posicao. A introdugao do termo de gradiente passa a levar em conta as flutuagoes do campo
ao longo de todo o sistema sob consideracao. Tal como acontece na teoria de Landau, o campo
®(x) constitui o parametro de ordem.

Apenas os trés termos em (2.1) sao relevantes na descrigdo do comportamento critico do
sistema. Quaisquer outros monomios com derivadas de ordens mais elevadas e poténcias mai-
ores nao contribuirao para as singularidades nos observaveis fisicos, resultando em um mesmo
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comportamento critico. Entretanto, existe uma situacao apresentada por sistemas com in-
teragoes competitivas no ponto de Lifshitz na qual termos com derivadas de segunda ordem sao
necessarios. Discutiremos esse ponto no capitulo 4.

Os coeficientes Ag, A1 e Ay ainda aparecem aqui de forma indeterminada. Tomando Ay como
uma quantidade adimensional, vemos que A; deve ter dimensao de inverso de comprimento ao
quadrado ou de momento ao quadrado. Em unidades naturais, A; passa entao a ter dimensao de
massa ao quadrado. Se fixarmos Ag = % e Ay = “72, temos p funcionando como um parametro
de massa em uma teoria quantica de campo escalar no espago euclidiano [67]. No entanto,
0 nosso caso corresponde a uma descrigao termodinamica de equilibrio e portanto o campo
®(z) ndo tem dependéncia temporal. O préoximo coeficiente Ay multiplica o termo quértico
®* ¢ podemos pensar nele como uma constante de acoplamento de um campo autointeragente.
Aqui, escrevemos Ay = % onde o fator % entra como um artificio numérico no cancelamento
dos fatores simetria dos diagramas de Feynman durante a expansao diagramética (ver secao
2.4). Portanto, (2.1) escrita em termos da massa p e da constante de acoplamento A torna-se:

2
ZLN®(x)] = %(V@)Z - %@2@;) + %@4(90) (2.4)

A conexao da densidade lagrangiana acima com um sistema fisico exibindo comportamento
critico é estabelecida fazendo u? proporcional & temperatura reduzida ¢. A constante de pro-
porcionalidade dependera naturalmente de propriedades intrinsecas do sistema. Para o modelo
de Ising [15], por exemplo, podemos escrever pu? = a%, onde a é o parametro de rede. A cons-
tante de acoplamento também dependerd do sistema sob consideragao. No entanto, desde que
modelos construidos com (2.1) tendo A; ~ t resultam sempre nos mesmos expoentes criticos, as
dependéncias de ;2 e A com um sistema em particular nao serao importantes no nosso estudo.

2.3 Funcao de particao e funcoes de correlacao

Em teoria de campos, o funcional gerador das fun¢oes de Green pode ser escrito em termos
da amplitude de transigao de fase entre os estados no tempo ¢t — —oo (estados in) e os estados
em t — oo (estados out). A formulagdo de integral funcional permite que facamos uma série de
manipulagoes matematicas resultando em um funcional gerador relacionado diretamente com a
densidade lagrangiana classica. Em mecanica estatistica, podemos associar o funcional gerador
com a funcao de particao do sistema. Realizando essa analogia de forma literal, escrevemos a
funcao de particao como:

200 = N1 / PP exp (— / iz { L [0(x)] — h(a:)(IJ(m)}) | (2.5)
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onde introduzimos um campo magnético externo h(z) interagindo com ® através do termo

—h(z)®(x) = —hi(x)®;(z). Podemos representar a medida 2% da integragao funcional como:
PP = nlljr;(} 11 dd(xz;). (2.6)

O sistema foi entdao dividido em n — oo cubos de volume a? (sendo a o parametro de rede)
com cada coordenada x; pertencente a um desses cubos. d®(z;), por sua vez, é a medida
de integragao da varidvel de campo ®(z;) em cada cubo. Desde que nao estamos explorando
propriedades intrinsecas do sistema (fazendo a escala de comprimento muito maior que a),
a representacao acima possui um apelo heuristico muito forte. Podemos ver isso como uma
aproximagao hidrodinamica, na qual a granulacao do sistema nao é levada em consideracao. A
constante .4 em (2.5) é escolhida através da condigao de normalizacao:

Zh=0]=1. (2.7)

Definimos as fungoes de correlagao (ou fungdes de Green) de E pontos através da média:

G (@, xp) = (@4 (1) - i (78)) |nmo

= ! / DD D, (11) - By (x1) exp (— / dmg@(x)]). (2.8)

A magnetizagao ¢ obtida fazendo E = 1, ou seja, M;(x) = (P;(x))|n=0 = GZ(I)(x). A fase
ordenada aparece quando Ggl)(x) # 0, com o surgimento de uma magnetizagdo espontanea

(quebra espontanea de simetria). O nosso estudo refere-se apenas a fase simétrica: G\ (z) = 0.
Para F = 2, temos a funcao de correlacao de 2 pontos, de onde podemos calcular o comprimento
de correlacao através da definigao:

- fdd<l'1 — iCQ)(inl - x2>2GZ(‘72i)<x17 l’g)

52
[ di(zy — ffz)Gz(,Qi)(xhb)

(2.9)

Podemos escrever (2.8) em termos de derivadas funcionais de Z[h]. Antes disso, conside-
remos uma fungao f : R — R. Uma derivada funcional de f(z) com relacdo a f(y) tem a
seguinte propriedade:

6f(x)

of(y)

o o; .
Note como esse resultado é andlogo a % = ¢;; no espago das coordenadas. Portanto, a derivada
K2
de um funcional dado por

=d(x —y). (2.10)

FW:/#w@ﬂw (2.11)
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com relagao a f(z), resulta em

gf}g = 9(2), (2.12)

onde g : R — R é uma funcao integravel em todo o espaco. Agora, usando o conceito de
derivada funcional e a partir de (2.5) e (2.8), podemos reescrever as fungdes de Green como:
AL
GglE)ZE(x17"'7xE): [ ] .
T 5}111 (.Tl) - (Sh,LE (JIE') h—0

(2.13)

As fungoes de Green até entao consideradas sao tteis no calculo de quantidades como
a magnetizagao, susceptibilidade e comprimento de correlacao. Por outro lado, se quisermos
calcular o calor especifico ou a correlagao da densidade de energia com a magnetizagao, devemos
considerar médias com o campo composto ®?(x):

E,L _
G @y yn) = 275 (@ () L @i (1) B2 (1) - B2 (yr))
_ E+2L
=2 LGz(‘l,...,z‘E),jl,ﬁ,...,jL,jL (T1, . TE YL Y1y - YL, YL)- (2.14)

Se introduzirmos o termo

N | —

Z t;(y)®3(y) (2.15)

na densidade lagrangiana (2.4), podemos expressar (2.14) da seguinte forma:

E+L
(B,L) 6" Zh, 1]
kA . . = . (2.16
U153l E5J 15050 L <x1’ 1B, YLy 7yL) (Shil (5171) R 5hiE (xE)dtJd (yl) st 5th (yL) ?;8 ( )

Note como (2.15) introduz uma mudanga na temperatura reduzida p? em (2.4). Se em (2.13)
tinhamos apenas derivadas da funcdo de particio com relacdo a h, agora em (2.16), temos
também derivadas com relagao a temperatura.

2.4 Teoria da perturbacao e expansao diagramatica

A integral funcional em (2.5) torna-se bastante dificil de ser calculada devido ao termo de
interagdo ®* presente em (2.4). Esse problema ¢ contornado ao reescrevermos (2.5) em um
formato no qual possamos realizar uma expansao na constante de acoplamento \. Trata-se ba-
sicamente de uma expansao em torno da teoria livre (sem interagao). Para tal fim, dividiremos
a lagrangiana (2.4) na seguinte forma:

L =L+ Lo, (2.17)

onde
L oxio Mz 2
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corresponde a parte livre da teoria e

A i A

Fi i ®i®;0,9, (2.19)
a parte interagente. A funcao de green (propagador) do sistema livre é obtida portanto através
da equacao

(Vi — 1) Golz,y) = —d(z —y), (2.20)

de onde ja podemos escrever Gy(x,y) = Go(r —y) = Go(y — ). Desse modo, a funcao de
partigdo (2.5) pode ser reescrita como:

Zh) = A texp {—/dd:c.i”mt (%(x)ﬂ Zolh), (2.21)

onde Zy[h] corresponde a funcao de particado sem a interagao, sendo dada em termos do propa-
gador Go(x — y) da seguinte forma:

1

Zolh] = exp (5 /ddx d®y Go(z — y)hz(x)hl(y)) . (2.22)

Calcular as derivadas do funcional Zy[h] com rela¢ao a h é agora uma tarefa simples. Como
exemplo, consideremos a sequéncia de derivagoes:

a® 62 Zo[h)

011,02 (2, Y) = m = iy i, Go(T — y). (2.23)

h=0

Na auséncia de interagao (A = 0), vemos que a fungao de correla¢do de 2 pontos é exatamente
igual ao propagador da teoria livre.

Devido a invariancia translacional do sistema, torna-se mais conveniente considerar a teoria
no espaco dos momentos. A lei de conservacao dos momentos proveniente dessa invariancia
tornard a nossa analise mais simples e direta durante a expansao em A. Portanto, em termos
dos correspondentes componentes de Fourier, reescrevemos (2.21) e (2.22) como:

Zo[h],

Zh = N tex o .
= Ll T Ohiy(=k1) -+ hiy(—ka)

(2.24)
Zolh] = exp (% / ' Go(k)hi(k)hi(—k)) | (2.25)

onde definimos )
Go(k) (2.26)

:k2+u2’
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como a solucao de (2.20) no espago dos momentos. Além disso, o componente de Fourier das
fungoes de correlacao em (2.16) é dado por:

" ) _ 5E+LZ[h]
BB PL - PL 5h11(—k31) Ce 5th<_kE)5tj1(_pl) e (Sth(—pL) ?;8 '
(2.27)
Considerando a definigao (2.9) também no espaco dos momentos com a funcao de correlagao

em ordem zero dada em (2.23), chegamos & expressao:

G\ (1, ..

U1yeensb B J15e5J L

1 0
= | =Gk . 2.28
: Goth) a2 o) ko (2.28)
Substituindo Gy (k) apresentado em (2.26), calculamos:
E=V2u ot (2.29)

Comparando a expressao acima com (1.6), determinamos o expoente v = % em ordem zero na
teoria da perturbacao. Observe que nessa ordem v é igual ao resultado fornecido pela teoria de
campo médio.

O resultado (2.23) corresponde ao termo de ordem zero em A na expansao da fungao de Green
de 2 pontos. Os demais termos sao obtidos através da série de Taylor da funcao exponencial
presente em (2.24). Vemos portanto que o n-ésimo termo dessa expansdo (a menos da constante

A1) consistird em:

52 (D" (AN
54
X [Fh,...,m /ddQI . 'ddQ46(QI + ...+ Q4)

5hi1(_q1) s hi4(_q4

Um certo par de derivadas acima aplicadas em Zylh| resultard em um propagador do tipo
d(k+£k)6; jGo(k). Cada propagador pode conter momentos externos (referentes a ky e k2) e/ou
momentos internos (referentes aos ¢’s da integracao). A aplicacdo da sequéncia das derivadas
faz com que os propagadores sejam combinados de todas as formas possiveis em seus momentos
externos e internos, conforme estabelece o teorema de Wick. O resultado é uma imensa sorte
de termos surgindo em cada ordem da expansao das funcoes de correlagao. Os diagramas de
Feynman aparecem nesse contexto como uma forma conveniente de representarmos cada um
desses termos. A construcao de tais diagramas exige regras bem especificas e aqui apresentamos
aquelas pertinentes ao nosso caso:

(2.30)

i)

h=0

e cada propagador é representado pela linha: Propagadores com pelo menos um
momento externo corresponderao a uma linha externa enquanto que propagadores com
apenas momentos internos comporao uma linha interna.
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AY 7’
. ~ 7’ ’ . N/ 7 . . . .
e cada interagao ¢ representada pelo vértice: 8 . O numero de linhas tracejadas indica
quantos propagadores devem ser conectados a esse vértice. Para uma interacao do tipo
d*, temos 4 propagadores.

e cada diagrama possui um fator de simetria referente ao ntmero de possibilidades de
combinacoes de linhas externas e internas com os vértices resultando em diagramas com
a mesma estrutura topoldgica.

Como exemplo, consideremos as duas contribuigdes resultantes de (2.30) para a fungao de Green
de 2 pontos em ordem A (n = 1) mostradas na figura (2.1).

OGS

(a) (b)
Figura 2.1: Diagramas de Feynman de ordem .

Baseado nas regras acima, escrevemos as seguintes representacoes:

o = 0(ky + k2)0i, 1,Go(k1), (2.31)

1

A
1&2 = 12_Fi1,i2,l,l / ddq1 .. .ddq45(q1 + ...+ Q4)(5<k1 + Q1)G0(/€1>5(/€2 + QQ)G()(/{ZQ)X

4l
< B+ 0)Gols) = Ay B0 + k) Gok)* [ d'aCla). (232

Os indices 1 e 2 presentes nos diagramas acima referem-se aos pares (ky,i1) e (ka,iz), respec-
tivamente. O fator 12 corresponde ao numero de possibilidades de construirmos o segundo

diagrama. Ou seja, temos (;l) = 6 maneiras para construir _Q_ (ligando uma linha interna

N 7/

a duas entradas do vértice ,:0:\) multiplicada por 2 formas de atar linhas externas a ele. Além
disso, temos um &(k; + ko) presente em todos os diagramas. Isso é uma consequéncia direta
da invariancia translacional do sistema, traduzida no espaco dos momentos como uma lei de
conservagao dos momentos. Semelhantemente, para o diagrama 2.1(b), escrevemos:

A
Cx} = 12_Fk,k,l,l5i1 iQ(S(k'l + kg)Go(kl) /ddql RN ddQ45(q1 + ...+ q4)(5(q1 + q2)GO(q1>X

1— 4!
N(N +2)

X 8(gs + 41)CGolds) = ASiyind (k1 + ko) Go(k1) / audgGo(q)Golgs) (2.33)

Notamos que o diagrama acima é dado pelo simples produto de um propagador com o diagrama

CX), denominado diagrama de vacuo por nao possuir linhas externas.
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Diagramas de vacuo sao eliminados naturalmente pela condi¢ao de normalizagao (2.7). Tal
condicao aplicada em (2.21) implica que devemos ter até ordem A:

v=1-CO + O(\?). (2.34)

Portanto, a funcao de Green de 2 pontos na sua forma diagramatica é dada por:

s + 1_Clg + O\, (2.35)

sem a contribuigao do diagrama 2.1(b). E possivel mostrar que todos os diagramas de vacuo
serao eliminados ordem a ordem na expansao em \. Na figura 2.2, mostramos as contribuicgoes
de ordem A\? para (2.35) sem quaisquer diagramas de vacuo.

G (ky k) =

11,12

o0 8 o
(a) (b) (©)

Figura 2.2: Diagramas de ordem A\? para a funcao de correlagao (2.35).

As fungoes de correlagao de trés pontos serao nulas pois, de acordo com (2.13), haverd um
nimero impar de derivadas aplicada em Zy[h| para h = 0. Naturalmente, todas as fungées com
numero impar de pontos também se anularao. A préxima funcao nao nula sera portanto a de
quatro pontos. Em ordem zero, teremos produtos de propagadores na forma

5(l{31 + k’g)Go(kZl)é(k?, + ]{34)G0(k’3)

mais outros 2 termos do mesmo tipo obtidos pela permutacao dos indices. Ou seja, diagrama-
ticamente, temos:

2

1+ oW (2.36)

3 1
4+ 2

4 1
G’El,)...,i4(k17 cee 7k4) =2
As figuras 2.3 e 2.4, trazem as contribuicoes de ordens A e A\?, respectivamente.
> Q
1
X, 2

(a) (b)
Figura 2.3: Contribui¢oes de ordem \ para a fungao (2.36).

i + 5 perms.
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1 3 1 3
XX + 2 perms. + 3 perms.
2 4 2 4

(a) (b)
Figura 2.4: Contribuicoes de ordem A\? para a fungao (2.36).

Como exemplo, consideremos as representagoes dos seguintes diagramas:

X = AE 3t k) Go(k) - Golka) (237a)

2 4

1 3
1
>C)< = N0(ky + - + ka) 7g LN + 4000, 120110 + 2001000z ia + 204401 02] X
2 4

Golkr) -~ Go(ks) / qGolq + b + ka)Golq). (2.37h)

Notamos novamente a presenga de d(k; + - - - + k4) evidenciando a conservagao dos momentos
para as fungoes de 4 pontos.
Na secao anterior, definimos também as funcoes de correlacao de campo composto. Aqui

il"emOS Considerar
ey L @

ilvi27]<x1’x2’y) = §Gi1,ig,j,j<x1’x27y7y)7 (2.38)

importante também no estudo da renormalizacao (ver segao 2.8). No espago dos momentos,
podemos mostrar que:

1

G (K1, kayp) = 5

11,12,]

/dquz(i)ig,j,j(kb k2, q,0 — q). (2.39)

Portanto, diagramaticamente, temos:

1/
1/
G(Zl)‘(k’l,kz»p) :1i2 + 51

11,82,]

s+ O(N), (2.40)

no qual introduzimos as representacoes:

1/

1i2: (5(/{31 + kQ +p)(5ilj6i2’jG0(/€1>Go(k}2) (§ é = %5(}9) /ddQGo(q) (241)

O indice 1’ rotula o par (p,j) e a convengao da soma dos indices repetidos nao estd sendo usada
nos resultados acima. Em ordem A, temos os diagramas mostrados na figura 2.5.
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R

Figura 2.5: Contribui¢oes de ordem \ para a fungao (2.40).

(e)

Varios diagramas apresentados nesta secao possuem divergéncias para um determinado
nimero d de dimensoes espaciais. Tais diagramas possuem pelo menos uma das seguintes
integrais:

D) = [ dacuia) = [ 0 (2.422)
¢* + p*’ ’
B = [ @ota+ e = [ i .
| [k + 02 + 12 + 422)
No decorrer deste capitulo, analisaremos essas divergéencias e ilustraremos como elas podem ser
removidas através do procedimento de renormalizacao. Antes disso, continuaremos apresen-
tando algumas defini¢bes importantes para tal fim.

(2.42D)

2.5 Funcoes de vértice

As expansoes diagramaticas realizadas na secao anterior podem ser simplificadas com a
definicao de novos tipos de fungoes de correlagao. Consideremos inicialmente o funcional cor-
respondente a energia livre de Helmholtz dado por:

F[h] = In Z[h). (2.43)

Definimos entao as fungoes de correlagao conetadas através de:

Al
G (k. kp) = 2.44
0117-..72}3( 1 E) (Sh“(—k’l) o 5th(_kE> o ( )
Na fase desordenada (®(z)) = 0, podemos ver que

G£2i)1,i2(k17 ko) = G§12,)i2(k1a k), (2.45)

G ko ky) =G (R Ka) = GO (K, k)G (ks k)

Cl1yeenyig 11 5mnes 11,82 13,14

= G (ka k)G (ks ) = G2 (kv Ka) G2 (koK) (2.46)

11,13 12,04 1,04 12,13

Portanto, (2.45) terd a mesma expansao diagramética da fun¢do de Green de 2 pontos. Por
outro lado, as subtragoes em (2.46) resultarao na remogao dos diagramas desconectados. Um
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exemplo de diagrama desconectado é dado na figura 2.3(b), calculado simplesmente pelo pro-
duto de dois outros diagramas. Todos os termos de ordem \° em (2.36) também sdo exemplos
de diagramas desconectados. Portanto, (2.46) terd a seguinte expansao:

Gg‘ﬁ)h AL >l< >g + 3 perms.
3
+ Xx + 2 perms. + O(N?). (2.47)
2 4

O conservacao dos momentos externos em todos os diagramas conectados resulta em um
fator ¢ como aqueles presentes em (2.32) e (2.37b). Logo, podemos fatorar as fungées de Green
conectadas como:

(E)

G (kiye k) =0k 4+ k)G i (K, kB), (2.48)

. . —(E) ~ p ~
A partir de agora, vamos nos referir a G, * como as fungoes de Green conectadas. Ja na fungao

de 2 pontos, podemos fatorar d;, ,0(k; + ko), resultando em um @(2) ainda mais simples.

Podemos definir outras funcoes de correlagao de modo que as expansoes diagramaticas ainda
sejam mais simplificadas. O funcional gerador de tais fungoes corresponde a energia livre de
Gibbs I'[®] obtida a partir de F[h] através de uma transformada de Legendre:

[[®] = / d*k®;(k)hi(—k) — F[h], (2.49)

onde ®(x) = (®(x)) corresponde & magnetizacio. Semelhantemente a (2.44), definimos as
funcgoes

r® ey 0T (@]
il,...,iE( IR E) - o =

0@;, (k1) ... 0P, (kE) I3-
denominadas func¢oes de vértice. A conservacao dos momentos também estd presente nesse
caso, ou seja, devemos ter:

(2.50)

T (. kp) = 6k + .+ k)T, (R k). (2.51)

115--

Se tomarmos E = 2, ¢ possivel mostrar a partir de (2.49) que a funcdo de Green G? esta
relacionada com I'® através de:

Gg)l,h(pl,m) = /ddklddeGch,jl(plakl)Gciz,]é(p?ak2)F§1)J2(kl>k2)- (2.52)
Como resultado, teremos a fatoracao

TP (k1 ko) = 0(ky + ka)6;, 1,70 (K1), (2.53)

11,2
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~ T~ )] . . .
com a funcao de vértice I sendo expandida diagramaticamente como:

) = ot - D - 8 ™ ! (2.54)

As linhas tracejadas nos diagramas acima indicam a auséncia de linhas externas. Ou seja, cada
propagador Go(k) em funcao de um momento externo (k; ou kq) foi removido dos diagramas
acima, resultando nas seguintes representagoes:

QO - M E2h0, (2.552)

6
--8- = )\2%1—2(/{:0#)131(#)’ (2.55b)
RS aal A2N122D3(k:;u). (2.55¢)

As integrais D; e I ja foram definidas em (2.42a) e (2.42b). Além disso, temos:

ddQl dsz
[(E+qu + @) + p?(qf + 1?) (g5 + p?)

Dakie ) = [ (2.56)

Outra caracteristica fundamental da expansao (2.54) é a sua simplicidade devido a pre-
senga de diagramas irredutiveis a uma particula ou 1PI (do inglés, “one-particle irreducible”).
Diagramas 1P1 sao irredutiveis pois nao podem ser divididos em outros dois diagramas pelo
simples corte de uma linha interna. A contribui¢ao dada na figura 2.2(a) foi portanto removida
da expansao por ser redutivel ao diagrama dado na figura 2.1(a).

As mesmas regras usadas na construgao de (2.54) permanecem vélidas para a fungao de
vértice de 4 pontos. Apenas os diagramas em 2.3(a) e 2.4(a) sao 1P até ordem A\? e portanto
teremos a expansao:

1\\/3 1~

_ , 3
Fz('il,)...i4(k17"'7k4) =— % - :O\ + 2 perms. + O(\?). (2.57)

LRRN
27 4 9 v 4

Novamente, todas as linhas externas foram removidas e o §(ky+. . .+ k4) foi fatorado, resultando
nas representagcoes:

1\\ . 3

(2.58a)

2,’ \4_ U] yeeny 149

N , 3 22
/Q - 18 [(N +4)é;, 120314+ 204, i505 54 + 20;,4,0s, io] L2 (K + Kas ). (2.58D)
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Podemos também definir as funcoes de vértice para campos compostos nos mesmos moldes

de (2.16):

SFHIT (D, t
E,L 3
Fgl,...;E,jl,...,jL(kla"'7kE7p17"'apL) = = [ ] _

_ (2.59)
5@,1(]{31) . 5q)zE(kE)5t]1(_p1) e 6th(—pL) t::[())

Tal como (2.40), a funcdo I'®Y) também é essencial ao nosso estudo e aqui ela pode ser fatorada
da seguinte forma:

DY (ki ko, p) = 6(ky + K + p)3i, 05, jf(ll)(klap)- (2.60)

i1,i2,j

Identificando a figura 2.5(a) como o tnico diagrama 1PI em ordem X\ de I'®Y chegamos &
expansao diagramaética:

%Yk, p) = _é_ + _5_ +O(N2), (2.61)

com as representacoes dadas a seguir:

__é_ = 1, (2.62a)

-5- = —ANSQIz(p;u)- (2.62b)

As funcoes T® T'® e '@ contém as divergéncias fundamentais da teoria ®* quando a
dimensao espacial é d = 4. Isso significa que as divergéncias em outras func¢oes de correlagao sao
resultantes da inser¢ao de quaisquer diagramas presentes em (2.54), (2.57) ou (2.61). Tais sin-
gularidades sdo removidas através de constantes multiplicativas (constantes de renormalizacao)
e da redefinicao da massa e da constante de acoplamento. As tinicas excegoes a essa regra Sao
dadas pelas funcoes I', TOD e T'©2) | cujas expansdes j& sdo infinitas em primeira ordem e s6
podem ser removidas aditivamente. Por simplicidade, vamos restringir a nossa discussao ape-
nas as funcoes de vértice que podem ser renormalizadas multiplicativamente. Para exemplificar
como a renormalizacdo de '@, T'¥ e T'2D est4 relacionada com a remocio das divergéncias
nas demais funcoes de vértice, consideremos os trés diagramas pertencentes a funcao de vértice
de 6 pontos mostrados na figura 2.6.

O diagrama 2.6(a) corresponde ao primeiro termo da expansao de I'®) | sendo finito em d = 4.
Prosseguindo para ordens mais elevadas na expansao, chegamos aos diagramas 2.6(b) e 2.6(c).
Todos eles sao divergentes como resultado da insergao dos subdiagramas dados em (2.55a) e
(2.58b), respectivamente. De uma forma geral, todos os infinitos presentes nessa expansao
sao devidos as insercoes de diagramas 1PI das funcoes de vértice de 2 e 4 pontos. Portanto,
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\ I , H
\ I N / ~< /
- SN N SN SS
’
s
~

e ~ e 7 N
- ~ Vi ~ 4 A Y

(a) (b) (c)
Figura 2.6: Diagramas envolvidos na expansio da funcdo de vértice I'©®).

se removermos as divergéncias dessas fungoes, estaremos eliminando também os infinitos de
todas as outras fung¢oes de vértice com um ntimero maior de pontos. Podemos generalizar esse
argumento para incluir também as fungoes de vértice de campo composto, nas quais a insercao
dos diagramas de I'®Y constitui também uma das fontes de divergéncia. Por esse motivo, as
fungdes dadas em (2.54), (2.57) e (2.61), serao os principais objetos de estudo no procedimento
da renormalizacao.

2.6 Expansao no numero de loops

Quando a densidade lagrangiana (2.4) é multiplicada por uma constante arbitraria =1, a
interacao e o propagador serao mudados de acordo com Ly — 71 L ¢ Gy — 1G, respectiva-
mente. Portanto, um diagrama de ordem n na constante de acoplamento e com [ linhas internas
serd multiplicado por [/=". Cada linha interna, por sua vez, possui a varidvel de momento sendo
integrada, resultando em [ integrais de momento. No entanto, os n Deltas de Dirac presentes
no diagrama impoem em cada vértice uma restricao na forma de uma lei de conservacao de
momentos, reduzindo a quantidade de integrais em um nimero n — 1, pois sempre restard um
0 resultante da conservacao dos momentos externos. Como resultado, teremos um numero de
integrais igual a

L=1—-(n-1), (2.63)

correspondente ao nimero de loops em um diagrama, conforme podemos ver em (2.32) e (2.33).
O diagrama sera multiplicado portanto pelo fator (! e concluimos que uma expansao em loops
também é uma expansao em poteéncias de [.

Ambas as expansoes em loops e em A sao equivalentes se a interacao for monomial como em
(2.19). Por exemplo, na fungao de vértice (2.54), temos o ntimero de loops correspondendo &
ordem em A. Algo semelhante também acontece com (2.57), onde temos L = n — 1 para todas
as ordens. A figura 2.7 mostra isso ocorrendo em ordem de 2 loops.

\ N -
- \ 4 N
~ 4 ,
’
P ~ ’ N s ~

Figura 2.7: Contribuicoes de ordem 2 loops para I'®.
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O conceito de expansao em loops ¢ utilizado naturalmente no procedimento da renormali-
za¢ao. Como exemplo, consideremos a redefinigdo da massa p da densidade lagrangiana (2.4).
Podemos reescrevé-la em termos de uma nova massa m; até ordem 2 loops da seguinte forma:

N +2 N +2
Dl(m1)+>\2

p?=mi— A\ Ds(k = 0;my), (2.64)

com D; e D3 definimos respectivamente em (2.42a) e (2.56). Note como o segundo e o terceiro
termos acima correspondem respectivamente aos diagramas representados em (2.55a) e (2.55¢)
com os propagadores calculados com a massa m;. Substituindo p acima em (2.54), teremos os
segundo e terceiro termos removidos, resultando em:

T 0m) =2 4mi — (- - ), (2.65)

onde todos os propagadores sao agora calculados com a massa my. Aplicando o mesmo proce-
dimento em (2.57), chegamos & expansao:

—(4 1\\
FZ('1,)~~2'4('I{;1’ T k4; ml) = 9 ,’ N ( Q (K) + 2 perms.>
- :@ + 5 perms. (2.66)

2 4

Os diagramas com 2 loops terao as seguintes representacoes:

1 s , 3 3

. A
OO T34 [(N* + 6N + 12)d5, 120441,
—|—4(511 i35i2 ia T 46@1 i46i2 i3] [[2(k1 kz, ml)]2 ? (267&)

1 \\ - 3 )\3
9 //@\ 4 = 162 [(3N + 10)511 i25i3 i4+
+(N + 6)(511 i3(5i2 ia + (N + 6)511 i45i2 13)] 14(1{'1 + kg, k3, ml), (267b)

onde I, foi definido em (2.42b) e I, é dado por:

. B ddQlddQ2
Ly(k, K o) = / (g1 — k)2 + 12 [(q2 + &) + 12 (a7 + 1) (g5 + 1)

O mesmo procedimentos aplicado em (2.61), resulta em:

(2.68)
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com as representacoes:

Q-x (%) (1 ) (2.700)
T - =\ (%) Li(k,p;my). (2.70D)

O resultado da redefinicao da massa foi a remocao de todos os diagramas com insercao do
subdiagrama dado em (2.55a). Podemos agora fazer m; finito e proporcional a temperatura
reduzida enquanto que p em (2.64) passa a ser infinito. Todas as divergéncia referentes a
integral (2.42a) foram entdo removidas e as expansoes diagraméticas ficaram mais simples.
Esse procedimento ja é um primeiro passo para a renormalizacao da teoria. Outras divergéncias
ainda persistem e antes de continuarmos no sentido de uma renormalizacao completa, vamos
estudar com mais detalhes a natureza das divergéncias de uma teoria com interacao ®*.

2.7 Divergéncias dos diagramas 1PI

J4 mencionamos que todas as divergéncias da teoria ®* estdo relacionadas com as integrais
presentes nos diagramas das fungoes de vértice (2.54), (2.57) e (2.61). Agora, quando calcula-
mos essas integrais, encontramos respostas divergentes dependendo do ntimero d de dimensoes
espaciais. Para manipular tais infinitos de forma analitica, é convencional utilizar o conceito de
regularizacao. Um método de regularizagao consiste na definicdo de um ou mais parametros tal
que a integral divergente possa ser expressa em termos desses parametros. Uma maneira efici-
ente de manipular essas divergéncias é manter os parametros com valores arbitrarios e estabele-
cer um método de subtracao das partes potencialmente divergentes nos resultados das integrais.
Depois desse procedimento, os limites apropriados sao tomados, resultando em expressoes fini-
tas para as integrais. A combinacao descrita corresponde a regularizagao acompanhada de uma
renormalizacao (subtragao das partes infinitas). Antes de discutirmos renormalizac¢ao, vamos
comentar dois métodos de regularizacao amplamente usados em teoria de campos: o método
do corte (cutoff) nos momentos e o esquema de regularizagdo dimensional. Ambos lidam com
divergéncias no ultravioleta nas integrais de Feynman.

2.7.1 Regularizagcao no corte dos momentos

A introducao de um corte A no limite superior nas integrais de Feynman entra naturalmente
na teoria devido ao limite inferior na escala de comprimento: o parametro de rede a. Um limite
inferior no espago das coordenadas implica em um limite superior no espago dos momentos e
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ambos estao relacionados por A ~ % Aqui, devemos ter o limite ultravioleta % — 00 para que
a teoria seja invariante por escala no ponto critico.

A andlise das divergéncias das integrais (2.42a) e (2.42b) pode ser realizada simplesmente
através de andlise dimensional. Como exemplo, consideremos a primeira delas. O numerador
e o denominador da integral tem dimensao d e 2 em unidades de momento, respectivamente.

Portanto, podemos escrever:
Dy(p, A) |~ A2, (2.71)
—00

Ou seja, a integral sera divergente para d > 2. Integrais com dimensao zero terao divergéncia
logaritmica. De forma semelhante, vemos que
Lk, A) ~ ATH (2.72)
A—oo
sendo divergente para d > 4.

Todas as divergéncias obtidas por essa contagem dimensional correspondem a divergéncias
primitivas. Elas nao sao um resultado da insercao de um subdiagrama com integral divergente,
como acontece com o diagrama na figura 2.2(b). A dependéncia em A?"2 desse diagrama ¢
devido a inser¢ao do diagrama dado na figura 2.1(a). Diagramas primitivamente divergentes
formam portanto a base de todas as divergéncias ultravioletas da teoria devido ao fato de
estarem associados aos infinitos dos demais diagramas.

De um modo geral, podemos identificar o grau de divergéncia de um diagrama primiti-
vamente divergente como segue. A densidade lagrangiana (2.4) tem dimensao de inverso de
volume e representaremos isso como [.Z] = A%, onde A é a nossa escala de momento. Portanto,
o campo & tera dimensao [®(z)] = At Lle para a constante de acoplamento, escrevemos:

[\ = AT (2.73)

J& no espaco dos momentos, temos [®(k)] = A1 podemos, a partir de (2.48), determinar
a dimensao das funcgoes de correlacao:

(E)

G (k)] = AP (E+) (2.74)
As funcoes de vértice sao obtidas a partir das funcoes de correlagao considerando apenas os
diagramas 1PI e removendo as linhas externas, cada uma com dimensao —2. Portanto, podemos

escrever:
[F(E)Uf)] _ A2E—|—d—E(%+1) — ACH-E—%Ed (275)

Logo, cada integral de um diagrama de ordem n em A pertencente a I'®)(k) terd dimensdo
dada por:
E
0=-ne+d+ E — Ed’ (2.76)

onde definimos
e=4—d (2.77)
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como a dimensao de A. Se d > 4, ¢ crescerd com n e o grau de divergéncia do diagrama
também crescera com a ordem da expansao em A. Consequentemente, haverd um numero
infinito de divergéncias primitivas e a teoria nao podera ser renormalizada pela redefinicao de
uma quantidade finita de parametros. Por outro lado, se d < 4, havera apenas um numero
finito de divergéncias primitivas. Definimos entao d. = 4 como sendo a dimensao critica do
sistema até a qual uma teoria com interacao ®* pode ser renormalizada. Na dimensao critica,
teremos apenas divergéncias quadraticas e logaritmicas como aquelas presentes em (2.71) e
(2.72), respectivamente.

2.7.2 Regularizagcao dimensional

Se ao invés de trabalharmos com um corte finito no momentos, tomarmos o limite & — oo
e continuarmos analiticamente a dimensao espacial d, teremos as integrais de Feynman regu-
larizadas em termos do parametro dimensional €. As divergéncias ultravioletas serao agora
mapeadas em polos em ¢, cujos infinitos sao obtidos com a proximidade da dimensao critica
(¢ — 0). Depois de removidos todos esses polos através da renormalizagao das fungoes de
correlacao, quantidades universais como os expoentes criticos, além dos ingredientes necessarios
a sua obtencao, serao calculados em termos de expansoes em poténcias de e. A regularizacao
dimensional apresenta de uma forma unificada as divergéncias e o parametro de expansao da
teoria. Todo o procedimento de renormalizacao e célculo dos expoentes criticos torna-se mais
simples e usaremos esse método de regularizagao no calculo das integrais de Feynman.

Como exemplo de regularizacao dimensional, calcularemos a integral (2.42b):

. — € ddq
Ly(k; ) = p / [(q+k)24+1])(g2 + 1)

Aqui, os momentos foram reescalados como k —» /% eq— /%' Todas as demais integrais de

(2.78)

diagramas com ordem além de 1 loop s@o obtidas em termos de I5(k; i), logo podemos considera-
la como um ponto de partida. O primeiro passo consiste em expressar os denominadores
referentes a cada propagador em termos de um tnico denominador. Fazemos isso através do
método de parametriza¢ao de Feynman, que emprega a seguinte representacao integral [68]:

1 r 1 a;—1 1 — as—1
- (a1 + as) / dx[ LA Gk (Rea; >0 e Reas > 0) (2.79)
0

e~ TanT(az) Jo “lear+ (1= s)agJorier

O simbolo I' na representacao anterior corresponde a fungdo Gamma de Euler. A partir de
(2.79) reescrevemos (2.78) como:

1 ddq
Likin)=u"< | d 2.
o(ksp) = /0 x/(q2+2wk3-q+xk‘2—l—1)2 (2.80)

A integral em ¢ acima é conhecida e, de uma forma geral, temos:

/ diq ST ()T (e—9) (m? — )i (2.81)
( .

@?+2p-q+m2> 2 ['(a)
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d
onde S3 = 2;{—2) corresponde a area de uma esfera de raio unitario no espago d-dimensional.
3

Logo, se identificarmos p = xk, m? = 2k*> + 1 e € = 4 — d, obtemos:

Lo(k; p) = ,ﬁ% (2 - %) T (%) /01 defz(l — z)k? + 1) 7% (2.82)

O polo em € esta presente na funcao I' (g) Podemos ver isso através da identidade I'(z + 1) =
xl'(x). Além disso, estamos interessados na expansao em poténcias de e. Para tal finalidade,
contaremos com as expansoes:

2 =™ =1 +elnz+ O(?), (2.83a)

L1+ aze) ... T'(1 + ape)
[(1+ Bie) ... T(1 + Bye)
quando os coeficientes a’s e 3’s satisfazem:

i=1 j=1

Portanto, a expansao em e da integral (2.82) é dada por:

=1+ 0(e?), (2.83b)

1
L(k; ) = ,ﬁ% {1 - g - %/ dz Infz(1 — 2)k2 + 1]} +O(e). (2.85)
0
Note como o polo simples em € estd relacionado com a divergéncia logaritmica ultravioleta
presente em (2.72).

Na secao (2.9), estudaremos também os expoentes criticos como um resultado da invariancia
de escala de um sistema no ponto critico. Neste caso, temos a massa p < vt = 0 e estamos
portanto diante de uma teoria nao-massiva. Naturalmente, a escala de massa p é perdida e
devemos inserir um nova escala de momento que aqui serd representada por x. Os momentos
da integral (2.42b) passam a ser escalados como k — E e ¢ — 2, de modo que podemos

escrever: i
D) € q
L(k;k) =k / VENSETE (2.86)

Para d < 4, além da divergéncia no limite ultravioleta da integral acima, também teremos uma
no limite infravermelho com k& — 0. Essa tultima divergéncia é um reflexo do comportamento das
fungoes de correlacao no ponto critico. De fato, as correlagoes de longo alcance sao traduzidas
no espaco dos momentos como grandes contribuicoes dos componentes de Fourier das fungoes
de correlagao no limite £ — 0.

A regularizagao dimensional de (2.86) é realizada seguindo os mesmos passos aplicados na
teoria massiva. Chegamos entao ao seguinte resultado:

Lk 1) = ﬁ—e% {1 - %/01 da Infz(1 — x)k;2]} +0(e). (2.87)
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As demais integrais de Feynman dadas em (2.56) e (2.68) referentes a ordens mais elevadas
em loops sao regularizadas em [15] e nao repetiremos esses célculos aqui. Consideramos os
exemplos acima apenas como ilustracoes do esquema de regularizacao dimensional. Deixaremos
para o proximo capitulo, uma anélise mais detalhada dessas integrais, quando entao estudarmos
os efeitos da restricao espacial no sistema.

2.8 Renormalizacao das funcoes de vértice

Todas as divergéncias presentes nas expansoes diagramaticas podem ser eliminadas através
de uma redefinicao adequada dos parametros da lagrangiana do modelo estudado. Esse é exata-
mente o objetivo da renormalizag¢ao. Podemos realiza-la de duas formas distintas: considerando
o sistema no ponto critico (teoria ndo-massiva) ou fora dele (teoria massiva). Comecemos pela
teoria massiva.

2.8.1 Teoria massiva

Na densidade lagrangiana (2.4), os parametros p e A podem ser arbitrarios, inclusive
infinitos. Um procedimento de renormalizacao satisfatério deve portanto transformar esses
parametros em grandezas finitas. Chamaremos essas grandezas de massa renormalizada m e
de constante de acoplamento renormalizada g, respectivamente. Quando os observaveis fisicos
(expressos em termos de algumas fungoes de vértice) sdo escritos em fungao de m e g, fica
mais simples lidar com as divergéncias dai decorrentes. Finalmente, tais divergéncias podem
ser eliminadas através de um conjunto de operagoes, resultando em uma teoria livre dessas
patologias.

Vamos ilustrar como uma teoria renormalizada livre de divergéncia pode ser construida a
partir de uma teoria nao-renormalizada. Primeiro, chamamos atencao para o regulador das inte-
grais de Feynman. Ao longo deste trabalho, iremos usar explicitamente apenas a regularizacao
dimensional. Entretanto, a fim de discutir as divergéncias de forma abstrata, utilizaremos
eventualmente o corte A nos argumentos das funcoes de vértice analisadas.

Consideremos portanto p e A expressos funcionalmente em termos da massa m e da constante
de acoplamento g renormalizadas e do corte A na seguinte forma:

p=p(m,g,A) e A=A(m,g,A). (2.88)

As novas grandezas m e g sao agora finitas, enquanto que p e A passam a ter a dependéncia
com A, divergindo no limite A — oo. Essas redefinicoes ainda nao sao suficientes para a
remocao de todos os infinitos da teoria. Elas tratam apenas das divergéncias quadraticas e
logarftmicas devido a I'® e T'®| respectivamente. Precisamos também eliminar outras di-
vergéncias logaritmicas restantes. Fazemos isso através da multiplicacao das fungoes de vértice
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. . ~ B,L
por constantes devidamente escolhidas. De um modo geral, escrevemos a funcao I‘% ) renor-

malizada multiplicativamente como:
TP (ki pyim, ) = 28 ZETED (kg pis p, A, A). (2.89)

Os indices i e j em (2.89) rotulam os momentos de ® e do campo composto @, respectivamente.
Zg e Zg2 sao as constantes de renormalizacao multiplicativa e, tal como p e A, tém as seguintes

dependéncias:
ZCD = Z@(magaA) € Z<I>2 = Z<I>2(magaA) (290)

divergindo também com A.

Existe uma excecio no procedimento descrito dada pelas funcoes I'©9). TOD ¢ T02) pois
elas s6 podem ser renormalizadas aditivamente. No entanto, essas excecoes nao estao associadas
diretamente ao calculo dos expoentes 1 e v e portanto nao as consideraremos aqui.

Na prética, a remogao dos infinitos em (2.89) é realizada da seguinte forma. Expandimos A,
Zp € Zgp2 em poténcias de g com os coeficientes escritos simbolicamente como funcgoes de m e A.
Escolhemos entao esses coeficientes de modo que cada termo da expansao em g do lado direito
de (2.89) seja finito. Essa escolha pode ser definida por uma condi¢do de renormalizacao
em particular. Como as funcoes '@, T'W e '@ estdo diretamente associadas a todas as
divergéncias da teoria ®*, estabelecemos condicoes nas quais essas funcoes tenham valores
finitos para um determinado valor dos momentos externos. Na teoria massiva, é conveniente
tomarmos os momentos externos nulos e as condic¢oes ficam na seguinte forma:

Fg)(k =0;m,g) = m? (2.91a)

0 @
k21 ( 7m,g) e ( )
I (ki = 0;m, ) = g (2.91¢)
I (ki = 0,p = 0:m, g) = 1 (291d)

Todas as condicoes acima sao suficientes para determinarmos as quatro constantes m, g, Zg €
Zg2. A primeira delas é uma afirmagao da redefinigao (2.64), onde aqui temos m? = Zgm?.

A fim de determinar as constantes de renormalizacao, consideramos primeiramente a ex-
pansao diagramatica das funcoes de vértice. Em virtude da ordem em e até a qual desejamos
calcular o expoente critico 1, devemos ter a funcao I'® expandida até 3 loops. Na expressao
(2.65), temos apenas diagramas com 2 loops. Portanto, escrevemos a seguir a contribuigao de
3 loops dessa funcao:

3 (V+2)(N+38) . _ 0.
OO - 60— S Dy k) — ik = 0:my)], (2.92)

k k=0
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onde definimos:

1
Ds(k;my) = | diqidiqed® X

lhsim) = [ o

1
X . (2.93
@@+ @m)

A partir da condigao (2.91b), vemos que é necessério calcular:
0
WF(Q)(]{?7 my, Uo) =1- BQU(Q) + Bgug (294)
k=0

No resultado anterior, ug corresponde a constante de acoplamento adimensionalizada através
de A = mjuy. Os coeficientes By e B3 sao dados por:

N+2 0
— o 2€ .
By = mj TR Ds(k;my) L (2.95a)
N+2)(N+8) 0
B; = ac Ds(k; 2.95b
3= M 108 gz Do (kimi) =0 (2:95b)

Com relacao a funcao de vértice de 4 pontos, a expansao (2.66) permite que escrevamos,
até 2 loops:

TG (0;my, up) = mS |ug — Ayud + (Agl) + A§2)> ug] : (2.96)

com os coeficientes Ay, Agl) e Ag) dados por:

N +8

Al = my 6 IQ(O, ml), (297&)
N2 46N +20
AW = m? 2 [5(0: my)]?, (2.97b)
5N + 22
A§2) = m%e%h(O; my). (2.97¢)

Finalmente, para a funcao I'®"), a expansio (2.69) resulta em:
P00 my,u0) = 1 = Crug + (8 + CF) o, (2.98)

com (1, C’él) e Céz) dados por:

N +2

Cy = mi == L(0;m1), (2.992)
(N +2\°

ol = m? (T) [15(0;m4)]?, (2.99b)

N+2
c® = m%fTJrLl(o; mi). (2.99¢)
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Os coeficientes das expansoes (2.94), (2.96) e (2.98) ainda possuem divergéncias logaritmicas.
Também ainda restam trés constantes de renormalizacao a serem determinadas. Sao elas uy,
Zg € Zgp2. Conforme ja mencionamos, devemos expandi-las em poténcias de g e calculamos os
coeficientes dessa expansao de modo que as condigoes de renormalizagao (2.91b-2.91d) restantes
sejam satisfeitas. Portanto, escrevemos:

ug = u + aju® + axu?, (2.100a)
Zo =1+ bou® + bgu?®, (2.100Db)
Zg2 = 1+ cyu + cou®. (2.100c)

onde novamente adimensionalizamos a constante de acoplamento através de g = miu. Além

disso, definimos
Zor = ZoZe2, (2.101)

por razdes de conveniéncia na condi¢ao (2.91d). Substituindo (2.100a) nas expansoes (2.94),
(2.96) e (2.98) e usando o resultado obtido, juntamente com (2.100b) e (2.100c), nas condigoes
de renormalizagao chegamos aos coeficientes:

a; = Ay, (2.102a)

by = B, (2.102D)

cq =0, (2.102c)

as = 2(A1)? — (AV + AP — 2, (2.102d)
bs = 2Bsa; — Bs, (2.102e)

¢ = (a1 + ¢1)Cy — (CV + ). (2.102f)

Dessa forma, determinamos as constantes de renormalizagao e através da eq. (2.89), obtemos
todas as fungoes de vértice (que sdo multiplicativamente renormalizaveis) finitas.

2.8.2 Teoria nao-massiva

Até agora, consideramos as fungoes de vértice com o sistema acima da temperatura critica
(m? > 0). Por outro lado, estamos também interessados na descrigao de tais fungoes exatamente
no ponto critico. Ambas as formulagoes conduzirao aos mesmos expoentes criticos. No capitulo
3, usaremos essa equivaléncia para fornecer uma nova interpretacao & variavel de escala y = £
introduzida naturalmente na descricao do “crossover” dimensional de um sistema delimitado
por placas planas e paralelas separadas por uma distancia L. Na teoria nao-massiva, podemos
portanto calcular os expoentes criticos sem a dificuldade imposta tradicionalmente pelo limite

y — 0 quando o comprimento de correlagao £ tende a infinito.
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Dois tipos de divergéncias aparecem na teoria nao-massiva. Uma delas refere-se as di-
vergéncias no ultravioleta ja estudadas na teoria massiva e podem ser removidas através da
renormalizacao. A outra divergéncia tem origem fisica e estd relacionada com o limite infraver-
melho, conforme mencionamos logo apds o resultado (2.86). Portanto, condigdes de renorma-
lizagdo em uma teoria nao-massiva devem evitar momentos externos nulos. Como m = 0, uma
nova escala de momento deve ser introduzida e aqui ela sera representada por x. Os momentos
externos sao entao calculados em termos de x e as condigoes (2.91a-2.91d) sao modificadas para
a seguinte forma:

'Y (k=0;0,9) =0, (2.103a)
d @

— 1@ (k: 0 =1 2.103b
8]€2 R( ’ 79) k:2:ﬁ2 ’ ( )
T (k;:; 0 ‘ = 2.103

R ( ) ag) PS ga ( C)

O3 (o, ko, 50, )| (2.1034)

=1
PS

Os pontos simétricos PS e PS, nos quais os momentos externos sao agora calculados, sdo
definidos pela equacao: )
T
Em PS, temos k? = %/{2 e (ki+ kj)* = k* para i # j. Ja em PS, temos além disso:

p? = (k¥ + k%) = k2. Note que em (2.103a), continuamos com k = 0, pois I'® nao apresenta
divergéncias no limite infravermelho. Podemos ver isso a partir de (2.65). Apesar dos diagramas
presentes 14 terem divergéncias infravermelhas, as subtragoes cancelam tais infinitos e portanto
a equagao (2.103a) é bem definida.

Duas caracteristicas basicas distinguem as constantes de renormalizacao da teoria nao-
massiva daquelas na teoria massiva. Primeiro, a condicao m = 0 implica que estamos partindo
de uma teoria original com uma massa critica escrita funcionalmente como p. = (A, A).
Segundo, as demais constantes \, Zp € Zg2 estao agora em funcao de x, g e A. Como resultado,
teremos a equagao (2.89) levemente modificada para:

T (ki pji 1, 9) = Zg'* Zia T8 (i, pjs A, ). (2.105)

As constantes de renormalizacao poderao entao ser calculadas seguindo os mesmos passos
descritos na teoria massiva. As integrais de Feynman D3(k;m), Ds(k;m), Io(k;m) e Iy(k, k';m)
serao calculadas com m = 0 e com os momentos nos pontos simétricos. Com a massa nula,
essas integrais sao mais simples de serem tratadas e apenas as singularidades subdominantes
e termos regulares em € serao diferentes daqueles obtidos com m # 0. A consisténcia entre
as teorias massiva e nao-massiva é confirmada quando, através do formalismo de grupo de
renormalizacao, obtemos as mesmas quantidades universais.
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2.9 Grupo de renormalizacao

As condicoes de renormalizacao sao arbitrarias. Tomemos como exemplo a teoria nao-
massiva. A tnica restrigdo imposta nas constantes de renormalizagao é tornar a equagao (2.105)
finita. De resto, podemos escolher qualquer valor para k£ em (2.103a-2.103d), resultando em
diferentes versoes de teorias renormalizadas. No entanto, teremos sempre a teoria original com
os parametros A e A inalterados por essa nossa liberdade de escolha. Tal invariancia per-
mite que estabelecamos transformagoes entre essas diversas versoes de teorias renormalizadas,
dando origem ao que é conhecido como grupo de renormalizagao. Se considerarmos variacoes
infinitesimais em k, obtemos equagoes diferenciais para as fun¢oes de vértice que conduzem a
resultados fundamentais para a descricao do comportamento dos observaveis fisicos no ponto
critico, conforme ilustramos a seguir.

2.9.1 Equacoes do grupo de renormalizacao

Na equagao (2.105), os valores para A\ e A permanecem fixos enquanto podemos variar k.
Portanto, passamos as constantes de renormalizagao do lado direito para o lado esquerdo de
(2.105) e derivamos com relagdo a In x mantendo A e A fixos:

0 _
ko |20 P2 T (hpsinig)] =0 (2.106)

K A

Apés algumas manipulagoes algébricas, chegamos as equacgoes do grupo de renormalizagao:

{”a% + ﬁ(U)% - gvcp(U) + L2 (u)} T3 (ki pyyu, i) = 0, (2.107)
onde o
Blu) = —e ( ;uu()) , (2.1082)
Yo(u) = B(U)alguzq’, (2.108b)
yoe ) = —B() 22 (2.108¢)

sao conhecidas como as fungoes de Wilson. A varidavel u corresponde a constante de acoplamento
renormalizada e adimensionalizada através de ¢ = k‘u. Da mesma forma, temos A = Kk uqg.
Apesar de uy, Zg e Zg: divergirem com A, as fungoes (2.108a-2.108¢c) sao finitas no limite
A — oo.

A partir da equagao (2.107), podemos determinar como as fungoes de vértices mudam com
o reescalamento k; — pk; dos momentos externos. O reescalamento no limite infravermelho
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(p — 0) induz um fluxo de u no espaco das constantes de acoplamento que tenderd a um ponto
fixo u* dado pelas condicoes

> 0. (2.109)

Nesse caso, u* é conhecido como ponto fixo estavel no infravermelho. No ponto fixo, a teoria
¢é invariante por escala. As fungoes de vértice passam entao a escalar de forma homogénea e
podemos calcular os expoentes criticos n e v através de:

n=ya(u’), (2.110a)

vl =2 —n — Fg(u¥). (2.110Db)

A nova funcao de Wilson 74. é definida em analogia com (2.108¢c) da seguinte forma:

Oln 7@2

Vo2 (u) = _ﬁ<u> ou

, (2.111)
com Zg> dado em (2.101).

Temos portanto todos os ingredientes necessarios para o célculo do expoentes criticos.
Substituindo as expansoes (2.100a-2.100c) para as constantes de renormalizagdo em (2.108a),
(2.108b) e (2.111), obtemos as fungdes de Wilson simbolicamente:

B(u) = —eu [1 — aju+2 (af — az) v?], (2.112a)
’}/q)(’u) = —€Uu [2b2U + (3[)3 — ngal) UQ} s (2112b)
Y2 (u) = €u [c1 + (2¢2 — ¢ — arc1) u] . (2.112¢)

Na regularizacao dimensional, os coeficientes a1, by e ¢; apresentam polos simples em € que serao
cancelados pelo fator € das fun¢oes acima. Da mesma forma, os polos duplos presentes em as, b3
e ¢y serao todos removidos pelas subtracoes nos termos de ordem u?® e 42, restando apenas polos
simples a serem cancelados entao pelo fator e. No préximo capitulo, mostraremos explicitamente
esses cancelamentos. Consequentemente, as funcoes de Wilson serao todas finitas, conforme ja
esperavamos devido ao fato de estarem associadas aos observaveis fisicos.

Na ordem 2 de loops considerada, a fungao f(u) dada em (2.112a) é um polinémio de
terceiro grau em wu e portanto podemos ter trés raizes. Uma dessas raizes é u = 0. Abaixo da

dB(u)

dimensao critica (¢ > 0), temos == < 0 e u = 0 nao constitui portanto um ponto fixo

estével no infravermelho. Restam ainda duas rafzes. O ponto fixo estavel no infravermelho
corresponde a raiz na qual u* = O(e). Ou seja, quando nos aproximamos da dimensao critica
(e = 0), u* tende a zero e a teoria passa a ter uma constante de acoplamento nula, tornando-se
assintoticamente livre.
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2.9.2 Equacoes de Callan-Symanzik

Outra forma de obtermos as leis de escala para as fungoes de vértice consiste em consi-
derar o sistema acima do ponto critico. Na teoria massiva, a massa renormalizada passa a
ser o parametro livre nas condigoes de renormalizacao enquanto que A e A permanecem fixos.
Portanto, semelhantemente ao realizado na teoria nao-massiva, multiplicamos a equagao (2.89)

por Zg E/ ZZ;QL e derivamos com relacao a Inm mantendo A\ e A constantes:
m2 [Z_E/QZ}LF(E’L)(/{Z- pim.g)| =0, (2.113)
om L7 "R Rl PWY

resultando nas equacoes de Callan-Symanzik:

FE
Mo T Ao = Sre(u) + Le: <u>} Ly (ki pys w,m)

= m?[2 — 7o (w)] TV (k;, p;, 0:uym). (2.114)

As fungoes de Wilson sao novamente dadas pelas equagoes (2.108a-2.108¢). Claro, aqui ug, Ze
e Zg2 sao obtidos através das condigoes (2.91a-2.91d) e estao em fungao de m, u e A.

As equagoes de Callan-Symanzik sao o equivalente na teoria massiva as equagoes do grupo
de renormalizacao na teoria nao-massiva. No entanto, a homogeneidade foi perdida devido a
presenca da funcao I'®L+1 no lado direito da equacio. Consequentemente, nio teremos mais a
invariancia de escala no limite infravermelho, como acontece na teoria nao-massiva. Por outro
lado, se considerarmos o limite ultravioleta (% — o0), podemos fazer (2.114) homogénea e
teremos uma equacdo analoga a (2.107). De fato, como os diagramas em I'FZ+1) possuem um
propagador a mais do que aqueles em I'EH) podemos desprezar I®L+D) no segundo termo
de (2.114) no limite ultravioleta. Isso é uma consequéncia do teorema de Weinberg, o qual
afirma que quando os momentos externos tendem uniformemente a infinito, diagramas com um
propagador a mais decaem mais rapidamente do que aqueles sem o correspondente propagador
com uma poténcia quadratica inversa na escala dos momentos. Portanto, no limite ultravioleta,
teremos a equacao (2.114) na sua forma homogénea.

As fungoes de Wilson sao novamente calculadas através de (2.108a-2.108c¢), cujos coeficientes
sao agora dados em termos das integrais de Feynman calculadas com os momentos nulos e a
massa m diferente de zero. No entanto, o novo ponto fixo u., obtido a através de f(us) = 0
nao possui mais a mesma estabilidade do seu correspondente u* na teoria nao-massiva. A
invariancia de escala no ultravioleta da teoria é obtida apenas com a constante de acoplamento
colocada exatamente nesse ponto fixo (4 = uy ). Os expoentes criticos 7 e v sdo entdo obtidos
através da substituicdo de uy, nas equagoes (2.110a) e (2.110b). Apesar dos diferentes valores
entre u*, u, € as fungoes de Wilson nas teorias massiva e nao-massiva, os resultados para 7 e
v serao os mesmos. No proximo capitulo, mostraremos essa equivaléncia explicitamente.



Capitulo 3

Expoentes criticos para sistemas com
geometria de placas planas e paralelas

3.1 Introducao

A restrigao espacial introduzida pelo confinamento de um campo em um volume delimitado
por superficies planas e paralelas separadas por uma distancia L produz efeitos significativos
no comportamento critico do sistema. Quando comparados com o sistema no limite L — oo
(sistema infinito), tais efeitos se manifestam principalmente na forma de uma mudanca na
temperatura critica, na alteracao da amplitude de quantidades termodinamicas (calor especifico,
susceptibilidade, etc) e na forma como os expoentes criticos mudam a sua dependéncia com a
dimensao espacial d [37, 69].

H4 alguns anos, Nemirovsky e Freed (NF) usaram o formalismo de teoria de campos e
grupo de renormalizagao na descricao de fenomenos criticos em sistemas com pelo menos uma
dimensao finita [34, 35]. A realizagdo mais simples desse tipo de sistema em um espaco com d
dimensoes consiste em um sistema delimitado por duas (hiper-)superficies planas de extensao
infinita em um subespago com d — 1 dimensoes e separadas por uma distancia L. Trata-se
basicamente de uma idealizagao para filmes finos. O sistema é descrito por um modelo de
campos escalares com simetria O(N) e interagao ®*, da mesma forma como aquele modelado
pela densidade lagrangiana (2.4). Cada componente do parametro de ordem estd entdo su-
jeito a restricoes nas superficies na forma de condi¢oes de contorno que podem ser periddicas,
antiperiodicas, Dirichlet ou Neumann. Convém observar que o volume do sistema ainda per-
manece infinito. Portanto, continuamos falando em transicoes de fase com expoentes criticos
descrevendo as singularidades do comprimento de correlagao, calor especifico, etc.

Antes do trabalho de NF, acreditava-se na impossibilidade de usarmos métodos perturba-
tivos para tratar fenémenos criticos na presenga de tamanhos finitos [36]. No entanto, NF
mostraram que quantidades universais, como os expoentes criticos, podiam de fato ser escritas
em termos de expansoes em e desde que a varidvel de escala y = % (¢ sendo o comprimento

39
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de correlagao do sistema) estivesse restrita a regiao y > 1. Para uma condigao de contorno em
geral, foi conjecturada a existéncia de trés regioes de escalamento:

(i) y > 1, métodos perturbativos podem ser usados e os expoentes criticos sao calculados em
termos de expansoes em ¢, correspondendo aos mesmos obtidos para o sistema infinito
(L — o0) no espago d-dimensional;

(ii) y ~ 1, os expoentes criticos ndo podem mais ser calculados perturbativamente. H4 uma
quebra na expansao em ¢;

(iii) y < 1, a tradicional expansdo em ¢ = 4 — d é substituida agora por uma expansao em
¢ = 4—(d—1). Em outras palavras, os expoentes criticos passam a ser aqueles calculados
em um espaco com d — 1 dimensoes.

Essa mudanca de d para d — 1 dimensoes na descricao do comportamento critico do sistema é
conhecida como “crossover” dimensional. Neste capitulo, vamos mostrar que podemos ampliar
a regiao (i) para incluir y até o limite y — 0 sem qualquer quebra da expansdo em ¢, desde
que consideremos valores suficientemente grandes para L. De fato, quando as trés regices de
escalamento foram propostas, uma formulagao envolvendo apenas campos massivos conseguia
descrever apenas a regiao (i). As técnicas a serem apresentadas nas préximas segoes irao incluir
também a regido (ii) no limite L — oo usando a teoria massiva. Além disso, introduziremos
uma formulacao de campos sem massa e mostraremos que existe uma equivaléncia entre essa
formulagao e a correspondente massiva. Consequentemente, veremos que as regioes (i), (ii) e
(iii) sdo consistentes com a expansao em €, contanto que os valores de L nao sejam tao pequenos.

As analises de NF se restringiram as func¢oes de Green de 2 e 4 pontos até ordem 1 loop
em uma teoria massiva. Vamos ampliar no presente capitulo essas analises para incluir as
contribuicoes até ordens de pelo menos 2 loops. Ao invés de fungbes de Green, usaremos
as fungoes de vértice devido ao seu carater mais fundamental com relacao as divergéncias no
regime ultravioleta. O sistema continuara sendo modelado pela densidade lagrangiana (2.4) com
o parametro de ordem restrito a condicoes de contorno periédicas ou antiperiodicas nas duas
superficies. Vamos nos referir a ambas as condi¢oes como PBC' (“periodic boundary condition”)
ou ABC' (“antiperiodic boundary condition”), respectivamente. Veremos portanto como o
tamanho finito L introduz corregoes nas funcoes de correlagao, constante de renormalizacao,
ponto fixo, etc. No entanto, apesar dessas corregoes aparecerem explicitamente nos passos
intermediarios, todas elas sao canceladas no resultado final para os expoentes criticos. Nenhuma
quebra da expansado em e serd observada (para valores nao tao pequenos de L) e um novo
entendimento para as regioes de escalamento descritas acima serd estabelecido.



41  Capitulo 3. Expoentes criticos para sistemas com geometria de placas planas e paralelas

3.2 O método de Nemirovsky e Freed na teoria mas-
siva usando condicoes de contorno peridédicas e anti-
periddicas

Comecemos pela descrigao do sistema na regiao de escalamento (i). Consideraremos por-
tanto a teoria acima da temperatura critica, na qual manteremos o comprimento de correlacao
finito. Apenas os aspectos mais fundamentais de tamanho finito serao considerados aqui. Efei-
tos de superficie relacionados com as condicoes de contorno de Dirichlet e Neumann estao além
do escopo deste trabalho. Por esse motivo, o parametro de ordem estard sujeito apenas as
condigoes de contorno periddicas e antiperiddicas. Veremos a seguir que tais condigoes nao
quebram a invariancia translacional do sistema e a representacao das funcgoes de vértice no
espaco dos momentos continua sendo conveniente.

Originalmente, o método descrito por Nemirovsky e Freed (NF) vai até ordem de um loop
na expansao diagramatica das fungdes de Green de 2 e 4 pontos. A restricao espacial no
parametro de ordem conduz a integrais de Feynman cujo resultado da regularizacao pode ser
decomposto em termos com divergéncia no regime ultravioleta idénticas aquelas calculadas
para o sistema infinito mais termos com dependéncia em L (termos de corre¢do do tamanho
finito). A representagao integral utilizada por NF para esse termo de corre¢ao nao permite
(de uma forma simplificada) uma extensao dos calculos para ordens acima de um loop [32].
Introduziremos uma representacao mais conveniente para esse termo. Como resultado, teremos
meios para avancar na direcao do calculo das integrais de ordens mais elevadas em loops. Além
disso, a nossa analise da dependéncia em L dos termos de correcao de tamanho finito ficara
mais simples.

A forma mais natural de descrever uma geometria de placas planas e paralelas consiste
em dividir o sistema de coordenadas como x =(p, z). O vetor g representa as coordenadas do
campo no subespago com d— 1 dimensoes (no qual as superficies estao inseridas) e z corresponde
a coordenada axial perpendicular as superficies. Aqui vamos colocar uma das superficies em
z=0eaoutraem z = L. A densidade lagrangiana dada em (2.4) tera entao a seguinte forma:

9z 2 4!

O tamanho finito L ¢ introduzido na teoria através das condigoes de contorno impostas no
parametro de ordem. Elas podem ser periddicas, ou seja,

®(p,0) = @(p, L), (3.2)

20) = 2,07 4L (8‘1’) a5+ 2 a5 (3.1)

ou antiperiddicas, a saber:

(7,0) = — (5. L). (3.3)
Ambas as condi¢bes de contorno conduzem a diferentes tipos de ordenamento em diferentes
temperaturas criticas durante a transigao de fase [70]. Levaremos em considera¢ao aqui apenas
os aspectos universais do comportamento critico como, por exemplo, os expoentes criticos.
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A formulacao da teoria no espago dos momentos ainda permanece conveniente para o tipo de
geometria sob consideracao. O fato do sistema ser infinito ao longo do subespaco das superficies
implica em componentes de Fourier para o parametro de ordem dado em termos de momentos
continuos em d — 1 dimensoes. A homogeneidade do sistema ao longo desse subespaco garante
a conservagao dos momentos nos propagadores e nos vértices de interacao, conforme vimos no
capitulo anterior em d dimensoes. Por outro lado, o dominio compacto da coordenada z ao
longo da diregao perpendicular as superficies restringe os momentos a valores discretos (quase-
momentos) ao longo dessa dire¢do. Portanto, podemos expandir o campo ® em termos de
componentes (modos) de Fourier, da seguinte forma:

00 = oy D [ AR (o), (3.4

j=—o00

O indice i = 1,2,..., N refere-se a simetria interna do parametro de ordem. J& o indice
J esté relacionado com os quase-momentos ao longo da direcao z. Note que as funcoes u;(z)
estao associadas as condigoes de contorno de ®;. Para determinarmos essas fungoes, vamos
considerar o campo ®; acima como uma solugao da teoria livre obtida a partir da equacao de
Klein-Gordon no espaco euclidiano:

(V2 - ,u2)<1>, = 0.

Nesse caso, ®; é usado na construgao do propagador livre da teoria. Logo, vemos que u;(z) é
solugao da equacao de autofuncgoes:

& )
() = 2y (2), (35)

onde o autovalor k; corresponde ao quase-momento, satisfazendo a condigao lsz» + k24 pu2=0.
As condigdes de contorno (3.2) ou (3.3), agora aplicadas em u;(z), determinarao a dependéncia
de kj em j. Além disso, as constantes resultantes da solucao geral da equacao acima sao fixadas
através das condicoes de ortonormalidade:

/0 dz ui(2)uj(2) = 0. (3.6)

A relagao de completeza também é satisfeita:

> ui(2)ul(2) = 6(z - &), (3.7)

j=—00

Vamos analisar agora como as regras de Feynman serao modificadas para incluir o efeito
do tamanho finito. Inicialmente, consideremos a energia livre do sistema dada pelo funcional
F[®] = [d¥p fOL dz ZL[®(p, z)] presente na definigdo da fungiao de particio (2.5). A fim de
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termos uma representagao no espago dos momentos para F[®], comecemos pela parte livre da
teoria. A partir de (3.1) e (3.4), podemos escrever:

1 L 0B\ >
= §/dd_lp/ dz | (Va1 ®)* + (a) + 1 @(p, Z)]
1 du,, d
-1 /dd %/ i [ (8 i), (=)o, (2) + “”} bi(k, j1)6s(—k, 5o)
J1 J2 —00

(3.8)

Note que o indice 7 acima esta sendo somado de 1 a N de acordo com a convencao da soma
para indices repetidos considerada no capitulo anterior. O produto das derivada de u;(z) pode
ser reescrito como:

duj, du, d duj, dPu,;, d du,,
4 d (ujld_z]> U T g (“ ; ) + 155, u5, (2)ugy (2), (3.9)

onde usamos a equacao (3.5) na ultima igualdade. Condigoes de contorno periddicas (anti-

periddicas) implicam em w;(2) e % periédicos (antiperiédicos). Portanto, o produto 1@(2)(1;J

’ ST . L du; ,
serda sempre periddico e a integral fo dz diz <uj1 e ) sera nula. Substituindo os resultados acima

m (3.8), podemos escrever:

Z (27$d /dd 1]{3(]{}2 —+ li + % ) j17j2¢i(k7j1)¢i(—k,j2), (310)

J1,je=—00

onde definimos o tensor: ;
Spn = [ wn(EJus ()i (3.11)
0

O mesmo tipo de anélise para a parte interagente da energia livre conduz a:

mt /dd ! / d24| D15y i4 11 (pv ) (1)14 (p7 Z)
= E i1 yeeeia Z SJI 77777 d 0 /ddlkl-..ddlk45dl(kl —|—+k4)x
X @iy (K1, 1) -+ - Giy (Ka, Ja),  (3.12)

com a definicao do tensor:

L
S iniss = / i, (2 (21t ()5 (2) (3.13)
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Chamamos atencao novamente para a convencao da soma usada para os indices do campo.
Cada indice do tensor Fj, _;, aparece somado com o correspondente indice repetido do campo
P,

No capitulo anterior, apresentamos a fun¢ao de parti¢ao (2.21) escrita convenientemente
em termos de componentes de Fourier do propagador e da parte interagente da teoria. Aqui
ela serd modificada para incluir os modos referentes aos quase-momentos. Logo, baseado nos
resultados (3.10) e (3.12), escrevemos:

)\ 00
Z[h] = JV_l exp _EFilr"vi‘l Z Sjl,...,j4 /dd_lkl tee dd_1k45d_1(k’1 + 4 k?4)><

jlv"'7j4:_oo

54
X - 5
5hi1(k17]1) cee 6hi4(k4aj4)

] Zolhl, (3.14)

com a funcao de particao da teoria livre dada por:

[e.e]

Zy[h] = exp (% > [a sjl,ﬁeo(k,j2>m-<k,j1>m<—k,j2>> BERNCAE)

J1,j2=—00

h(k, j) corresponde ao componente de Fourier do campo magnético externo em funcao também
dos indices j’s dos quase-momentos. Os momentos continuos estao agora inseridos no subespaco
(d — 1)-dimensional e o Delta de Dirac em (3.14) implica na conservagao desses momentos em
cada vértice de interacao dos diagramas de Feynman. Além disso, os indices de simetria interna
do campo sao somados da mesma maneira como em (2.21) e teremos portanto os mesmos fatores
de simetria listados no capitulo anterior para os diagramas de Feynman.

As tnicas mudancas fundamentais nas fungoes de particao acima sao as presencas dos tenso-
res S}, i, € Sj, ja.js.ia> Além do propagador livre Gy (k, j) modificado para incluir o quase-momento
/‘iji .

Go(k, j) = [Ee L (3.16)
Note nos resultados (3.14) e (3.15) como o tensor S}, j, s, aparece compondo o vértice de
interagao e S, ;, aparece multiplicando o propagador livre. Como resultado, as regras de
Feynman serao modificadas de modo que cada linha e vértice de interacao sejam representados
por:

1 2 = 00 (ky + k2)81, 4,55, 5, Go (K2, o), (3.17)
1\\ /3 >\
2/.\\4 = _Iﬂlvi%i&i‘lSj17j2»j37j45(k1 + k2 + kS + k4) (318)

Os indices (modos) j’s desempenham um papel semelhante ao dos indices do campo ¢; e seguirao
as mesmas regras de combinacao, permutacao, soma, etc apresentadas na secao 2.4.
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Toda a informagao referente as condigdes de contorno estéd contida nos tensores (3.11), (3.13)
e no propagador (3.16). Consideremos agora como esses elementos serao representados em PBC
e ABC'. A solugao da equacao (3.5) satisfazendo ambas as condigdes de contorno é dada por:

ugT)(z) = Aexp(iﬁy)z), (3.19)
onde devemos ter /<;§»T) = %’T (j+7)paraj=0,£1,42,.... Oindicer=0e 7 = % identificam
PBC e ABC, respectivamente. A constante A é fixada através da condicao (3.6), resultando
em A = % Desse modo, os tensores (3.11) e (3.13) tornam-se:

Sj1,j2 = 5j1+j2,07 (32())
1
Sivdadsgs = T Ojrtia+ia+iad: (3.21)

sem qualquer distincao entre as condigoes de contorno consideradas. Os Deltas de Kronecker
acima introduzem uma conservacao dos quase-momentos da mesma forma que o Delta de Dirac
em (3.14) implica na conservagao dos momentos continuos no subespago (d — 1)-dimensional
em cada vértice de interagao. Ratificando o que ja mencionamos, PBC e ABC nao quebram
a invariancia translacional do sistema. Portanto, as integrais de Feynman se apresentarao de
forma andloga as do sistema infinito, onde em cada loop teremos a substituicao:

/ddk: — 0 i /dd—lk, (3.22)

j=—00

com g = 27“ correspondendo a uma escala de momento produzida naturalmente pelo tamanho

finito do sistema. Note que no limite L — oo, o somatério em j acima pode ser identificado
como uma integral de Riemann e estabelecemos entao a correspondéncia inversa para a integral
de loop para um sistema infinito em d dimensoes:

sy /dd—lk@f /ddk.
j=—00

Deixaremos para a segao 3.4 a regularizacao dimensional das integrais de Feynman. Antes
disso, vamos discutir como as divergéncias presentes nessas integrais podem ser removidas da
teoria.

3.3 Renormalizacao e equacoes de Callan-Symanzik

Divergéncias no regime ultravioleta estao também presentes em teorias de campos confina-
dos entre duas superficies. Tais divergéncias continuam sendo associadas ao mesmo ntumero
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finito de divergéncias primitivas na dimensao critica consideradas no capitulo anterior. Por-
tanto, a remocao desses infinitos é realizada por um numero também finito de constantes de
renormalizacao e o procedimento de renormalizagao serd de maneira semelhante ao apresentado
na equacao (2.89). Essa equagao terd aqui a seguinte forma:

£ M
L3 (. g, o s g, 1) = (Zg)> 2 (Zég)) DEM Ky, i, pes i A, o, A). (3.23)
Osindicesl =1,2,...,F el =1,..., M rotulam os momentos externos k; e pj (além dos modos

Ji e jj dos quase-momentos) associados com o campo ¢ e o campo composto ¢?, respectivamente.
Apesar da dependéncia das funcoes de vértice nas condicoes de contorno, nao incluiremos o
indice 7 nessas fungoes como uma maneira de deixarmos a notagao mais simples. Deixaremos
essa dependeéncia explicita apenas nas constantes multiplicativas Zg) e Zg;).

As constantes de renormalizacao na equacao acima podem ser determinadas por condicoes
semelhantes aquelas consideradas em (2.91). A diferenca é que agora elas devem refletir os
diferentes valores das funcgoes de vértice de acordo com a condicao de contorno considerada.
Portanto, tomando nao apenas os momentos externos iguais a zero, mas também os quase-
momentos, podemos escrever:

TR (k=0,j =059, p) = p? + 07, (3.24a)
0 n@)p
— I (k, 7 = 0; =1 3.24b
ok2 R( )] 7g>:u) o ) ( )
T (k= 0,51 = 0;g,12) = g, (3.24c)
Fg71)<k =0,j=0,p=0,7 =0;g,p) = 1. (3.24d)

O termo %72 no lado direito de (3.24a) foi escolhido de modo que a massa renormalizada p
seja independente das condigoes de contorno [21]. Além disso, em (3.24b) mantivemos o quase-
momento nulo enquanto derivamos apenas com relacao a k?. Podemos fazer isso sem perda de
generalidade porque as constantes de renormalizagao provenientes dessas condigoes continuam
renormalizando a funcio de vértice I'® quando j # 0.

O parametro p pode ser escolhido livremente nas condigoes acima. Essa liberdade de es-
colha para A e A fixos resulta nas equagoes de Callan-Symanzik associadas as transformagoes
infinitesimais do grupo de renormalizacao em uma teoria massiva, conforme mencionamos na
secao 2.9. Vamos investigar agora como essas equacgoes serao modificadas em decorréncia da
dependéncia nas condigoes de contorno das equagdes dadas em (3.24). A partir da equagdo
(3.23), podemos escrever:

a (7—) _%
“au [(Z‘I’ )

M
(Zg;)> F%E’M)(klajbplﬁjll’agaM) = 0. (325>
A
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Apo6s a realizacao da derivada, obtemos:

8 T 8 E T T N y
O@ﬁ+ﬁ”5§_§%R+AM$)F§M%Mﬂmmﬁw40=

B2 [\~ o
:2;/?6—53 (ZéQ) Ly (k. gipr g, 059 p1), (3.26)

T nz{) T aln z\7) ,
onde definimos as funcoes de Wilson como (7 = ug—z, fy((l,) = ,uala—zlf’ e fyég) =—u *2 " além

O
de termos usado:

F(E,M—‘rl)( F(E,M)(

. . 0 . .
kl7]l7pl’7jl/’a Oa /\nu()) = 8_,u2 kla]lapl’a]l/’ao; )‘7”0)-

0

Tomando N = 2, M = 0 com os momentos e quase-momentos iguais a zero na equagao acima
e usando as condicdes (3.24a) e (3.24d), determinamos o coeficiente de I'®¥+1) no lado direito
da equacao acima:

aug ) 1 ~ (T
) -3 o). o
onde definimos: )
~ (T T aT
%)Zﬁ)1+<?)]- (3.28)

Em termos das constantes de acoplamento u e ug adimensionalizadas através de g = p‘u e
A = pfug, podemos reescrever (3.26), com auxilio do resultado (3.27), no formato final das
equagoes de Callan-Symanzik:

0 0 E - . )
L@;+5WW§E—§WQW%+MAXW}ﬂ?m%mmmdhwu%:

U’):| FS‘%E7M+1)(]€Z7 jla pbr, jl/’7 07 u, H’) (329)

I
=
[\
| — |
[\
|
N
3
—~~

Agora todas as fungoes de Wilson presentes na equacao anterior sao descritas em termos de
parametros adimensionais, a saber:

M\
5<f>(u):—e<algzo> , (3.30a)

- dln 7"

) () = B0 ()= (3.30b)
. oln 27

A (u) = =B (u) 2 (3.30¢)
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Exceto pela dependéncia nas condigoes de contorno e tamanho finito L, essas fungoes sao
escritas na mesma forma das equagoes dadas em (2.108).

A tnica diferenga entre (3.29) e a correspondente para o sistema infinito (2.114) é a presenca
da fungao ’?g)(u) que, de acordo com (3.28), ¢ essencialmente uma versao reescalada de %(DT)(U).
No limite L — oo (0 — 0), recuperamos as equagoes de Callan-Symanzik do sistema infinito.

De acordo com a argumentacao apresentada na se¢ao 2.9, quando consideramos os momentos
externos no regime ultravioleta (% — 00), o lado direito da equagao (3.29) pode ser desprezado
ordem a ordem na expansao diagramatica. Nesse regime, a teoria massiva serd entao invariante
por escala desde que a constante de acoplamento seja colocada no ponto fixo nao trivial ug),
dependente agora das condigoes de contorno e de L. Portanto, as solugoes de (3.29) serdo
obtidas de forma andloga aquelas para um sistema infinito e as leis de escala provenientes
dessas solugoes permitirdo o célculo dos expoentes criticos através das equagoes (2.110a) e

(2.110b), onde u* é agora substituido por ulD.

3.4 Regularizacao dimensional das integrais de Feynman

No capitulo anterior, expandimos as funcoes vértice até pelo menos ordem 2 loops e iden-
tificamos as integrais (2.42b), (2.68), (2.56) e (2.93) como aquelas essenciais ao cdlculo dos
expoentes criticos. A primeira delas refere-se ao diagrama de ordem 1 loop mostrado na figura
2.4(a) e servird como ponto de partida para calculo de todas as demais integrais. Levando em
consideracao a substituigdo dada em (3.22), podemos escrevé-la aqui na seguinte forma:

ddflq

Ig(k?jga’m:UZE_:OO/[<q+k>2+02(l+j+f)2+u2][q2+02(l+r)2+u2]' 33

Seguiremos inicialmente os mesmos passos empregados na obtencao do resultado (2.82). Pri-

meiro, reescalamos os momentos de acordo com % —qe f — k, onde definimos r % De
acordo com o resultado (2.29), temos r % Em seguida, aplicamos a parametrizacao de

Feynman (2.79) e depois de alguns rearranjamentos, chegamos a:

© 1 d=1q

I3 (k,jio. 1) = i /dx/ |

i w = l:zoo 0 {@+ 2k -q+ak2 +r2[(1+ 7+ 2§)? + 2(1 — 2)72] + 1}
(3.32)

O proximo passo consiste na utilizacao do resultado (2.81), fornecendo:

- d—1 -1
I5(k,j;0,p1) = w‘e%r (T) r (2 — dT) X

x/olda: i [7"2(l+7~|—.73j)2—|—3:(1—a:)(k2+r2j2)+1]%72. (3.33)

j=—o00



49  Capitulo 3. Expoentes criticos para sistemas com geometria de placas planas e paralelas

Depois de fatorar 2, podemos identificar o somatdério no resultado acima com uma generalizacao
da funcao térmica [71]:

Dofa,b) = > [(n+a)®+b7°, (3.34)

onde estabelecemos:
a(lx) = T+ xj, (3.35a)
bz) = r ol —x)(k2+r252) + 1, (3.35D)

No limite n — oo, o termo sendo somado em (3.34) comporta-se como n 2% e podemos ver

portanto que o somatério converge para « > % Podemos construir uma continuacao analitica
para D,(a,b) na qual a divergéncia no limite a« — % tenha uma representacao conveniente
no contexto da regularizacao dimensional. Ou seja, de uma forma geral, podemos escrever
(32, 72, 73]:
VT AR
Dy(a,b)==——|T'{a—= )b "+ fo.(a,b)]|, 3.36

A divergéncia de (3.34) no limite @ — % estd agora presente no polo em a = % da fungao
r (a — %) Ja fo(a,b) é uma fungao regular para o = % que pode ser representada em diferentes
formas. Nemirovsky e Freed utilizaram a representagao dada na ref. [32] e aqui vamos reescreve-

la dentro da nossa notagao como:

fala,b) = F(Zi—\iiz) /boo du(u® — b*)"*Re [e*rtuti) — 1}_1. (3.37)

Essa representacao nao é uma das mais convenientes para os nossos objetivos neste trabalho. A
maneira como os parametros a e b aparecem no resultado acima dificulta bastante a aplicagao da
eq. (3.36) de forma simplificada no célculo das integrais de Feynman em ordens de loops mais
elevadas. Portanto, usaremos uma representacao alternativa que ira facilitar consideravelmente
as nossas andlises. Deduzida por Boschi-Filho e Farina [73] como uma generalizagdo para o
resultado obtido por Ambjorn ¢ Wolfram [72], escrevemos:

o0 1
M\ * 2
fala,b) =4 Z cos(2mma) (T) K,_1(2mmb), (3.38)
m=1

onde K, (z) é a fungao de Bessel modificada de segunda espécie. O fato de termos agora uma re-
presentagao envolvendo uma funcao especial de Bessel cujas propriedades ja sao bem conhecidas
[68] permitird um avango na diregao do calculo de integrais de 2 e 3 loops que nao teriamos tao
facilmente com a representacao dada em (3.37).
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Voltando ao resultado (3.33), usaremos (3.36), juntamente com (3.35) e € = 4 — d, para
reescrever:

N . Sia [d—1
L7 (k, jio,p) = 1 %F (T) VX

VIR

x /01 dx {F (g) (1= 2) (K + %) + 175+ fry (a,b)} (3.39)

[SISN

Sabendo que S; = ﬁ, podemos escrever

[NII-W

r <d) Sy =272 = /7l <%> Sas (3.40)

2
e realizando uma expansao em € no argumento da funcao I'; chegamos ao seguinte resultado:

T . ,ES € ! . _e € _(r .
Ik, j;7) = f{(1—5) / defe(1 = 2) (K +71%%) + 175 + SFO (ks |, (341)

onde definimos: .
FO e gir) =17 [ dofy o+ g (k) (3.42)
0

com

h(k,j,r) =r'a(l —2)(k2 + r252) + 1. (3.43)

Uma comparacao entre (3.41) e (2.85) mostra que a integral de ordem 1 loop (3.31) para o
sistema de tamanho finito pode ser decomposta em dois termos. O primeiro deles é idéntico
aquele do sistema infinito, no qual o quadrado do médulo do momento externo é agora subs-
titufdo por k? + r%j2. O segundo termo corresponde a defini¢ao (3.42), denominada aqui de
correcao de tamanho finito devido a sua dependéncia em L. Mostraremos a seguir que essa
funcao de correcao tende a zero no limite L — oo. Além disso, para L suficientemente grande,
Fg)(k,j; ) nao terd polos em € e ja podemos tomar € = 0 nesse termo de corregao.

As condigoes de renormalizacdo (3.24) impoem momentos externos nulos para as integrais
de Feynman e desse modo, o resultado (3.41) é simplificado para:

T feS € € -
L7 (0r) = = [1 —5 Tl 1)] : (3.44)

Relembramos aqui que r~! = B L corresponde & variavel de escala. Se considerarmos valores

finitos para r, o segundo termo do resultado anterior é bem comportado e a expansao em € é
valida, sendo apropriada para o calculo perturbativo dos observaveis fisicos. Entretanto, esse
cendrio é ameacado quando estamos no limite r~! — 0. Neste caso, a funcao de correcao torna-
se singular e o método perturbativo nao parece ser mais valido. Nosso interesse agora estara
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voltado portanto para o estudo dos limites assintoticos da funcao de correcao, inclusive aquele
dado por r~! — oo.
A fim de analisarmos esses limites, comegaremos pelas definigdes (3.38) e (3.42), de onde

obtemos:
o

Fg)(o, 0;r) =4r°¢ Z COS(27mT)(7m)§K§ (2mnrh). (3.45)
n=1
Essa expressao mostra claramente que nao hé polos em € para a funcao de correcao. No limite
r~! — oo, podemos usar a expansao assintética da funcao de Bessel na forma

lim Ko(r) = \/Z {1 o (i)}

Vemos portanto que uma expansao tomando apenas o primeiro termo mais significativo corres-
ponde ao modo n = 1. Dessa forma, temos:

lim F (O 0;7) =~ 272 COS(QWT)(T71)€7%€72TW

r~l oo

—1

(3.46)

Portanto, o termo de correcao tende a zero no limite L — oo e a integral de Feynman reproduz
o correspondente valor do sistema infinito.

No outro extremo, quando r~! decresce, as correcoes de tamanho finito ficardo maiores a
ponto de terem a mesma ordem do polo €1, modificando a singularidade dominante da funcao
de correlagao de 4 pontos. Para ver como isso acontece, consideremos a identidade [68]:

1 1

\/wQ (2nm +tx)2  2nmw

1
Va2 + (2nm —tx)2 2nw

+

S v, 1 T s T
Ko(nx) cos(nat :——{——ln<—>+—+

> Kol eostnst) = 3+ 51 (0] + s v 53

ﬂ_ (o)

t32

valida para valores positivos de x. v = 0.577216. .. é a constante de Euler-Mascheroni. Através

das identificagoes z = 27r~! e t = r7, obtemos a fungao de corregao e o resultado (3.44) pode
ser escrito como:

IQ(T)(O;T) = 1Sy E (1 - %) +7+1n (%1) + 2—7“12—%—72+
§<w—2+1n+7> ‘%>+%§<w—2+1<n—7>2‘%)]' .

Os somatorios acima convergem. Podemos ver isso ao observar que quando n — oo os termos
dos somatérios decrescem proporcionalmente com # e pelo critério da razao de Cauchy, as

séries convergirdo. Tomando o limite r~! — 0, essas duas séries tornam-se:

AR 0 A

n=1

] . (3.47)

_'_

l\:)ln—
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A partir da representacdo para a fungao dilogaritmica W(1+z) = —y+ > 7 =, juntamente
com a relagdo (1 +z) = ¥(z) + L e o valor ¥ (1) = —y — 2In2, chegamos a:

lim (% S 1+ % > I -]) = (22— 1)d, ;. (3.50)

r=1—0
n=1 n=1

Portanto, para pequenos valores de r~!, obtemos o seguinte resultado para (3.44):

-1
O(0:7) ~ Sy |2 (1 & T L
L7 (0;7) &~ u Sy L (1 2)+7+1n< 5 >+2m+

+(2In2 ~1)8, 1 + O(T_l)] . (3.51)

Podemos identificar dois tipos de comportamento singular na expressao acima dependendo
das condicoes de contorno empregadas. Primeiro, podemos reproduzir todas as andlises reali-
zadas nas referéncias [34, 35| com respeito a quebra da expansao em € devido a singularidade
presente no termo com a raiz quadrada. Em PBC' (7 = 0), esse termo produz uma divergéncia
no limite 7! o % — 0. Jdem ABC (7 = %), essa singularidade acontece abaixo da tempe-
ratura critica (¢ < 0) quando r~? — —1. Em ambas as condigoes de contorno, o crossover
dimensional nas referéncias mencionadas anteriormente foi atribuido ao efeito causado pela
divergéncia desse termo com raiz quadrada para diferentes valores de t.

O segundo tipo de comportamento singular é predominante apenas em ABC. Mantendo
t > 0 fixo e decrescendo r~!, ou seja, diminuindo apenas L, o termo com a raiz quadrada
permanece finito enquanto que o médulo do termo logaritmico cresce até ter a mesma magnitude
do polo em €. No limite ultravioleta, o mapeamento entre a regularizagao dimensional e a
regularizacao pelo corte A nos momentos estabelece % — In2. Portanto, podemos afirmar
que o termo logaritmico torna-se comparavel a singularidade dominante da integral quando

ln% ~—Inrt=1In /%L’ ou seja, quando tivermos LA ~ 1. Em termos do parametro de rede a,

temos A ~ %, implicando em L ~ a. Em resumo, a redugao de L (com ¢ fixo) até magnitudes
préximas de a produz um novo tipo de crossover pois a correcao de tamanho finito domina em
relacao ao polo e~!. Notamos que esse tipo de comportamento também ocorre em PBC. No

-1
entanto, o termo com a raiz quadrada proporcional a (%) ¢ dominante nesse limite.

Na nossa andlise acima, nao consideramos o limite ¢ — 0 porque ele é inconsistente na
teoria massiva. Na secao 2.8 afirmamos que o aparecimento de divergéncias no infravermelho
nesse limite impossibilitam a realizagao da renormalizacao. Portanto, a nossa estratégia para
acessarmos a regiao r ! — 0 quando t — 0 consiste em utilizarmos a teoria nao-massiva, na qual
ja temos naturalmente £ = oo com invariancia por escala no regime infravermelho. Discutiremos
esse regime quando definirmos o andlogo da formulacao de Nemirovsk e Freed para a teoria
renormalizada utilizando campos de massa nula. Este ponto serd retomado nas secoes 3.6 e
3.7, onde introduziremos essa nova descricao de comportamento critico para sistemas finitos e
provaremos a equivaléncia com a formulagao da teoria para campos massivos.
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Consideremos agora a contribuicao de 2 loops para a funcao de 4 pontos correspondente
a integral (2.68). Aqui, com a discretizacdo dos momentos ao longo da dire¢do z, ela terd a
seguinte forma:

(l{f k/ Z / d _lfhdd_IQZ «
) - U .
e wi— ) U= kP2 +o?(h =G+ 1)+ 2lgi + o*(h +7)* + 1]
1
X 2 2 ; 2 1 21[2 1 2 s (392)
(1 + a2+ K)? + 0?(lh + o+ j' + 7)* + 12][gF + 0% (o + 7)° + 7]
A integral acima é regularizada no apéndice A, cujo resultado é dado em (A.17):
52

L(0; 1, 1) = 2 22P—§+fﬁ< 1ﬂ. (3.53)

As demais integrais correspondem as contribuicoes de 2 e 3 loops para a funcao de vértice
de 2 pontos e podem ser lidas das eqgs. (2.56) e (2.93), respectivamente. Elas sdo dadas aqui
respectivamente por:

D (k’ Z / d Q1dd 1 y
LD S B (T S R (A A s e
1
x . (3.54
R (R e R R
qldd lq dd 1
Dk, jip,0) = o® / X
(ki) lllzlzsjoo q1+q2+k —|—02(l1+12—|—j+7)2+,u2]
X X
[(q1 + g5 + k)? +02(l1+l3+J+T)2+M2HCJ%+02(11+T)2+u2]
1
(3.55)

X .
[+ 0+ 77 + WG+ P+ 7+ 47

Dada a condigao de renormalizacao (3.24b), tudo o que precisamos fazer com as integrais acima
é derivar com relacao a k? mantendo os quase-momentos externos nulos (j = 0). Em seguida,
tomamos k = 0. Esses célculos sao executados no apéndice A. L4 os resultados (A.25) e (A.33)
fornecem respectivamente:

T a T . — 552 T
D7 (1) = 55 D5 (k. = 0: . v) = e [1—Z+ew< )], (3.56)
’(r 0 , 3 Sq 3
k=0
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onde definimos W (r) = G (r)+H® (7’)—4?"F0/(T)(7“), com G (r), HD(r) e F )(r) definidos
no apéndice A. Nao vamos escrever esse termos explicitamente pois eles serao eliminados durante
o calculo dos expoentes criticos. S6 precisamos saber aqui que eles sao todos bem comportados
desde que nao tomemos o limite r~!' — 0, da mesmo forma como acontece com fi(7,r1).
Nessa condigao, as expansoes em epsilon acima sao bem definidas e podemos usar a teoria
perturbativa para calcular os observaveis fisicos.

3.5 Calculo dos expoentes criticos na teoria massiva

No capitulo anterior, ilustramos rapidamente como os expoentes criticos sao calculados a
partir da andlise de grupo de renormalizacao. Equacoes diferenciais sao entao obtidas para
as funcoes de vértice como uma consequéncia da nossa liberdade de escolha do parametro de
massa p no processo de renormalizagao. Na segao 3.3, refizemos esses passos e chegamos as cor-
respondentes equagoes de Callan-Symanzik com a presenca do tamanho finito L. Tais equagoes
permitem a determinacao da forma como as funcoes de vértice escalam nos momentos externos.
Na teoria massiva, a invariancia por escala é realizada apenas no regime ultravioleta, quando
entao os expoentes criticos sdo obtidos a partir das fungdes de Wilson (agora dependentes das
condigbes de contorno e de L) calculadas no ponto fixo. Na prética, as fungdes de Wilson
sao determinadas através das expansoes dadas por (2.112a-2.112c), onde os coeficientes a;, b;
e ¢; estao relacionados com as expansoes (2.100a-2.100c) das constantes de renormaliza¢do em
poténcias da constante de acoplamento renormalizada e adimensionalizada u. As condigoes de
renormalizacao (3.24a-3.24d) implicam em resultados andlogos aqueles dados pelas expressoes
(2.102a-2.102f). Os coeficientes A’s, B’s e (s sao calculados através das equagoes (2.97), (2.95)
e (2.99). As regularizagao das integrais de Feynman usadas sdo agora aquelas apresentadas na
secao anterior. Portanto, em termos simbdlicos, podemos escrever as seguintes expressoes:

al” = N ; 8I“)(o r), (3.58a)
@’ = %[L@(U; r)? - A gév =0 052
B 51\/;r 22 10 (0: 1) — %D; J(r), (3.58b)
) = Nl—?z);f” (r), (3.58¢)
o) = S 10000 ) — L0800 (3.58)
() — M[ﬁ (r), (3.58¢)
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N2 N+1 N +2\?
) = +18 - OIQ(T)(O;T)_( ;r > 157 (03 7)) = ———=1{"(0; 7). (3.58f)

Substituindo os resultados (3.44), (3.53), (3.56) e (3.57) nas expressoes acima, determinamos
finalmente os coeficientes das constantes de renormalizacao:

N+8[ e 1

1— - — 71 -1 .
6 5 + 2f§(7',7" )€:| , (3.59a)

al” =

a(T)_<N+8)2 N? 421N +86 , N*+ 16N + 64
M (LF2)

—1
6e 36¢ 36¢ fy(mr )+

n N7 ;62 [1-S+ar0)], (3.500)

b = _]\17 4162 [1 N i n eW“)(r)} , (3.59¢)

b = _ +122)9(éz +8) {1 - ge + SEfé(T, 7“_1)] : (3.59d)
=2 1= L e (3.59)

o) = (N + gé(ejg\f +5)  2N? +7127€N +26 N +37é\€f + 10f% (r.rY). (3.59¢)

Um aspecto fundamental que diferencia as constantes de renormalizacao calculadas aqui daque-
las obtidas para um sistema infinito é a presenca dos termos de correcao dependentes tanto das
condigoes de contorno quanto do tamanho finito L. Isso é uma consequéncia direta das condi¢oes
de renormalizacao utilizadas. No entanto, conforme veremos logo a seguir, essas corregoes nao-
universais nao alterardo a classe de universalidade (d,N) para os expoentes criticos.

Nosso préximo passo consiste no calculo das fungoes de Wilson. Relembramos aqui a pri-
meira delas dada em (2.112a), dependente agora de 7 e L:

BT (u) = —eu {1 —aPu+2 {(agﬂy - ag)} u2} : (3.60)

Substituindo a” e a{” na expressdo acima, obtemos:

3N +14 ,
— U .

N+8[ €
12

B (u) = —eu + —— [1— = + %f%(ﬂ r’l)} u? —

. : (3.61)

Podemos ver claramente a inexisténcia de quaisquer polos em € no resultado anterior, conforme

haviamos mencionado na se¢ao 2.9. De fato, o polo duplo presente em agT) ¢é cancelado por

aquele presente em (a{”)? durante a subtracdo (a{™)? — al”. Os polos simples restantes sao
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entao eliminados pelo fator ¢ em cada ordem da expansao. Essa é uma propriedade comum
as demais fungoes de Wilson. Substituindo (3.59¢-3.59d) e (3.59e-3.59f) respectivamente nas
expansoes (2.112b) e (2.112¢), obtemos:

N+2 N
fyg)(u) = —;2— u? {1 — ZEL +eW () — —g_ 8 [1 + WO (r) - fi (T, 7”71)} U} ; (3.62)
N +2 € € N +2
() [1__ €r —1} _ AN T2 o
Voo (1) c 5 + 2f§ (1,77 )| u THE (3.63)

Agora temos todos os ingredientes necesséarios para computar os expoentes criticos. O ponto
fixo no regime ultravioleta é calculado através da condi¢io 5™ (us) = 0 e a teoria invariante
por escala é realizada com a constante de acoplamento u = u,,. A raiz u,, = 0 corresponde
a solucao trivial dessa equagao e nao estamos interessados nela quando a dimensao espacial d
estiver abaixo da dimensao critica d. = 4. No entanto, quando d — 4, devemos ter o ponto fixo
nao-trivial sendo degenerado no ponto fixo gaussiano (u, = 0). Procuramos entao por uma
solucdo do tipo us = €(a + €b). Substituindo u. em (3.61) e mantendo os termos até ordem
€2, determinamos os coeficientes a e b de modo que o resultado dessa substituicao seja igual a
zero, resultando em:

6 ION+42 1 1 .

O expoente 1 é portanto calculado até ordem €3 através de:

U =

(1) N+2 6(3N+ 14) 1
= o) = ————= _ — = : 3.65
1= () = gy { [ (N+82 4 (365)
De forma semelhante, calculamos:
N +2 6N + 18

—(1) 2
o) = —— —_— 3.66
Vo (to0) N+8€[ (N—I—S)QE] (3.66)

A partir da equacao 7&?2) (Uoo) = 2 =1 — v~

correlacao:

1 obtemos o expoente para o comprimento de

1 N+2 (N +2)(N%?+ 23N +60) ,
PR TI S(N + 8)° ‘
Note que os expoentes 1 e v sao de fato independentes das condigoes de contorno e sao exata-
mente iguais aqueles calculados para o sistema infinito [15]. Todos os demais expoentes criticos
sao computados a partir das leis de escala. Os nossos resultados confirmam portanto as ex-
pectativas estabelecidas por Nemirovsky e Freed para ordens mais elevadas na expansao em
loops. Entretanto, as conjecturas sobre a validade da expansao em € com base apenas nos
valores da varidvel de escala £ sdo enganosas. Para verificar isso, vamos discutir na préxima
secao como apenas os valores de L sao relevantes para a validade dessa expansao, quando entao
introduzirmos a teoria sem massa na descricao de sistemas com tamanho finito.

UV =

(3.67)
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3.6 O método NF na teoria nao-massiva

Vamos analisar agora o mesmo tipo de sistema com geometria de superficies planas e parale-
las separadas por uma distancia L no qual a massa do propagador é nula. Estamos exatamente
no ponto critico e o comprimento de correlacao neste caso € infinito. Mantendo L finito, nos
deparamos com uma situagao completamente nova. No inicio da formulacao de teoria de escala
em sistema com tamanho finito, acreditava-se na impossibilidade de utilizar o método pertur-
bativo devido ao fato de £ ser muito maior que L. Mostraremos que o método perturbativo
permanece valido na teoria de campos sem massa para valores nao tao pequenos de L e pode-
mos de fato ampliar o limite da variavel % para aqueles nos quais o crossover dimensional foi
conjecturado.

Duas caracteristicas especiais tornam a teoria nao-massiva vantajosa em relacao a massiva.
A primeira delas refere-se a maior facilidade técnica para calcular as integrais de Feynman. A
segunda caracteristica é o ponto fixo atrativo no regime infravermelho. Na secao 2.9, comenta-
mos sobre a estabilidade do ponto fixo v*: independentemente do valor inicial da constante de
acoplamento u, o escalamento dos momentos no limite infravermelho induz um fluxo em u com
u — u*. Consequentemente, a teoria sera sempre invariante por escala no regime infravermelho.

As condigoes de renormalizacao serao realizadas agora com os momentos externos das
fungdes de vértice colocados no ponto simétrico. A equagao (2.104) continua sendo uma escolha
conveniente para a construcao desse ponto de simetria em termos da nova escala de momento
k. No entanto, ainda por questao conveniéncia e sem perda de generalidade, manteremos os
quase-momentos externos nulos. As condigoes dadas em (2.103a-2.103d) para fungoes de vértice
multiplicativamente renormalizaveis serao portanto aplicadas aqui com algumas pequenas mo-
dificacoes, ou seja:

Tk =0,j=0;9,0) = 0’7, (3.68a)
%Fg)(/@j =090 =1 (3.68b)

% (ki is = 03 g, 0)‘}35 =9, (3.68¢)

DD (ke iy = 0, ks, ip = 0,p, ' = 0: g, 0)‘PS —1. (3.68d)

Note como a primeira dessas condi¢oes foi modificada para refletir os diferentes valores da funcao
de vértice de 2 pontos de acordo com a condicao de contorno. Além disso, o ponto simétrico
PS esta sendo aplicado apenas no subespago (d — 1)-dimensional. Na dire¢ao perpendicular as
superficies, podemos tomar os quase-momentos iguais a zero sem o aparecimento de quaisquer
divergéncias no infravermelho. As constantes de renormalizacao provenientes das condicoes
acima continuam renormalizando as fungoes de vértice quando os quase-momentos sao diferentes
de zero.

Implementando o procedimento de renormalizagao multiplicativa em termos do corte ultra-
violeta A nos momentos, escrevemos as funcoes de vértice renormalizadas nos mesmos moldes
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de (2.105):
L ks oo i 6, 9) = (Zg)) P2 TEM (R, iy, G A ), (3.69)

onde usamos a mesma notagao empregada na equagao (3.23).
O fato da teoria nao-renormalizada ser insensivel a escolha da escala de momento k conduz
a uma equacao do tipo dado em (2.106), onde agora as constantes de renormalizagao Zg) e
Z gg serao dependentes das condic¢oes de contorno e do tamanho finito L. Podemos mostrar que
as equacoes do grupo de renormalizagao resultantes desse tipo de invariancia tém a seguinte
forma:
0 J E (5

T T E.M . ./
KJ% + ﬂ( )(U)% - 57(1) (U) + M%(pz)(u) Fgg )(kla.]lapl’ajl,” u, KJ) = 07 (37())

onde as unicas modificacoes com relacao ao sistema infinito aparecem na dependéncia em 7 e
L das fungdes de Wilson escritas de forma anédlogas aquelas dadas na eq. (3.30) para o caso
massivo. O ponto fixo u* é novamente obtido a partir da condicao /(7 (u*) = 0 e calculamos
os expoentes criticos 7 e v com a substituigao de u* nas equagoes (2.110a) e (2.110b).

Passaremos agora ao calculo das integrais de Feynman. Relembramos que o propagador na
teoria nao-massiva é obtido a partir da eq. (3.16) com p = 0, enquanto que os tensores S, j, €
Si1.ianjs.je DEIManecem os mesmos. Portanto, o andlogo ndo-massivo da integral (3.31) é dado
por:

CYTISE - g

B die) = "Z;/ R ES Ean =l EaEk

Utilizamos a parametrizacao de Feynman (2.79) e o resultado (2.81) para resolvermos a parte
integral nos momentos continuos. A soma nos quase-momentos é realizada através da repre-
sentacao da fungao térmica generalizada dada em (3.36). Depois de usarmos a identidade (3.40)
e expandirmos parcialmente em ¢, a contribuicao integral em 1 loop para a fungao de vértice
de 4 pontos torna-se:

1 (k, j;0) = % {(1 -7) /01 dz [2(1 = @)k +0%%)] T+ i1 (2 5) FET)(k,j;a)} ,

(3.71)

2 2/ 2

(3.72)

onde )
FO i) = 072 [ dafy o (7t g Kk 5,0). (3.73)

0
W (k,j,o) =0l —z)(k? + 0252). (3.74)
Usando a defini¢ao (3.38), reescrevemos:
FO(k, ji0) = 40‘{: / e cos[2mn(r + jz)] o s
2 = S e

x K¢ (27m0_1\/x(1 —x)(k?+ 02j2)> . (3.75)
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No apéndice B, mostraremos que o resultado acima nao possui singularidades em ¢, sendo bem
comportado para o = 27” finito.

Devido ao fato da escala de momento & ser arbitraria, podemos escolher £ = 1 sem qualquer
perda de generalidade. Logo, o ponto simétrico corresponders a k? = 1. Além disso tomamos
0s quasi-momentos iguais a zero. Portanto, sabendo que fol drxIn[z(1l — z)] = —2, a expansao
em e completa de (3.72) é dada por:

T S T
Is(0) = = 1+2+2F“(1 0; a)] (3.76)
Na teoria massiva estudamos o comportamento do termo de correcao do tamanho finito nos

limites ! = L= ﬁ — oo er !t — 0, onde £ foi mantido finito. Agora com o comprimento de

correlacao infinito, vamos analisar como a funcao de corregao FO(T) (1,0;0) também se comporta

para 0! = % — 00 e 0! — 0. Para tal fim, lancaremos mao do resultado dado no apéndice

B:
") _ 4o o cos(2mn7) T T C1y -1
F7(1,0;0) = — [cosh(mno™") shi(rno ") — sinh(rno™") chi(rno )], (3.77)
T
n=1
onde as fungoes shi(z) e chi(z) 14 definidas sdo conhecidas como o seno e o cosseno hiperbélicos
integrais, respectivamente. Sabendo que

1
lim [cosh zshiz — sinh z chiz] ~ = + O(27?), (3.78)
2—00 z
para z real, podemos escrever:
) 16 cos(2mnT)
Lh_r}goF (1,0;0) = I ElT (3.79)

Ou seja, no limite L — o0, o termo de correcao também tende a zero, resultando apenas na
contribuigao singular do sistema infinito em (3.76).
Para entender o que acontece no outro extremo (L — 0), usaremos a identidade (3.47) tal
. . , . .~ o 2
como fizemos na teoria massiva. Através das substituicoes v — z = Ly/2(1 —z) e t — 7,
reescrevemos (3.75) como:

1

/dx +
\/7'2—1—1: 1—x) ( )
=t 1 1

+ d —— |+
5[ :

(n—71)2+z(1—2x) (%)2

! Ly/z(1 —
FO(T)(l,O;o—):2~y+2/ dxln[ z)
0

=t 1 1
+Z i dz e (3.80)
n=1

(n+7)2 +a(l — ) (£)°
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Convém observar que a escolha x = 1 transforma o comprimento L em uma variavel adimensi-
onal. Portanto, nenhuma inconsisténcia dimensional existe no resultado acima. Excetuando a
integragao no parametro de Feynman z, veremos que (3.80) possui o mesmo tipo de dependéncia
em L que o correspondente termo de corregao em (3.48) tem em r~! na teoria massiva. Neste
ultimo caso, a teoria renormalizada com o comprimento de correlacao finito e momentos exter-
nos nulos é completamente equivalente a teoria nao-massiva renormalizada no ponto simétrico
k? = 1 e comprimento de correlacao infinito.

No limite L — 0, os dois ultimos somatorios do resultado anterior sao bem definidos e
podemos identificd-los com 2(2In2 —1)4, 1, conforme fizemos em (3.50). As divergeéncias para
valores pequenos de L vém com o termo logaritmico e com a integral do termo com a raiz
quadrada. Para resolver essa integral, consideremos a identidade [68]:

/1 dx 1 , {m + b} (3.81)
= — arcsin | ———| , :
0o Va+bxr+ ca? V—c vV-=A
valida parac < 0e A < 0, onde A = 4ac—b%. Através das identificacoes a = 72 e b = —c = %,
obtemos:
! 1 4 1
/ dx = = % arcsin | ———1| . (3.82)
0 frra(l—a) (L) | 4 Lon2r2
Usando fol dzIn[z(1 — z)]2 = —1 e combinando esses tltimos resultados com (3.80) e (3.76),
chegamos a:
)y Od € 16, Ly
ilil’(l)IQPS(O') N {1 + 5 +e {’y—l— (2In2 1)57,5 +1In (4%) 1} +
2 1
+% arcsin | ————— | ¢ %, (3.83)

167272
1+ ==

Essa equacao nos mostra que o tltimo termo de correcao do tamanho finito em condigoes
de contorno periddica (7 = 0) comporta-se exatamente como ”—LQ Quando comparado com o
correspondente no caso massivo, a diferenca ocorre apenas pela presenca do fator m devido
a integracao no parametro de Feynman. O termo logaritmico ainda estd presente como na
teoria massiva. No entanto, a lei poténcia L~! gerada pelo iltimo termo ¢ dominante e teremos
o mesmo tipo de crossover da teoria massiva. Essa correspondéncia massivo<>nao-massivo

também acontece em condicoes de contorno antiperiédicas. Notando que
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¢ bem comportado no limite L — 0, apenas o termo In L contribui com o crossover quando L é
da mesma ordem de grandeza do parametro de rede do sistema, conforme ja haviamos afirmado
para o caso massivo. Desse modo, completamos a nossa andlise para diferentes valores de L
em ambas as condigoes de contorno. A equivaléncia entre as teorias massiva e nao-massiva é
portanto estabelecida no que diz respeito ao crossover dimensional.

Na nossa andlise para o caso nao-massivo, acessamos as regioes (ii) e (ii7) da varidvel de

escala % ao fazer L variar de infinito a valores finitos. Vimos entao a persisténcia de termos

de correcio em L mesmo no limite £ — 0. Contanto que evitemos valores pequenos para
L, a expansao em € ainda permanece valida nesse limite. Portanto, nao consideraremos mais
a conjectura fenomenolégica para as trés regioes de escala. Para L suficientemente grande,
podemos variar ¢ £ L de zero a infinito sem invalidar o método perturbativo. Os termos de correcao
permanecerao bem comportados e podemos usar a regularizacao dimensional com expansao em
e no calculo das integrais de ordens 2 e 3 loops a seguir.

Prosseguindo com o calculo da contribuicao de 2 loops da funcao de vértice de 4 pontos,
consideremos o correspondente nao-massivo da integral (3.52), fazendo p = 0:

. d Q1dd ! 2
7 kK = / : X
i (kK g ) = o Z (@ — k2 + 0% —j+ )@ +02(h + )7

I1,la=—00
1

X .
(g + @+ k)2 + 02+ 1+ + 7))+ 02(ly + 7)2]

(3.84)

Deixamos para o apéndice B a discussao sobre a regularizacao da integral acima no ponto
simétrico. O resultado (B.30) fornece:
. S? 3
I (0) = 5 {1 + 56 +eFT(1,0; 0)} . (3.85)
Similarmente, as integrais contribuindo em ordens de 2 e 3 loops para a funcao de vértice
sao obtidas de (3.54) e (3.55), respectivamente, fazendo p = 0. Agora, estamos interessados na
derivada com relacao a k? no ponto simétrico no qual k> = 1 e j = 0. O cdlculo dessas integrais
¢ realizado no apéndice B, onde os resultados (B.38) e (B.41) fornecem respectivamente:

T S 56

Diflo) = =3t |1+ = 20w (o). (3.36)
T SB T

Dis(0) = — o [L+2e=3eW (o)), (3.87)

onde definimos W (o) = $In(1 + o?7%) — F(T)(O') +2F (o), com F(T)(a) e F\7 (o) dados
pelas eqs. (B.37) e (B.36), respectivamente. De posse desses resultados, procedemos ao cédlculo
dos expoentes criticos seguindo passos analogas aos realizados na teoria massiva.
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3.7 Expoentes criticos na teoria nao-massiva

As condigoes de renormalizacao (3.68a-3.68d) serdo usadas para determinarmos as constan-
tes de renormalizagao uéﬂ, Zg) e 75;2) discutidas na segao anterior. Tal como na teoria massiva,
elas serao expandidas em termos da constante de acoplamento adimensionalizada u, conforme
realizado em (2.100a-2.100c). Os coeficientes dessas expansoes continuardao sendo dados de
forma andloga as egs. (3.58), onde as integrais de Feynman que 14 aparecem sao substituidas

pelas suas correspondentes nao-massivas (3.76) e (3.85-3.87). Desse modo, calculamos:

o) =SB 1 S SRD0L00)] (3.88)

ag) = (NG—L_ 8)2 + Al +,?23€N 86 + % (%)2 FéT)(l, 0;0), (3.88b)

{7 = —]\1[ 4162 [1 + ge - QEW(T)(G)] , (3.88¢)

o) = Y +1§23(6]€V2+ 8) [1 4 Ze n geFO(T)(l, 0: 0)1 , (3.884)

D = % [1 + g + %FO(T)(L 0; 0)] , (3.88¢)

£ = (N + ;25(6]2\] +5) N N2 +71216N + 14 N N2 +376JZ + 10F(§T)(1,0;a). (3.880)
") o ()

Substituindo agora os coeficientes a;’ e a5’ em (2.112a), obtemos a fungao de Wilson
responsavel pelo fluxo de u no caso nao-massivo:

N +38

BT (u) = —eu + S 1+ g + %FéT)(l, 0; O’)] u?

3N +14 ,
_— U .

> (3.89)

A condigao S(u*) = 0 fornece o ponto fixo u*. Tal como fizemos no caso massivo, o valor para
u* nao-trivial e estavel no regime infravermelho tem o formato u* = €(a + €b). Seguindo um
procedimento semelhante ao esbocado na segao 3.5, determinamos:

e —— 1+|——m—— — = — =F 1,0;0 . .
Y N+8E{ |:(N—|—8)2 2 2" 0 ( 0 ):| 6} (3 90)

As demais fungoes de Wilson diretamente envolvidas no calculo dos expoentes 1 e v sao
obtidas através das substitui¢oes dos coeficiente b’s e ¢’s dados acima nas equagdes (2.112b) e
(2.112c¢), resultando respectivamente em:

_ N+2
T2

5 N+8
u? {1 + 26— 20 (o) - % [1 AW (o) — 2E(1, 0 a)} u} . (3.91)

A5 (u)
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N+2 € N +2
w222 X
Calculando essas fungoes no ponto fixo u*, chegaremos aos mesmos valores para o expoente
n = %({) (u*) e para 7‘(1;) (u*) obtidos na teoria massiva, conforme podemos ver nos resultados
(3.65) e (3.66), respectivamente. Desse modo, o expoente v sera idéntico ao dado em (3.67).

A teoria ndo-massiva com a sua invariancia de escala no regime infravermelho é completa-
mente equivalente a formulagao massiva no regime ultravioleta devido ao fato de ambas forne-
cerem os mesmos expoentes criticos com a mesma classe de universalidade (d,N) do sistema
infinito, apesar dos ingredientes calculados para tal fim, serem distintos.

A principal conclusao que podemos tirar do presente capitulo diz respeito a variavel de escala
%. A regiao definida por % < 1 nao deve mais ser considerada proibitiva para a aplicacao do

+ %FéT)(l, 0; 0’)] u— (3.92)

método perturbativo. A nossa andlise na teoria sem massa (caracterizada pelo limite % — 0
para L finito) mostra que o escalamento de sistemas com uma geometria de placas planas e
paralelas é bem comportado na temperatura critica. Podemos de fato realizar a regularizacao
dimensional das integrais de Feynman e a subsequente expansao em e das funcoes de vértice,
constantes de renormalizacao, fungoes de Wilson e expoentes criticos.

Tanto na formulagao da teoria com massa quanto na formulacao sem massa, os termos
de correcao de tamanho finito sdo proporcionais a L~! para L pequeno quando o parametro
de ordem esta sujeito a condigoes de contorno periédicas. Ja em condi¢oes de contorno an-
tiperiddicas, a correcao é de ordem In L para L pequeno, também em ambas as formulagoes
massiva e nao-massiva. Portanto, ¢ a dominancia dos termos de correcao sobre as singulari-
dades dominantes das integrais de Feynman a responsavel pelo crossover dimensional. Desde
que evitemos valores pequenos para L (da ordem do parametro de rede do sistema), o método
perturbativo pode ser utilizado irrespectivamente do valor de £.

Outra aplicagao interessante da nossa andlise pode ser realizada em sistemas exibindo com-
peticao no ponto de Lifshitz. Esse tipo de sistema é composto de um subespaco com competicao
e outro subespaco sem competicao com as mesmas propriedades do sistema d-dimensional es-
tudado até agora. No préoximo capitulo, estudaremos a introducao de um tamanho finito ao
longo de uma das dimensoes desse subespaco nao-competitivo.



Capitulo 4

Tamanho finito em sistemas
competitivos do tipo Lifshitz

4.1 Introducao

Em contraste com a anélise realizada no ultimo capitulo, consideraremos a partir de agora
sistemas exibindo interagoes competitivas nas vizinhancas de ou exatamente no ponto critico
de Lifshitz. Lembrando da nossa discussao no capitulo 1, tais sistemas sao compostos por um
subespaco competitivo com m dimensoes juntamente com outro subespago onde a competicao
estd ausente ao longo de d — m direcoes espaciais. Quando d = m, teremos apenas o subespago
competitivo e o sistema sera isotrépico. A fim de investigar de uma forma mais geral o efeito do
tamanho finito nos dois tipos de subespacos, consideraremos neste trabalho o caso anisotrépico
(m < d).

No capitulo 2, apresentamos uma descri¢ao fenomenoldgica em termos de campos continuos
para sistemas sem competicao. Apenas os trés monomios presentes na densidade lagrangiana
(2.1) sao relevantes na descrigao das singularidades dos observéaveis fisicos desse tipo de sistema
na criticalidade. Ja em sistemas competitivos no ponto de Lifshitz, termos com derivadas de
ordem superior passam a ser relevantes na teoria e a densidade lagrangiana sera modificada
para [66]:

2
7= DT 7 + 2(9,8) + LV @)+ L St (4.1)
2 2 2 2 4!
Estamos novamente considerando o parametro de ordem ® como sendo um vetor de N compo-
nentes em uma teoria ®* com simetria O(N). Note que os trés tltimos termos acima descrevem
a parte nao competitiva do sistema. A massa p continua dependendo da temperatura redu-
zida t através de p? ~ t e A mantém o seu papel de constante de acoplamento. J4 os dois
primeiros termos estao relacionados com a competicao ao longo do subespaco m-dimensional.
No capitulo 2, enfatizamos a necessidade de considerar apenas monomios do tipo (V®)?, &2 e
®* na descricao do comportamento critico. Entretanto, o ponto de Lifshitz é caracterizado por

64
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do = 0 e t = 0, enquanto que oy > 0 [66]. Desse modo ficamos apenas com o termo de derivada
de segunda ordem do campo ® no subespago competitivo, que passa entao a ser relevante na
teoria.

Uma analise semelhante a realizada na se¢ao 2.7 mostra que no ponto de Lifshitz a constante
de acoplamento tem dimensdo [A\] = A*"27¢ onde A é uma escala de momento arbitraria.
Logo, a dimensao critica até a qual a teoria pode ser renormalizada ¢ dada por d. =4+ %3 e o
parametro usado na expansao dos expoentes criticos passa a ser e, =4 + & — d.

A anisotropia produzida pela presenga do primeiro termo em (4.1) induz dois tipos de
escalamento no sistema. Cada um deles relacionado a um subespago com um determinado
comprimento de correlagao. Portanto, denominaremos &74 € £75 como os comprimentos de cor-
relacao ao longo do subespaco competitivo e nao-competitivo, respectivamente. Os expoentes
criticos 14 € vy estao associados ao primeiro subespago enquanto que 775 € v estarao asso-
ciados ao segundo. A dependéncia em m dos expoentes criticos calculados perturbativamente
em termos de poténcias de €7 introduz uma nova classe de universalidade representada pelo
conjunto de parametros (N,d,m).

Albuquerque e Leite [74] propuseram hé alguns anos uma maneira alternativa de abordar
uma teoria de campo com a densidade lagrangiana (4.1) no ponto de Lifshitz. O parametro
oo ¢ considerado adimensional, sendo fixado em oy = 1. O propagador livre no espago dos
momentos passa entao a ser dado por:

1
(k2)2 +p2 +M2’

Go(k,p) = (4.2)

onde k£ e p sao os momentos pertencentes aos subespagcos reciprocos competitivo e nao-com-
petitivo, respectivamente. Para que haja consisténcia dimensional, k£ é tomado como tendo
dimensao de momento elevado a um meio, ou seja, devemos ter [k] = A:. Em seguida, Leite
[75] apresenta uma formulagao na qual o escalamento dos momentos em ambos os subespagos é
realizada de forma independente. Dois conjuntos de condigoes de renormalizagao e equagoes de
grupo de renormalizagao sao propostos e as leis de escala para os expoentes criticos sao obtidas
independentemente em cada subespaco. Recorrendo a uma aproximagao especial realizada em
cada loop de integracao para o caso anisotropico, podemos calcular as integrais de Feynman
analiticamente e determinar os expoentes criticos em termos de expansoes em ordens (em
principio) arbitrérias de €y,.

Nosso objetivo no restante deste trabalho é aplicar o método de Nemirovsky e Freed (NF),
juntamente com a formulacao de Leite, na descricao do crossover dimensional e calculo dos ex-
poentes criticos em sistemas competitivos no ponto de Lifshitz com uma das dimensoes finita.
Consideraremos novamente uma geometria do tipo filme fino determinada pela delimitacao es-
pacial do sistema por duas superficies planas e paralelas separadas por uma distancia L. O
parametro de ordem estard sujeito a condigoes de contorno periédicas (PBC') ou antiperiédicas
(ABC) em ambas as superficies. Existem duas maneiras de introduzirmos o tamanho finito L:
podemos fazer uma das dimensoes do sistema finita ao longo do (i) subespago nao-competitivo



66 Capitulo 4. Tamanho finito em sistemas competitivos do tipo Lifshitz

ou ao longo do (ii) subespaco competitivo. Em ambos os casos, teremos os subespaco compe-
titivo ou nao-competitivo infinitos, respectivamente.

A configuracao (i) é mais simples de ser estudada. Com algumas pequenas mudangas, todos
os elementos empregados na andlise de sistemas finitos sem competicao permanecerao tuteis e
por esse motivo, vamos nos concentrar em (i) no presente capitulo. Comegaremos pela teoria
nao-massiva (com {74 e £y infinitos) e analisaremos como o crossover dimensional acontece para
valores pequenos de L. O calculo dos expoentes criticos seguira de forma andloga ao realizado
na ref. [75]. Em seguida, usaremos a correspondente versao massiva da teria apresentada
por Carvalho e Leite [76]. Mostraremos a equivaléncia entre as duas teorias e concluiremos
portanto que o crossover dimensional é ditado apenas pelo limite L — 0, e nao pelas variaveis

L

de escala EL% SRt sendo consistente com a descricao realizada no capitulo 3 para sistemas sem
4

competigao. Note que &%, tem dimensao de comprimento em virtude da redefini¢cio dimensional
dos momentos no subespaco competitivo.

Por outro lado, a configuragao (ii) exige uma generalizagao para a fungao térmica (3.34), na
qual teremos nao apenas poténcias quadraticas, mas também poténcias quarticas no indice j
do somatorio devido a existéncia de um quase-momento quartico. Deixaremos para o capitulo
seguinte a tarefa de dedugao de uma nova representacao para essa funcao térmica mais geral
e a subsequente aplicacao na regularizacao das integrais de Feynman, analise do crossover
dimensional e calculo dos expoentes criticos.

4.2 Formulacao da teoria no ponto de Lifshitz

Consideremos a densidade lagrangiana (4.1) no ponto de Lifshitz caracterizado por dp = 0
e i = 0. Logo, a préxima contribui¢ao mais relevante na descricao do comportamento critico
corresponde ao primeiro termo dado por %(an@)Q. Como estamos considerando a configuragao
(i), apenas o subespago nao-competitivo apresenta uma dimensao compacta e, desse modo,
vamos reescrever (4.1) convenientemente na seguinte forma:

1 1 1/0 D)
L =—(V2®)2 4+ —(Vigm®) 2+ = =@, p, 2 Z® 2, p, 2). 4.3
SVRRP + (Vi @ 45 (-0 p.2) ) + 5@ p2)  (13)
Note que z é a coordenada ao longo da dimensao compacta e p é um vetor perpendicular ao
eixo z. Colocamos entdao uma superficie em z = 0 e a outra em z = L. As coordenadas no
subespaco competitivo sao representadas por z’.
O efeito do tamanho finito L serd estudado através das condigoes de contorno periddica:

®(2',p,0) = ®(2, p, L),

ou antiperiodica:
D (2, p,0) = —D(2, p, L).
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Conforme analisamos no capitulo anterior, tais condigdes nao quebram a invariancia translacio-
nal do sistema e a representacao da teoria no espago dos momentos continua sendo conveniente.
O dominio compacto da coordenada z implica no aparecimento de momentos discretos (quase-
momentos) ao longo desse eixo no espago reciproco. Portanto, o campo ® pode ser decomposto
em termos de componentes de Fourier de forma andloga & eq. (3.4) e as regras para a construcao
dos diagramas de Feyman permanecem idénticas aquelas apresentadas nas eqs. (3.17) e (3.18),
com os tensores Sy, i, € Sy, i, dados em (3.20) e (3.21). A diferenca estd apenas no propagador
livre da teoria que passa a incluir o momento quartico do subespago competitivo:

1

Go(k’,pyj): (k,2)2 —l—p2+02(j+7)2’

(4.4)

onde 0 = 2 ¢ 7 =0 (ou 7 = }) representa a condigao de contorno periédica (ou antiperiédica).
A variavel j pertence ao conjunto dos niimeros inteiros e estd associada ao quase-momento ;.

Como estamos tratando de uma teoria sem massa, devemos renormalizar as funcoes de
vértice com os momentos externos diferentes de zero a fim de evitar as divergéncias no regime
infravermelho. No capitulo anterior, definimos tais momentos no ponto simétrico construido
a partir de uma escala arbitraria x. Devido a anisotropia do sistema, caracterizada agora no
espago reciproco pela presenca do momento quartico k, introduziremos escalas de momento
diferentes para cada subespago. Denominamos entao k; e ks como as escalas nos subespacos
nao-competitivo e competitivo, respectivamente. Dois conjuntos de condic¢oes de renormalizacao
nas funcoes de vértice sao necessarios para remover de forma independente as divergéncias
no regime ultravioleta presentes em cada subespaco de momentos. No primeiro conjunto,
tomamos os momentos externos p; ao longo do subespaco nao-competitivo no ponto simétrico
PS;, determinado a partir de p; - p; = %%(451 ; — 1), enquanto que escolhemos k; = 0 no
subespaco competitivo. Os quase-momentos externos também sao escolhidos iguais a zero.
Devido & dependéncia de T'® nas condicdes de contorno, o primeiro conjunto de equacoes
apresentado na ref. [75] serd aqui escrito como:

r7(0;91) = o7, (4.5a)

0 .

p2:”1

Fﬁ? (pi, ji = 0,0; g1) ps, I (4.5¢)

PSy

D pep i = o =5 = 0,091)| = 1. (4:5d)

O ponto simétrico PS; inclui o momento externo p’ referente ao campo composto ®? obedecendo

p? = (p1 +p2)? = K.

O segundo conjunto de condigoes de renormalizagao é construido de forma analoga. Defi-
2
nimos o ponto simétrico P.Sy através de k; - k; = “2(46;; — 1) e tomamos agora os momentos
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e quase-momentos externos no subespaco nao-competitivo iguais a zero. Portanto, levando em
consideracao também as condigoes de contorno, escrevemos:

I (0; g2) = 072, (4.6a)

0 T2 (k,0; g2) =1 (4.6b)
a(kQ)Q R Y kgzn% ’ .
Y (k. 0: ) _ 4,

R ( 70,91) PSy 92, ( 6C)

=1

D3k, ko, K, 0;
R ( 1, 2, v, 792) PS5,

, (4.6d)

onde temos analogamente (k'2)? = [(k; + k9)?]* = k3 na tltima equagao.

Em cada conjunto das condigoes (4.5) ou (4.6), estamos considerando as constantes de
renormalizacao Zg ) € Zg2(n) distintas. Aqui usamos o indice n para distinguir cada uma
delas. Quando n = 1, estaremos nos referindo as constantes do subespaco nao-competitivo
enquanto que n = 2 refere-se as constantes do subespaco competitivo. Apesar dessas constantes
dependerem das condicoes de contorno, nao iremos rotular tais quantidades com o indice 7
pois a discussao a seguir nao apresenta ambiguidades, simplificando assim a notacao. Outro
ponto importante a ser observado diz respeito as constantes de acoplamento que foram também
consideradas diferentes em cada subespaco, sendo representadas por g, nas equacoes acima.

O procedimento para determinagao das constantes de renormalizacao segue os mesmos pas-
sos delineados na se¢ao 2.8. Definimos A,, como os cortes nos momentos em termos do quais as
divergéncias no ultravioleta sdo expressas no subespago nao-competitivo (n = 1) e competitivo
(n = 2). Portanto, o correspondente a equagao (2.105) serd aqui escrito como:

vl

I‘(EvM)

. M .
Ry (@) 3t Qunys T G Kin) = (Za ) * (Zaz )™ TP (i, Gty Quinys s Ans An), - (A7)

onde gy ([ =1,...,E) e Quiny (I'=1,..., M) estao associados aos momentos externos devido
a uma funcao de vértice de F pontos e a insercao de M campos compostos ®?, respectivamente.
A mesma correspondéncia também esta sendo usada para os indices de quase-momento j; e Jy.
Chamamos atencao para o fato de que g refere-se aos momentos ao longo do subespaco
nao-competitivo enquanto g2y sao os momentos ao longo do subespago m-dimensional.

A funcao de vértice no lado esquerdo da equacgao acima é escrita em termos de uma expansao
em potencias da constante de acoplamento renormalizada. Para tal finalidade, escrevemos
expansoes semelhantes aquelas da eq. (2.100) na seguinte forma:

Ugp = Up (1 + aq Uy, + ClgnUi) , (4.8a)

Zom) = 1+ banul + by,ul, (4.8b)
Z o2 ) = 1+ crpu, + Conti2, (4.8¢)
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onde Z g2 (n) = Zo (n)Zo2 (n) € as escalas de momento r; e Ky foram usadas para adimensionalizar
as constantes de acoplamento através de g, = K'“u, € A\, = KUug,. A substituigdo de (4.8)
em (4.7) e a subsequente aplicagdo das condigoes (4.5) e (4.6) permitem a determinagao dos
coeficientes a;,,, b;, € ¢;, ordem a ordem na expansao em u,. Os resultados podem entao ser
lidos das egs. (2.102), onde devemos acrescentar agora a dependéncia em n devido ao fato dos
momentos externos das integrais de Feynman estarem sendo tomados nos pontos simétricos
PS; (n=1) ou PSy (n =2). Na segao 4.4, mostraremos esse procedimento explicitamente.

Em contraste com as condi¢oes de renormalizacao para uma teoria sem competicao, esta-
mos diante de duas escalas de momento diferentes que podem ser escolhidas livremente. Tal
liberdade de escolha produz dois conjuntos de equagoes de grupo de renormalizacao andlogas
aquelas dadas em (2.106). Usando novamente o indice n para distinguir um subespaco do outro,
podemos condensar esses dois conjuntos da seguinte forma:

0

. _ M .
Ko Z¢51/)2Z¢2]\?H)F§%E(n))<Ql(n)a]laQl’(n)7Jl’;gm"fn)] =0. (4.9)

AA

Realizando a derivacao com relacao a In k, e mantendo os parametros A, e A,, fixos, obtemos
as equagoes do grupo de renormalizagao:

9 E (E,M) . _
Hna_lin + ﬁn(gn)a_gn - 57@(71) (gn) + M7¢2(n) (gn)} FR (n) <QI(n)7]l7 Ql’(n); Ji5 Gns Kvn) =0,
(4.10)
onde definimos as funcoes de Wilson como:
99
/Bn(gn) = (’fn > s (411&)
Okn N
(9n)  inz (4.11b)
n n Rn7— 11 n y .
Yo(n)\9 Orn ® (n) on
0
Yo2(n) (gn) = Hna— In Zg2 (n) . (4.11c)
Fin A

A equagao (4.10) estd relacionada com transformacoes infinitesimais do grupo de renormalizacao
de onde podemos determinar como as fungoes de vértice escalam nos momentos externos. Tal
escalamento gera dois fluxos nas constantes de acoplamento (um para g; e outro para gs) que
sao controlados pela fungao f,(g,). No regime infravermelho, as constantes g, fluem para os
pontos fixos g dados pela condi¢ao 5,(g:) = 0. Além disso, as fungoes de vértice escalam
de forma homogénea, fornecendo uma teoria invariante por escala e de onde podemos extrair
0s expoentes 72 € Vo para o subespaco nao-competitivo e os correspondentes np4 € 4 NO
subespaco com competicao.
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Na pratica, as equagoes em (4.10) sdo escritas em termos das constantes de acoplamento u,
adimensionais. Portanto, usando g, = K“u,,, podemos reescreve-las como:

0 0 E .
/{na_ + Bn(un)a_ - 5 7e(n) (un) + M’Y¢2(n)(un):| FEQE(77]L\;[)(QI(71)7]Z7 Ql’(n)7 Jl’; In, '%n) = 0>

n U, 2
(4.12)
onde as funcoes de Wilson passam a ser convenientemente escritas de uma forma semelhante
aquelas dadas em (3.30):

Olnu !
On
n\Un) = — y 4.13
) = e (25202 ) (413)
Oln Zq;. (n)
n n) — Pn\Un)— =7 4.13b
Yao(n) (Un) = Bnltn) B, ( )
8ln Zq)z n
Além disso, a fim de obter os expoentes v e vy, precisamos da defini¢ao:
_ aln7¢2 n

Substituindo as expansoes em (4.8) nas definigoes (4.13a-b) e (4.14), chegamos aos resultados:

Bn(u) = —nepu [1 —aipu+ 2 (a%n — agn) uz} , (4.15a)
Yoy (u) = —nepu [2by,u + (3bsp — 2b2a1n) u°] (4.15b)
Vo2, (U) = nepu [cln + (202n -, - alncln) u} ) (4.15¢)

Note que a func¢ao f,(u,), tal como as demais fungoes de Wilson, depende do subespago no
qual as transformacoes de grupo de renormalizagao estao sendo realizadas. No entanto, se as
integrais de Feynman de 1 e 2 loops que contribuem para a funcao de vértice de 4 pontos
apresentarem os mesmos resultados nos pontos simétricos PS; e PSs, os coeficientes aq,, € as,
independerao de n (ver egs. (3.58a-b)). Logo, os pontos fixos em ambos as subespagos terao o
mesmo valor. Mostraremos na proxima secao que isso de fato ocorre até ordem de 2 loops.

Uma vez obtido o ponto fixo através da condigao S,(u:) = 0, calculamos os expoentes
criticos relacionados com os comprimentos e fungoes de correlagao a partir de equagoes andlogas
as listadas em (2.110). Sao elas:

T = Yo (), (4.16a)
1/7:1 =2n—mn, — 751;)”(14;), (4.16b)

onde introduzimos a notagao 1, = 7r2 € N2 = 74, além do mesmo procedimento para os
expoentes ,. Segue também das andlises de Leite [75] nas equagoes (4.12), todo o conjunto
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de relagoes entre os demais expoentes criticos. Para cada subespago, podemos escrever leis de
escala semelhante as de um sistema sem competicao. Usando o indice n para distinguir um
subespago do outro e novamente a notagao das equacoes acima, escrevemos:

a,=2-n (d — %) Un,, (4.17a)
1 m

Bo = 5t [ (4= 5 ) =20+ m) (4.17D)

5 = — (d=%) +2n—m, (4.17c)
n(d—%) —2n+n,

Yo = V(20 — 7). (4.17d)

Na secao 4.4, calcularemos explicitamente 75 € np4 até ordem e%, enquanto que Vo, Vpy € 0S
demais expoentes listados acima serao calculados até ordem €2. Antes disso, vamos regularizar
dimensionalmente as integrais de Feynman e analisar sob quais condi¢oes podemos computar
os expoentes criticos perturbativamente sem a existéncia do crossover dimensional.

4.3 Integrais de Feynman

Ja mencionamos que as regras de Feynman usadas na expansao diagramatica das funcoes
de correlacao permanecem intactas quando tratamos de sistemas com competicao no ponto
de Lifshitz. De fato, a invariancia translacional do sistema implica na validade de regras
semelhantes as apresentas nas egs. (3.17) e (3.18), onde temos a conservacao dos momentos e
quase-momentos ao longo do subespacgo nao-competitivo. Aqui, devemos modifica-las apenas
para incluir também a conservacao dos momentos no subespaco competitivo e o propagador
dado em (4.4). Desse modo, uma contribuigao de 1-loop como (3.71) para a fungao vértice de 4
pontos sera modificada com a inclusao da integragao sobre os momentos quarticos do subespago
m-dimensional:

0o ddfmflqdmk,
LK P,ji0) = /
o (K', P, j;0) U,Zoo Mk KV + (g P2t +j+1)2)
) 1
[(k2)2 4+ ¢* + o2(1+7)7]

(4.18)

Essa integral é um componente fundamental na construgao das integrais de ordens mais elevadas
no numero de loops e portanto a consideraremos aqui com os todos os momentos externos
arbitrarios, conforme fizemos na secao 3.6.

Um truque bastante conveniente para a realizacao da integral em k& acima consiste na uti-
lizagao da aproximagao ortogonal proposta por Leite [75]. Nessa aproximagao, considera-se os
momentos pertencentes ao subespaco competitivo como sendo ortogonais entre si. Ou seja,
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devemos por k- K’ = 0 em cada loop de integracao e dessa forma todas as poténcias impares
em k e K’ sao removidas do termo [(k + K')?| que passa agora a ser aproximado por:

[(k + K!)Q]Q ~ (]{32)2 + 2k2K/2 + (KIZ)Q‘

Introduzindo a parametrizacao de Feynman dada pela eq. (2.79), podemos reescrever (4.18) de
forma conveniente como:

1 00
IéT)(K/,P,j;O') = a/ dx Z /ddmqu
0 l=—00

d™k
% / {(k?)? + 20 K”?k? + 2(K'?)?2 4+ ¢*> + 22P - g + xP? + o2[(l + 7)? + 2xj(l + 7)%? + xj2]}
(4.19)

A integral em ¢ e o somatério em [ seguem os mesmos principios adotados na se¢ao 3.6. Por
outro lado, a integracao em k exibe o seguinte resultado deduzido na ref. [75]:

PE_STEIT(E-D) 0 e
/ [(k?)2 + 2ak? + b?]8 T4 r'(B) (b —a ) ; (4.20)

onde S, corresponde a area de uma esfera de raio unitario em um espago com m dimensoes.
Portanto, podemos reescrever (4.19) como:

LK, P j;o) = %mr (%) T <2 - %) /1 dx
0

dd—m—lq

g Z /{q 21 20P g+ 2P + o2l + 1)2 + 20j(l + 7) + 272 + 2(1 — 2)(K?)2)2 5
(4.21)

Aplicando no resultado (2.81), no qual identificamos d — d — m — 1, e usando a identidade

r (d Qm) Sy = /7T (%) St (4.22)

obtida a partir de (3.40) e a defini¢ao €, = 4 + % — d, resolvemos a integral em ¢, fornecendo
o seguinte resultado:

7Y/ g . SmS_m d— 1

/dxa Z {o*(l+7+j2)* + (1 —2) [(K?)* + P*+0%%]}~ T (4.23)

l=—00
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O préximo passo consiste na utilizagao da representagao (3.36) para a fungao térmica genera-
lizada correspondente ao somatério acima. Portanto, chegamos a:

T . SmS —m m d—m
0 R go) = 2 ()1 (557

x {r ($) / Cdele(— ) E (K + PP+ 0%~ F 1 FO(K, P a>} . (4.24)

2

onde ampliamos a definicao (3.73) para incluir a contribuigao referente ao momento K’ do
subespaco competitivo:

1
FY(K' P, jio) = U—QV/ defi, (T +zj07 ol —2)[(K?)? + P2+ 0%2)),  (4.25)
0

com f1,,(a,b) definido em (3.38). A fim de realizarmos uma expansao de (4.24) no pardmetro

dimensional €¢;, de forma consistente, reescrevemos ‘Z_Tm = 2 — 7 — % e usamos a seguinte
expansao para a funcao Gama:
I'(a+ bx) =I(a) [1 + bxyp(a) + O(2)] (4.26)

com t(z) correspondendo a fungao dilogaritmica. Desse modo, podemos jé realizar uma ex-
pansao parcial em €y:

(T) ( 7 - mSa-m m ~omy 1 : 2\2 | 2 2,21 %
EK P jio) = 22300 ()T (2= 7)) {0 liader) [(K?) 44 4077 F
+EFPK P o)}, (4.27)
onde usamos a definicao: .
. m
sl = 14 5 [w(1) —v (2= 7). (4.28)

O fator S’”SZ%F (%) r (2 — %) em (4.27) é resultado de cada loop de integracao. Por exemplo,
uma integral com [ loops terd esse fator elevado a [. Portanto, ele pode ser absorvido na
redefinicao da constante de acoplamento u,,, pois, conforme vimos na secao 2.6, a expansao no
nimero de loops corresponde também a uma expansao em poténcias de u,, em uma teoria com
apenas uma interacao monomial do tipo ®*. Tal propriedade serd usada daqui por diante para
simplesmente removermos esse fator de cada integral de Feynman.

Ambas as condigoes de renormalizacao (4.5) e (4.6) exigem o célculo do resultado anterior
nos pontos simétricos PS; e PS,. Na primeira delas, temos P2 = k2, j = 0 e K’ = 0, enquanto
que na segunda, temos (K?)? = k3 e P = 0j = 0. Sem qualquer perda de generalidade,
podemos fixar as escalas de momento para k1 = k2 = 1 e vemos portanto que (4.27) é idéntico
nos dois pontos de simetria:

T T 1 . €L (7
12(1231<0') = 15;52((7) = 5 1+ [’LQ]mGL + 5F0( )<1,0, 0; O')] . (429)
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Note que a definicao (4.25) é reduzida a (3.73) quando consideramos (4.27) nos pontos PS; e
PS;. Por esse motivo, o termo Féﬂ(l, 0; 0) presente na expressao acima é idéntico aquele na
eq. (3.76). Além disso, esse termo é denominado de corre¢ao do tamanho finito devido ao fato
dele ser nulo no limite L — oo (¢ — 0), conforme podemos ver na eq. (3.79). Ja no outro
extremo do limite (L — 0), podemos utilizar toda a andlise realizada na se¢ao 3.6. Realizando
um procedimento semelhante aquele empregado na obtencao de (3.83), chegamos ao resultado:

L 1

s 2w .
— arcsin | —————————
il L /1 4 L3272 167r27'2

para n = 1,2. Na condigao de contorno periédica (7 = 0), o termo de corre¢ao do tamanho
finito fornece ”—LQ e portanto torna-se singular no limite L — 0, resultando no que foi denominado
de crossover dimensional no capitulo anterior. Por outro lado, tomando 7 = % na condicao de
contorno antiperiédica, temos:

1
lim 1§}~ ot [is)m +7+ (2102 —1)5, 1 +1n ( , (4.30)

L—0

2 1
lim 2% arcsin | ———| =1,

-0 L \/W

que é bem comportado e o crossover dimensional é devido a presenca do termo In (ﬁ) cujo
modulo cresce de forma ilimitada quando L tende a zero. Portanto, desde que evitemos valores
pequenos para L, podemos usar o método perturbativo para calcular os expoentes criticos em
termos de expansoes em €y,.

As demais integrais de Feynman de ordem 2 e 3 loops podem ser escritas pela mesma ex-
tensao aplicada a integral (3.71) na determinagao de (4.18). Lembrando a presenca do momento
quartico em cada propagador, a contribuicao de ordem 2 loops para a funcao de vértice de 4
pontos pode ser obtida a partir de (3.84), resultando em:

I(K,K',P,Pj j0)=0" X

l1,lo=—00

/ dd m— lqldmlﬁdd m— 1q2dmk2
{[(k1 — + (@ = P+ 0%l —j+ 1)}

X X
(k1) + ¢ + 0 (b + 7)?{[(k1 + k2 + K7)? ] tt+aet+P)+o*(l+b+j +7)%
1

X . (4.31

Brra+otron Y

A integral acima é calculada usando novamente a aproximacao ortogonal. Neste caso, devemos

ter k1 - K = ko- K =0e ky- K' = ky- K’ = 0. Deixamos para o apéndice C o esboco das

operacoes envolvidas no calculo dessa integral. Aqui, mostramos apenas o resultado da eq.
(C.5) nos pontos simétricos:

I, (0) = =5 |1+ % + 2[ig)mer, + e Fy ' (1,0,0; o—)] : (4.32)

~ 52
2e7
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para n = 1,2. Note que a expressao acima independe do ponto simétrico considerado.

As contribuicoes de 2 e 3 loops para a funcao de vértice de 2 pontos podem ser determi-
nadas a partir da generalizagao de (3.54) e (3.55) tomando p = 0, respectivamente. Portanto,
esCrevemos:

dd m—1 dmk‘ dd m— lqum/{,‘z
DK, P, jio) = / ! x
( jio) =" Z (k1 + ko + K)?2 + (g 1-|-Q2+P) + ol +la+j+7)°

l1,la=—00

« ! (4.33)

(kD)2 + qf + o(l + 7)H[(k3)> + @5 + o*(la + 1)

dd—m—lq dmk dd—m—lq d™k dd—m—lq d™k
DK, P,jio) = o / 1d™ky 2d" ky 3d" k3 "
( jio)=o llbgm (k1 + Rk + KPP+ (1 + e+ P2+ 02(ly+la +j +7)?
X 1 X
(k1 + ks + K224+ (n + g3 + P2+ 0%(ly + I3+ 5+ 7)?
1

(4.34)

S+ @ o2+ AR + G+ o2+ (R + @ + 02(ls + 7]

Devido as condigoes de renormalizagao (4.5) e (4.6), estamos interessados nas derivadas das
integrais acima com relacao a P? e (K?)? nos pontos de simetria. Definindo

0

T T 6
Dg(p)sl(g) = ﬁDé )(0, P,0;0)

e Dips,(0) = gy Dy (K,0,0:0)

pP2=1 (K2)2=1

além do analogo para DéT)(K , P, j;0), listamos os seguintes resultados obtidos nas eqgs. (C.9) e
(C.14) do apéndice C:

. 1 B

Dé(P)sn(‘7> = T3 [1 + Z — 2€LX ( )} ; (4.35)
- 1 B

D/S(P)Sn(U) = e 2 [1 + ? — 3, X (0 )} , (4.36)

onde definimos o termo de corre¢ao do tamanho finito por:
1
X0 (0) = izl + 5 In(1 + 0*r*) = M7 (o) + 267 (SP,),

com M (q) e FSSI)(SPR) definidos na eq. (C.10). Da mesma forma como aconteceu na
analise do efeito de tamanho finito em sistemas sem competicao, nao precisamos especificar
esse termo de correcao pois ele sera cancelado durante o calculo dos expoentes criticos. Basta
que consideremos apenas o = 27” finito para garantir a validade da expansao em €y,.
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4.4 Calculo dos expoentes criticos

De posse dos resultados da regularizacao dimensional das integrais de Feynman, podemos
calcular os expoentes criticos usando os ingredientes apresentados na se¢ao 4.2. Primeiro,
devemos calcular as fungoes de Wilson e comegaremos por (4.15a). Os coeficientes a1, € asy,
podem ser obtidos de expressoes como (3.58a-b), onde as integrais IéT), I 4T) e Dg(T) 14 presentes
sao substituidas pelas correspondentes calculadas na secao anterior. Portanto, a partir dos
resultados (4.29),(4.32) e (4.35) obtemos as seguintes expressoes:

N +38 -
Gin = 1+ liadmer + SR (1,0,0;0)| (4.37a)
6€L 2
N+8\* 3N+14 2 (N+8)° 1
n= -t — | — o)m + =Fy 7 (1,0,0; . 4.37b
2 ( Ger ) 24, €L < 6 ) [[ZQ] o o) (4:37b)
Substituindo os resultados anteriores na eq. (4.15a), escrevemos a fungao beta de Wilson como:
N +38 - 3N + 14
Ba(1) = —neu {1 _ T+ [+ [iaher + LR (1,0,0:0) u+ 1——;u2} L (438)

A dependéncia da funcao anterior em n estd apenas no fator multiplicativo do termo entre
chaves. Portanto, a condicao Bff) (uf) = 0 para a determinac¢ao do ponto fixo fornecerd um
resultado independente do subespaco no qual estamos aplicando as condig¢oes de renormalizacao,
conforme mencionamos na se¢ao 4.2. Ou seja, o reescalamento no infravermelho fard com que
as constantes de acoplamento u; e uy convirjam a um mesmo valor dado pelo ponto fixo estavel:

Ger, 3(3N + 14)
{ (N +8)2

*

TN

1 lihwer — LE(1.0.0: aﬂ | (439)

Consideremos a fun¢ao de Wilson representada por (4.15b). Calculamos entéo os coeficientes

ban, € b3, através das eqgs. (3.58¢c-d) nas quais substituimos os resultados (4.29), (4.35) e (4.36)

no lugar das integrais 12(7), Dé(T) e Dg(T) que 14 aparecem. Portanto, chegamos a:

N+2 €r,
by = — [1 L 9e, X0 ] 4.4
2 e, LT T2k o)) (4.40a)
(N + 2)(N + 8) €r, . 3 (1)
b3n = — 12966% 1-— Z + S[Zg]mEL + §€LF0 (1, 0, 0; O') . (440b)
Substituindo by, € b3, na eq. (4.15b), obtemos:
N+ 2
Yon(u) =n 7—; u? {1 + % — 2, X7 (0)—
N +8
—1—; [1 —4XD(0) — 4[in) — 2F(1,0,0; g)} u} (4.41)
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Um procedimento andlogo ao realizado anteriormente conduz aos coeficientes ¢, e co, ne-
cessarios ao calculo da fungao representada em (4.15¢). Sao eles:

N+2 T
Cim = 211 fiser + L EO(1,0,0: 0)] : (4.42a)
6€L 2
N?+7N+10 N+2 N+4+TN+10 IR
n = — 2|m + =Fy ' (1,0,0; . 4.42b
“ 367 24er 18¢; {[22] Tt (1.0.0:0) (4.42b)
Usando ¢, € cap, na eq. (4.15¢), calculamos a tltima fungao de Wilson restante:
N +2 N+2,

u”. (4.43)

Foz,(u) =n [1 + [ig)mer + 63LFO(T)(1, 0,0; 0)} U—n

6 12

Os expoentes criticos sao obtidos a partir das eqs. dadas em (4.16). Portanto, substituindo
o ponto fixo u* apresentado em (4.39) no resultado (4.41), obtemos o primeiro conjunto de
expoentes:

14 N+2 e, 6(3N +14)
== -4 4.44
2= 2(N+8)26L[ L TN TR (4.44)
Realizando a mesma substitui¢do em (4.43), calculamos:
N +2 6(N + 3)
—(1) *
= 14+ ——Fer] . 4.45
Ve, (W) nN+86L[ (N+8)26L] (4.45)
A partir das egs. (4.16), podemos calcular vz, e vr4 até ordem €2 :
1 N+2 (N +2)(N?+ 23N +60) ,
=2upy = = ) 4.46
Vp2 = 2VL4 2+4(N+8)6L (N + 8)° €L (4.46)

Os demais expoentes listados em (4.17) podem ser obtidos com a substitui¢ao dos resultados
(4.44) e (4.46). Ao fazermos isso, observamos que os fatores relacionados com o indice n sao
cancelados, resultando em expoentes criticos idénticos nos dois subespacos:

Qg = Qpg = %GL - W+ 2)ié\][\j 1_ S;)SN * 56)6%, (4.47a)
Br2 = Bra = % — 2N +39) €r + Ol ;(]2\[)(5];); 1>e%, (4.47Db)
Op2 = 0pa = 3+ €1+ NQQJ(FNliNg; % €7, (4.47c)
Yoz =YLa =1+ 2(];;:_—28) €L & + 2>ié\][\j jl_— 5)23]\[ +52) €. (4.47d)

Podemos observar duas caracteristicas fundamentais nos resultados (4.44), (4.46) e (4.47)
que sao também compartilhadas pelo sistema sem competicao. A primeira delas diz respeito
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a independéncia dos expoentes criticos tanto nas condigoes de contorno quanto no tamanho
finito L. De fato, todos os termos de correcao foram cancelados. A segunda caracteristica,
que pode ser vista como uma consequéncia da primeira, refere-se a igualdade desses resultados
em relagao aqueles obtidos na ref. [75] para um sistema infinito. Ou seja, a presenca de uma
dimensao compacta no sistema nao altera a classe de universalidade descrita pelo conjunto
(N,d,m). Lembramos no entanto que essas conclusoes s6 sdo validas se estivermos fora da
regiao de crossover dimensional caracterizada por valores pequenos de L.

4.5 Teoria massiva

Continuando a nossa andlise sobre o efeito do tamanho finito na universalidade do com-
portamento critico e no crossover dimensional, consideremos o sistema acima da temperatura
critica. Ainda permaneceremos na regiao critica de Lifshitz, isto é, mantendo dy = 0 e u? > 0
na densidade lagrangiana (4.1). Consideraremos portanto a formulagdo massiva da teoria.

Recentemente, Carvalho e Leite [76] propuseram um método de renormalizagao e andlise das
equacoes de Callan-Symanzik para a teoria de campos massivos descrevendo sistemas competi-
tivos na linha critica de Lifshitz. Dois conjuntos de condi¢oes de renormalizacao semelhantes a
(4.5) e (4.6) continuam sendo necessarios para a remocao das divergéncias no regime ultravioleta
em ambos os subespacos competitivo e nao-competitivo. Notamos que na teoria nao-massiva,
duas escalas k1 e ko de momento foram utilizadas na construcao dos pontos simétricos P.S;
e PS5, nos quais as funcgoes de vértice foram renormalizadas. Ja no contexto de uma teoria
massiva, tais escalas nao sao mais necessarias pois podemos realizar a renormaliza¢ao com os
momentos externos nulos. Logo, devemos ter dois outros parametros constituindo as novas
escalas de momento. Carvalho e Leite introduzem tais quantidades como um componente ve-
torial a mais no espago dos momentos. Seguindo um procedimento denominado de redu¢do
dimensional, essas quantidades entram naturalmente na teoria como os parametros de massa
(1 (no subespago sem competigao) e o (no subespago competitivo). Portanto, uy e pe possuem
naturalmente a mesma dimensao candnica dos respectivos momentos em cada subespaco. Ou
seja, denominando M como uma escala de massa arbitraria, podemos escrever [u] = M e
(o] = M 2, Consequentemente, esses parametros devem entrar na densidade lagrangiana com
poténcias diferentes para refletir essa redefinicao na escala de massa ao longo do subespaco
competitivo. Definindo g, (n = 1,2) como o correspondente nao-renormalizado de fi,,, rees-
crevemos a densidade lagrangiana na ref. [76] na seguinte forma:

1 170\ 1 1
L ==(Ve @)+ =(Vem-1®)* + = [ =@ gt @ + — )\, P* 4.48
onde separamos a derivada em z para enfatizar que o tamanho finito estd ao longo do eixo z
no subespaco nao-competitivo. Observamos também que estamos considerando constantes de

acoplamento \; e Ay distintas, similarmente ao realizado no caso sem massa.
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O indice n determina com quais parametros originais na densidade lagrangiana estamos
comecando. Por exemplo, se quisermos construir a teoria no subespaco nao-competitivo com a
massa j1; e a constante de acoplamento g; renormalizadas, comegamos com g1 € A;, tomando
n = 1. A liberdade de escolha em p; resultard nas transformagao do grupo de renormalizacao
para esse subespaco com a subsequente determinacao dos expoentes criticos associados com o
comprimento de correlacio £r5. A temperatura reduzida ¢ entra na teoria através de pu? ~ t
e em ordem zero no nimero de loops (nivel de arvore), temos &5 = V2u;' o t72. Da
mesma forma, quando n = 2, estamos considerando inicialmente os parametros pgs € Ao com
a construcao posterior da teoria com os correspondentes parametros ps € g renormalizados
e expoentes criticos associados com £r4. Neste caso, temos pi ~ t e &y = V2u;' t=i
em nivel de arvore. Em consequéncia disso, a dimensao de £r4 é de comprimento elevado a
um meio. Para cada valor de n, teremos divergéncias quadraticas e logaritmicas no regime
ultravioleta escritas em termos do corte A, nos momentos. Tais divergéncias serao novamente
removidas através da redefinicao da massa e da constante de acoplamento, além das constantes
de renormalizagao multiplicativas Zg () € Zo2 () (n = 1,2). Desse modo, as fung¢oes de vértice
multiplicativamente renormalizaveis sao expressas em termos das fungoes e dos parametros
originais nao-renormalizados na seguinte forma:

E
2

EM . .
Fg% (n) )(ql(”)’jl’ Ql’(”)’ Jl/; 9n 'u”) = Z<I> (n)Z‘%/é (N)F(EM) (QZ(n),]l, Ql’(n)v Jl’; Hon, )\m An)v (4'49>

onde os argumentos gy, Qin), ji € Jy possuem os mesmos significados explicados logo apds a
eq. (4.7).

Nesta secao, vamos aplicar o método de Carvalho e Leite no calculo dos expoentes criticos
e na descricao do crossover dimensional, adaptando-o para incluir o tamanho finito L através
das condigoes de contorno periédicas (7 = 0) ou antiperiédicas (7 = 3). Comegaremos pelas
condigoes de renormalizacao no subespaco rotulado por n = 1. Lembrando que escolhemos a
massa renormalizada independente de 7, podemos escrever:

D305 11, 91) = 43 + o272, (4.50a)
0 1@ .
mrm(k =0,p,j = 0; 11, 1) =1, (4.50b)
p p=0
Fgﬂ(O% [, 91) = g1, (4.50¢)
Fgf)(OQ p1,91) = 1. (4.50d)

Os momentos p e k na eq. (4.50b) referem-se aos subespacos nao-competitivo e competitivo,
respectivamente. Nas demais equacoes, os momentos externos sao nulos. Por enquanto, estamos
removendo apenas as divergéncias no regime ultravioleta devido as integrais nos diagramas de
Feynman dos momentos pertencentes ao subespaco nao-competitivo. A fim de remover as
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divergéncias restantes no subespago m-dimensional, devemos considerar um segundo conjunto
de condigoes mostrado a seguir:

T30 12, go) = 413 + 0”7, (4.51a)

L Loy (kp =05 =0 pi2,00)| =1, (4.51b)
Ak?)? k=0

Fg)z(()?/@,gﬂ = 92, (4.51c)

Fg;)(OSM,m) =1, (4.51d)

onde a poténcia quartica de us na primeira equacao acima reflete diretamente a redefinicao da
escala de massa no subespaco competitivo.

Os parametros de massa fi; e py sao arbitrarios e podemos usar essa liberdade de escolha
para construir as equagoes de Callan-Symanzik associadas a transformacoes infinitesimais do
grupo de renormalizagao. Como os parametros A\, e A, sao independentes de pu,, podemos
reescrever a eq. (4.49) nos mesmos moldes de (3.25), ou seja:

_ BM .
— [Zq,(n)Z %n)rg%(n))(%(n),]l,QZ/(n),Jz';gn,#n)]A N 0. (4.52)

Apés derivagao com relagao a jui,, (mantendo A, e A,, fixos) e a adimensionaliza¢ao das constantes
de acoplamento através de g, = ul“t\,, chegamos a equagoes andlogas as dadas em (3.29), a
saber:

0 0 E M

Hng T Bu(tn) 5= = 5 Yo (un) + M%ﬂ(n)(un)] o (@), Gt Qunys T Gns pin)

n . E,M .
= /’Li [2n — Y&(n) ('Lbn)} Fg?b(n) ) (QZ(n)ajla Ql’(n)a Jl’a Oa Gn;s ,un)v (453>

2
onde Yo () (Un) = Yo(n) [1 + (%) } e as fungoes de Wilson sao dadas no mesmo formato apre-

sentado em (4.13). Similarmente ao mencionado nas segoes 2.9 e 3.3, o lado direito das equagoes
de Callan-Symanzik acima pode ser desprezado quando os momentos externos das funcgoes de
vértice sao escalados no regime ultravioleta. A teoria invariante por escala é entao obtida
tomando u, = Usen, onde Uy, corresponde ao ponto fixo em cada subespaco n.

Os expoentes criticos serao calculados seguindo os mesmos passos empregados nas segoes
anteriores. Usaremos portanto as representacoes dadas em (4.15), onde os coeficientes a’s, b’s e
¢’s serao obtidos a partir das eqs. (3.58) com as integrais de Feynman substituidas por aquelas
que serao regularizadas a seguir. Depois de determinadas as fungoes de Wilson, calculamos o
ponto fixo us e finalmente os expoentes criticos ao substituir u., nas eqs. (4.16).

De acordo com o usual no calculo das integrais de Feynman, comecaremos com a contribuigao
de 1 loop para a funcao de vértice de 4 pontos por ser de fundamental importancia para o calculo
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das contribuicoes de 2 e 3 loops. Lembrando que estamos lidando com propagadores massivos,
escrevemos:

LK P, i i 1) = 1", Z / d=m=lgdmk . "
’ (E+ K2+ (q+PR2+r2(l+j+71)2+1
1
8 (/ﬂ)2 +q? +ri(l+ 7)2 + 1’

(4.54)

onde definimos r,, =

subespaco n. UsandO 08 Mesmos procedimentos descritos na se(;ao 4 3 onde a aproximacao
ortogonal desempenha um papel fundamental, chegamos ao seguinte resultado.

SinSd—m d —
BV(K P, o ra) = i 222 () T (Tm) x

X {F (62L>/0 dz {z(1 —z)[(K?)* + P>+ r2j ]+1}€2L+F%)(K’,P,j;rn)}, (4.55)

onde ampliamos a definigdo (3.42) com a inclusdo do momento qudrtico:

1
FORPir) =02 [ dafy (vt g Vel - 0[(R2P+ PE4 R4 1) (456)
0

Realizando uma expansao em ¢, e usando a definigao (4.28), podemos escrever:

- . ner SmSdem o (T my\ 1 ,
LK, P, ji pin, 1) = 10, LTdF (Z) r (2 - Z) 5{(1 — € + [ia]mer) X

1 €
x / do {x(1 — 2)[(K?)?+ P2+ 127+ 1} * + %LFSQ(K/, P.j; rn)}. (4.57)
0 2

Tomando os momentos externos iguais a zero, obtemos:

T —nep 1
15705 s 7) = "4~ [1 —ep + [ia]mer + & Sh( 1)] . (4.58)
L
Note que o fator msf = ( ) r (2 — %) foi removido do resultado anterior pelas mesmas razoes

explicitadas logo apds a eq. (4.28).
A variavel de escala r,, depende do subespaco no qual a teoria é construida. Ou seja, temos
ril o £ eyt L
1 €L2 2 €ra®
Comparando o resultado acima com o equivalente sem competi¢ao dado em (3.44), vemos que
as conclusoes tiradas na secao 3.4 serao as mesmas aqui. Na teoria massiva, mantemos £7o €
€14 fixos enquanto variamos L. No limite L — oo, podemos afirmar a partir de (3.46) que o

termo de correcao tende a zero e recuperamos o resultado do sistema infinito. J& no limite
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L — 0, o termo de corregdo comporta-se de forma singular e podemos usar a identidade (3.47)
para escrevermos:

1 —1
L L7 (0; ptn, ) & 1" | = = 1+ [ia]m + 7+ In <i> +
1,0 €r 2

1

N

Na condigao de contorno periédica (7 = 0), o termo proporcional a L' é dominante quando L
for pequeno e como consequéncia teremos o mesmo tipo de crossover dimensional presente no
sistema sem competicao. A mesma equivaléncia também é estabelecida na condicao de contorno
antiperiédica (7 = %), na qual o termo In L passa a ser dominante. Seguindo os mesmos
argumentos que procedem a eq. (3.51), podemos mostrar que o crossover dimensional ocorre
quando L ~ a; ou L ~ as, onde a; e as correspondem aos parametros de rede dos subespacos
nao-competitivo e competitivo, respectivamente. Desse modo, a equivaléncia entre a teoria
massiva e a nao-massiva € estabelecida no que diz respeito ao crossover dimensional. Desde que
consideremos L suficientemente grande, a expansao em ¢, é valida e podemos prosseguir para
o céalculo dos expoentes criticos.

A préxima integral de Feynman a ser calculada corresponde ao andlogo massivo de (4.31).
Adicionando a massa i em cada propagador, temos:

+(2m2 - 10,1 +0(r;")| . (4.59)

(K, K',P, P j, j’-un,m =

QTLELT Z / dd m— 1q1dmk1dd m— 1q2dmk2 y
kl (Ch P) —f—T’%(Zl —j +T>2—|—1

l1,lo=—00

1

X X
(k1 + ko + K P+ (@ + @2+ PP i+ L+ +7)*+1
1

X .
[(R2)? +qf + ri(h+ 72 + 1][(k3)* + 3 + il +7)° + 1]

(4.60)

O célculo dessa integral é realizado no apéndice C dentro do qual obtemos o resultado (C.18)
quando os momentos externos sao nulos:

] a1 3 | .
L7(0; pt, ) = ,unQ”ELF [1 - 5e + 2[ig)mer + erfi(r, rnl)] . (4.61)
L

As integrais correspondentes as contribuicoes de ordens 2 e 3 loops sao obtidas com a
introdugao do parametro u em cada propagador de (4.33) e (4.34). Neste caso estamos interes-
sados nas derivadas:

T a T
e D7 (g, 1s) = DS (K, 0,0; 11z, 75)

0 o
52 D57 (0, P, 0; i1, 1) =
2 P=0 O(K2)*

D/(T)(/'lerl) oP

)

K=0
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além das correspondentes para DéT)(K , P, J; tin, ). Observe como cada tipo de derivada esta

associada com a massa p; ou psy referente a um dado subespaco. Recorrendo novamente ao
apéndice C, listamos a seguir os resultados (C.22) e (C.26):

T _ 1 5
Dg( )(Mm?”n) — _Nn2neL_ 1——er+2eLY, ()] s (4.62)

8€L 4

. 1 7
Dg( )(:um Tn) - —M;3"€L6—2 |:1 — —€p + 3€LYn<Tn):| ’ (463>

€] 4

onde o termo de corregao Y, (r,) (com n = 1,2) é extraido de (C.22).

Todos os elementos necessarios a obtencao das funcoes de Wilson ja foram reunidos. Substi-
tuindo as expressoes (4.58), (4.61) e (4.62) pelas correspondentes nas egs. (3.58a-b), calculamos
os coeficientes:

- N6:;8 1ot fimer + L fy(r )] (4.64a)
(o — (N6:L8>2 AN +ZS>EJLV +298 (N1;L8)2 [[iz]m + %f;(f, 7“;1)} . (4.64D)
Usando os resultados listados acima na expansao (4.15a), obtemos:
B (u) = —nu {GL - % [1 —€r + [io]mer + %f%(T, 7";1)] u+ %zﬁ} . (4.65)
A condicao ﬁr(f) (Uson) = 0 fornece o ponto fixo us,, dado por:
ey = ;38 { [% 1= [igl — %f% (r, rnl)} eL} | (4.66)

Neste caso, a dependéncia do ponto fixo em n estd apenas na varidvel de escala r,'. Devido
ao fato de podermos escolher valores finitos para r;! livremente, essa dependéncia torna-se
irrelevante e podemos fazer u,, independe do subespaco sob consideracao. Portanto, a teoria
invariante por escala no regime ultravioleta é obtida com as duas constantes de acoplamento wuy
e ug iguais a U, sem quaisquer referéncias ao subespaco no qual as condigoes de renormalizacao
estao sendo aplicadas.

A fim de calcular os expoentes criticos, consideremos as fungoes de Wilson representadas
por (4.15b-¢). Os coeficientes by, b3, Cap € ¢35, 80 obtidos a partir das egs. (3.58¢c-f), onde as
integrais .7, I\, DI e DI sdo substituidas pelos resultados (4.58), (4.61), (4.62) e (4.63),
respectivamente. Logo, chegamos as seguintes expressoes:

N+2 5)
- 1— Zep +2e.Yo ()l , 4.
144€L 4€L + 2e€g, (T ) ( 67&)

b2n =
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(N +2)(N+8) (N +2)(N+8)13

b = — -
’ 1296¢2 108¢, 48
(N 4+ 2)(N +38) [ €r _1}
— —f1 4.
432€L [7’2]771 + 2 f§ (T7 Tn ) ? ( 67b>
N+2 , € _
Cin = 6€L [1 — €L+ [12]m€L + ?Lf% (7-7 Tn1>i| ) (467C>
(N+2)(N+5) 4N2+3IN+46 (N+2)(N+5) [, 1 4
n = — m — /1 5 . 4 d
“ 36€2 T2er 18¢; lizhn + 5 f3 ()| (467d)
Substituindo a eq. (4.64a) e as expressoes acima nas expansoes (4.15b-c), calculamos:
- N+2 & 6(3N +14) 1
g T2 L)y 2T 2 4
Tenlteo) =Ny (MY TV r e 1) (4.682)
—(7) N +2 6(N +3)
— 14 - =7 4.68b
Vo, (Uoo) nN+86L [ (N+8)2€L (4.68b)

Comparando os dois resultados anteriores com (4.44) e (4.45), notamos que todos os expoentes
criticos sao idénticos nas formulagoes massiva e nao-massiva da teoria, corroborando com o
principio da universalidade ja estabelecido para o comportamento critico de sistemas infinitos.

O nosso estudo sobre o efeito de tamanho finito em sistema com competicao reproduz
todas as conclusoes obtidas no capitulo anterior. De fato, como estamos lidando com uma
dimensao compacta apenas ao longo do subespago nao-competitivo, os termos de corregao do
tamanho finito presentes em (4.29) e (4.58) sdo idénticos aos das egs. (3.76) e (3.44) para
o sistema sem competicao. Logo, o crossover dimensional manifesta-se dentro dos mesmos
valores pequenos de L. Além disso, a classe de universalidade permanece inalterada em relagao
aquela determinada para o sistema infinito [75], sendo neste caso caracterizada pelo conjunto
de parametros (N,d,m).

Um ponto importante a ser mencionado aqui diz respeito a viabilidade dos métodos de Leite
e Carvalho na descricao do comportamento critico em sistemas com tamanho finito. Ambos
os métodos tratam os escalamentos nos subespagos competitivo e nao-competitivo de forma
independente, onde para cada subespaco, considera-se escalas de momento e constantes de
acoplamento distintas. No entanto, quando sistema esta na criticalidade, tais constantes cor-
respondem aos pontos fixos apresentados em (4.39) e (4.66) que independem do subespagco
no qual sao calculados (mesmo com presenca do termo de corre¢ao) em consequéncia da apro-
ximagao ortogonal. Desse modo, retomamos a teoria com uma tnica constante de acoplamento,
conforme também ocorre com o sistema infinito.



Capitulo 5

Tamanho finito ao longo do subespaco
competitivo

5.1 Introducao

Um passo importante no estudo do efeito do tamanho finito em sistemas com competigao
na regiao critica de Lifshitz consiste na extensao do método de Nemirovsky e Freed (NF) para
incluir uma dimensao finita ao longo do subespaco competitivo. Nesse caso, calculamos de
forma exata alguns expoentes criticos até ordem ¢2. Quando aplicado a um espago onde nao
hé competicao, vimos nos dois capitulos anteriores que as fungoes de vértice calculadas com o
auxilio do método NF possuem termos de correcao dependentes da restricao espacial do sistema.
Se evitarmos a regiao de crossover dimensional, os expoentes criticos obtidos sao idénticos aos do
sistema infinito. O mesmo tipo de comportamento também estara presente quando estendemos
esse procedimento ao subespaco competitivo. No entanto, os resultados quantitativos para os
termos de correcao e expoentes criticos serao diferentes, conforme veremos.

Consideraremos o mesmo tipo de geometria composta por superficies planas e paralelas ao
longo do subespaco sem competicao separadas por uma distancia L, nas quais o parametro de
ordem estara sujeito a condig¢oes de contorno periddicas (PBC') ou antiperiédicas (ABC). A
fim de analisarmos apenas os aspectos mais fundamentais das mudancas introduzidas na teoria
devido as condigdes de contorno, restringiremos o nosso estudo a um sistema uniaxial (m = 1).
O subespaco competitivo passa a ser unidimensional e o chamaremos aqui de eixo competitivo
que serd perpendicular as superficies.

Devido a presenca de momentos quarticos no propagador livre, alguns procedimentos nao
convencionais foram realizados ao longo dos tltimos anos a fim de regularizar dimensionalmente
as integrais de Feynman. Por exemplo, Leite [75] introduz a aproximagao ortogonal que em
principio pode ser aplicada em integrais com um numero arbitrdario de loops. Os expoentes
criticos nesse método foram calculados analiticamente no capitulo anterior tanto na teoria mas-
siva quanto na nao-massiva. Alternativamente, Diehl e Shpot [77] usam um procedimento de

85
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renormalizacdo por subtragdo minima [15] no espago das coordenadas através do formalismo
de funcoes testes e obtém os coeficientes das constantes de renormalizagao de forma numeérica.
Eles usam a teoria nao-massiva e calculam apenas os expoentes 772 € 174 em ordem 2 loops,
ou seja, até O(e2). Os demais expoentes criticos sao obtidos em O(er). Logo em seguida, os
mesmos autores [78] tentam estender os seus resultados até ordem de 2 loops no espago dos
momentos. B importante observar que as integrais de Feynman apresentadas na ref. [78] sao
um resultado direto do calculo no espaco das coordenadas, transformado em seguida para o
espaco dos momentos. Entretanto, essa transformagao é inconsistente com a homogeneidade e
os resultados numéricos s6 fazem sentido quando a analise é feita no espago das coordenadas.
Os expoentes criticos resultantes desse método sao expressos em termos de integrais impréprias
cujos resultados (excetuando m = 2 e m = 6) sé podem ser obtidos aproximadamente. Por-
tanto, somos instigados a procurar por um método no qual possamos realizar todos os calculos
analiticamente e de forma exata (até ordem €2 ) no espago dos momentos.

Neste capitulo, seguiremos uma nova abordagem para a regularizacao das integrais de Feyn-
man. Utilizando o formalismo de integrais de Mellin-Barnes, empregado comumente na repre-
sentacao de fungoes especiais [79], seremos capazes de extrair as partes singular e regular das
integrais de Feynman no espago dos momentos e de calcular os expoentes nrs e vy até ordem €2
em termos de integrais paramétricas cujos resultados numéricos podem ser obtidos exatamente
com a precisao desejada. Desse modo, evitamos as dificuldades encontradas originalmente por
Diehl e Shpot. Os céalculos relacionados com np4 e vy sao bastante extensos e deixaremos a
tarefa de apresenta-los em um trabalho futuro. Apesar de estar em um estagio preliminar,
o nosso estudo corresponde a uma extensao dos trabalhos de Leite, Diehl e Shpot (pelo me-
nos para m = 1) tanto no que diz respeito ao célculo exato dos expoentes criticos quanto na
introducao do tamanho finito L.

5.2 Condicoes de contorno e regras de Feynman aplica-
das ao eixo de competicao

Consideremos inicialmente a teoria na regiao critica de Lifshitz caracterizada pelos parametros
5o = 0 e pu? > 0 na densidade lagrangiana (4.1). Denominando z como a coordenada ao longo do
eixo de competicao e p como as coordenadas ao longo do subespaco nao-competitivo, reescre-
vemos a densidade lagrangiana de nosso interesse para uma teoria com interacao ®* e simetria
O(N) na seguinte forma:

2 2 2 2
c [(0°P 1 14 A
L(@®)= — [ =— | +=(Vgu1P)? + ==B%(p, 2) + =P(p, 2), 5.1
@ =5 (55) +5Va®? + e + @) 5.1
onde ¢ é uma constante com dimensao canonica de comprimento introduzida por questao de
consisténcia dimensional da expressao acima. Colocamos entao uma das superficies em z = 0
e a outra em z = L. Desse modo, as condi¢oes de contorno no parametro de ordem sao
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implementadas como:

®(p,0) = P(p, L), em PBC. (5.2a)
®(p,0) = —P(p, L), em ABC. (5.2b)

Na segao 3.6, expandimos o campo ® em termos de componentes de Fourier ¢(k, j), onde
k corresponde ao momento continuo ao longo do espago reciproco (d — 1)-dimensional e j sdo
os indices de quase-momentos resultantes da discretizacao dos momentos devido ao dominio
compacto da variavel z. Na configuragao considerada no presente capitulo, momentos continuos
e discretos pertencem a subespacos com propriedades diferentes, ou seja, estao ao longo do
subespaco nao-competitivo e do eixo de competicao, respectivamente. Faremos portanto uma
pequena modificacdo na expansao (3.4), reescrevendo-a aqui como:

2o = o 30 [ A @) (53)

]_—OO

onde denominamos v;(z) como as novas fungoes-base da expansdo para distinguir das corres-
pondentes u;(z) utilizadas em (3.4). Excetuando isso, nenhuma outra mudanga foi efetuada.
Naturalmente, v;(z) satisfaz as mesmas condigdes de contorno de ®(p, z): v;(0) = v;(L) em
PBC e vj(0) = —v;(L) em ABC.

As funcoes v;(2) estdo intimamente relacionadas com o propagador livre e o vértice de
interacao da teoria. Podemos determina-las a partir da equacao de movimento do campo ® na
teoria livre. Portanto, consideramos a densidade lagrangiana (5.1) sem a interagao ®*:

2

2
1

Ly (07D, VD, ) = %83(1%83@ + 50a0i0a; + %Cbiéi, (5.4)

onde usamos 0,P = aq’ e 0, = gp‘b Os indices repetidos sao todos somados, com i =1,..., N

ea=1,...,d—1. Chamamos atencao para a dependéncia de % na derivada de ordem superior

do campo (ID com relacao a z. Neste caso, devemos utilizar uma generalizacao da equacao de
Euler-Lagrange para teorias de campo com derivadas de ordem superior [80-82]. Dentro dos
nossos propositos neste trabalho, escrevemos:

0% 0% 02

2
50, aa(aq>)+aza(32<b) 0. (5.5)

Aplicando a equagao acima em (5.4), vemos que o campo ¢ nao-interagente satisfaz a seguinte
equacao:

A partir da expansao (5.3), podemos deduzir a equagao diferencial satisfeita pelas fungoes-base:
——vi(2) = Kjv;(2), (5.7)

dz
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onde o quase-momento x; estd restrito a condi¢ao “on shell” dos campos: c2/£§ +k? + p? = 0.
Note a mudanca no sinal entre a equacao anterior e aquela dada em (3.5). Essa nova convencao
é necessaria para que v;(z) tenha a mesma periodicidade de ®. De fato, a solugao geral de (5.7)
¢ dada por:

v;(2) = ay €% + ag e + az "I + ag e I, (5.8)

Os coeficientes a; e as devem ser nulos, caso contrario nao teremos uma solucao periédica. Além
disso, escolhemos a3z = 0 e as condigoes de contorno em (5.2) implicam em k; = o(j + 7), onde

definimos o = 2].? eT=0,2 5 representam PBC ou ABC, respectivamente. A partir da condigao

de ortonormalidade fo dz vjl(z)vjz(z) = 0}, j,, Obtemos a4 = % e chegamos ao resultado:

vj(z) = ﬁe_izﬂj”)z. (5.9)

Apesar da equacao (5.7) fornecer para v;(z) uma solucdo mais geral do que a correspondente

(3.5) para u;(z), as restricoes impostas pelas condigoes de contorno implicam em v;(z) = u;(z).

Desejamos saber como as regras para a construgao dos diagramas de Feynman apresentam-

se nessa nova Conﬁgura(;ao de sistema. Consideremos inicialmente a energia livre do sistema
d—1

dada por F[®] = [d?!p fo dzZ[®(p, z)] no espago dos momentos, onde as regras de Feynman

Sao bastante Slmphﬁcadas Comegando pela parte livre da teoria, tomamos apenas os trés
primeiros termos de (5.1) e usamos a expansao (5.3), resultando em:

/dd ! / dz [c (@) + (Vi 1®)? + 17 ®%(p, 2)
,d?vj, d*vj,
— 5 /dd 1k/ { dz; d—z; + (k? —i—uQ)vjl(z)va(z)] X

]1».72 —0o0
x ¢i(k, j1)¢i(—k, j2). (5.10)

Estamos novamente usando o convencao da soma para os indices i repetidos variando de 1 a
N no ultimo termo acima. Podemos reescrever o produto das derivadas segundas na seguinte

forma: P 2 d /[ dv. d2 d pe 2
ﬂ& ——— & Uja UV, Vj,
dz? dz?*  dz < dz dz? ) dz ( (2) dz? ) + 05, (2) d4 (5.11)

Sabendo que as derivadas de v;(z) sdo também periddicas ou antiperiddicas, vemos que a
integracao em z na expressao anterior serda nula nos dois primeiros termos do lado direito e
dessa forma, temos:

L 2 2 L 4
d“v;, d*vj, d*v,,
/0 dz dZ; dZ; :/0 dZUjl(Z) dzi = K?QSjl,jm (512)
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onde usamos a equagao (5.7) e definimos o tensor S;, ;, = fOL dz v;, (2)v;,(2), similarmente ao
realizado em (3.11). Substituindo o resultado anterior em (5.10), chegamos a:

ad S. .
F()[(I)] = % Z (27:-1),;2_1 /dd_lk (C%i? + ]{72 + /,62) ¢Z(k,j1)¢z<—k7]2> (513)

J1,j2=—00

Portanto, comparando a expressao acima com (3.10), concluimos que uma linha diagramatica
continua sendo representada pela eq. (3.17), na qual o propagador livre passa a ser dado por:

1
0211? + k2 4+ p2’

Go(k,j) = (5.14)

Voltamos a nossa atengao agora para o vértice de interagao. Calculando a parte interagente
da energia livre no espago dos momentos, obtemos:

A - St d—1 d—17. sd—1
Fit[®] = ZElu Z W(djl)/d Fiwo o d™ ka0 (R 4+ k) X

jl"“)j4:_oo

X @iy (k1,71) -+ - Gy (Ka, Ja). (5.15)

Analogamente ao resultado (3.12), definimos o tensor S;, . ;, = fOL dzvj, (2) - vj,(2). Além
disso, F}, ... i, ¢ dado em (2.3) e a convencao da soma para indices repetidos estd sendo novamente
utilizada. Desse modo, permanecemos com a mesma representacdo dada em (3.18) para o
vértice de interacao. Se levarmos em consideragao a solucao (5.9), chegamos a conclusao de que
os quase-momentos ao longo do eixo de competicao também sao conservados em cada linha e
vértice dos diagramas de Feynman. Ou seja:

1
Sivge = Oj1ja € Sjjarjsia = Z5jl+jz+js+j4,0- (5.16)

Em outras palavras, as condi¢oes de contorno periddica ou antiperiédica continuam nao que-
brando a simetria de translacao do sistema, conforme esperado. As regras para a construcao dos
diagramas de Feynman permanecem inalteradas, com excecao do propagador livre que passa a
ser dado por (5.14).

5.3 Regularizacao em 1 loop
A contribuigao diagramatica de ordem 1 loop da funcao de 4 pontos é a mais basica de todas,

pois todos os demais diagramas de ordem superior no nimero de loops podem ser expressos
em termos dela. Vimos como isso foi realizado nos capitulos 3 e 4. Novamente, comegaremos
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analisando essa contribuicao na formulagao massiva da teoria. Utilizando o propagador (5.14),
o correspondente a integral IQ(T) sera aqui dado por:

> dd—lq
LD (G ks o) = / : (817
2 (k) = p l:zoo [r(l+7+ 1)+ (k+q)? + [r (I + 1)+ ¢* + 1] 547
onde definimos r = 2=, com ¢’ = y/co correspondendo a uma escala de momento no eixo

W
de competicao. Lembramos que no subespaco competitivo, a dimensao dos momentos é a
metade da dimensao dos momentos no subespago sem competicao. Com essa definicao para
o', podemos checar que o mesmo acontece para os quase-momentos, ou seja, eles possuem a

metade da dimensao de k. Conforme realizamos no capitulo anterior, podemos construir duas

2
R 1 VH3 L 1 _ M L
variaveis de escala r;” = o X g, €71 = Yor X = para os subespacos com e sem

competicao, respectivamente. No entanto, omitiremos o indice n = 1,2 de r, como uma forma
de simplificar a notagao.

Os primeiros passos empregados no cédlculo da integral acima sao os usuais: aplicamos a
parametrizacao de Feynman (2.79) seguido pelo resultado (2.81). Portanto, chegamos a:

) e Sa— d—1 1 B
LGy ks o) = p = 1F(_)p(_+€_L),,, 21

2 2 472
1 0 L e
></ de Y [z(l+j+m) '+ A —2)(+ ) + 2l —z)r K +r 77 (5.18)
0 l=—00

Note que €, = 4 + % — d no caso uniaxial. Apds algumas manipulagoes algébricas, podemos
reescrever o termo entre colchetes no somatério como:

z(l+ 75+ 7')4 +(1—2)(+ 7')4 +xz(1 - x)r_4k2 +r7t = (I + 901)4 +a(l+ 4,02)2 +b, (5.19)

onde definimos:

Y1 =T+ ], (5.20a)

09 —7-—|—%(1+x), (5.20b)

a = 6x(1 — )52 (5.20c)

b= ‘g(:@ —22% +20° — )+ x(1 —2)r R 4+t (5.20d)

O termo no lado direito de (5.19) é mais simples de ser tratado analiticamente e por esse
motivo vamos considera-lo em detrimento do termo do lado esquerdo. Vemos portanto que o
célculo da integral (5.17) deve passar pela continuagao analitica da seguinte funcao:

o0

E (o1, 0a,0) = > [(L+01)" +all +¢2)? + 57177, (5.21)

l=—00
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No limite |I| — oo, o termo do somatério comporta-se como |I| 717" e j4 podemos antecipar que a
funcao definida acima possui um polo em v. Nosso objetivo na proxima secao é desenvolver uma
representacao para essa integracao nos quase-momentos na qual possamos de fato separar um
polo em v de uma parte regular. O estudo detalhado dessa parte regular permite a determinacao
da regiao de crossover dimensional.

5.4 Integracao dos quase-momentos ao longo do eixo de
competicao

Uma forma de tratar analiticamente a fungao (5.21) consiste em reescrever o somatério em

termos de integrais cujas solucoes permitam uma separacao das partes singular e regular. O

primeiro passo nesse sentido é realizado através da seguinte representagao para a funcao Gama
de Euler [68]:

F(a)A‘a:/ dyy*te M, (5.22)
0

valida para Rea > 0. O proximo passo é executado com a auxilio da férmula da soma de
Poisson. Entéo, seja f(z) uma fungao nao-negativa tal que a integral [°° dx f(x) exista,

podemos afirmar [83]:
drm= > / f(t) e 2mimtt. (5.23)

l=—0 m=—o0o

Portanto, usando a representagao (5.22) em (5.21) e identificando

f(@) =exp[—(z +¢1)" —alz + ¢2)* = b,

podemos escrever:

o0

1 , > 3
E, (p1,92;a0,b) = ——— gmime / dyy’ " 1e %g(y,a,y, 2mm), (5.24)
e,
onde definimos por conveniéncia:

7= P2 — ¥ (5.252)
0 =0b+ay?, (5.25b)

além de: -
g(v,a,y,w) = / dt exp(—yt* — yat® — 2yayt — iwt). (5.26)

O desenvolvimento de uma representagao conveniente para a funcao definida acima é de
fundamental importancia nao apenas no calculo da integral de 1 loop como também na extensao
para ordens mais elevadas no niimero de loops. Notamos que estamos trabalhando basicamente
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com uma transformada de Fourier de uma exponencial do polinémio —yt* — yat®> — 2yant,
cuja solugdo nao é conhecida em termos de (ou combinagoes de) fungoes elementares. Vamos
proceder entdo com uma expansao de Taylor da funcio e=2%" seguida da identidade e™! =
cos(wt) + isin(wt), fornecendo o resultado:

(2
9(v,a,y,w) =2 Z ya’y / dt 12" e v =9 cos(wt)
(2yay)?" !
+ 2 Z ycw / dt 2 e v vl gin(wt).  (5.27)
0

As duas integrais em t nao possuem solucoes analiticas conhecidas devido a presenca das funcoes
trigonométricas. Podemos contornar essa dificuldade reescrevendo cos z e sinz em termos de
representacoes por integrais de Mellin-Barnes. Consideremos primeiro a funcao G de Meijer
que pode ser usada para representar diversas funcoes elementares e especiais. De uma forma
geral, ela é definida como [68, 84]:

al,...,a ]- = =
Gra (x blh...’bp) 9 / ; 1 — P a® ds. (5.28)
O T =bi+s) 1] (e —s)
j=m+1 J=n+1

O caminho de integracao C' separa os polos de I'(b; — s) dos polos de I'(1 — a; + s) no plano
complexo e deve ser escolhido de acordo com os parametro m, n, p e ¢ para que a integral seja
convergente. Desse modo, devemos ter b; +1; # 1 —a; — Iy, onde l1,lo = 0,1,2,... sdo nimeros
inteiros nao-negativos. Se tivermos as condi¢oes d = m + n — %(p +q) > 0e |argz| < o7
satisfeitas, C' parte de —ioo e vai até ioco de modo que os polos de I'(1 — a; + s) fiquem a
esquerda enquanto que os polos de I'(b; — s) permanecam & direita. A figura 5.1 mostra o
caminho C para o caso particular m = n = 1. As situagdes com as quais iremos lidar neste
capitulo sempre respeitam as condicoes anteriores e por esse motivo sempre consideraremos um
caminho do tipo ilustrado na figura 5.1. As referéncias [68, 84] trazem mais detalhes sobre
outros tipos de caminho, caso tais condigoes nao sejam satisfeitas.

Podemos estabelecer uma conexao entre as fungoes G de Meijer e as fungoes hipergeométricas
através da férmula [68, 84]:

F b b.: _ 3’=1F(b )Gl 1—ai,...,1—ap 5.99
P q(@l;-.-;ap7 ITEEEE) q7x) — §:1 F(a]) p,g+1 xo,lfbl,...,lqu ( . )

Varias fungoes elementares podem ser escritas em termos de fungoes hipergeométricas e as
fungoes trigonométricas nao sdo uma excegao. Na ref. [84], temos as identidades:

1 2
cosz = oF} (; 2’ _ZZ) , (5.30a)
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A @ polos de I'(b,—s)

| % polos de I'(1—a,+s)

\/

Figura 5.1: Plano complexo com um dos possiveis caminhos de integracao na definicao das
funcoes G de Meijer.

2
sinz = zoF} (; g; —ZZ) : (5.30b)

Portanto, a partir de (5.29) e (5.28), podemos escrever as seguintes representagoes integrais:

c+ioco _ 2\ S
cos z = \/7_TL D(=s) (Z—) ds, (5.31a)

21 Jo—ino F(%—i—s) 4

sin z = \Ffi,/:mo _T=s) (2—2) ds, (5.31b)

2210 Jooioo D (34s) \ 4

onde devemos ter ¢ < 0. Observe que o caminho de integracao C' foi escolhido como uma linha
reta paralela ao eixo imaginédrio partindo de ¢ — 100 até ¢ + ico. Representacoes desse tipo
sao conhecidas como integrais de Mellin-Barnes. Dada a restricao ¢ < 0, a linha C' passara
a esquerda dos polos de I'(—s). Substituindo os resultados (5.31) na fungao (5.27) e apds a
mudanca de varidvel t* — ¢, obtemos:

I({n+ ! +

n+—=,s
27

\/_ ) > NERR! /C”“‘>o N(—s) [(w?\" . _: 3
VT () ds —— ) () (2y) 51 (nt 2 5.32
+ig )ty Z 2n+1 omi ., "T(E+s) \4 @y)2l\nt 5.8 ) (5:32)

! —jo0

c'+ico 2

97, ,0) = (2y>*i\/%z %L = (%)?m

270 J oo r (5 + s)

NI

onde usamos a defini¢ao:

I(p,s) = / dt s lem 7 TV Bt (5.33)
0
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que é bem definida para Re (p + s) > 0. Além disso, devemos ter —% <d<0e —% <d <0
a fim de que Re (n + s+ %) > 0 e Re (n + s+ %) > 0 para todo n > 0, respectivamente nas
duas integrais [ (n + %, s) el (n + %, s) presentes em (5.32). Desse modo, podemos comutar
as integragoes em s e t, conforme realizado em (5.32).

Podemos identificar a integral (5.33) com uma das representacoes integrais das fungoes
cilindricas parabdlicas [85], a saber:

o t2
D.(z) = ¢ ! )/ e"z #7714t para Rea < 0. (5.34)

Portanto, se considerarmos apenas a integral em y na eq. (5.24), calculamos:

iv(7,a,0,w) = / dyy' " 1e % g(v, a,y,w)
0

= (ay)™2% 1 /C/“"O L(=s)T'(n+35+s) [ w?\°
T a. N1 o~ d L s Iy 797 +
ﬁn @l 2 o 5 F(+s) WG o(v,n,a,0,s)

2n2 1 " +ioco T T + + w2 \*
\/%Qia/y Z a’Y - o ds ( ) <n S) l(u,n,a,&,s),
2 2n+ D! 270 Jor_ie r (5 + s) 44/2 2

N

=927

(5.35)

com a seguinte definicao:

o0 n S a2
Ly(v,n,a,0,s) = / dyyu+9+3?*5*16*9y+?yD_29_%_n_5 (a g) , (5.36)
0

para o = 0, % Chamamos atencao novamente para a validade da comutacao entre as integrais
em y e s realizada em (5.35). Como Re (1/~|— 0+ 37” — %) > 0 para todo n > 0 devido as
restricoes em ¢ e ¢”, esse procedimento é justificado. A integral presente na definicdo anterior

é conhecida [85] e aqui escrevemos:

[t ovia _ 2V )(z+k)§F(a patbftl z- k) (5.37)

F(§+§+§) 279’ 2 "2+ k

para Re3 > 0 e Re7 > 0. F corresponde a fungao hipergeométrica gaussiana. Além desse

resultado, vamos usar a férmula da dobra dada por [68]:

r(2:) = Qi;F(z)F (z + %) , (5.38)

como uma maneira de colocarmos os fatoriais (2n)! e (2n + 1)! na defini¢do (5.35) em um
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formato mais adequado. Fazendo isso, podemos mostrar que:

<a2,y2>” ) )
1602 g (a_, %9%)

i, (v, a,0,w — 22 W5V
(v ) m ZF

£ +n)T (2 +v+2n)nl " \4
<22) ) )
- 160 @ (& Wt
27 g afng 0w+ 2n)nl H,/’n( 7 402), (5.39)

onde usamos as definigoes:

1 drico (=) [(2v+3n—s)T (2 4+n+s
H,Sln(y,z):—./ ds (=)L : ) <2 >ZS><
' 270 J oo F(§+s)
1 n s 3n s 3
Fl-4+=-+= — === 2n; 1 — 5.40
x <4+2+2,v+2 5ig TV y>,( a)
1 e T(=s)T1+2v+3n—s)I (2 +n+
HP)(y, ):—/ s (=9I Y 3n ) (2 " S)st
' 210 ) oo F(——i—s)

3 s 1 3n s 7
F - = 2n;1 — . 4
X (4+2~|—22+ vt o gty y) (5.40Db)

Podemos visualizar as funcdes HM(y,z) e H®(y, z) como generalizacdes das funcdes G de
Meijer nas quais o integrando é composto nao apenas por funcoes Gama, como também por
fungoes hipergeométricas.

A fim de expressarmos a fungao (5.21) em termos das partes singular e regular, devemos
reescrever o somatério em m da eq. (5.24) de modo a separar o termo m = 0 (modo-zero)
dos demais com m # 0. Veremos a seguir que o modo-zero contém a parte singular. Estamos
interessados entao na integral (5.35) quando w = 0. Usando um procedimento semelhante na
obtencao de (5.39), calculamos:

2 2,2\ "™
(7,&9&)—0)—2’_2”7“9 Z (2v + 3n) (a73> X

S+ v+2n)n! \ 1602
1 n 3n 3 a?
F |- nl—— . 41
X (4—|—2,V+2 jq Tyt 49) (5.41)
Portanto, a partir do resultado anterior, de (5.39) e (5.24), podemos estabelecer a seguinte

representagao para a funcao (5.21):

r(3)6™ a*y? a? a*y? a? .
E, cab) =47 |50 - s 02
(P1,02:6,8) = 2r (L +v) { ’ (1693’49) i " 1665 40

a a?
2<>(¢1,16Z2 i )} (5.42)

NI
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Por razoes de conveniéncia, realizamos as seguintes definigoes:

e SN (2 + 3n)a™ 1 n 3n 3
=0 P+ 2n;1 — 5.43
(z,y) = E: Crotonn <4+T”+2 vt y), (5.43a)
227w o = et H(y wPm?e)
YW (p, 2.y, 2 (2 o , 5.43b
(80$y %L ZCOS T™me nz:r ; )F(% 1/+2n)n' ( )
2223 4 = 2" H )(y 2m?2z)

Sz, y,2) = — 723 msin(27wm ’ . 5.43¢
Do = Hat 3 DL T Croreaa O

Antes de aplicarmos (5.42) na regularizacao das integrais de Feynman, vamos analisar a
convergéncia das séries presentes nas defini¢oes acima. Nem todos os valores de z e y fornecerao
séries finitas. Devemos estabelecer entao um dominio de convergéncia que, no apéndice D,
mostramos ser dado pela desigualdade:

32 [2+ 1+§
T < 1+y+ 14+ — _ . 5.44
F(y) = 12f( . y) Y (5.44)

Jé o argumento ¢ pode variar em todo eixo real e z > 0. A figura 5.2 mostra a curva determinada
por f(y) e o dominio de convergéncia representado pela regido abaixo da curva. Resta saber

se as varidveis i, @9, a e b fornecem valores para os argumentos x e y dentro dessa regiao. A
2
partir de (5.42), vemos que z = = ;7 y = ;- Se utilizarmos a definicao (5.25b), podemos

escrever x e y parametricamente como:

o? o?

rT=——""—— € Y=

16(8 + a)? 4B+ a) (549)

ondea=%ef= % Como estamos admitindo a > 0, b > 0 e v um nimero real qualquer de-
vido a dlferenga em (5.25&), os parametros « e  assumem valores reais nao-negativos. Quando
£ = 0, podemos relacionar x e y como z = %y%, cujo locus geométrico é dado pela curva preta
na figura 5.2. As demais curvas em azul e verde sao obtidas com [ > 0 fixo, variando apenas
«. No limite § — oo, podemos ver que g ~ 0 para « finito e desse modo concluimos que x e y

varrem toda a regiao cinza mostrada na figura. Se tomarmos o limite y — oo na fungao f(y),
obtemos:

o=

Yz, (5.46)

0|

lim f(y) ~

Yy—r00

Ou seja, a curva vermelha aproxima-se assintoticamente da curva preta (nunca havendo cruza-
mento) e portanto a regido cinza sempre estard contida no dominio de convergéncia das séries.
Logo, as fungoes apresentadas em (5.43) sdo bem definidas para as variaveis a > 0 e b > 0,
além de 1 e py reais quaisquer.
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Figura 5.2: Dominio de convergéncia das séries em (5.43) determinado pela regiao abaixo da
curva vermelha. A regiao cinza contém os valores reais de x e y quando os argumentos das
fungoes em (5.43) sao tais que a > 0, b > 0, com @1 e o sem restrigdes no eixo real.

Voltemos agora ao céalculo da integral de Feynman de 1 loop. Como estamos tratando
inicialmente da teoria massiva, as condig¢oes de renormalizacao podem ser realizadas com os
momentos externos iguais a zero. Portanto estamos interessados em (5.18) com k =0e j = 0.
A partir das definigoes (5.20) e (5.25), temos ¢; = o =7, 7 =0, a=0e § = r~*. Utilizando
o resultado (5.42), juntamente com as definigées em (5.43) e identificando v = %, calculamos:

057y = s Simip (L p (A1) | _20al(en) (Lo 3 o
L7(0;7r)=p 1 F(4)F( TOTE+ )F 12 4+2,1

+29(naoﬂf%].(54n

2

Podemos observar ja a presenga do polo em €, devido a funcao I'(e;) . Essa singularidade é
consequéncia da fungao (5.43a). As demais fungoes em (5.43) sao decorrentes do tamanho finito

. , A~ . 1
L, conforme observamos no resultado anterior através da dependéncia de E(;L) em r. Iremos

2
estudar esse termo de correcao em breve. A funcao hipergeométrica pode ser escrita em termos
de fungoes Gama da seguinte forma [68]:

F(NI(y—a—p)
I(y = a)l'(y = B)’

valido para Rey > Re(a + ). Outra identidade importante no desenvolvimento de (5.47) serd
[68]:

F(a, B;v;1) = (5.48)

T

sin(7z)’ (5.49)

L)1 —2) =
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além da férmula da dobra (5.38) e da expansao (4.26) que resulta em:

r (%) —T (2) [1 . %sz G) + O(e%)} . (5.50)

1

Portanto, identificando o = Z—i, =% 7= %4— % e z = ; nas relagoes acima, podemos escrever

a expansao em €7, de (5.47) como:

Sa- 1 7\ 1
12(7)(0””) =pr =r <—> r <—) - [1 —ep + [ioier + E—LZ(eIL)(ﬂOaOaT_Q)} ’ (5.51)

2 4 4 ) €; 2 7

onde usamos a definigdo (4.28) com m = 1. Note que o fator SdQ‘lF (i) r (g) é 0 mesmo
presente no resultado (4.27) quando m = 1 e S; = 2, sendo entdo eliminado em cada loop
de integracao pela redefinicao da constante de acoplamento. Comparando a expressao anterior
com (4.58), vemos que a principal diferenga estd na corregao do tamanho finito dada pelo termo
com dependéncia em r. Os demais termos seriam as unicas contribui¢oes caso o sistema fosse
infinito. Portanto, podemos afirmar que a aproximacao ortogonal é bem sucedida no calculo
da parte singular da integral de Feynman em 1 loop com m = 1, quando comparada ao nosso

resultado exato.

5.5 Analises assintéticas do termo de correcao

Na segao anterior, consideramos o ultimo termo em (5.51) como uma corre¢ao do tamanho
finito L devido a sua dependéncia em r. Para que tal afirmacao seja realmente correta, devemos
verificar se esse termo tende a zero quando tomamos o limite r~! oc L — oo. Outra analise
igualmente importante diz respeito ao crossover dimensional resultante de singularidades no
termo de correcao no limite 7= — 0. Portanto, nosso objetivo nesta secio serd estudar o com-
portamento assintético de M (7,0,0,77%) em ambos os limites. Primeiro, usamos as defini¢oes
(5.43b) e (5.40a) para reescrevermos:

S L [T (v 5) (e
(1) 2y 2
2,(7,0,0,r77) o) m:1008(27rm7') 5 /c/ioo ) ( 5 ) ds. (5.52)

Tomamos v = < por questao de brevidade.

Comecaremos o nosso estudo pelo limite r~! — oo. A integral em s acima pode ser iden-
tificada com uma funcao G de Meijer. De fato, realizando a mudanca de varidvel s — 2s e
utilizando a férmula da dobra (5.38), podemos reescrevé-la como um caso particular de (5.28).
Apesar das refs. [84, 86] trazerem alguns métodos para tratar o comportamento assintético
da fungao G, as nossas anédlises serdo baseadas no método apresentado por Braaksma [87], que
pode ser aplicado diretamente na integral anterior. Na abordagem a seguir, reproduziremos
apenas a parte de nosso interesse nesse método. Consideremos entao uma funcao definida como:

1 /"’*“’O [1;- Db — B)s)

T2 i [ T(a; —ays)”

Ho(z) (5.53)
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onde devemos ter w < Re Z—J de modo que os polos de I'(b; — 3;s) estejam a direita do caminho
J

de integracao. Além disso, o; e [§; sao nimeros reais positivos. Desse modo, o termo mais
significativo na expansao assintética de Hy(z) no limite z — oo pode ser escrito como:

1 —« 1
lim Hy(B 'pu"2) ~ A0(2W>q_p_1;21lt exp(—z#), (5.54)

|z|]—o0

dadas as seguintes definigoes:

q p
p=320 20 (5.550)
j=1 j=1
p q 8
s=1le7 118" (5.55)
j=1 j=1
p q 1
o = a; — bj + 5((] —p+ 1), (555C)
j=1 j=1
1 1 z L1 _q, 1 b—1
Ag = 2m)2 e TTa2 ™ T 872 (5.55d)
j=1 j=1

Observamos que o resultado (5.54) s6 é valido para > 0 e |arg z| < Ju.
A integral presente em (5.52) ainda nao estd no mesmo formato de (5.53). A identidade
(5.49) sera entao entao 1til para escrevermos:

1 1 1 S T Mg —T; —Tis
rrrny ot (1) P e e ), (536)

Desse modo, a substituigdo da expressao acima na integral de (5.52) resulta em:

1 c/+ioor_ I‘ _ S 1 .. . 1 . .
H(I) = % /C/_ioo ( F3(>% —(i_yg) Q)xs ds — %ezzHO (xefz) + %e_Z’HO (.736_51) 7 (557>

onde Hy(z) é uma integral do tipo dado em (5.53):

Ho(z) = —— /:IHOO D(—s)T <y - g) r (i - g) 2 ds. (5.58)

278 J oo

Se usarmos as defini¢bes (5.55) na integral anterior, podemos a partir de (5.54) calcular o
seguinte limite assintotico:

7_
8

3
7§+

[SIN

lim Hy(z) =~ 725 22 e 2V, (5.59)

|z]—o0
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Substituindo esse resultado em (5.57), obtemos:

v v %
lim H(z) ~ 28 50~ 3+5e72V% cog (2[ T —) . (5.60)
T—00
Vemos que a integral representada por H(x) tem um decaimento exponencial para valores
2 . .
grandes de x. Logo, tomando z = , apenas o termo com m = 1 em (5.52) serd significante

r—2m2m?
2
quando 7~ — 0o e assim obtemos o limite:

N

lim XM (7,0,0,77%) ~ 2

r~looco

ity cos(27T) cos (\/57?7“‘1 - 116 — %) (7’_1)_%“6_‘&7”71
(5.61)
Portanto, concluimos que no limite r~! oc L — oo, a funcao (5.52) tende a zero e podemos
de fato considerd-la como uma correcao devido ao tamanho finito do sistema. A figura 5.3
exibe o grafico dessa funcao, juntamente com a curva assintotica obtida anteriormente para
condigoes de contorno periédicas (7 = 0) e v = 0. Com o objetivo de estabelecer uma com-
paracao com o correspondente termo de correcao de um sistema sem competicao, colocamos
também a curva da funcao definida em (3.38). As fungbes foram calculadas numericamente
com o auxilio do software Mathematica [88]. O grafico inserido contém o mesmo conjunto de
curvas com r~! no intervalo entre 1,0 e 1,6 e com o eixo das ordenadas reescalado para me-
lhor visualizagdo. Note como a assintota tende ao resultado (5.52) dentro desse intervalo. A
diferenca no comportamento das funcoes de correcao para os dois tipos de sistemas é bastante
notdvel. Enquanto f%(O,r_l) apresenta um decaimento monotonico, a fungao (5.61) decai de

forma oscilatoria. Considerando a dependéncia das massas 13 tz e o X ti na temperatura
reduzida t, concluimos que o periodo de oscilagao cresce proporcionalmente com t’%, quando
nos aproximamos da temperatura critica.

Vamos analisar agora o outro extremo do limite, quando »~! — 0. Neste caso, considerare-
mos as condigoes de contorno separadamente. Em PBC, o termo de corre¢ao (5.52) torna-se:

l c—HOOF T (=2 —2.2, .2\
SO (r = 0,0,0,r2) = -7 22 / (=5) (S 2) <7’ ”m) ds. (5.62)
T

() ooice T (§+3) 2

Relembramos que a restricao imposta ao caminho de integracao C' era tal que —% <cd <0

No entanto, podemos ampliar o dominio de ¢ para incluir toda a parte negativa do eixo real,
pois nao ha polos no integrando a esquerda de C'. Esse procedimento pode ser visto como
uma deformacao no caminho de integracao dentro do dominio de analiticidade do integrando,
nao alterando o resultado da integral. Se realizarmos a restri¢ao ¢ < —%, podemos comutar a
integral em s com o somatorio em m e assim identificamos a seguinte representacao da funcao
Zeta de Riemann [68]:

o

((s) = ni (5.63)

n=1
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0,5 v/
—_— 37(0,0,0,772)
= Assintota

0,4 — —_— f1(r=0,r"")
2
41073
0,3 —
2.1073 4
0,2 - 0
0,1 —
0 —
-0,1 —
I I I A I
0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,4 1,6

Figura 5.3: Curvas referentes as fungoes de correcao do tamanho finito para as teorias com e
sem competicao. O gréfico inserido corresponde ao mesmo conjunto de curvas com o eixo das
ordenadas reescalado.

valida para Rez > 1. Portanto, podemos escrever:

_ 2sr 1 [T T(=s)T (—3) 22 ¢
560 (r=10,0,0,r7%) = ——/ ———22((=2 (—) ds. 5.64
0 (T r ) T (%) 270 Vi T (% + g) C( 3) 9 S ( )

A fim de entendermos melhor a natureza dos polos presentes no integrando acima, faremos a
mudanca de varidvel s — 2s e usaremos em seguida a férmula da dobra (5.38), resultando em:

2:rz 1 [H® [D(=s)]T (L — ) it
27 =0,0,0,7r72) = / 2 4 <—) ds, 5.65
o (7 "= T2 o TExs) U6 ) & G0

onde agora tomamos ¢ < —}1. Podemos visualizar agora trés tipos de polos no integrando. O
primeiro deles sao os polos duplos 0, 1,2, ... da funcio [['(—s)]>. O segundo tipo corresponde
aos polos %, %, ... referentes a I’ (— — s) Ja o terceiro polo estda na funcao Zeta e ele surgiu
como uma consequéncia da comutagao realizada em (5.62) entre a integral e o somatério. A

fungao ((z) possui um tnico polo em z = 1, cujo residuo pode ser extraido de [89]:

i (%)

lim 5= =L (5.66)
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Figura 5.4: Plano complexo com a disposicao dos polos no integrando do termo de corregao
dado em (5.65).

Logo, obtemos Res ((1) = 1. Portanto, concluimos que {(—4s) possui um polo em s = —;11 cujo
residuo é igual a }1. A figura 5.4 mostra a disposi¢ao desses polos e o caminho de integragao C'
no plano complexo.

O limite r~! do termo de correcao do tamanho finito é obtido a partir de uma expansao da
integral (5.65) em séries de poténcias de r~1, cuja deducdo pode ser melhor entendida com o
auxilio da figura 5.4. Considere inicialmente o caminho C' com uma extensao finita no qual os
extremos estao no semicirculo C’ de raio R. Logo, a representagao integral de Mellin-Barnes é
reobtida quando R — oo e a integral ao longo de C’ é nula. Nesse limite, o caminho fechado
C' U ' circunda todos os polos do integrando em (5.65) e podemos utilizar o teorema dos
residuos para obter a série de poténcias desejada. Precisamos conhecer entao os residuos de
cada polo. Realizaremos primeiramente a expansao de Laurent de [['(—s)]*> em torno dos polos
p=20,1,.... A partir da propriedade recursiva da funcao Gama, escrevemos:

o —p) = 1 r( —; ) _ I'1+2) ' (5.67)
e =1 =2)--(z=p) (“1)p@Ehz(l —2) 1-z).. <1 _ %>

Para valores pequenos de z, podemos estabelecer a expansao:

[(r—p)= (—]91!)1% 1+ ¢+ 1z +0@=?)], (5.68)

onde usamos os resultados [68]:

[(1+2)=1—~x+0(z?), (5.69a)

vip+1) = —7+Z%, (5.69b)
n=1
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com 7 sendo a constante de Euler. Se realizarmos a mudanga z — p = —s e mantivermos s
suficientemente préximo de um dos polos p, determinamos as seguintes séries de Laurent:

I'(—s) _(_p—l!)ps ip {1—¢(p+1)(s—p)+O[(s—p)?}, (5.70a)
L S . 5— )2
[[(=9)]" = 2 (5= ) {1—=2¢(p+1)(s —p) +Ol(s = p)°’]} - (5.70Db)

A partir dessas expansoes, podemos extrair os residuos para os polos simples e duplos.
A férmula integral de Cauchy afirma que se f(z) for uma func¢ao analitica em um contorno

fechado C', temos:
d"f(z0) 1 / f(z)
dzy 27 Jo (2 — zo)"T! = (5:71)

onde a integral é computada no sentido anti-horario. Portanto, observamos que ao aplicar o
teorema dos residuos em (5.65), os polos duplos resultardao em uma derivada de ordem primeira

da parte regular do integrando multiplicada pelo residuo ﬁ calculado em (5.70b). Os demais
polos sao simples, cujos residuos sao também extraidos de (5.70). Existe apenas uma excecao
dada por ((—4s) cujo polo simples corresponde a s = —%1 com Res((—4s) = }1. Feitas todas

essas consideragoes e notando que o sentido do caminho de integracao é horario, calculamos:

Vor |1
r )4 16

257(0,0,0,772) =

—4._4 ~ . N . .
onde colocamos ¥ = "4z~ por questao de brevidade. Apenas os dois primeiros termos na

expansao acima irdo fornecer contribuicoes singulares no limite r—! — 0. Desse modo, com
auxilio da identidade (5.49) e do resultado ((0) = —% proveniente da continuacdo analitica da
fungao Zeta de Riemann [68], chegamos ao limite assintético:

—1\—1
lim 27(0,0,0,772) = (r™) +2Inrt +O("). (5.73)
r=1-0 4
Substituindo essa expressao no resultado (5.51) e omitindo o fator absorvido na redefinigao da
constante da acoplamento, temos:
1)1

T= 1 o
lim I=00;7) ~ o | — — 1+ [i]y +
r—1—0 €r,

+Inrt + 00| . (5.74)

Apesar do termo de correcao no eixo competitivo ter um comportamento bastante diferente
do corresponde em um sistema sem competicao quando os valores da varidvel de escala !
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sao grandes, podemos observar nesse 1ltimo resultado o mesmo tipo de singularidade em 71

presente na eq. (3.51) quando 7 = 0. Portanto, chegaremos as mesmas conclusoes realizadas no
final da secao 3.4 com respeito ao crossover dimensional em uma teoria massiva com condigoes
de contorno periédicas no parametro de ordem.

Para completar a nossa andlise, precisamos investigar como o termo (5.52) comporta-se
quando utilizamos condicoes de contorno antiperiédicas. Neste caso, temos 7 = % fornecendo
cos(2rmt) = (—1)™ e a comutacdo do somatério em m com a integral em s resultard na

oo
presenga do termo Y (—1)™m? compondo o integrando. Esse somatério pode ser escrito em
m=1

termos da funcao Zeta de Riemann através da seguinte representacao [68]:

m+1

() =1 _121_2 3 (_22 | (5.75)

m=1

valida para Re z > 0. Portando, depois de realizarmos a mudanga de variavel s — 2s e usarmos
a férmula da dobra (5.38), reescrevemos (5.52) com €7, = 0 como:

W (L) o 2Y2r L RSP (5 - 5) o (i
2 (2,0,0,7’ 2> = F(}l) oo /C,_,L-OO r(§+§) C(—4s) (1—21+4 )( : ) ds.

(5.76)
O ponto s = —i no plano complexo mostrado na figura 5.4 nao é mais um polo no integrando
acima devido ao cancelamento produzido pelo termo (1 — 21%4%). Desse modo, o teorema dos
residuos levard em consideragao apenas os polos das fungoes [['(—s)]* e T (% — s). Um proce-
dimento completamente andlogo ao empregado na dedugao de (5.73) nos leva entdo ao limite
assintético:

1
lim M <§, 0,0, 7‘2> ~2Ilnr' + 0@, (5.77)

r=1-0

cuja substitui¢do em (5.51) resulta em:

' 1
lim [2( 2)(O; r) R p sk {— —1+[igy +Inr P+ 0" | . (5.78)

r=1-0 €1,

Portanto, em condicoes de contorno antiperiddicas, o polo em r~! desaparece e ficamos apenas
com a divergéncia logaritmica Inr~! também presente na correcio de tamanho finito em um
sistema sem competicao. O crossover dimensional nesse caso ocorre para valores ainda menores
de L que, conforme vimos na sec¢ao 3.4, passam a ser da mesma ordem de grandeza do parametro
de rede do sistema. Lembramos que estamos tomando os comprimentos de correlagao &2 € €14
finitos enquanto variamos apenas L. Os limites {750 — 00 e {14 — 00 sao inconsistentes com a
formulacao massiva e devemos recorrer a teoria sem massa se quisermos acessar a variavel r—!
com valores proximos de zero.
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5.6 Crossover dimensional na teoria nao-massiva

Na formulacao da teoria usando campos sem massa, iremos considerar apenas o diagrama de
Feynman contribuindo em ordem de um loop para a funcao de vértice de 4 pontos. Nosso obje-
tivo é analisar o crossover dimensional e verificar se podemos de fato estabelecer a equivaléncia
entre as teorias massiva e nao-massiva, conforme realizado em sistemas sem competi¢ao nos
dois capitulos anteriores. O ponto de partida serd entdao a eq. (5.17) que serd modificada ao
tomarmos a massa p nula em cada propagador, resultando na seguinte integral:

0 dd—lq
I3, ko)) = o / : , 5.79
Y ) zzz_;o [0+ j+ 1)+ (k+ )20 (Il + 7)* + ¢?] )
lembrando que o' = \/co = QWL\/E , onde ¢ é uma constante com dimensao de comprimento

presente na densidade lagrangiana (5.1). O mesmo procedimento empregado na obtengao do
resultado (5.18) pode também ser usado aqui para escrevermos:

Sii, (d—1 1
L7, k; o) :a'—h—‘; T (—2 )r (rr%) X

[e.e]

>{/ﬁx§:[U+%f+aﬂ+¢ﬁy+ﬂ_k2,(5%)

l=—0

3

onde @1, ¢y e a sdo definidos nas egs. (5.20a-c), enquanto que o parametro correspondente b’

¢é agora dado por:
4

V= %(x — 22 +22° — oY) + 2(1 — x)o’ K2 (5.81)

Ao aplicar as condigoes de renormalizacao na teoria nao-massiva, mantivemos sempre os
quase-momentos nulos enquanto os demais momentos externos foram colocados no ponto de
simetria. Continuaremos fazendo o mesmo nesta se¢ao. Seja k; uma escala de momento no
subespaco nao-competitivo, o ponto simétrico corresponde a valores do momento k£ na expressao
acima tal que o médulo seja fixo e igual a k1. Sendo x; uma escala arbitraria, podemos tomar
k* = k2 = 1. Além disso, utilizando o resultado (5.42), simplificamos a integral (5.80) para a
seguinte forma:

Sia (1) [(d—1
I)s(0) =17 = 0,k2 =1;0") = T (Z) r (—2 ) X

x{zgmnxéimuu_xnf%+¢;w%},(5&)

2

onde definimos:

gywaa)ztéldxh(l—aﬂr”ES)(nOJLJQvGZT:3§>. (5.83)
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A partir das férmulas (5.48), (5.38) ¢ (5.49), seguidas pela expansao (4.26), calculamos:
.01 (L) =2 L4 o
280.0) =T ( 2) == [1 + (1) +0(6L>} . (5.84)

Prosseguindo com a expansao em ¢ de (5.82), usamos a expansao (5.50) e o valor para a
[ dzInfz(1 — 2)] = —2, fornecendo:

15000 =220 (1)1 (3) 2 [1+ ihew + Lol ). (5.85)

com [is]; dado em (4.28). Podemos observar novamente a semelhanca que existe entre o re-
sultado anterior e aquele apresentado na eq. (5.85) para m = 1, quando tratamos da teoria
sem massa com a restricao espacial no subespaco nao-competitivo. A aproximacao ortogonal
também funciona muito bem na determinacao da parte singular da integral de Feynman em
ordem 1 loop. A tnica diferenca estd no termo de corre¢ao do tamanho finito g(elL)(a’ —2).

Precisamos analisar o ultimo termo da expressao acima para saber se ponemos de fato
considera-lo como uma corre¢ao devido a restricao do comprimento L. Além disso, estamos
interessados em verificar como o crossover dimensional manifesta-se no limite L — 0. Estuda-
remos primeiramente o limite L — oo. A partir das definigoes (5.43b) e (5.40a), rescrevemos
(5.83) como:

w\»—a

(T)

i s(2mmT) x

9y 1
Z m=1
1 ctico () (v —2) [72m20~2\*® [! s
X —— ds ( )3 (v —3) / dr[z(1—x)]7"*2, (5.86)
270 J o _ioo r (Z + %) 2 0
onde a comutacao entre as integrais em z e s é valida desde que Re ( v+ %) > —1. Como
estamos antecipando que o termo de corregao ¢ regular quando v = % = 0, devemos ter

—2 < ¢ < 0 para que a condicao de comutatividade seja valida. A integral em x corresponde
a uma das representagoes da funcao beta de Euler [68] dada por:

['(a1)T(az)

B —
(a1, a2) ['(a; + as)

1
:/ dtt (1 — )% (5.87)
0

para Rea; > 0 e Reas > 0. Apds usarmos essa representagao e a formula da dobra (5.38),
obtemos:

g7 (0") =
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Dada a restrigao —2 < ¢’ < 0, podemos ver que mesmo para v = % = 0, os polos das fungoes
[(=s)el (—%) estao a direita do caminho de integracao enquanto que os polos de I’ (1 + %)
estao a esquerda. Portanto, a integral acima é bem comportada e podemos tomar e¢;, = 0 no
termo de corregao presente em (5.85).

A fim de realizarmos a expansao assintética da integral em s acima no limite o’~! oc L — oo,

consideraremos uma integral mais geral do tipo:

H(z) = —— /C h(s)2*ds, (5.89)

- omi

Cco1ml:

s

Il
=B =

f[ I'(1—a; 4+« s)
h(s) = 2:1 J
[I T(A—=b;+8s) II T'la; —ays)

['(b; — B;s)

, (5.90)

onde «; e ; sao nlimeros reais positivos enquanto que a; e b; sao numeros complexos tais que
os polos de I'(1 — a; + «s) e I'(b; — B;s) possam ser separados por um caminho C do tipo
mostrado na figura 5.4. Observe que isso de fato acontece na integral da eq. (5.88). Seguindo
o método apresentado por Braaksma [87], considere w como um nimero real satisfazendo as
condicoes:

1

w # —Re(a;j—1-1), para j=1,...,nel=0,1,...; (5.91a)
Q
1

w < B—Rebj, para j=1,...,m. (5.91b)
J

Caso tenhamos

m p 1
& = (Z Bi— Y. aj> ™ > Spm >0, (5.92a)
j=1

j=n+1

1
larg z| < 60—§,u7r, (5.92b)

com f definido em (5.55a), podemos escrever:

w-+i00
H(z) = Qu(2) + L/ h(s)z°ds, (5.93)

21 ) y—ino

onde @), (#) corresponde ao somatério de todos os residuos de h(s)z® nos polos s = (a;—1—1)/c;
(l=0,1,...) para os quais w < Res. Ou seja, o resultado (5.93) trata-se de uma expansao em
poténcias de z sucessivamente menores, onde o segundo termo no lado direito dessa expressao
é de ordem 2*. Quanto menor for o valor de w escolhido de modo a satisfazer as desigualdades
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em (5.91a), maior serd a ordem dessa expansao cujo valor serd tao préximo da integral (5.89)
quanto se queira no limite |z| — oo.

Passaremos entao ao exemplo dado pela integral em (5.88) com v = 0, cujos parametros
sao identificados como o = %, b =1, By = % e f3 =04 = %, resultando em §g = 37” e pn=2.
Logo, vemos que as desigualdades (5.92) sao satisfeitas com |arg z| < 7. Além disso, devemos
ter w < 0 e w # Resy, onde s; = 2(—1 — [) sdo os polos referentes a fun¢do I' (1+£). A

partir da expansao de Laurent (5.70a), concluimos que os residuos dessa fungao sao dados por
2(=1)!
!

. Como estamos interessados apenas no termo mais significante da expansao assintética
de (5.88), tomamos | = 0 com —4 < w < —2 e desse modo podemos escrever:

1 C/+iOOF—SF—§F1+§ Z—00 2
H(z) = —/ ( 3) (S ;) 3( . 2>zsds ES ————224+ 00", (5.94)
2mi Joio  T(3+3)T(5+3) INCEANE)

Identificando z = %i e usando a identidade (5.49), obtemos o limite L — oo da funcao

(5.88):
4 oo
. (7)) 12\ —1\—4 —4
U/lllrgoogo (0") ~ —;(0’ ) zcos(Zme)m : (5.95)

Portanto, concluimos que a fungao (5.88) tende a zero para valores grandes de L e podemos de
fato considera-la como uma correcao devido ao tamanho finito do sistema. Na figura 5.5, temos
o grafico com as curvas dessa funcao e da assintota calculada acima em condigoes de contorno
periddicas (7 = 0). O gréfico inserido mostra mais detalhadamente a aproximacao entre as
curvas no limite o'~! — oco. A principal diferenca entre os termos de correcao das teorias
massiva e nao-massiva € que, neste ultimo caso, a oscilagao esta ausente para L suficientemente
grande. A funcao g(()T:O)(U’ %) decresce para o'~! variando de 0 até aproximadamente 1, crescendo
monotonicamente a partir desse ponto e tendendo assintoticamente ao eixo das abscissas.

O limite L — 0 da funcao de correcao pode ser obtidos através de um procedimento seme-
lhante ao executado na obten¢ao do mesmo limite da funcao (5.52). Comecamos entao pelas
condigoes de contorno periédicas (7 = 0). Na expressao dada em (5.88), realizamos a mudanca
de varidvel s — 2s e usamos a férmula (5.38) e a representacao (5.63) para a fungao Zeta de
Riemann logo apds a comutacao do somatério com a integral, resultando em:

(r=0)( 2y _ 273p 1 [ [[(—s)]T (%—S) I'(1+s) o’ =H\°
wot *Ti)%/a_m CE+s)T (3 +s) (19 (g ) o 69

onde devemos ter a restricao —1 < ¢ < —% para garantir a validade da comutacao da integral
com o somatorio. Além dos polos mostrados na figura 5.4, o integrando acima possui os polos
s = —1 — [, sendo [ um numero inteiro nao-negativo. No entanto, esses iltimos polos nao
contribuirao quando a integral for computada ao longo do caminho fechado C'U C’ da figura
5.4. Portanto, o teorema dos residuos levarda em consideracao apenas os polos a direita de C' e
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0,02 —]

-0,02 —

-0,04 —

Figura 5.5: Grafico da funcao de correcao do tamanho finito na teoria nao-massiva. O gréfico
menor inserido corresponde as mesmas curvas com os eixos reescalados para melhor visualizacao
do limite o’~1 — oo.

chegaremos a uma expansao semelhante a (5.72):

(1 +p)6(—1p) ,
—~ W2 TE+pT(E+p
() [P (=3 =p)] TG +p)C(=2—4p) .,
t2 TCTp) T2+ ) ! } (597)

7|.40./—4

onde colocamos z = TZ— com o intuito de abreviar a equagao. No limite ¢’ tendendo a zero,
consideramos apenas as contribuigoes singulares do resultando acima. Logo, apds usarmos a
férmula (5.49), obtemos:

(NI

T

~ 1 5
INCIRNE)

Em condig¢oes de contorno antiperiédicas (7 = %), podemos usar o mesmo procedimento

empregado na deducao de (5.96). A tunica diferenca esté na representagao da funcao Zeta, que
serd agora substituida por aquela dada em (5.75). Portanto, reescrevemos (5.88) como:

(=), 1 __2*%7TL drioe [D(=s)]’T (4 — s) T(1 4 s)
R e A oo e

(" D+ 2Ino" "t + O(c). (5.98)

C(—4s)(1 —2"*)2°ds,  (5.99)
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4 _1—4 ~ . . . .
—&— Observamos que o ponto s = —% nao constitui mais um polo do integrando

. ~ o . _1 ‘s
acima. Desse modo, ndo teremos uma contribuigao do tipo ™1 presente na série (5.97), restando
apenas o proximo termo singular com divergéncia logaritmica. Ou seja:

com r =

lim g(g )( ) x~2Ino’t + O(c"). (5.100)

0'=2=0

Comparando os resultados (5.98) e (5.100) com os correspondentes limites (5.73) e (5.77) cal-
culados na teoria massiva, notamos os mesmos tipos de singularidades. Podemos entao afirmar
que ambas as formulacoes da teoria com campos massivos e nao-massivos sao equivalentes
quanto ao limite L — 0. Na secao 3.6, usamos essa equivaléncia para concluir que a conjectura
fenomenoldgica sobre valores pequenos para a varidvel de escala £ ndo constitui uma regra
para caracterizar o crossover dimensional. Ao invés disso, é o confinamento do campo a regioes
cada vez menores (L — 0) entre as superficies o responsavel por esse comportamento singular.
Quando o confinamento é realizado ao longo do eixo competitivo, as mesmas singularidades
também se manifestam, apesar dos efeitos a longa distancia L — oo terem uma natureza com-

pletamente distinta, conforme vimos nas figuras 5.3 e 5.5. Logo, as variaveis de escala \/EZM

e \/ﬁ nao estao relacionadas com o crossover dimensional, sendo caracterizado apenas por

valores pequenos para L. Desde que evitemos tais valores, podemos prosseguir com o calculo
perturbativo dos expoentes criticos.

5.7 Regularizacao em 2 loops

De agora em diante, voltaremos a nossa atencao para a teoria massiva na qual as integrais
de Feynman em ordens mais elevadas no nimero de loops serao calculadas. Por enquanto,
consideraremos apenas as contribuicoes em 2 loops para as funcgoes de vértice de 2 e 4 pontos.
A partir do propagador livre dado em (5.14), podemos expressar o andlogo das integrais [ iT) e

DéT) em termos de (5.17) respectivamente na seguinte forma:

7) —e L7 (g + ks, L+ js; p,7)
[0 d o i o) Lrl;/dd K [l —j+ 1)+ (g — k) + 1+ 1) + ¢ + 1]
(5.101a)
DY (G ks pr) = i Z /dd ! SUOLTR) : (5.101b)
Yl—g+71)+(¢—k)??+1

l=—00
O parametro de massa p é escolhido de acordo com o subespago no qual aplicamos as condicoes
de renormalizagao. Como neste trabalho estamos renormalizando as func¢oes de vértice apenas
no subespago sem competicao através das equagoes (4.50), tomaremos g = py com r = \/%0 x

—V‘f“ Conforme mencionamos na introducao, a renormalizagao ao longo do eixo competitivo
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serd apresentada posteriormente. Portanto estamos interessados na regularizacao dimensional
das seguintes quantidades:

00 p,r) = I =G5 =0,k = ks = 0y puy, 1), (5.102a)
. o
Dy (1) = @Dé ' =0,k . 7) (5.102b)
k=0

O célculo dessas quantidades passa por uma representacao adequada da integral (5.17) com
0s momentos e quase-momentos externos arbitrarios. Combinando os resultados (5.18) e (5.42),
reescrevemos essa integral como:

10 ke = S (W p (=1 [ g g [5©
ks pr) =22 ()T (=) [ dez [Ei(X,Y)Jr
0

2
+2W(r 1 2j, X,V r22) - P (r + 24, X, Y, r—2Z)} . (5.103)

2

N

onde a partir das definigdes (5.20) e (5.25), escrevemos:

2.2 2
X = ?6;/3 = %(1—{E)2(1—2{L’)2T6j6 {l.(l_l,) [k2+(3$2—39§—|—1)7“4]4} _‘_1}*%’ (51048,)
2
Y = 5 = 9221 — 2! {1 — ) [+ (3% = 30 + 1)) + 1) (5.104b)
Z=r%0% = {a(1—2) [ + (3% = 30+ Dr'j'] + 1} (5.104c)

Apesar da notavel complexidade resultante da substituigdo de (5.103) nas integrais (5.101),
podemos de fato extrair as singularidades dimensionais presentes em (5.102). Segue entao
desse ponto a necessidade de encontrarmos uma representacao bastante conveniente para as
fungoes P (1 = 0,1,2) definidas em (5.43). No apéndice E, representaremos tais fungoes em
termos de integrais de Mellin-Barnes e desse modo poderemos tratar as expressoes resultantes
seguindo o procedimento usual de regularizacao das integrais de Feynman. Os resultados dessa
técnica sdo listados nas eqs. (E.26) e (E.31):

T —2e 1 3 . . T _
LE )(O;,ul,r) = u;? L@ 1-— €L +icep + 2[in]i€r + Zé )(T,O,O,r Ner| (5.105a)
L
T —9e, L .
D7 (pa,r) = —py (1 + o), (5.105b)

8€L

Observe que na segunda expressao acima consideramos apenas o primeiro termo da expansao,
pois estamos interessados apenas em calcular 775 até a primeira ordem €%. As constantes i, e
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Je sao calculadas a partir das formulas:
) 3n . )
ZC— 22 'n' / dx/ dylxz(1 —z)]2(1 — 2x)"" x

x y(1— )51 {wn(x,y) - W; {F (}l)rdn,g} . (5.106a)

aiE STy S~
Je = |:1—‘ (l)]2 z% 4 (271 |n| / dl’/ dy 1 — :)j 2 (1 _ 2$)2 %
4 n=

3n

X y(l—y)2zw,(zr,y) —1, (5.106b)

dada a definicao:

wo(z,y) = [1 = 3(1 — y)a(l — )] 7 % x

1 nl 3n 9z(1 — z)(1 —y)
Fl-+2 20 yon1— . (51
8 (4*274* il il - e Ay ) (610D

As integrais em x e y acima resultam das parametrizacoes de Feynman e sao relativamente
faceis de calcular numericamente. Usando a rotina NIntegrate do software Mathematica [88],
obtemos resultados com a precisao desejada. Os somatdrios em n, por sua vez, possuem uma
convergéncia rapida e sao calculados com apenas algumas dezenas de iteragoes. Para uma
precisao de dez algarismos significativos, obtemos os seguintes valores:

i = —0,1161123374; (5.108a)
jo = —0,06116214977. (5.108b)

As séries representadas por i. e j. apresentam uma vantagem em relacao as integrais obtidas
por Diehl e Shpot [77, 78] necessdrias também ao calculo das integrais de 2 loops no espago
das coordenadas, conforme o realizado pelos autores. O integrador do Mathematica falha em
calcular tais integrais, obrigando-os a recorrer a uma aproximagao baseada na anélise assintotica
do integrando. A estimativa de exatidao desses resultados é de quatro algarismos e aqui teremos
condicoes de checar a veracidade dessa afirmacao quando calcularmos os expoentes criticos.
Comparando o resultado (5.105a) com o andlogo (4.61) quando m = 1, podemos afirmar
novamente que a aproximagcao ortogonal é bem sucedida na obtenc¢ao da divergéncia dominante
da contribuicao em 2 loops para a funcao de vértice de 4 pontos. A diferenca aparece apenas em
ordem de €' devido & presenca de 7. e do termo de corre¢io do tamanho finito. Com relacio
ao termo de correcao, um resultado diferente é esperado devido ao fato da restricao espacial
estar no eixo competitivo e j4 podemos antecipar que ele nao contribuird para o calculo dos
expoentes criticos, conforme vimos nos dois capitulos anteriores. Por outro lado, i, fard parte
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do resultado para os expoentes e podemos usar —% + 2[is]; &~ —0,32 para calcularmos um
erro relativo de aproximadamente 26% entre os coeficientes de ¢;' da aproximacio ortogonal
e do nosso resultado exato. O mesmo tipo de comparacao entre (5.105b) e (4.62) nos mostra
que o erro relativo da aproximacao ortogonal é de apenas 6,1% na divergéncia dominante do
diagrama de 2 loops que contribui para a funcao de vértice de 2 pontos.

5.8 Calculo dos expoentes criticos

Uma vez calculadas as integrais de Feynman, procedemos a obtencao das fungoes de Wilson,
ponto fixo e expoentes criticos. As constantes de renormalizacao envolvidas nas defini¢oes
das fungoes de Wilson sao expressas em termos de expansoes em poténcias da constante de
acoplamento renormalizada e adimensionalizada, conforme podemos ver nas eqs. (4.8). Como
estamos considerando apenas o subespago nao-competitivo, temos o indice n = 1 e calcularemos
apenas os expoentes criticos associados a esse subespaco. Os coeficientes a;1, b;1 e ¢;1 dessas
expansoes sao calculados a partir das férmulas (3.58), onde as integrais 1-2(737 LiT) e Dé(T) 14
presentes sao substituidas pelas correspondentes da se¢ao anterior. Lembramos também que
a contribuicao diagramatica de trés loops nao foi computada e por isso o coeficiente b3; nao
fara parte da expansao perturbativa. Portanto, substituindo os resultados (5.51) e (5.105) nas
expressoes (3.58), calculamos:

N +8
a =~ lioier, + 220 (7, 0, o,ﬂ)} , (5.109a)
6€L 2
N +8\? 4N?+ 73N +298 N2+ 16N + 64 1 ) )
= — ' -y 0,0,772)| —
421 ( Ge, ) o + 18¢, 2]y + 5%07(7,0,0,77)
5N4+22  N4+2
— . ., (5.109b
18, e T e, ! ( )
N +2
byy = — 1434, 5.109
21 14de, (1+Jjc) ( c)
N +2
o = [1 —er + [isher + ZxW(7,0,0, 7‘2)} , (5.109d)
6€L 2
N2+ 7N +10 4N2?+ 31N + 46
Co1 = —
21 3662 T2€L
N?+ 7N + 10 1o ] N+2
' > 0.0,r72)| — .. (5.109
186[, |:[22]1+2 0 (7-7 9 7T ) 12€L 1 ( e)



114 Capitulo 5. Tamanho finito ao longo do subespaco competitivo

Inserindo os coeficientes a;1 e az1 na fungao beta de Wilson (4.15a), obtemos:

N +38 . _
ﬂl(u):—eLu—FT 1—€L—|—[Z2]1€L+%Z(()1)(T,O,O,T 2) u2—
3N+14 BN+22  N+42 \ ,
_ - ) ud (5.110
( 2 "9 T 36 j)“ (5-110)

O ponto fixo us no regime ultravioleta é obtido através da equagdo f;(us) = 0. Neste caso,
procuramos apenas por uma solugao na qual u, — 0 quando €;, — 0. Desse modo, chegamos
a:

Ger, BN +14)  AGN+22) N2
Uso = e — c
N +38 (N+8)2 ' (N18)7 (N +8)2

1
+1 — [ig]y — 5251)(7,0,0,7«—2)} eL} (5.111)

A substitui¢ao dos coeficientes by, ¢11 € ¢o1 nas demais fungoes de Wilson (4.15b-¢) resulta

€111
N+2,
Yoy (u) = ——(1+ jou?, (5.112a)

72
N+2 . - N+2 :
Vaoz(1)(w) = 5 [1 —ep + [ia]ier + %Eél)(ﬂ 0,0,7 )| u — T(l + 2i)u?.  (5.112b)

Observe que escrevemos apenas o primeiro termo da expansao de vp(1)(u) pois o coeficiente b3,
necessario a contribuicao de ordem mais elevada, estd ausente. Substituindo o ponto fixo s,
na primeira das expressoes anteriores, calculamos o expoente critico:

N +2

SN eI o41)

NL2 = Ya1) (Uso) =

Fazendo o mesmo com a segunda expressao, temos:

Ya2(1) (too) (5.114)

N+2 6N—|—18+14N+40i N+2 |
= ———¢€ c c| € :
N+sh (N+82  (N+82'° (N+82|”

O expoente v é computado através da equacao (4.16b), na qual realizamos uma expansao até
ordem €%, fornecendo o resultado:

L, N+2 - N+42
1 N+z N +2
2 T A(N+8) " 8(N +28)3

Vg = [N? + 23N + 60 + 4(7N + 20)i. — (N — 4)jc] €. (5.115)

Os demais expoentes podem ser obtidos a partir de 7175 e v através das leis de escala dadas
em (4.17). Lembramos que nesse caso, sé estamos computando os expoentes resultantes do
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escalamento no subespaco sem competicao. Entao, realizando os cdlculos até ordem €%, obtemos
a seguinte lista:

fn2:1+§g;£§q+7£%$%%{N?+mN452+4wN+2m%—2mﬂ+mMe;
(5.116a)
mgzza;fo—M%izpUW+3MV+%+8WN+2m%—mN—4yJ&,(5u%)
&2:3+fL+§@£:§5Mﬂ+1MV+GU—%N+QMJ%ﬂ (5.116¢)
Bra = % — 2(N3+ ) €r + 2(%12)3 [2N + 1+ (TN + 22)i. + 35 €7.. (5.116d)

As constantes i, e j. funcionam como corregoes para os expoentes criticos fornecidos pela
aproximacao ortogonal. Podemos observar entao que se tomarmos i. = j. = 0, os expoentes
calculados em (5.113), (5.115) e (5.116) serao respectivamente iguais a (4.44), (4.46) e (4.47).
Nossas analises ainda nao abrangem o eixo competitivo sobre o qual obteriamos os expoen-
tes nr4 e vrg. No entanto, temos fortes razoes para acreditar que as relagoes npy = 210 €
vio = 2vr4 estabelecidas em (4.44) e (4.46) como uma consequéncia da aproximagao ortogonal
nao sao satisfeitas ordem a ordem na expansao em poténcias de €. Comparando novamente
os expoentes calculados nesta secao com aqueles da secao 4.4, vemos que todas as corregoes
ocorrem em ordem €. Portanto, esperamos que a primeira das relagoes anteriores nao seja
satisfeita enquanto que a segunda delas seja assegurada apenas para as duas primeiras ordens
€2 e el. Pelo mesmo motivo, a igualdade entre os expoentes com diferentes indices L2 e L4
listados em (4.47) deve falhar em O(e?). Ao que nos consta, ndo existe razoes fisicas para
que a susceptibilidade, magnetizacao e inclusive o calor especifico possuam o mesmo comporta-
mento critico nos dois subespacos quando consideramos todas as peculiaridades de um sistema
competitivo em um calculo exato.

Com o intuito de estabelecer uma comparacao entre os resultados obtidos por DS, pela
aproximagao ortogonal (AO) e pelo nosso célculo exato (CE), consideremos os coeficientes de
€2 para cada uma das expansoes realizadas pelos diferentes métodos. Por exemplo, a partir de

(4.44) e (5.113), construimos os coeficientes:

N +2 N +2
Clz) — _ = 12 o obz) — _~ T2 3
2N +8)2 T
para AO e CE, respectivamente. A partir da eq. (61) da referéncia [78], escrevemos:
N+2 2
C’(ULQ) = —1.(1

para o método de DS, onde j,(1) = 1,642(9). Os demais coeficientes sao construidos de forma
semelhante, sendo também listados na tabela 2 da ref. [78]. Na tabela 5.1, listamos todos
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Método Erro relativo (%)
Coeficientes CE DS AO DS-CE | AO-CE
C/nz2) 0,0173859 | 0,0173757 | 0,0185185 | 0,59 6,5
) 0,0366648 | 0,037113 | 0,0432099 1,2 18
COrL2) 0, 063681 0,065533 | 0,0771605 2,9 21
C(az2) —0,0614146 | —0,062429 | —0,0895062 | 1,7 46
C012) 0, 465228 — 0,462963 — 0,49
C(Br2) —0,00113322 | —0,00155 | 0.00617284 | 36,8 645

Tabela 5.1: Coeficientes de segunda ordem das expansoes em €7, para os expoentes criticos. As
colunas DS-CE e AO-CE correspondem respectivamente aos erros relativos entre os métodos
DS e AO com relacao aos nossos resultados.

esses coeficientes para o modelo ANNNI com N = 1. Nas duas tltimas colunas computamos
os erros relativos com relacao aos nossos resultados. A discrepancia entre o resultado de DS
e 0 nosso para C(2) ocorre a partir do quarto algarismo significativo, mostrando uma boa
concordancia com a estimativa realizada em [78]. Entretanto, os demais coeficientes apresentam
diferencas mais acentuadas chegando a um méximo de 36% para C#22). A principal razao dessa
discordancia esta nas leis de escala utilizadas por DS, correspondendo aquelas deduzidas por
Hornreich, Luban e Shtrikman [66]. Sao elas:

Yo = (4 = nra)ves = (2 = nra)vrs, (5.117a)

ap =2 —mury — (d—m)vp, (5.117b)
1

B = 5(2 —ar — L), (5.117¢)

v = Br(6r —1). (5.117d)

Em contraste com as egs. (4.17) atribuidas a Leite [75], as leis de escala acima nao levam em
consideracao o reescalamento dos momentos de forma independente em cada subespaco. Note
a auséncia dos indices do subespago nos expoentes ay,, 51, v € 0. Além disso, as leis de escala
de Leite sao as tnicas que permitem o tratamento de sistemas isotrépicos (d = m).

A aproximacdo ortogonal também apresenta uma diferenca maior para C'?z2). De fato, a
intensa dependéncia desse coeficiente em i, através do fator de proporcionalidade 7N + 22 é a
causa do grande erro relativo (incluindo a mudanga de sinal) entre os dois métodos, apesar do
valor relativamente pequeno de i.. Por outro lado, C¥z2) depende mais fracamente de j. € o
erro associado é de apenas 0,49%.

O modelo ANNNI em trés dimensoes é de grande interesse experimental e computacional.
Portanto, na tabela 5.2, mostramos os expoentes criticos calculados para d = 3 (e = %) e
m = 1 tanto pelos métodos tedricos CE, AO e DS quanto por simulacoes de Monte Carlo
(SMC). Podemos observar agora uma maior proximidade entre os resultados de DS e os nossos.
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’ ‘ NL2 ‘ Vi2 ‘ VL2 ‘ L2 ‘ L2 ‘ Bra ‘
CE 0,0391182 | 0, 707496 1,39328 0,111817 | 5,54676 0,24745
DS 0,0391183 0,709 1,397 0,11 — 0,247
AO 0,0416667 | 0, 722222 1,42361 0,0486111 | 5,54167 0,263889
SMC1 — — 1,40 £ 0,06 0,2 — 0,19+£0,02
SMC2 — — 1,36 20,03 | 0,18 =0, 02 — 0,238 £ 0,005
SMC3 — 0,63 1,384 0,195 — 0,271
DS-CE (%) 0,0 0,21 0,27 1,6 — 0,18
AO-CE (%) 6,5 2,1 2,2 o7 0,092 6,6

Tabela 5.2: Expoentes criticos obtidos teoricamente (CE, DS e AO) e através de simulagoes
de Monte Carlo (SMC) apresentadas por trés fontes diferentes: SMC1, SMC2 e SMC3 para
as referéncias [92], [91] e [93], respectivamente. As linhas DS-CE e AO-CE correspondem
novamente aos erros relativos (%) dos resultados de DS e AO em relagdo aos nossos.

O erro para a maior parte dos expoentes nao passa de 1%, chegando a um méaximo de 1,6%
para ags. Semelhantemente, a aproximagao ortogonal também apresenta menos discrepancias,
com excecao de agzs que possui um erro de 56%. Esse comportamento ja era esperado, pois
as expansoes em ¢, fornecidas pelos trés métodos sao idénticas (excetuando ayy) nas duas
primeiras ordens em e€7. Outra caracteristica exibida pela aproximacgao ortogonal é a sua
tendéncia em sobre-estimar os expoentes 1y, € Vo, conforme podemos concluir da tabela acima
para o sistema anisotrépico uniaxial, como também das analises de Leite apresentadas na
referéncia [90] usando um célculo exato das integrais de Feynman para o sistema isotrépico
(d=m).

Com relacao as estimativas dadas por SMC, podemos afirmar que em geral existe uma me-
lhor concordancia com os métodos de CE e DS. Principalmente no que diz respeito a comparacao
dos resultados para os expoentes 2 e fr2 apresentados por Pleimiling e Henkel [91] (SMC2),
cujas margens de erro fornecem intervalos de valores mais proximos dos obtidos teoricamente.
Em simulacoes mais recentes realizadas por Murtazaev e Ibaev (SMC3), v aproxima-se mais
dos nossos resultados enquanto que frs estd mais proximo do expoente fornecido pela AO.
Devido aos desvios relativamente grandes nos resultados para [rs, somos levados a crer que
as melhores estimativas dadas pelas trés simulagoes correspondem aos expoentes ags € Via.
Entretanto, o expoente ayo, é bastante diferente dos resultados tedricos. Provavelmente, a
origem dessa diferenga estd na pouca confiabilidade da expansao (5.116b) em virtude da série
j& comegar em ordem €7, com o parametro de expansao relativamente alto (e, = 1,5).

Por se tratarem de estimativas com precisao de poucos algarismos significativos, as simula-
¢oes de Monte Carlo ndo podem ser usadas para atestar quais dos dois métodos (CE ou DS)
fornecem melhores valores para os expoentes criticos. No entanto, é importante ressaltarmos
as principais diferencas existentes entre essas duas formas de analisar um sistema competitivo
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na regiao critica de Lifshitz. No método de Diehl e Shpot, a regularizacao das integrais de
Feynman da teoria nao-massiva é realizada no espaco das coordenadas através da utilizacao de
funcoes testes [77]. Os expoentes criticos sdo entao expressos em termos de integrais impréprias
que s6 podem ser calculadas (exceto os casos m = 2,6) aproximadamente. Por outro lado,
utilizamos neste trabalho o método de Nemirovsky e Freed adaptado ao eixo de competicao e
assim toda a andlise da teoria com campos massivos foi realizada no espago dos momentos. As
integrais de Feynman foram regularizadas através de uma representacao adequada em termos de
integrais de Mellin-Barnes e as singularidades foram removidas com a aplicacao das condigoes
de renormalizacao no subespaco sem competicao. Desse modo, somos capazes de calcular
os expoentes criticos a partir de integrais paramétricas cujos resultados podem ser obtidos
com a precisao numérica desejada. Consequentemente, nao nos deparamos com as mesmas
dificuldades encontradas por Diehl e Shpot. A formulacao nao-massiva também foi empregada
em ordem 1 loop, de onde pudemos estabelecer uma equivaléncia com a teoria massiva durante o
crossover dimensional, induzido unicamente por valores pequenos do tamanho finito L. Embora
este trabalho ainda nao esteja completo, podemos considera-lo como um avango no sentido da
construgao de uma teoria (com ou sem massa) totalmente consistente no espago dos momentos
e com resultados ezatos para as singularidades das integrais de Feynman.



Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Os expoentes criticos para sistemas delimitados por superficies planas e paralelas foram
calculados até ordens de pelo menos 2 loops usando a descricao fenomenolégica da teoria de
campos escalares. O comprimento L referente a separacao entre as superficies foi introduzido
nas nossas analises através das condigoes de contorno periddicas (PBC') ou antiperitdicas
(ABC) impostas no parametro de ordem. Tanto a formulagdo massiva quanto a ndo-massiva da
teoria foram empregadas nessas andlises. Um fato ja bem estabelecido no estudo de fenomenos
criticos em sistemas infinitos é a independéncia dos observaveis fisicos em relacao a esses dois
tipos de formulagao, dando suporte a hipétese da universalidade. Mostramos portanto que essa
equivaléncia ainda persiste em sistemas de tamanho finito com geometria de superficies planas
e paralelas através da obtencao dos mesmos valores para os expoentes criticos em ambas as
formulacoes. Desse modo, pudemos estabelecer novos critérios para a determinacao do crossover
dimensional.

Dois tipos de sistemas foram considerados neste trabalho. No primeiro deles, tinhamos
apenas interagoes ferromagnéticas (usando novamente a linguagem do magnetismo) enquanto
que no segundo, o sistema apresentava um subespaco no qual as interagoes ferromagnéticas e
antiferromagnéticas competem entre si, conforme ilustrado pelo modelo ANNNI.

Para o tratamento de sistemas sem competicao, partimos de uma densidade lagrangiana
escrita em termos do parametro de ordem ® com interacao do tipo ®* e simetria O(N), onde N
¢ o numero de componentes de . Seguimos entao com a extensao do procedimento empregado
por Nemirovsky e Freed (NF), no qual computamos as fungoes de vértice 1PI de 2 e 4 pontos
até ordens de 3 e 2 loops, respectivamente. Na formulacao massiva da teoria, o comprimento
de correlacao £ é mantido finito e todas as integrais de Feynman foram expressas em termos
de uma parte singular (polos em €) mais outro termo de corregao dependente da variavel de
escala L/¢. A parte singular corresponde & mesma obtida para um sistema infinito. Esse fato
foi consistentemente confirmado ao observarmos que o termo de correcao tende a zero no limite
L/§ — 00. O outro extremo do limite assintético (L/§ — 0) também foi analisado e pudemos
checar o mesmo tipo de crossover dimensional relatado por NF em consequéncia da correcao
de tamanho finito ser proporcional a (L/€)™! em PBC e a In(L/¢) em ABC. No entanto, o
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limite £ — oo é inconsistente com a teoria massiva devido as divergéncias no infravermelho e
as nossas analises restringiram-se apenas a L — 0.

A fim de acessar a regiao L/{ — 0 com L finito, recorremos a formula¢do nao-massiva
da teoria na qual ja temos £ = oco. Novamente, as integrais de Feynman possuem uma parte
singular mais um termo de correcao dependente de L. Para L finito, mostramos que esse termo
é regular e nenhum crossover dimensional acontece, em contraste com as previsoes da conjectura
de escalamento em tamanho finito quando L/§ — 0. Porém, no limite L — 0, obtemos um
comportamento similar ao do caso massivo, com o termo de correcao variando respectivamente
como L=t elnL em PBC e ABC. Portanto, concluimos que o crossover dimensional decorre
apenas de valores pequenos para L. Uma comparacao entre PBC e ABC mostra que tais
valores sao ainda menores em ABC', sendo da mesma ordem de grandeza do parametro de rede
do sistema. Mantendo L finito, obtemos os mesmos expoentes criticos de sistemas infinitos.

O segundo tipo de sistema de nosso interesse corresponde aqueles com interagoes competi-
tivas exibindo um ponto critico de Lifshitz (PL). Com a finalidade de calcular os expoentes
criticos referentes a transicao de fase em PL, consideramos novamente uma teoria de campos
escalares com interacao ®* seguida de uma nova extensao do método de NF. Diferentemente de
sistemas sem competicao, as derivadas segundas do parametro de ordem ao longo do subespaco
competitivo passam a ser necessarias para uma descrigao satisfatéria do problema na regiao
critica de Lifshitz. Ja no subespaco nao-competitivo, continuamos com os mesmos termos rele-
vantes ao estudo de sistemas sem competicao. Devido a essa anisotropia espacial, as funcoes de
vértice escalam de forma distinta em cada subespaco, resultando em diferentes comprimentos
de correlagao &9 € €r4.

Existem duas maneiras de introduzirmos o tamanho finito no sistema. A mais simples
delas consiste em tornar finita uma das dimensoes ao longo do subespaco nao-competitivo.
Regularizamos as integrais de Feynman até ordens de 3 loops com auxilio da aproximacao
ortogonal e as expressamos em termos de uma parte singular (com polos em €;) mais outra
regular, correspondendo aos termos de corre¢ao de tamanho finito. Os resultados decorrentes
dessa andlise sao inteiramente equivalentes aos de sistemas sem competicao tanto no que se
refere a obtencao dos expoentes criticos quanto ao crossover dimensional. Desde que evitemos
valores pequenos de L, podemos calcular os expoentes criticos em termos de expansoes em €.

A outra maneira de analisarmos o tamanho finito em sistemas com competicao consistiu em
compactar uma das dimensoes ao longo do subespaco competitivo. A fim de simplificar o nosso
estudo, consideramos apenas o caso uniaxial. Nesse caso, as regras de Feynman foram modi-
ficadas para incluir a integracao de quase-momentos quarticos ao longo do eixo competitivo.
Com essa finalidade, buscamos um novo procedimento para representar de forma conveniente
os somatoérios nos quase-momentos. Como resultado, chegamos a representacoes dadas em ter-
mos de integrais de Mellin-Barnes, usualmente empregadas na andlise de fungoes especiais. De
posse dessas representagoes, fomos capazes de regularizar as integrais de Feynman de forma
exata até ordem 2 loops e expressa-las novamente em termos de uma parte singular mais o
termo de corregao. Estudamos o termo de correcao tanto na formulagao massiva quanto na
nao-massiva e pudemos concluir que o crossover dimensional ¢ novamente regido apenas por
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valores pequenos para L. Evitada essa regido, calculamos os expoentes 7y € V7o até ordem €.

Todos os demais expoentes foram calculados através das leis de escala no subespaco nao-
competitivo. Tais expoentes sao escritos em termos de integrais paramétricas cujos valores
numéricos podem ser calculados com a precisao desejada. Computamos entao essas integrais
com uma precisao de dez algarismos significativos e comparamos os nossos expoentes com 0s
resultados apresentados pela aproximacao ortogonal e por Diehl e Shpot [77, 78], além das
estimativas fornecidas por simulacoes de Monte Carlo. Os resultados dessa comparacao foram
sumarizados nas tabelas 5.1 e 5.2.

Verificamos que o cdlculo de 77, em ordem €3 torna-se extremamente complicado. Isso
mostra que mesmo para o caso uniaxial, essa técnica nao é simples o suficiente para permitir
uma solucao geral em teoria de perturbacao acima de 2 loops. Além disso, os expoentes ao
longo dos eixos de competicao nao tém uma interpretacao clara. No entanto, podemos inferir
os seus valores ao extrapolarmos a analogia com sistemas sem competicao, tomando o limite
L — oo.

O nosso objetivo neste trabalho foi investigar como o confinamento de um campo escalar
entre duas superficies planas e paralelas pode alterar os valores dos expoentes criticos. Para
isso, precisamos considerar apenas as condicoes de contorno periddicas e antiperiddicas. Outras
restrigoes espaciais mais complexas, nas quais a invariancia translacional é quebrada, sao dadas
pelas condigoes de contorno de Neumann (NBC') e Dirichlet (DBC'). Também podemos ter
condigoOes mistas, nas quais aplicamos N BC em uma superficie e D BC na outra. Tais condi¢oes
de contorno s@o mais condizentes com a realidade fisica de filmes finos (por exemplo), pois
refletem um acoplamento diferente entre os spins das superficies em relagao a interacao spin-
spin no interior do sistema. Consequentemente, as superficies terao uma temperatura critica
e uma resposta a um campo magnético externo diferentes do restante do sistema. Novos
expoentes criticos seriam entao introduzidos para descrever o comportamento da magnetizacao,
susceptibilidade, calor especifico, etc em cada superficie [70].

A fim de tratar todas essas peculiaridades, uma teoria de campo escalar aplicada na des-
cricao fenomenolodgica desse tipo de sistema deve conter um parametro superficial ¢y que acople
com o campo ®? nas superficies. Novas divergéncias no ultravioleta surgirao com a quebra
da invariancia translacional e a renormalizacao de ¢y absorverd parte dessas divergéncias. As
demais divergéncias serao removidas por uma nova constante de renormalizacao multiplicativa
aplicada nas funcoes de vértice quando calculadas nas superficies. Desse modo, a teoria apre-
sentara um novo tipo de escalamento, resultando em expoentes criticos e leis de escala diferentes
nas superficies [94-98]. A extensao de método de NF usando NBC e DBC até ordem de 2
loops e com o tipo de geometria considerada neste trabalho ainda resta para ser realizada. Tais
analises ficarao portanto para futuros desenvolvimentos.

Podemos considerar também possiveis aplicacoes de NBC' e DBC' em sistemas competiti-
vos exibindo pontos criticos de Lifshitz. Como uma forma de visualizarmos mais facilmente
como isso pode ser realizado, consideremos um sistema uniaxial em um espaco tridimensional.
Na configuracao mais simples, na qual a dimensao compacta estd ao longo do subespaco nao-
competitivo, uma das dimensdes das superficies delimitadores estende-se ao longo do eixo de
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competicao enquanto a outra segue paralelamente ao subespago sem competicao. Portanto,
entre os spins dessas superficies, teremos os acoplamento ferro e antiferromagnético compe-
tindo entre si ao longo do eixo competitivo e apenas interacoes ferromagnéticas ao longo do
subespaco sem competicao. O parametro superficial ¢y refletird essa anisotropia através da
sua dependéncia do subespaco sob consideracao, resultando também em expoentes superfici-
ais distintos para cada subespaco. Por outro lado, quando o tamanho finito esta ao longo do
eixo competitivo, ambas as superficies estao ao longo do subespago sem competicao e teremos
apenas um parametro cq isotropico.

Ao mencionarmos interagoes competitivas até o presente momento, nos referimos apenas a
acoplamentos antiferromagnéticos J, < 0 entre spins com seus segundos vizinhos intercalados
por acoplamentos ferromagnéticos J; > 0 entre spins mais proximos, compondo o modelo
ANNNI. Podemos generalizar esse modelo ao incluir outra interagao ferromagnética J; > 0
entre terceiros vizinhos ao longo da mesma dire¢ao. Uma determinada combinacao de valores
para as razoes —Jo/J; e J3/J; origina uma regiao critica de Lifshitz no diagrama de fases dentro
da qual temos um ponto multicritico conhecido agora como ponto de Lifshitz de terceiro carater
[99]. Se os acoplamentos Jy e J3 sdo estendidos a subespagos com respectivamente ms e ms
dimensoes de um sistema d-dimensional (d > mq + ms3), teremos um sistema mg-axial com um
ponto de Lifshits de terceiro carater genérico e uma nova classe de universalidade caracterizada
pelo conjunto de parametros (N, d, ms, m3).

Esse procedimento pode ser estendido gradativamente para incluir um nimero L de acopla-
mentos Ji, Jo, ..., Jp cujos sinais sdo alternados (J; > 0,J; < 2,J3 > 0,...), de modo que as
interagoes ferro e antiferromagnéticas sejam intercaladas entre si [100-102]. A construgao mais
geral que podemos ter consiste em estender cada uma dessas interacoes J; para um subespaco
m;-dimensional, onde Zle m; = d. O sistema passard a ser portanto chamado de m-axial e
com um ponto de Lifshitz de L-ésimo carater genérico, cuja classe de universalidade é dada por
(N,d,mi,ma,...,mr). Uma descri¢ao fenomenoldgica em termos de campos escalares também
pode ser aplicada a esses tipos de sistemas. Nesse caso, a regiao critica de Lifshitz é tal que para
um dado subespaco com m; dimensoes, o termo dinamico nao-nulo mais relevante na densidade
lagrangiana corresponde a (Vﬁniq))Q, resultando no propagador livre da teoria dado por:

I -1
Glki ko, .. k) = [ D kY + &+ 42

=2

Observamos que as dimensoes canonicas dos momentos de ordens mais elevadas foram redefi-
nidas de modo que a expressao acima seja dimensionalmente consistente, conforme ilustramos
no capitulo 4 para o caso particular L = 2.

O tratamento de sistemas mp-axiais com tamanho finito pode ser vista como uma con-
sequéncia natural das nossas andlises para sistemas mais simples, a ser realizada posteriormente
com o auxilio das formulagdes de Leite e Carvalho [90, 103, 104]. O primeiro caso a ser consi-
derado é analogo ao realizado no capitulo 4 e segue sem grandes dificuldades. Comecando com
uma das dimensoes finitas ao longo do subespaco sem competicao m-dimensional e aplicando
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PBC e ABC, teremos o componente z do vetor k; discreto (quase-momento). As integrais de
Feynman envolvidas com o propagador anterior sao regularizadas com o auxilio da aproximacao
ortogonal e o somatdério nos quase-momentos restante desse procedimento pode ser identificado
com a fungao térmica generalizada (3.34). Os expoentes criticos sao entao calculados em termos
de expansdes em poténcias de um novo parametro dimensional e, = 4+ S2% [(i — 1) /i]m; — d.

Prosseguindo para um grau a mais de dificuldade, podemos fazer compacta uma das di-
mensoes do segundo subespaco (i = 2), no qual ja existem intera¢oes competitivas. Nesse caso,
é o componente z do vetor ky que passa a ser discreto. Utilizando novamente a aproximacao
ortogonal, podemos resolver as integrais em todos os momentos continuos para cada loop nos
diagramas de Feynman e chegaremos a um somatério nos quase-momentos correspondente ao
mesmo tipo de somatério (5.21) estudado no capitulo 5. Pelo menos para o caso particular
em que msy = 1, podemos calcular os expoentes n; e v; perturbativamente em termos de €j,
com excecao de 1y e vy, cujos métodos para a obtencao dos resultados em L = 2 ainda restam
para serem apresentados. Condicoes de contorno em subespacos com indice ¢ > 2 conduzem
a somatorios bem mais complexos, cujas representacoes nao dispomos no momento. Um dos
nossos objetivos para trabalhos futuros consiste em também desenvolver novas representagoes
para esses tipos de somatorios.



Apeéendice A

Regularizacao Dimensional das
Integrais de Feynman na Teoria
Massiva

A regularizagao dimensional da contribuicao de 1 loop para a funcao de vértice de 4 pontos ja
foi realizada em detalhes na secao 3.4 e aqui vamos fazer o mesmo para as integrais de ordem 2 e
3 loops. Comegaremos pela integral (3.52), na qual podemos identificar IéT) (1 +K, L +5"5 1, 0)
no integrando. Ou seja:

L (g+ K 1+ 4 1,0)
[ k ,]{Zl ! , = /dd 1 y My .
( B EL I E0) =0 Z P +o2(l—j5+71)2+ p?lg> + o2(1+ 7)% + 12

(A1)

l=—

Tomando os momentos e quase-momentos externos iguais a zero, obtemos:

](7’)(0 [0 Z/ 44 1 [( )(qvlaﬂ'7 ) ‘ (AQ)

NZ+ 2+ )7+ P

l=—0

A vantagem de termos identificado a integral (3.31) no integrando acima deve-se ao fato de ja
termos a regularizagao dela em (3.41). Portanto, podemos escrever:

1 > 1
](7') —2e 1_ E / d /dd—l
(O3 p,0) = Sa [ 2> . xrl;x q[q2+r2(l+7)2—|—1]2x

1 1)
>< € _Fe 9 A.3
EEr e FE R A R
onde definimos de forma generalizada:
l;r)
FO / 41 2 (g, Ad
sl Z q+r2l+7) +1)8° (A4)

l=—0c0
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com F{” definido em (3.42).

As singularidades (polos em ¢€) da integral (A.3) originam-se do primeiro termo, enquanto
que o segundo produz apenas temos regulares ( de ordem €°), podendo portanto ser desprezado
na nossa analise. A fim de mostrarmos a regularidade desse termo, consideremos inicialmente
a definigdo (3.42), juntamente com (3.38):

rly/z(1—2)(¢® +r2j2) + 1
x K¢ (27rm7”1\/:c(1 —x)(q® +1r%5?) + 1) . (A5)

1 o0
=i L4 oot 0
2 0

m=1

Podemos simplificar o resultado acima se tomarmos 7 = 0. Para x variando de 0 a 1, a funcao
de Bessel e o termo com a raiz quadrada terao todos valores reais positivos. J4 a funcao cosseno
varia de —1 a 1. Logo, podemos estabelecer a desigualdade

FO (g, 5ir) < F (g, = 0;r). (A.6)

Além disso, o integrando é simétrico em torno de x = % e portanto chegamos ao resultado:

£
2

9] 1
2 ™m
FOq,5=0r) =8y cos(2mmr / dx
(g, = 0;7) mzl (2mmr) | AT o

x K¢ (27Tmr*1\/x(1 —x)¢® + 1> . (A)

No limite ¢ — oo, escolhemos um parametro real A < 1 tal que ainda tenhamos A\¢®> — co. A
ideia ¢ dividir os limites de integragao em duas partes: na primeira consideramos os argumentos
das funcgoes até ordem x e, desde que r seja finito, podemos usar a expansao assintética da funcao
de Bessel na segunda parte:

0o A 3
lim F{7(q,j=0:7) =8 <Y  cos(2mmr / de | — T )«
lim F¥ (g, j ) mz:l ( ) i o
1
3
x K (27rmr’1\/xq2 - 1) +/ dx ( o )

A riy/r(l—2)? +1

£
2

drmr=t/z(1 — x)g® + 1

X\/ il exp (—27rmr_l\/a:(1 —z)q® + 1) . (A8)

O segundo termo pode ser desprezado no limite considerado, pois ele decai muito mais rapida-
mente que o primeiro termo. Realizando a mudanca de varidvel y = 1 + 2¢?, simplificamos o



126 Apéndice A

resultado acima para:

_8rTE e [ .
lim F ( = L ZCOS 2mmT)( )2/ dyy_ZKé(Zwmr_ly). (A.9)
1

Usando a identidade [68]

/100 drax™2(x — 1)" 'K, (av/z) = T(p)2"a " K,_,(a), (A.10)

chegamos ao seguinte resultado:

8r 1—
lim F{7(q,j = 0;7) =

q— o0 q

Zcos 2mmT)(mm)? lKe 1(2mmr ), (A.11)

m=1

que é notoriamente regular em ¢ = 0. De uma forma mais geral, podemos usar a desigualdade
(A.6) para estabelecer:

Y 8r
qli—>I£10 Fé )(q,j;r) m Zcos 2rmr)(mm) K _y(2mmr ) (A.12)

Convém observar que no limite r—! — 0, nao had como garantir que o primeiro membro da
desigualdade acima é finito. Desse modo, para r finito, vemos que a integral na definigdo (A.4)
nao possui divergéncias no limite ultravioleta quando o = 0 e § = 2, podendo de fato ser

desprezado em (A.3). Logo, escrevemos:
7) —2e 1 € ! _£
L7 (05 u,0) = = Sy— (1 - 5) dx[z(l —x)] 72X
€ 0

o d—1
3 / 97 - (A13)

=m0 [g? (I ) A 12 [q2 + 272 4 s

Introduzindo mais uma parametrizagao de Feynman através da identidade (2.79), reescrevemos
o resultado anterior como:

T _ 1 exI'(2+5) [ <[ $—
LE )(0;M70> = U 2€Sdg <1——> M/ dz[z(1 —z)]” 2/ dyy(l —y)2 X
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xXr Z/ ddilq 2+5° (A.14>
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A integracao no momento ¢ ¢é realizada com auxilio de (2.81), resultando em:

2 L(1+35)T () [ [ -
L0 . 0) = %804~ (1——)sd1 e /de[xa—a:)] / dyy(1—y)5'x

X r Z {r2(1+y7)2+y(1—y)7‘272+y+ﬁ} 2 - (A15)

[=—00

Usaremos a representacao (3.36) da fungao térmica generalizada para colocar o somatério em [
em um formato adequado para a regularizacao dimensional. Em seguida, usaremos a identidade
(3.40) e a definicdo d = 4 — € de modo que possamos escrever:

170 ,0) = 253 (1 - 5) Fg(i—;)) / dofe(1 - )] / Ly y(1 - p)i

2, -2 (L—y)r>\""
X [F(e) (y(l — y)T +7r Y+ m)

+fg+€ (yr, \/y(l — )72+ 2y + %)

Note que o integrando possui um polo em y = 1 quando € = 0 devido ao termo (1 — y)2~ "
No entanto, o termo entre colchetes é regular em y = 1. Uma expansao de Taylor desse termo
em torno de y = 1 mostra que, a fim de obtermos os polos €2 e e !, precisamos apenas do
primeiro termo dessa expansao. Logo, apos realizarmos a expansao em € e omitirmos os termos

de ordem €°, chegamos finalmente ao resultado:

(A.16)

r 9 58
170 p,0) = p? 22|:1——+6f1(7'7’ 1)] (A.17)
Passaremos agora a regularizacao dimensional da contribuicao de ordem 2 loops da fungao
de vértice de 2 pontos: a integral dada em (3.54). Novamente, podemos identificar a insercao

de IQ(T) no integrando de modo que podemos escrever:

- +k U+ jip,m)
D{" 1,12 ks Al
i) = 3 [atg HQ(HT) = (A18)

l=—0c0

Substituindo o resultado (3.41), a expressao acima torna-se:

DS (k, i) = 226 [1_—/dx7“2/q+r2l+7_

1 (o €Y FO (k. ior
x{m(l_x)[(qM)QMQ(ZH)Q]H};+Sd2r(2 5) Fil Gk, )}, (A.19)
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onde usamos a definigdo (A.4). Depois de inserir mais um parametro de Feynman, resolver a
integral no momento ¢ e utilizar a identidade (3.40), semelhantemente ao que fizemos com a

7)

integral [ i , obtemos o seguinte resultado para a expressao anterior:

D (k. ji ) = 2%&{(1_2)F@;Ql;r§+f)4(muu_m”EX

< [asa—pi Y { Y — )P +y(1 - >[k2+r<j—7>]+y+ﬁr_e

l=—0c0

1 € (1) .
+§r(2—§)péghjﬂq}.(Azm
Nosso interesse é na derivada de DéT)(k, J; i, r) com relagao ao médulo quadrado do momento
externo k. Na condigao de renormalizagao (3.24b), tomamos o indice de quase-momento j = 0
e derivamos apenas com relacao a k?, tomando em seguida k = 0. Lembrando que o momento
estd escalado com a massa u (ou seja, ﬁ — k), realizamos a derivagao da seguinte forma:

DY (k,j = 0; )

, 0
D7 (1) =

1
11—y 172°° 1 € ,
1 — y)r’r? —7 —r(2--)F A.21
XTZ[ (L+y7)> +y(l —y)r’r +y+x<1_x)} 5 ( 2) c(r) o (A21)

l=—00

onde usamos a propriedade I'(x 4+ 1) = zI'(x) e definimos:

T a T
F) = gl (kg = 0ir)

(A.22)

k=0

Empregando novamente a representacao (3.36) para a funcao térmica generalizada no somatdério
em [ de (A.21) e expandindo o argumento das fungdes I em € com a omissao dos termos de
ordem €', chegamos a:

D37 (p,r) = —p QE:SZ {(1 —¢) /01 dele(1 —x))~% /01 dyy(1 —y)5x
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Esse ultimo resultado pode ser simplificado ainda mais ao notarmos que o termo dependente de

r pode ser calculado em e = 0. De fato, podemos, através da mesma argumentacao empregada

para eliminarmos F! B 2( ) de (A.3), mostrar a regularidade de Fi (r) em ¢ = 0 quando r
2

for finito. Além dlSSO a integral da fungao f1 +o(yr,...) também possui o mesmo tipo de
comportamento. Portanto, definindo as seguintes integrais paramétricas:

1 1 1—y 1
M) = — — )22 — J | _Z
T) 2/0 dx/o dyyln [y(l YTy + x(l—x)} 5 (A.24a)

(r) = 2/0 d:c/o dyyf% (yT, \/y(l — )2+ 12y + %) , (A.24D)

obtemos o resultado final:

DI () = — 2 2d {1 ¢ —i—eW(T)(T)] , (A.25)

onde definimos W™ (r) = GO (r) + HO () — 4F7 (r).

Para finalizar a regularizacao dimensional das integrais de Feynman na teoria massiva,
consideremos a contribuicao de ordem 3 loops para a funcao vértice de dois pontos dada em
(3.55). Em termos da integral ]2 ), podemos escreve-la como:

I 2
4,731, T)
D k = u* § ddl [ . A.26
(UNES i / PH+r2(l—j+7)2+1 ( )

l=—0

Pelos mesmos motivos envolvidos no célculo de (A.21), j4 podemos tomar 7 = 0 e deixar k
livre. Substituindo (3.41) na integral acima e mantendo apenas as duas primeiras ordens na
expansao em €, obtemos:

S2 d"'q
D k — 2—3e~d 1_ /
( j 0”7) % { 6 Z q_ +T2j+7) _|_]_

g [/0 [z(1 —x)(qjj— r2[2) +1]§] +€SdFe Dk, j = 0:7) + O(e )}. (A.27)

Nao é uma tarefa dificil mostrar que:

Uol [z(1 _x)(qui 22) ¢ 1];}2 = (142¢) /01 7 JHQZELT F—— + 0(é%). (A.28)
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Portanto, podemos escrever:

353 ' - d'q
—3¢°d 1
2 ( +€)\/0 dxrlzzoo/(q_k)2+r2(l+7)2+1

1 . )
+eSaFLT (K, j = 0;7) + O(€)
[C] + 2% + l—m)}
Novamente, introduzimos mais uma parametrizacao de Feynman e resolvemos a integral em gq,
seguido da identidade (3.40), produzindo o resultado:

3 _ e _1
2365{ (2 )F( T3 6 1+€/daj/ dy(1 —y)

D (kyj = 0;p,7) = p = 2\/—“)

DY (k,j = 0; 1) = 4
(A.29)

X
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Calculando a derivada com relacao a k%, obtemos:

T a T .
DY () = MzakQIé 'k, j = 0; p, )
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X Z { (I +yr)* +y(1 —y)r’s? +y+(1;_yx)}_2 ’ +6F§7)(7")}- (A.31)

l=—
Realizando agora o somatorio em [ através da representacao da funcao térmica generalizada, a

expressao acima torna-se:

DO, r) = M—%fj{ 2(62{)5 1+4¢€) / da;/ dyy(1 —y)°
X {F <%) {y(l — )Ty o+ —r;zil—_xg)l +

+fiis. (yT, \/y(l — )T 42y + %) } + Fé(fl) (r)}. (A.32)

Finalmente, realizamos a expansao em ¢ e identificamos os termos resultantes com as fungoes
(A.24Db). Dessa forma, chegamos a:

T _ 653 € 3 -
DI () = =754 [ 1=+ Jaw )

—5€

N|wW

paramétricas (A.24a) e

(A.33)
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Todas essas integrais e defini¢oes serao usadas nas segoes 3.4 e 3.5 para o calculo dos expoentes
criticos na formulagao massiva.



Apeéendice B

Regularizacao Dimensional das
Integrais de Feynman na Teoria
Nao-Massiva

Seguiremos passos semelhantes aos realizados no apéndice A para regularizarmos as integrais
de Feynman com o parametro de massa p igual a zero e com os momentos externos no ponto
simétrico. Comecaremos pela integral (3.84) que, tal como a correspondente massiva, pode

7 . T
também ser escrita em termos de IQ( )

. g+ K, 1+ j;0)

’ d— 1 )

kK = "ZZEO/d 7o+ oAl o Y
Integrais de Feynman nao-massivas possuem divergéncia no regime infravermelho (k — 0 e
j — 0). No entanto, podemos tomar j = 0 e colocar apenas os momentos continuos no ponto
simétrico sem que haja quaisquer divergéncias no infravermelho. Fazendo isso, simplificaremos
bastante os resultados da regularizacao dimensional. Portanto, tomando inicialmente j = j' =
0, introduzindo uma parametriza¢ao de Feynman e substituindo o resultado (3.72) na integral
acima, podemos reescreve-la como:

1
]iT)(k,jZO,k’J/:O;U) = %{(1—1—%)0/ dxx
0

- d=tq Sd ()
DGOk Kio) L (B2
Xl:z_:oo/ [¢2 — 22k - g + 2k + o2(1 + 7)22[(q + k') + 02122 ( ?) (B:2)

onde definimos:

(1) /
(7) /. d—1 F (q+k7la0)
Gl (k. K Sd Z /d [(q— k)2 +o2(l+7)[¢®+o2(l+ 7)) (B.3)

132
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Divergéncias no regime ultravioleta da integral acima podem ser estudadas considerando o
limite ¢ — oo do integrando. Analisaremos entao como a funcao F(J(,T)(q + k', l;0) se comporta
nesse limite quando a = § = 0. A partir de eq. (3.75), podemos ver que uma desigualdade
andloga a (A.6) é satisfeita:

Fo(q,j;0) < Fy(q,j = 0;0), (B.4)

para j # 0. Portanto, se quisermos um majorante para o integrando de (B.3), precisamos
considerar apenas a situacao na qual j = 0:

=

Fg)(]ﬁ]' =0;0) =8k 2072 Zcos(?mn)(wn)% /2 dzfz(l — z)] T x
n=1 0

x K¢ (27mk0_1 x(1— 93)) , (B.5)

onde usamos a propriedade do integrando ser simétrico em torno de x = % Definindo uma nova
varidvel de integracao através de (1 — ) = ¥ e reescrevendo v = § e b = 2rnko ™!, reduzimos
a integral em x da seguinte maneira:

/é defz(l — )] 2 K, <b\/:v(1 — :I:)) =2 /1 dyy' (1 —y?) 2K, (%V) , (B.6)

0 0

A segunda integral acima j4 foi previamente estudada [68] e de uma forma generalizada, temos:

4
+ 72t eosec ()T (p + 1)1,y (c), (B.7)

1 2
/ dyy' (1 — ) (ey) = 272 (u+ 1) T(—v)1 B (1;u+ L+ 2 "—)
0

para Reu > —1 e Rev < 1. | F;, corresponde a funcao hipergeométrica gaussiana enquanto que
1,41 ¢ afuncao de Bessel modificada do primeiro tipo. Tomando p = —%, podemos reescrever
a fungao hipergeométrica em termos da funcao de Struve [68]:

3 b2 2v —y—1 b
1F5 <17I/+1,§,1—6> =2 ﬁf(l—l—v)b 2LV7% (5) . (B8>
A partir da identidade I'(1 4+ v)['(—v) = —mcosec(nv) e do resultado anterior, obtemos:

/01 dofo(l = @) K, (b/a(1 = 2)) = 2w b dcosec(rv) [Ii‘" @ ~hey (gﬂ B9

A funcao cosec(mr) possui um polo em v. Portanto, para calcularmos essa integral em v =

5 = 0, realizaremos expansoes em v nas fungoes de Bessel e Struve acima. Comecemos pela

primeira delas, na qual consideramos a seguinte representagao integral [68]:

I, (2) = %/{) (1 —*)7" cosh(zt)dt. (B.10)
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Usando as expansoes a” = 1 +vIna+ O(?), ['(1 —v) = 1 — (1) + O(v?) e desprezando os
termos de ordem »?, depois de algumas manipulacoes, chegamos a:

L (2)= 2 <E>§ [1 + (1) —vin (g)] F sinh z — Vl In 2 sinh 2+

2 z z

1 (!sinh !
ot / sinh(=0) ), / cosh(=t) In(1 — £)dt| . (B.11)
0 0

z 14+t
A dltima integral acima pode ser colocada em uma formato mais apropriado. Consideremos
primeiramente o objeto f,(\) = fol Inte***dt. Derivando com relacao a A e integrando por
partes, obtemos
d 1
—f.(\) = —z2f.(\) + = (1 — ).
L) = =) + 11— )
Resolvendo a equacao diferencial, encontramos Af,(\) = % fo)‘(l — etz)%, de modo que podemos
escrever: . .
1 inh[z(1 — t)] — sinh
/ cosh(zt) In(1 — t)dt = —/ sinhlz( t)] S gt (B.12)
0 < Jo

Substituindo esse resultado na funcao de Bessel modificada e continuando com a expansao em
v, Vemos que:

9 ‘ ' ! sinh(zt)
]%_V(z) = {smhz+usmhz(w(1) —1nz)+l//0 111 dt—
Usinh[z(1 — ¢)] — sinh
_,,/ sinhlz( ?] Z | . (B.13)
0

Seguiremos um procedimento semelhante para a funcao de Struve, cuja representagao inte-
gral é dada por [68]:
Lo(z) = % /2 sinh[z cos ¢](sin ¢)**do, (B.14)
VAl (3 +a) Jo
com Rea > —%. Realizando a mudanca de variavel cos¢ = t e pondo a = v — %, podemos
reescrever a integral acima como:
1.,
2(3)

Ll,_%(z) = ;T(V)/O (1 — t*)""! sinh(zt)dt. (B.15)

Um procedimento similar ao executado para a representacao da funcao de Bessel modificada
(B.10) conduz a:

L,_1(2) = 2\/gu[1 +v(lnz—1n2 (1)) [sinhz /01(1 — %)Yt +

! sinh(zt) — sinh
+/ = (21) t;m “(1—)vdt| . (B.16)
i =
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A primeira integral acima pode ser resolvida através da mudanca de varidvel t> = ¢/, de onde
identificamos a representagao para a fungao beta de Euler [68]. Expandindo em v e mantendo
apenas os termos até ordem ¥, obtemos:

/01(1 2yl = % {1 +v (¢(1) — 1) (%))} ' (B.17)

O primeiro termo da expansao em v da segunda integral em (B.16) é ordem 1 e j4 podemos
tomar v = 0. Depois de algumas manipulagoes algébricas, podemos reescrever essa integral
como:

1 : 1 .
sinh(zt) — sinh 2 9 1 , / sinh(zt)
1 —t%)"dt = = | —In2sinh dt
/0 1 —¢2 ( ) 5 [ nZsinhz + . 14t +

+/01 sinh[z(1 — t)] — sinh zdt} (B1Y)

t

A substituicao desses dois tltimos resultados em (B.16) resulta na seguinte expansao em v para
a funcao de Struve:

Lu—%(Z) :2\/5 {Sinhz (1+V1nz—2yln2—u¢ (5)) —|—V/O Sl;l_ii)dm-

V/Ol sinh[z(1 — t)] — sinh Zdt}  (B.19)

t

Combinando os resultados (B.13) e (B.19) com a integral (B.9), além de usarmos v = < e

2
b = 2mnko~!, podemos mostrar que:

1
/0 dr[z(l — x)]_iKg <27mk:a_1 (1 — x)) =23 QWnﬂl;ilcosec <%> [cosh(mnko ™) x
ko1 _. ko1
ht ht—1
X / smt dt — sinh(mnko™1) (7 + In(mnko 1) +/ COSfdt>] , (B.20)
0 0
onde usamos as relagoes v = —(1) ey = —2In2—4 (%) para a constante de Euler-Mascheroni.

A primeira integral do lado direito do resultado acima é definida como a integral seno hiperbdlico
cujo simbolo é shi (mnko~1). J& o termo entre parénteses multiplicando sinh(rnko~!) é definido

como a integral cosseno hiperbdlico, sendo representada por chi (mnko~!). Usando a expansio

e . 2 TE 2 X : 4 fonn s
cosec (?) = e -+ 12 —+ O(G ), Vemmos que a expressao aclina e regular no limite ¢ — 0. Portanto,

podemos tomar € = 0 na fung¢ao de corregao (B.5) e escrever:

o 4o o cos(2 . -
FO( )(k,j =0;0) = 7 M[COSh(ﬂ'nkJ_l)Shl(ﬂnkJ -

7k !

— sinh(mkno!)chi(mnko™)]. (B.21)
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Para analisar o limite k& — oo, vamos reescrever o termo entre colchetes acima (definindo
z = nko~1) em um formato apropriado:

z —Zz

cosh zshi z — sinh zchiz = E5(shi z —chiz) + 62 (shiz + chi z). (B.22)

~ ~ . 00 et .
Se usarmos a representacao da fungdo gama incompleta I'(0, z) = f £—dt, podemos reduzir a
B ; z t
expressao anterior para:

z —Zz

cosh zshi z — sinh z chiz = %F(O, z) — 62

(0, —2). (B.23)

O primeiro termo da expansao assintética de I'(0, z) é dado por lim I'(0, z) ~ g Desse modo,

Z—00
obtemos: .
lim (cosh 2z shiz — sinh zchiz) ~ —, (B.24)
Z—$00 z

que corresponde ao limite k& — oco. Portanto, concluimos que:

16 = cos(2mnT)

; (i =0 ) a
kll—glo FO (kvj - 07 0-) ~ L2k2 ot n2 (B25>
A desigualdade (B.4) pode ser usada agora para mostrarmos o seguinte resultado:
: ()7 . 16 = cos(27mnT)
dm Fo (k. J:0) < T g ; n? (B.26)

Este comportamento garante que a integral (B.3) é regular sem qualquer polo em € e portanto
pode ser omitida na expansao em € da integral I, em (B.2).

Avangando para o préximo passo no célculo de (B.2), empregaremos outra parametrizac¢ao
de Feynman dada por (2.79) e reescreveremos a integral como:

7) Y A éﬁ € El&%;t_iz(/fl u/m1 —z)2! 3
I (kK j=74"=0;0) = € <1+2> F(%) 0 o 0 dez(1=7) UI—X—:OOX

dd—lq

X / o= (B.27)
{P+2[(1 = 2)k — zak] - g+ zak? + (1 — 2)k? + 02(l + 72)%2 + 2(1 — 2)o?72} 72

A integral em ¢ é realizada com auxilio de (2.81) e depois de usarmos a identidade (3.40),
chegamos a:

2 _ € 1 1 1
s r-om= 049 TP [ [
2

X o i {o?(I+72)* + 2(1 — 2)o* 7 + w2k® + (1 — 2)k? — [(1 — 2)K — a:zk:]Q}_%_e. (B.28)

l=—o00
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Existe um polo em z = 1 no integrando quando ¢ = 0. Portanto, tal como fizemos no apéndice
A, podemos tomar z = 1 no termo entre chaves e desse modo estaremos considerando apenas
as ordens €2 e e ! da expansao. Identificando o somatério com a representacao da funcao
térmica generalizada em (3.36), realizando a expansdo em € e desprezando os termos de ordem

€°, obtemos:
1
]f)(k’,j =75 =0;0)=-5% [1 5~ e/ dz In[z(1 — 2)k*] + EFO(T)(]{?,O;O'):| : (B.29)
0

Como o nosso interesse é nas condigoes de renormalizagao com as fungoes de vértice calculadas
em no ponto simétrico (no qual temos £ = 1), o resultado acima torna-se:

T S S3 3
IPs(k*=1,j=j =0;0) = %2 [1+§6+EF()( )1, (B.30)

para F(T)( )=Fj(k=0,0;0).
Na sequéncia de regularizagao dimensional das integrais de Feynman, consideremos a inte-
gral dada em (3.54) com p = 0. Em termos de 12 , €screvemos:

l;0)
D (k, ji o) = /dd ! e 1 B.31
Jio) =0 Z +02(l—j—|—7) (B:31)

l=—00

Tomando jé j = 0 e substituindo o resultado (3.72) para a integral de 1 loop IZ(T), obtemos:

Déﬂ(k,j =0;0) = S {(1 - 5) /1 drfz(l — )] 72 x

€ 0

xo Z / G 2T (2= 5) Pk, 0:0) b (B.32)
k)2 + 0 (l—j+7)%(q* + 0%2) 2 g) P4\ O 0 A

l=—oc0

onde definimos o andlogo de (A.4) através de:

FU)(k, jio) = Z/ g Natkitiio) (B.33)

lq? +a2(l+r)]

l—foo

A aplicacao da parametrizacdo de Feynman e a realizacao subsequente da integral em ¢ com o
utilizacao da identidade (3.40) conduzem a:

Dk i — 0 0) = O NIT2-§)T (=549 [ [ -
Dé)(k:,j:(),a)——d{(l—i) 2T (2) /Odw[x(l—x)] 2/0 dy(1 —y)z7 " x

o Z Yk + ot )+02(z+y7>2]%*+§r (2— 5) P (k, 0; a)} (B.34)

2

l=—00
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A funcao acima deve ser derivada com relacao a k% e depois tomamos k? = 1. Em seguida,
usamos a representacao (3.36), resultando em:

Dyps(0) = —%‘3 {(1 -7) Pg—(—;) /01 dafe(1 — )] /1 dyy(1 — )% x

X |T(€) (y(1 = 9)(1+0%) "+ 0 2y yr o V(L= )1+ 027)]

R L

onde definimos:

0
Ok K2=1

A defini¢ao acima é bem comportada para a = 0 pelos mesmos motivos usados para mostrar
que (B.3) também é regular. Logo, podemos tomar ¢ = 0 no termo F%(T)(a) do resultado

FD (o) = == F7)(k,0;0) (B.36)

anterior. Além disso, se definirmos

1
() -
F0) = [ dyy £y (om0 VAT =)+ 077) (B.37)
0
e realizarmos a expansao em ¢, chegaremos ao seguinte resultado:
. S? 5
D(0) = 8—d {1 + e QEW(T)(U)] : (B.38)
€

onde definimos W (o) = L In(1 + o%72) — F(T)(O') + 257 (o).
Concluimos o apéndice apresentando rapidamente o célculo da integral (3.55) com a massa
1 igual a zero. Em termos de IéT), podemos escreveé-la como:

DOk, jio) = o Z /dd 1 [ :j;l(’la_)}ﬁﬂ (B.39)

l=—

Tomando novamente j = 0 e substituindo (3.72), obtemos:

ddflq
(1+€)o Z/ (g — k)2 + o2(l + 7)%](q? +02l2)

+eSdF§71 (k,0;0)|, (B.40)

52

onde realizamos uma expansao parcial em €. Agora, executando os mesmos passos que levaram
ao resultado (B.38), podemos mostrar que a derivada com relacio a k? no ponto k* = 1 da
funcao acima é dada por:

] L1+ 2¢—3WT(0)]. (B.41)
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Os resultados (B.30), (B.38) e (B.41) serao entao usados na se¢ao 3.6 para o calculo das fungoes
de vértice nas condigoes de renormalizacao.



Apéndice C

Regularizacao das Integrais de
Feynman: dimensao compacta
perpendicular aos eixos competitivos

Vamos tratar inicialmente da regularizagao dimensional das integrais de Feynman na teoria
nao-massiva. Consideremos portanto a integral (4.31) escrita convenientemente em termos da
integral (4.18):

ddmldmkl K'+k,P+q,j +1;
(K, K, P, P, j,j';0) Z/ (K" + k. P+,§' +150)

(K =k)?2P+(q—P)?+o*(l—j+7)}
1
% (k22 + @ +o2(l+71)*

(C.1)

Para resolver essa integral, substituimos o resultado (4.24) e notamos que o termo de corre¢ao
do tamanho finito serd de ordem €} e ja podemos omiti-lo, conforme realizamos no apéndice B.
Portanto, tomando os indices de quase-momentos j = j' = 0, obtemos:

LET)(K7 K/7P7 P,7070;0') = MO‘_%LI‘ (%) T (u) T <€L> / dm[ (1 _ x)]_%x
0

8 2 2
ddfmflqdmk
* "12 (E—K)P+(q- P2 +2(+ 1222 + 2+ 21 +7)7]

1
Uk KVt (gt PRt oty

(C.2)

Realizando parametrizacoes de Feynman duas vezes com a aplicagao da aproximagcao ortogonal,
as integrais em k (4.20) e em ¢ (2.81), juntamente com representacao (3.36) para o somatorio

140
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em [, chegamos ao resultado:

2 €L 2
IV(K,K', P,P',0,0;0) = g% {—Smgdmr (5)r (d_mﬂ ru=9),

1 1
< [ay [Caza1- 9% M) @ KPP
0 0

+U_6Lf%+q <Z7', o Q(y, 2 K', K, P, P’))} , (C.3)

onde definimos:

Q™ (y,z; K,K',P,P') = 2(1 — 2)7* + yzP* + (1 — 2)P? — [(1 — 2)P' — yzP)* + yz(K?)*+
+ (1= 2)(K?)? = [(1 —2)K”? — yzK?]*. (C.4)

Note que o integrando acima possui um polo em z = 1 quando €, = 0. Pelo mesmos motivos ja
explicitados no apéndice A, basta que tomemos z = 1 no termo entre colchetes para obtermos a
expansdo nas duas primeiras ordens ¢, e ;. Desse modo, vemos que (C.4) possui os mesmos
valores quando os momentos externos sao tomados nos pontos simétricos dos dois subespacos
(K?=1e P2=0o0u K? =0 e P? =1). Prosseguindo com a expansio nos argumentos das
fungoes I', podemos mostrar que:

T — 1 € . T
IAES)Pn =0 QGLF [1 + EL + 2[22]m€L + ELFO( )<1a Oa 0; 0)] ) (05)
L

2
redefini¢ao da constante de acoplamento. De agora em diante, esse procedimento ficara implicito
para as demais integrais.

A préxima integral de Feynman de nosso interesse é dada em (4.33). Reescrevendo essa
integral em termos de (4.18), obtemos:

2
com F(K, P, j;0) definido em (4.25). O fator %231 (2)T (452)]" removido devido a

(1) _ d—m—1__im ](T(k Q7la0)
DY(K, P, j: o) O—Z/d dk[(k R T (1 PR 1ol 17 (C.6)

l=—

Aplicando os mesmos procedimentos realizados na integral anterior, que incluem a substituicao
de (4.24), parametrizacao de Feynman e solugao das integrais em k e ¢, chegamos a:

DY(K, P,0; o) = 0* ¢ {S’"S%r (%) T (d_Tm)r {FF(@;_Z))FF (—% + eL) x

o0
€L

’ %/ v Z {l+ (= 9)7? +y(1 = y)r + y(1 — o 2[(K2)2 + P2}

r2-%) .o .
+2wF%71(K,P,O,U) s (C?)
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dada a definicao:

(r) N o P (K+kP—|—q,l—|—j o)
Fopll P30 = S () T Z TR e

(C.8)
Realizando a derivada com relagao a P? ou (K?)? nos pontos simétricos, seguidas pela utilizagao
da representagao (3.36) para o somatoério em [ e expansao em €, podemos condensar o resultado
com o indice n do subespaco da seguinte forma:

l—foo

- _ 1 € )
Dé(S)Pn( ) = —0 26]“@ |:1 -+ ZL —+ 2[Z2]m€L — €L 11’1(1 —+ O'2T2)—|—

+2e, M (0) — 46, )(SPn)} . (C.9)

onde usamos:

1
M (o) = 0‘2“/ dyyt (1= ) fyre (L= p)mo Vyly— DA +0777)),  (C.10a)
0
Dsp) = 0 ———F7(0, P,0;0) FO(SP,) = LFW(K 0,0;0) (C.10b)
O P2 poy 0,1 a(KQ)Q 0,1 y Uy Yy o .

A integral de 3 loops (4.34), quando escrita em termos de (4.18), assume a forma:

(7) ?
(1) d—m—1__gm [I (k q7l’0)}
DINK,P,j;0) =0 Z /d qd k[(k DN P ST r=cy (C.11)

l=—

Substituindo (4.27) na integral anterior e mantendo apenas os termos potencialmente de ordens
€,° e e;', podemos transformar (C.11) em:

DY Sm‘?%r (%)F(Z—%)r ! {(1+2[12]m6L)><

=
e
&
\_/
w
w
L}
.l
[—

€L

dm L gd™k
’ Uzoo/ [k + KPP+ (q+ PP+ 02+ )23 (22 + ¢ + 021+ 7)7]

+ eLSmid‘mr (i’f) r (2 - Z> F(K, P,ji a)}. (C.12)

Uma parametrizacao de Feynman seguida pelas solucoes das integrais em k e ¢ com j = 0
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conduz a seguinte expressao:

4 4 4 €2 | 2¢/7(er)
m\ €y, 1 3 ! 1
x[1+w<2——>—]F(——+—e>/dyyq X
1) 2 2 2") J,

A+ (1= )P +y(1—y)o (K2 + P2+ o7} eL {7 (K, P,0; U)}.

l=—

S S, m my]P 1 1
Déf)u(’ P.0;0) = 0?3 {m_d—mp <_) r <2 — _ﬂ _{—(1 + 2[ig)mer) X

(C.13)

Ap6s a realizacao das derivadas com relacio a P? ou (K?)? nos pontos de simetria, a utilizagao
da representacao do somatério em [ e uma expansao em €y, o resultado anterior torna-se:

. _ 1 , 3
Dif)(S)P (0)=—0""— |1+ Ly 3lig)mer, — ez In(1 + o7%)+
" GeZ 2 2
136, M7 (0) — GeLFgf;)(SPn)] . (C.14)
Usaremos os resultados (C.5), (C.9) e (C.14) na segao 4.4 para calcularmos os expoentes criticos
na formulacao massiva da teoria de campo.

Passaremos agora ao calculo das integrais de Feynman na teoria massiva. Reescrevendo a
integral (4.60) em termos de (4.54) e ji4 com os momentos externos nulos, obtemos:

I7(k,y q, 1 i, )
P+ +r2(l+71)2+1]2

L7(0; ptns ) = 1" Y /dc”’”qdmk[(k2 (C.15)

l=—00

Substituindo (4.57) na integral acima e realizando a mesma sequéncia de passos que levaram a
(C.3), obtemos o seguinte resultado:

Sy d— 2 1 1 .
L7 (0; g 1) = 20, > [—S Sinp (M) p (—27”)] /O dx/o dylw(1 — 2)] "% x

< y(1 =) D) B @ i) + i, (vm VE @yira) by (C16)

dado que:

C(L—y)
T . _ 1 — 2 -2 rn ( .
R (I7yﬂrn) y( y>7— +rn y+ .T(]_ —ZE)

Novamente, temos o polo y = 1 quando €, = 0. Tomando o termo entre colchetes com y =1 e
continuando com a expansao em €y, podemos mostrar que:

1 3 , .
5 1—§€L—|—2[Z2]m€L—|—ELf%(T,Tn1) : (C.18)

(C.17)

—2neg,

IAET)(()? Moy Tn) = My
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Partindo para o correspondente massivo da integral (4.33), podemos reescrevé-la em termos
de (4.54) como:

d—m—1, Jm
( ) n(2—e E : d qd k] <k7Q7l;Mnarn>

A substituigao de (4.57) na expressao acima acompanhada dos mesmos passos empregados na
obtengao de (C.7) conduz a:

2
D R mr =it [ (M) ()]

4 4
2(1—eg)
1 €
x{r4\/_ (_§+€L>/ dx/ dylz(1 — )] -t TLilx
- 2 S22 | 22 2] -2 v T
XZ{Z‘I' (L= +y(l —y)r, (K7 +r, P + 77+, {1_y+x(1—x)}} -

l=—00

1F(2

) F (K,P,j:O;rn)}. (C.20)

%
m EL
T

Analogamente a (C.8), definimos:

FUNK, P, jir,) =

Z/ddmldmk (K+kP+Q7l+j Tn)
[(k2)2 + @2 +r2(1 +7)2 4+ 1]8’

(C.21)

com F.” (k,q,j;rn) dado em (4.56). Depois de realizarmos as derivadas com relagao a P? ou
(K?)?, tomarmos os momentos externos iguais a zero, usarmos a representagao (3.36) seguida
pela expansao em €y, chegamos a:

T —2ne ]' 5 - T
D/( )(un,rn) = —,un2 LE [1 — —er + 2[ig)mer + €.GT(rn)+

ST

l—foo

i
FerH (r) = de BT ()], (C.22)

com G7(r,) e H™(ry,) definidos em (A.24), além de:
0 0
opP O0(K?)?
O correspondente massivo da integral de 3 loops pode ser lido de (4.34) e, em termos da
integral (4.54), escrevemos:

FyDN 1) = 2o Fo (0, P0s 1) e Fp((ry) = F{Y(K,0,0;7)

(C.23)

P=0 K=0

2
Jd—m— 1qdmk IQ(T)(k,q,l;,un,rn)]
(- PR+r2(l—jtr2+l

DS K. P, ji jinsra) = g0, Z / (C24)
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Substituindo a integral (4.55), com a realizacao de duas parametrizacoes de Feynman em
sequéncia e a resolucao das integrais em k e ¢, podemos reescrever a expressao anterior como:

DS (K, P, ji i, 1) = 250 [S’”S%F (%) T (2 - %)] 3 {% {1 + ;ew (2 - %)] X

x T (—% + ;EL) /01 ol:zc/o1 dy/o1 dz /01 dwlz(1 —2)y(1 —y)] T [2(1 — 2)] 771 — w)* ' x

v Ti_3EL Z {(l + w7)2 + w(l — w)r;Q[(KQP 4+ Py 7“72172] + 7“;210 + H—F

l=—o00

_3
2€L

N

. r=2(1 — w)(1 — 2) }

€LY '

Ap6s derivarmos com relacio a P? ou (K?)?, calcularmos o somatério e prosseguirmos com a
expansao em €y, obtemos o resultado:

T - 1 7 . 3
DI (i) = —p1y ™" — |1 = 2er + Blialmer + SerGT(r)+
Ge2 4 2

3 T)n
o enH(ra) = GerFo " (ra) | . (C.26)

Os resultados (C.18), (C.22) (C.26) serao usados na se¢ao 4.5 para o calculo dos expoentes
criticos na teoria massiva.



Apendice D
Analise da convergéncia das funcoes
20 50) ¢ 52)

vV vV vV

Uma condicao sera estabelecida entre as variaveis x e y para que as definicoes apresentadas
em (5.43) sejam convergentes. Escrevemos a primeira delas convenientemente na seguinte
forma:

2%—21/7.‘. e
(0) — E: 0
21/ ('Tay) - F(}l) nzouu,n(xvy)a (D1>
dada a definicao:
['(2v + 3n) 1 n 3n 3
0 = "Fl =4+ = — = 2n;1—y ). D.2
) = e (3+ 50+ 50 ey (D.2)

Vamos aplicar o critério de D’Alembert (teste da razao) para analisarmos a convergéncia de

(D.1). Ou seja, devemos ter
(0)
1. uu,nJrl(‘r? y)
(0)

n—00 uy,n(x,y)

como uma condi¢ao necessaria e suficiente a convergéncia da série.
Para investigar esse limite, vamos considerar a representacao integral para a funcao hiper-

geométrica gaussiana [105]:

<1, (D.3)

Flabel—z) = —L) ; /Ootbl(1+t)“c(1+tz)“dt, (D.4)

LB (c—0b
mediante as seguintes condi¢oes para garantir a convergéncia da integral acima:

Reb >0, Rec> Reb e |argz| < . (D.5)

Desse modo, podemos escrever:

ul) (z,y) =

A n(y), (D.6)
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onde definimos:
Lnly) = / E (1 )R (L) R (D.7)
0
O comportamento assintético em n — oo da defini¢ao anterior pode ser determinado através
do método do ponto de sela [106]. Reescrevemos entao a func¢ao (D.7) no formato:

L) = [ gy o0, (D3)
0
com as fungoes: 1
gy, ) =7 1+ )72 (1 yt) 7, (D.9)
1
fly,t) = —5[1n(1+yt)—|—31n(1+t) —3Int]. (D.9b)

No limite n — oo, teremos o primeiro termo da expansao assintética de (D.8) dado por [106]:

V2 nf(yto) gi

lim ., (y) ~ 190y, to)e (D.10)
n [o.¢] )
‘ 6t2f y? |t =to
onde ty corresponde ao ponto de sela obtido a partir de:
O (y,t)f =0 (D.11)
ol Y| T :
0
e a ¢ dado por:
T 1 0?
=573 EPACIL D.12
a =g - arg [&2 (y,1) . (D.12)

Resolvendo a equacao (D.11), obtemos os resultados tg = 14 /1 + 2 , bara y = 0. No entanto,

estamos interessados apenas em ty > 0, pois esse resultado esta dentro do caminho de integral
(no semi-eixo real positivo) da integral em (D.7). Portanto, teremos o ponto de sela:

3
to=1+4/1+°. (D.13)
y

3 B t2 B y2
gl W) = ~3p {1 (1+1)2 3(1+yt)2]

Substituindo tg no resultado acima, vemos que g—;f(y, t) < 0 paray > 0 e a partir de (D.12),
temos a = 0. Portanto, reescrevemos o limite (D.10) de forma mais simples como:

V2 nf(yﬂfo)7

lim 1,,(y) ® ———=—=9.(y,%0)e
M Ln(y) ~ —= o) (¥, t0)

Além disso, temos:
2

(D.14)

(D.15)
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no qual temos a defini¢ao:
2

Ay =- % (y,t)

O limite assint6tico das fungdes I' presentes em (D.6) pode ser extraido da equagao [68]:

lim I'(z+a)
|z] =00 F(Z)

Usando a férmula da dobra (5.38) e a equagao acima, podemos mostrar que:

['(2v + 3n) 2w s [( 3) (1 ) 3 5 }
li 37 e v——]lnn+|=4+v|In=+-1n2].
o T (0 + 2T B+ 5 nl - 4Br. T 4 2 24

(D.16)

t=to

ez =1, (D.17)

(D.18)
Combinando os resultados (D.15) e (D.18) em (D.6), concluimos que:
1 (7,)
m —2E T~ 124/ 3gel W), (D.19)

(@, y)

Portanto, o critério de D’Alembert (D.3) implica em = < \/ge —f(wto) - Substituindo as funcoes
dadas em (D.9), juntamente com o valor para t, chegamos a condicao de convergéncia da série
(D.1):

3
T\ (21T
<<1+y+y,/1+—> —Y_ . (D.20)
y T4, /142

Vamos analisar agora da fungao (5.43b). A origem das divergéncias dessa func¢do esta no
somatério em n e buscaremos novamente por condi¢oes nas variaveis x, y e z para garantir a
convergéncia da série. Vamos reescrever esse somatério convenientemente como:

M

S (2, y, 2 Zu(f (z,y,2), (D.21)
para ul(}%(x, y, z) definido por:
ul) (2, 2) = g H{(y, 2). (D:22)

F'(3+n)T(3+v+2n)n "

A partir da definigao (5.40a), da representagao (D.4) e com o auxilio da férmula da dobra (5.38)
para simplificar o resultado, obtemos:

1 221/+4nf% "

X
T F(%—i—n)n!
1ot T(=s)D(;+52+5) 0 (G+v+3—

i e (i)

N &

>zsly,n(s, y), (D.23)



149 Apéndice D

com I, ,(s,y) definido de forma semelhante a (D.7):
Lu(s,y) = / PHE TR ) T (L 4 yt) TR (D.24)
0

A representagao integral para a fungao gama I'(z) = fooo e~'t*"1dt (vélida para Rez > 0),
implica na desigualdade:
IT'(2)] < T'(Rez). (D.25)

A igualdade ocorre quando z é real. Pelo mesmo motivo, a definigdo (D.24) resulta em uma
desigualdade semelhante:

|1, n(s,y)] < In(Res,y). (D.26)
Portanto, tomando o médulo da série (D.21), podemos escrever:
2w=3 1 [ D(=s) -
YD (z,y, 2)| < — ———2ds u'V(z,y), D.27
’ v (l’ Yy Z)‘ T Or i F(%-‘-S) nZ:O V,n( y) ( )
onde definimos:
rEv2rari+ve <
u:j(;l)(a:’y) — (4 2 2) (2 2 2) (16x)n[,/7n(c/’y>' <D28>

L'(i4+n)nl

Pelo lema 7 apresentado por Braaksma na referéncia [87], a integral em s acima é convergente
para z > 0. A convergéncia da série (D.21) passa entdo a depender da série das fungoes
uf,(%)(x, y) e devera satisfazer o critério de D’Alembert. Note que a varidvel z nao entra nesse
critério, bastando apenas que z > 0.

O limite assintdtico em n da fungao 1,, (¢, y) é obtidos de forma andloga a (D.15) através

do método do ponto de sela. Neste caso, teremos:

V2r

lim 1,.,(c, y) & —————=g,(c';y, to)e" 1), D.29
Jim 1,,(c,) 7o) (c5y,t0)e (D.29)

dada a redefinicao:
gy ) =t T A+ 8) 2T (14 yt) 12, (D.30)

enquanto que f(y,t) e £ (y) permanecem os mesmos das respectivas definicées (D.9b) e (D.16).
Além disso, seguindo os mesmos passos empregados na obtengao do resultado (D.18), chegamos
ao limite:

LTOH TG -4y
lim
n—00 F(%—i—n)n!

/
X exp [— (Z —V) Inn + (2 —V) In2+ <%+V— %) 1H3} . (D.31)

+

ol
wfg

1_ _
~ 272723 X
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Portanto, a partir da defini¢ao (D.28) e dos resultados (D.29) e (D.31), calculamos:

(1)
U x,
lim Uy (T,Y) ~ 12v/3ze/ W10, (D.32)

n—00 U:/(}L) (.Z', y)

Comparando o limite acima com (D.19) concluimos que a condicao satisfeita pelas varidveis z e y
para garantir a convergéncia absoluta da série (D.21) é idéntica a apresentada pela desigualdade
(D.20). Uma anélise completamente andloga mostra que teremos os mesmos critérios para a
convergéncia absoluta da fungao (5.43c).
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Regularizacao das Integrais de
Feynman: dimensao compacta ao longo
do eixo de competicao

Antes de regularizarmos as integrais em (5.101), vamos reescrever a fun¢ao (5.43a) em um
formato adequado. Com essa finalidade, consideremos inicialmente o termo (14 z)~%, que pode
ser relacionado com uma fungao hipergeométrica através da identidade [105]:

(14 x)"* = 1Fy(a; —x). (E.1)

Usando a férmula (5.29) seguida pela representagao integral de Mellin-Barnes (5.28) para a
funcao G de Meijer, chegamos ao resultado:

1 1 d+ioco
1 = I'(—s)I °d E.2
(+a)" = oo [ Tl=s)a+ s)aas (.2
onde devemos ter:
—Rea <6 <0. (E.3)

Outra identidade importante pode ser deduzida com o auxilio da figura E.1. A partir da
representacao integral de Cauchy e do teorema dos residuos aplicado ao polo s = 0, podemos

escrever:
1 1

— I'(—s)I'(a + s)z°ds = 1. E4
g ARCE O (E.4)
As linhas tracejadas estao em —ioco e 700 no plano complexo e as integrais ao longo dessas
linhas serao nulas. Podemos ver isso através de [68]:

(e +iy)] "= Vamly| 4o,

de modo que o integrando anula-se em cada linha tracejada. Portanto, usando (E.2) e a
identidade (E.4), obtemos:

1 1 6’+ioo
(1+z)*—1= Ia) %/5 ['(—=s)'(a+ s)x®ds, para 0 < < 1. (E.5)

' —i00

151
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— |- @ polosdeI (—s)

% polosdel (a+s)

Figura E.1: Plano complexo com um os polos do integrando da representagao (E.2). Por
simplicidade, consideramos Ima = 0.

Substituindo o resultado (E.2) na representagao integral (D.4) para a fungao hipergeométrica
gaussiana, podemos escrever:

'(c)

F(a,b;c;1—z) = T(a)T (D)L (c — b)

/ T et / T s T(s)D(ats)(t). (E.6)

270 S5 ino
A comutagao entre as integrais em s e t s6 é possivel se tivermos Re (b+s) > 0 e Re (a+b—c+s) <
0. Combinando essas duas condigdes, juntamente com (E.3), vemos que § deve ser tal que:

—min(Rea,Reb) < § < min[0,Re (¢ — a — b)]. (E.7)

Uma vez realizada a comutacao, a integral em ¢ pode ser identificada com uma das repre-
sentagoes da funcao beta de Euler [68]:

['(2)C(y)

Ble.y) = Iz +y)

:/ t" (1 4+¢)"*"Ydt, para Rex >0 e Rey > 0. (E.8)
0

Desse modo, o resultado (E.6) torna-se:

. _ (o)
Fla.biel =2) = 5 m T = DT —a) <
X 2%” e D(=s)I'(c—a—b—s)'(s+a)(s+b)z°ds. (E.9)

d—ico
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Realizando um procedimento semelhante com a identidade (E.5), chegamos a:

o Le)l'(c—a—b) NG
Fla.biel =2) = R e —a) ~ T@l 0T (e - e —a)
X QL T [(=s)['(c—a—b—s)'(s+a)(s+b)z°ds, (E.10)
T J§ —ico

para ¢’ satisfazendo:
0 < ¢ < min[l,Re (c—a—b)]. (E.11)

De posse dessas representagoes, tomamos o somatoério envolvido na definicao da funcao
(5.43a) e separamos o modo zero (n = 0) dos demais modos. Assim, podemos expressar essa
funcao em trés partes da seguinte forma:

S0 (z,y) =T(v) +6,(y) + O, (x,y), (E.12)

dadas as definicoes:

O(y) = —— 1 /5 T T (1 _ s) r (1 + s> (v + s)y°ds, (F.13a)

I ico 4

O, (z,y) = - ~
;)5 T(G+5)0(E+5)n!
1 [0t 1 1 n 3n
—_— I'(=s)I'[ = — i-+— r — Sds. (E.13b
X2m’ . (—s) (2 s) (4+2+S> (1/+2 +s>y s. ( )

Uma defini¢ao importante para a simplificacao das equacoes quando estivermos lidando com
integrais de 2 loops ¢ dada por:

e}

I, B,y k) =r Z (TZ)A"Y/ i

l=—oc0

dd—lq
=R+l )1
o 1
{x(1 —2)[¢® + (322 — 3z + 1)r4*] + 1}

(E.14)
Realizando uma parametrizacao de Feynman seguida pela solucao da integral em ¢, obtemos:

4 . _ Saa T (dgl) r (O‘ +5- dgl) 1+4y+2(d—1)—4a—48 e
f (OZ,B,’}/,JT,]C) — 9 F(Q)F(ﬁ) T [.Z'(l—l')] X
a1l_,n-B

1 o]
/ dyy® P — )P ST I [+ 1)+ A, )l + (1 — )R+ B, y)] :

0

l=—00

(E.15)
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onde definimos:

Alx,y) = §(1 — ) (32 — 3z + 1), (E.16a)
_ -y
B(xz,y) =1+ =) (E.16b)

Passaremos agora a regularizacio da integral de 2 loops (5.101a). Para tal finalidade,
substituimos a expressao (5.103) em (5.101a) e levamos em consideragao a representagao (E.12)
com as definigbes dadas em seguida. Portanto, teremos o resultado:

; o S 1 d—1 !
100, ) = py2r 11P(1>F<T>/0 dg;{r (%) N <2,%,0;$,0>+

\/_Fl 0 2% /6_:0 dsD(—s)T (% - s> T G + s> T (% + s) X
x [922(1 — )]f(z,%+s,s;x,o)+
T o= [222(1 — z — 2x)°]" §+ioo n
r<¢2_> e = g>)r(<1% +22>)71v o . (5T (G4 +s)

3 3 3
XF(E—L—I——n—f—s)[Qx( )}JT< L+—n+s,—n+s;x,0>—|—

2 2 2 2 2

o Eex ) - 20 X Y2 2)|
d Z‘r=2 2 . (BT
> [ [0+ 1P (=47

l=—00

Veremos a seguir que o primeiro termo entre chaves na expressao acima possuem polos duplos e
simples em €7, enquanto que o segundo e o terceiro possuem apenas polos simples. J& o termo
na ultima linha é resultante da insercao das corregoes de tamanho finito e discutiremos no final
deste apéndice que ele é regular em €. Como estamos interessados apenas nas duas primeiras
ordens 6;1 e 6;2, podemos despreza-lo no decorrer da nossa andlise.

Utilizando o resultado (E.15) juntamente com a representacao (5.42) e realizando a expansao
em €7, seguindo argumentos analogos aos usados no apéndice A, podemos escrever até ordem

1
€L €, Sd—l 1 d—1 1 €r,
dr(—) 7(2,—,;,>: r—r——[1 4w
/Ox 2) (2% 0:0,0) = 2 (2 )@ LG e
+ie; + e 2 (7,0,0, 7"_2)] . (E.18)

com 7" definido por:

il = %/01 dx /01 dyy(1 —y)~" {[1 —3(1—ya(l—2) 3 — 1} : (E.19)
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O segundo e o terceiro termos de (E.17) sdo de ordem ¢, '. Essa singularidade vem do somatério

S = Z 145 +s) [+ 1)+ Az, y)l* +r*B(z,y)] TimasF : (E.20)

l=—00
presente na defini¢ao de:

- €r  3n 3n
5 <2 5 —I—?—i— 5 —i—s,x,O), (E.21)

conforme podemos ver em (E.15). No limite |I| — oo, o termo sendo somado comporta-se como
|I|7174¢2 e portanto S em (E.20) terd um polo em €7, cujo residuo é o dobro do residuo da fungao
zeta ((1 + 4er). Ou seja, podemos reescrever S como:

1
S =2((1+4e) + parte regular = %, + parte regular, (E.22)
€L

de acordo com as eqs. (5.66) e (5.70a). Tomando apenas a parte singular de (E.21) e substi-
tuindo na expressao (E.17), juntamente com (E.18), chegamos ao seguinte resultado até ordem

—1.
€r -

n .52 1 d—1\1" 1
100 = 22 e (1)1 (450 —[1+€—L+¢<1>eL+

com z((; ) e zc deﬁnldos COmo:

i?) = B / da:/ dyy(1 — ) 1 - 3(1 — y)z(1 — :L‘)]_%X

« L :_:O I(—s)T (% - 5) {r (i 4 5)]2 u(z, y)*ds, (E.24a)

2

V2 > 0 0
= da / dylo(1 — ) (1 — 22y (1 — )% 1
_ 0

2P (D) =T (G+35) )t Jo
[ ( — y)a( 1—x>1 T x
d+ico n

além da definigao:

(E.25)

u(r,y) =
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Se usarmos as identidades (E.9) e (E.10) para expressar as integrais acima em termos de fungoes
hipergeométricas, podemos mostrar que a soma i, = zgl) + z'E?) + z'g?’) corresponde a expressao
dada em (5.106a). Continuando com a expansao em €y, e usando a definigao (4.28), reescrevemos

(E.23) como:

. _9e, 1 e . , _
1700, r) = pi? LE 1-— 5 Ticer + is)rer, + e, 30 (7,0,0;772) | | (E.26)

onde o fator 5‘34*1 [F (}l) r (%)} ? foi absorvido na redefinicao da constante de acoplamento.

A préxima integral a ser regularizada é aquela apresentada em (5.101b). Substituindo o
resultado (5.103) nessa integral e levando em consideragao a representacao (E.12), chegamos,
depois de derivarmos com relacao a k? no ponto k = 0, a uma expressiao andloga a (E.17). A

saber:
; 0 S, 1 d—1\ (!
DY (1) = “126L_11F<Z>F(—2 )/Oda:{ ( )ﬂ”( EQL,O;.%)-F

e, o (57 ()T (3
x [922(1 — )]J’T(l,e—L+s,s;x>+

2
/_2 00 1 —922)2" 1 d+4ioco 1 1
TZ (3 :B)]_/ dsT'(=s)I'( 5 —s | T D) x
EROPIE e e . 2 i3
xT (2 + 3n+8 002(1 — 2o (1L 422 15 22 ) 4
22 2 2 PR
s s
oKz A qZ7 : . (B.27
+T@’“ZZ/ ! (q— kP +ri(l+7) +1 (E.27)
k=0
A tnica diferenga em relagao a (E.17) estd na definigao:
€ 3n 3n 0 €L 3n 3n
j/T 1 _ . i _JT 1 o - i . ]{J E28
( 2+2+s 2—|—S,x) By <,2+2+3,2+s,x, >k:0, ( )

além da derivacao do termos de correcao do tamanho finito, que sao todos regulares em e;. O
somatério em [ presente na definigdo acima é idéntico aquele mostrado em (E.20), resultando
no mesmo polo mostrado em (E.22). Como estamos interessados apenas na primeira ordem
da expansdo em €7, tomaremos apenas a parte singular desse somatério obtida em (E.22).
Portanto, até ordem ezl, obtemos:

. 9, ST 1 d—1\1* 1
D7, r) = —py * = {F (Z)F<Tﬂ s, L+ 45045, (E.29)
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no qual as constantes jéi) (1 =1,2,3) sao definidas como:

jO =9 /01 dr /01 duyy {[1 31—yl —a) i — 1} , (E.30a)

'(2):# 118 1 - —y)z(l—a) 1
NETAL: [ e [l =30 pati - 2t
&' +ioco 2
x% s ['(—s)T <%—s) {F <i+s>} [u(z,y)]’ds, (E.30b)
(3) _ 2:V7 2" 1dx 1d (1 —2)]2(1 — 22)y(1 —y) %
G P I el A A
x [1—3(1—y)z(l—=z) 1% x
d+ico n n
X 2%” o ['(—s)I (%—s)F(}l+§+s)F<}l+%+s) [u(z,y)]’ds.  (E.30c)

A funcao u(z,y) é definida em (E.25). As identidades (E.9) e (E.10) podem ser usadas nova-

mente para mostrarmos que a soma j, = jél) + j£2) + jég) resulta na expressao dada em (5.106b).

Continuando com a expansao em €y, de (E.29), obtemos:

T —2¢e, 1 ;
D57 (u,r) = =" (L4 o). (E.31)
8€L
2
O fator Sd; [F (%‘) r (%)]2 foi novamente removido devido a redefinicao da constante de aco-
plamento.

A anilise do termo de corre¢ao em (E.17) ainda resta a ser realizada. Comegamos portanto
considerando uma nova representagao para a fungao definida em (5.40a). A partir da repre-
sentacao (E.9) e da férmula da dobra (5.38), podemos escrevé-la em termos de uma integral de
Mellin-Barnes dupla:

2*%+21/+4n 3 1 2 pd+ico  pétioco 1
Hz(/,lg(ya z)=——T (1 +v+ 2”) <2_7T2> /C/ e I'(—s)'(—s)T (5 — S/> X

™ —300 0—1
x T ! I A s + 5 ) y¥ 2%dsds’. (E.32)
172773 2 2 y AR

De acordo com a condigao (E.7), devemos ter § tal que:

1 ¢/
—min(-+5,-S) <6 E.
mln(4+2, 2>< <0, (E.33)
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independentemente de n e v. Lembramos que —3 < ¢ < 0. Substituindo (E.32) em (5.43b)
e usando a defini¢ao (E.14), calculamos a primeira das corregdes de tamanho finito na tltima
linha de (E.17) da seguinte forma:

- E(elL)(T X, Y, r22)
d Z L (2
r Z/ q q +r4(l+7)4+1]2 F ZCOS 7rmT

l=—00

« Z [4°(1 — 2)°(1 — 22)7) < ! >2 e Hm dsds'T(—s)T(—s)T (1 —s/) <
+

o r (— + n) n! 211 C oo 6 i

1 L, 3n / 2
F<4+2+2+ )F<2 5 2+ )(er 251922(1 — x)?]* x
x IT 26 +3n+’—53n+s’-xo (E.34)
2 2 27 2 ) '

Diferentemente de (E.21), vemos a partir do resultado (E.15), que

€, 3n s 3n
A O A R
(’2+2JFS 2’2+$’x’)

é dados em termos do somatorio:

(e 9]

_ _ 1oe,-3m_gys
= 5" 0E) [+ 1)t 4 Al )l + 7 Bla,y)) T (E.35)
l=—00
Tomando o limite
n / —1—6 —M—S/ s
e PO [+ )+ Al )+ Ba,y)] T T A et (B.36)
—00
concluimos que S nao terd polo em €y, pois Re (—eL + %) = —€r, + %/ < 0 (para e, > 0) e a

corre¢ao de tamanho finito (E.34) serd regular em ¢, conforme queriamos mostrar.
A outra contribui¢do na tltima linha de (E.17), proveniente do tamanho finito, vem do

termo:
26 (n X.Y,r22)

Z / Az PRI s vl (E-37)

l=—00

Uma andlise completamente andloga aquela que levou ao resultado (E.34) mostra que esse termo
também ¢ regular. O mesmo também pode ser dito com relacao ao ultimo termo presente em

(E.27).
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