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formação.
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Resumo

Através da utilização de uma teoria de campo escalar representada no espaço dos momentos,
vamos estudar os efeitos do tamanho finito no comportamento cŕıtico de sistemas competitivos
m-axiais com d dimensões em uma geometria cujas superf́ıcies delimitadoras são placas planas e
paralelas. Tais placas são de extensão infinita e são separadas por uma distância L. O parâmetro
de ordem estará sujeito a condições de contorno periódicas ou antiperiódicas ao longo das duas
superf́ıcies. Ambas as formulações com campos massivos e não-massivos serão aplicadas a
fim de obter os expoentes cŕıticos respectivamente nos limites de escalamento ultravioleta e
infravermelho, que são necessários à descrição das regiões de escala presentes em sistemas
com tamanho finito. Começaremos analisando sistemas sem competição (m = 0). Vamos
introduzir uma nova descrição para os regimes de “crossover” dimensional usuais relacionados
com as regiões de escala. Desde que evitemos esse “crossover”, caracterizado apenas por valores
pequenos de L, calcularemos os expoentes ν e η perturbativamente até as respectivas ordens
de dois e três loops e veremos que eles são idênticos aos de um sistema infinito (L→∞). Em
seguida, vamos estender o nosso método de análise do tamanho finito para sistemas competitivos
m-axiais no ponto cŕıtico de Lifshitz. Em uma abordagem inicial, consideraremos finita uma das
direções ao longo do subespaço sem competição e observaremos um comportamento semelhante
com relação ao “crossover” dimensional de sistemas não-competitivos. Para L suficientemente
grande, calcularemos os expoentes cŕıticos νL2, ηL2, νL4 e ηL4 até ordens de pelo menos dois
loops com aux́ılio de uma aproximação especial para a regularização das integrais de Feynman.
Tais expoentes serão idênticos aos do sistema infinito. O próximo passo consiste em tornar
finita a direção ao longo do eixo de competição em um sistema uniaxial (m = 1). Utilizaremos
nessa configuração uma nova representação para as integrais de Feynman e, evitando a região
de “crossover”, calcularemos de forma exata até ordens de dois loops os expoentes νL2 e ηL2.
Os nossos resultados serão comparados com os expoentes obtidos por métodos aproximados e
por simulações de Monte Carlo presentes na literatura.

Palavras-chave: Fenômenos cŕıticos, teoria de campo, tamanho finito, pontos de Lifshitz.
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Abstract

By utilizing a scalar field theory settled in momentum space, we will study the finite-size
effects in the critical behavior of m-axial competing systems with d dimensions in a layered
geometry whose limiting surfaces are parallel plates. The latter are of infinite extent along
d − 1 dimensions and are separated by a distance L. The order parameter will be subjected
to periodic as well as antiperiodic boundary conditions on both surfaces. Both massive and
massless field-theoretic formulations will be applied in order to obtain the critical exponents
respectively in the ultraviolet and infrared scaling limits, which are necessary to describing the
scaling regions for finite-size systems. We will start by analysing systems without competition
(m = 0). We will introduce a new description for the usual dimensional crossover regimes
that are related to the scaling regions. Since we avoid such a crossover, caracterized only by
small values of L, we will calculate the exponents ν and η perturbatively up to the respective
2 and 3 loops orders and we will see that they are identical to those of the infinite systems
(L→∞). Next, we will extend our finite-size method of analysis to m-axial competing systems
at the Lifshitz critical point. In an initial approach, we consider as finite one of the directions
along the non competitive subspace and we observe a similar behavior in comparison with the
dimensional crossover for non competitive sistems. For L great enough, we will calculate the
critical exponents νL2, ηL2, νL4 and ηL4 up to at least 2 loops order with the aid of a special
approximation for regularizing the Feynman integrals. These exponents are identical to those
obtained from infinite systems. The next step consist in making finite the direction along the
competing axis in a uniaxial system (m = 1). We will utilize in this configuration a new
representation for Feynman integrals and, avoiding the crossover region, we compute in a exact
way up to 2 loop order the exponents νL2 e ηL2. Our results will be compared to the exponents
obtained from some approximation methods and from Monte Carlo simulations that can be
found in the literature.

Keywords: Critical phenomena, field theory, finite-size, Lifshitz points.
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5.3 Curvas referentes às funções de correção do tamanho finito para as teorias com
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Caṕıtulo 1

Introdução

Um dos aspectos mais notáveis no estudo das propriedades termodinâmicas de sistemas da
matéria condensada são as transições de fase. Desde os eventos mais cotidianos, como a fusão e
a ebulição da água, até aqueles só observáveis em escala microscópica, como a reorientação mo-
lecular em cristais ĺıquidos, notamos algumas caracteŕısticas em comum. Entre elas, podemos
citar a mudança abrupta de uma fase para a outra acompanhada por uma absorção ou liberação
de calor. Em uma transição gás-ĺıquido de um fluido comum, por exemplo, cada fase é caracte-
rizada por entropias e densidades distintas, evidenciando uma descontinuidade já nas derivadas
de primeira ordem do potencial termodinâmico. Por essa razão, esse fenômeno é conhecido
como uma transição de fase de primeira ordem. Entretanto, essa distinção torna-se cada vez
menor até desaparecer completamente quando nos aproximamos do ponto cŕıtico. Neste caso,
a descontinuidade do potencial termodinâmico só aparece em derivadas de ordem superior a
um e a passagem pelo ponto cŕıtico resulta em uma transição comumente referenciada como
transição de segunda ordem. No decorrer deste trabalho, a nossa atenção estará voltada para
esse segundo tipo de transição.

A primeira evidência experimental de fenômeno cŕıtico data de 1869 [1] com a descoberta
do ponto cŕıtico do dióxido de carbono. Desde então, diversos outros tipos de substâncias
foram estudadas com um comportamento semelhante. Mencionando alguns exemplos, temos as
misturas binárias de ĺıquidos e as ligas binárias de metais nas quais acima da temperatura cŕıtica
os dois componentes formam uma fase homogênea, misturando-se em quaisquer proporções;
materiais ferromagnéticos e ferroelétricos cujos pontos cŕıticos são marcados pelo aparecimento,
respectivamente, de uma magnetização e polarização espontâneas; He4 ĺıquido que passa a
ser composto tanto por um superfluido quanto por fluido normal abaixo do ponto lambda e
supercondutores metálicos, cuja resistência elétrica é nula abaixo da temperatura cŕıtica. Uma
revisão detalhada sobre as descrições fenomenológicas para esses materiais pode ser encontrada
nas referências [2, 3]. Em particular, esta última trata dos aspectos experimentais.

A hipótese da universalidade garante que diversos sistemas f́ısicos diferentes exibem as
mesmas propriedades cŕıticas. Consequentemente, se usarmos um determinado sistema como
protótipo das transições de fase de segunda ordem, estaremos construindo uma linguagem apro-

1



2 Caṕıtulo 1. Introdução

priada para descrever todos os demais sistemas pertencentes à mesma classe de universalidade.
Por simplicidade, vamos escolher os sistemas magnéticos para expor essa linguagem. Portanto,
consideremos F (T, h) como a energia livre de Helmholtz dada em função da temperatura T e do
campo magnético externo h. Em transições de fase de segunda ordem, as derivadas de primeira
ordem de F , tais como a entropia S = −∂F

∂T
e a magnetização M = −∂F

∂h
, variam continua-

mente na passagem de T pela temperatura cŕıtica Tc. Por outro lado, quantidades calculadas
em termos de derivadas segundas da energia livre tais como a capacidade térmica C = T 2 ∂2F

∂T 2

e a susceptibilidade χ = − 1
V
∂2F
∂h2 (V é o volume do sistema) apresentam singularidades nas

vizinhanças de Tc. Essas singularidades aparecem como leis de potências da temperatura T em
torno de Tc. Uma grandeza útil nessa descrição é a temperatura reduzida t, definida como:

t =
T − Tc
Tc

. (1.1)

Desse modo, a aproximação da temperatura cŕıtica ocorrerá com valores de t independentes do
material a ser estudado (ou Tc). Para t suficientemente pequeno, as seguintes leis de potência
são válidas:

C ∝ |t|−α, (1.2a)

χ ∝ |t|−γ, (1.2b)

onde α e γ são conhecidos como expoentes cŕıticos. Quando α = 0, o calor espećıfico terá
uma divergência logaŕıtmica. Observe que já estamos admitindo que os expoentes acima e
abaixo de Tc são os mesmos, embora as constantes de proporcionalidade (amplitudes) sejam
diferentes. Tal afirmação é confirmada teórica e experimentalmente. Acima da temperatura
cŕıtica e com o campo magnético externo nulo, a magnetização será igual a zero. Já para t < 0,
uma magnetização espontânea surgirá no sistema, sendo caracterizada pelo expoente β:

M ∝
{

0, t > 0,
|t|β, t < 0.

(1.3)

O aparecimento da magnetização assinala uma caracteŕıstica muito especial do fenômeno
cŕıtico: a quebra espontânea de simetria do sistema. De fato, as duas fases em ambos os lados
de Tc possuem simetrias espaciais distintas. Acima de Tc, na fase desordenada paramagnética,
o sistema é invariante por rotação e abaixo de Tc, na fase ordenada ferromagnética, a direção
preferencial definida pela magnetização quebra a invariância rotacional do sistema. Abaixo
de Tc, podemos falar de invariância rotacional apenas no subespaço perpendicular à direção
da magnetização. Devido a essa diminuição na simetria, um novo parâmetro é necessário para
descrever a nova fase. Essa nova quantidade é denominada parâmetro de ordem que em sistemas
magnéticos corresponde à magnetização.

As singularidades da susceptibilidade e do calor espećıfico em ferromagnetos refletem dire-
tamente as correlações de longo alcance das interações entre os spins. Seja δs(xi) = s(xi)− 〈s〉
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a flutuação do momento de spin s(xi) no śıtio xi em torno do valor médio 〈s〉. Definimos a
função de correlação como:

G(|xi − xj|) = 〈δs(xi)δs(xj)〉. (1.4)

Note que aqui estamos considerando um sistema homogêneo e isotrópico através da invariância
por translação e rotação da função definida acima. A extensão das correlações é medida através
do comprimento de correlação ξ associado ao comportamento assintótico de (1.4). Definindo
r = |xi − xj| em um espaço com d dimensões, podemos escrever o limite:

G(r) ∝
r→∞

r−(d−2+η) exp(−r/ξ) (1.5)

O limite r → ∞ significa aqui r � a, onde a corresponde ao espaçamento entre os spins
em uma rede cristalina regular, sendo denominado de parâmetro de rede. As correlações de
longo alcance são então evidenciadas pela divergência do comprimento de correlação com a
aproximação do ponto cŕıtico. Essa divergência é caracterizada pelo expoente ν através de:

ξ ∝ |t|−ν . (1.6)

Na temperatura cŕıtica (t = 0), ξ =∞ e o limite assintótico de (1.4) passa a ser dado pela lei
de potência escrita em termos do expoente η. Ainda na temperatura cŕıtica e com o campo
magnético externo h e a magnetização assumindo valores pequenos, a equação de estado do
sistema é caracterizada pelo expoente δ:

M ∝ h
1
δ , para t = 0. (1.7)

Em 1965, Widom [4] propôs que a energia livre deveria ser uma função homogênea nas
vizinhanças do ponto cŕıtico e dessa forma os expoentes cŕıticos podem ser expressos em termos
do grau de homogeneidade dessa função. Definindo a densidade de energia livre por f = F/V
e considerando ξ como o único comprimento relevante na criticalidade, podemos escrever [5]:

f(t, h) = ξ−df±
(
hξdh

)
, (1.8)

onde dh = 1
2
(d+2−η) e f± é uma função de escala adimensional. Os ı́ndices + e − referem-se a

t > 0 e t < 0, respectivamente. Usando a lei de potência (1.6) e a expressão acima, calculamos
o calor espećıfico a partir de

C = −T 2 ∂
2f

∂T 2
∝ |t|νd−2. (1.9)

Com o aux́ılio de (1.2), deduzimos a lei de escala de Josephson:

α = 2− νd. (1.10)

Realizando um procedimento semelhante, podemos derivar as demais leis de escala:

γ = ν(2− η) (Fisher), (1.11a)
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α + 2β + γ = 2 (Rushbrooke), (1.11b)

γ = β(δ − 1) (Widom). (1.11c)

Os seis expoentes cŕıticos definidos aqui estão relacionados pelas quatro equações acima. Logo,
basta que calculemos apenas dois deles para que todos os outros sejam determinados.

A solução exata descrevendo o comportamento cŕıtico de sistemas magnéticos só existe em
alguns casos particulares. Como exemplo, temos a solução em duas dimensões fornecida por
Onsager [6] para o modelo de Ising. No entanto, uma solução exata para dimensões superiores
a dois ainda não é conhecida e a melhor descrição dispońıvel é dada pela teoria de Wilson
[7–11]. Baseado no procedimento de dizimação apresentado originalmente por Kadanoff [12],
Wilson introduz as equações do grupo de renormalização decorrentes de transformações de
escala infinitesimais e assim as leis de escala podem ser deduzidas, resultando também no
cálculo aproximado para os expoentes cŕıticos.

No caṕıtulo 2, apresentaremos uma reformulação e simplificação da teoria de Wilson reali-
zada por Brézin, Le Guillou e Zinn-Justin [13–15]. Abordaremos portanto uma teoria de campo
escalar Φ com uma auto-interação do tipo Φ4 como uma ferramenta essencial à descrição fe-
nomenológica do comportamento cŕıtico do sistema. As funções de correlação do sistema são
expandidas em termos de diagramas de Feynman que, por sua vez, são expressos através de
integrais de Feynman divergentes. A remoção dessas divergências (renormalização), seguida
pela análise das equações do grupo de renormalização, permite a determinação dos expoen-
tes cŕıticos que são calculados perturbativamente em termos de expansões em potências do
parâmetro dimensional ε = 4− d, onde d é o número de dimensões do sistema.

Ao introduzirmos um tamanho finito no sistema, vemos que talvez a forma mais natural de
realizarmos isso consiste em considerarmos uma geometria de superf́ıcies planas e paralelas em
um espaço com d dimensões. Teremos portanto o sistema delimitado por duas (hiper)superf́ıcies
(d − 1)-dimensionais separadas por uma distância L finita. Trata-se basicamente de uma ide-
alização para filmes finos. Tomando A como sendo a área dessas superf́ıcies, enfatizamos que
o volume V = AL do sistema permanece infinito, exceto por alguns casos especiais a serem
também abordados durante o nosso estudo quando L → 0. Dessa forma, todas as singulari-
dades decorrentes das correlações de longo alcance ainda estarão presentes na criticalidade e
poderemos usar a mesma linguagem dada em termos de expoentes cŕıticos. Apesar de V per-
manecer infinito, vamos nos referir a esse tipo de configuração como um sistema de tamanho
finito. No limite L→∞, reobtemos a geometria e todas as propriedades cŕıticas do sistema de
tamanho infinito.

Podemos identificar em diversos contextos f́ısicos situações relacionadas a sistemas com
geometria de superf́ıcies planas e paralelas. Dentre as realizações experimentais, temos as
medidas das curvas de coexistência de filmes finos formados pela mistura de lutidina com água
[16, 17] e as medidas do calor espećıfico e densidade de superfluido do 4He ĺıquido confinado
[18–20]. Já do ponto de vista teórico, teorias de campo foram utilizadas para investigar os
efeitos do tamanho finito não apenas em 4He [21], como também em filmes finos formados
por fenômenos de molhamento [22–24]. Para filmes finos formados pelo molhamento de um
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determinado substrato por 4He e pela mistura 3He-4He, o efeito Casimir evidenciado pela
existência de forças tanto atrativas quanto repulsivas entre as interfaces ĺıquido-substrato e
ĺıquido vapor também foi estudado [25]. Outros exemplos de origem teórica incluem os estudos
envolvendo teorias quânticas de campo em espaços-tempos localmente planos e globalmente não-
minkowskiano devido ao limite imposto por superf́ıcies planas e paralelas [26–32]. O cálculo
tanto da energia de vácuo quanto das auto-energias de tais teorias nesses tipos de espaços
conduz a novas realizações do efeito Casimir [26–30] e de mecanismos de geração topológica
de massa [30, 31]. Também não podemos deixar de mencionar a conexão existente entre o
nosso estudo e a teoria quântica a temperatura finita [30, 33]. Nesse caso, o comprimento L é
mapeado no parâmetro β (onde β = 1

KBT
), com o campo satisfazendo condições de contorno

periódicas ou antiperiódicas nesse parâmetro dependendo de estarmos tratando de bósons ou
férmions, respectivamente.

Um estudo envolvendo teoria de campo escalar em sistemas com geometria de placas planas
e paralelas no contexto de fenômenos cŕıticos foi apresentado por Nemirovsky e Freed (NF)
[34, 35]. Nesse estudo, os autores utilizam o formalismo do grupo de renormalização e obtém os
mesmos expoentes cŕıticos do sistema infinito até ordem ε1, invalidando dessa forma a conjectura
de Brézin [36] sobre a impossibilidade da realização da expansão em ε no limite ε→ 0. Partindo
de uma formulação da teoria na qual o comprimento de correlação ξ é finito, NF realizam todas
as análises levando em consideração a hipótese de escalamento proposta por Fisher e Barber
[37]. Tal hipótese afirma que os efeitos do tamanho finito só aparecem quando ξ ∼ L. Portanto,
NF usam a variável de escala L/ξ para argumentarem sobre a validade da expansão em ε na
região determinada por L/ξ > 1. Por outro lado, se L/ξ < 1, NF concluem que esse cálculo
perturbativo não é mais válido e os expoentes cŕıticos passam a ser os correspondentes de um
espaço com d− 1 dimensões, caracterizando um “crossover dimensional”.

No caṕıtulo 3, vamos ampliar o método de NF para incluir o cálculo dos expoentes cŕıticos
para ordens mais elevadas em ε. Primeiro, utilizando o formalismo de campos massivos, mos-
traremos que os expoentes cŕıticos do sistema de tamanho finito com o tipo de geometria de
nosso interesse são idênticos àqueles do sistema infinito análogo. Essa afirmação feita anteri-
ormente por NF no caso de expoentes calculados em primeira ordem em ε é confirmada pelos
nossos cálculos. Durante esse procedimento, ficará evidente que as integrais de Feynman corres-
pondem àquelas associadas ao sistema infinito, cujas singularidades manifestam-se em termos
de polos em ε seguido por termos regulares em ε que dependem explicitamente de L, sendo
portanto denominado de correção do tamanho finito. As nossas análises estarão restritas ape-
nas às condições de contorno periódicas e antiperiódicas, impostas no campo Φ ao longo das
superf́ıcies delimitadoras. Tais restrições espaciais não quebram a invariância translacional do
sistema, simplificando consideravelmente o nosso estudo.

Além disso, introduziremos a discussão de tamanho finito usando campos de massa nula.
Nesse caso, o comprimento de correlação do sistema é infinito. Mostraremos então que um novo
regime de “crossover dimensional”, diferente daquele sugerido por NF, surgirá. Em particular,
veremos que a variável de escala L/ξ é inadequada para demarcar os limites de validade da
expansão ε. Entretanto, as condições para validade da expansão em ε e, por conseguinte, do
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cálculo dos expoentes estão em perfeita concordância com a correspondente análise na teoria
massiva. Os resultados desse nosso estudo podem ser encontrados nas referências [38, 39].

A descrição realizada até o presente momento para os sistemas magnéticos considera apenas
interações ferromagnéticas, nas quais os spins tendem a se alinharem paralelamente. Se além
disso, introduzirmos interações antiferromagnéticas, que induzem a um alinhamento antipara-
lelo, intercaladas com interações ferromagnéticas, é posśıvel realizar um exemplo simples de
sistema competitivo. Como resultado, além das fases paramagnética e ferromagnética, pode-
mos identificar uma fase com uma modulação periódica na magnetização. A confluência dessas
três fases determina um ponto (multicŕıtico) no diagrama de fase conhecido como ponto de
Lifshitz. Dois exemplos t́ıpicos de compostos magnéticos exibindo esse tipo de comportamento
são dados pelo MnP [40–44] e pelo Mn0.9Co0.1P [45, 46]. Interações competitivas não são uma
exclusividade de sistemas magnéticos. Elas ocorrem em geral toda vez que um sistema cŕıtico
exibe interações de curto alcance com sinais alternados. As direções espaciais ao longo das quais
as interações alternadas ocorrem são chamadas de eixos de competição. Podemos identificar
na literatura diversos outros exemplos incluindo semicondutores ferroelétricos [47–49], sais de
transferência de carga [50, 51] e alguns tipos especiais de cristais ĺıquidos [52–57] e poĺımeros
[58–61].

O principal representante de um semicondutor ferroelétrico exibindo competição é dado por
Sn2P2(S1−xSex)6, cujas propriedades refrativas, acusto-óticas e eletro-óticas têm despertado
bastante interesse. Nesse composto, a concentração x de selênio desempenha um papel funda-
mental na determinação do tipo de transição de fase observada. Para x . 0, 28, haverá uma
transição de segunda ordem entre a fase paraelétrica e a ferroelétrica. Já para x & 0, 28, essa
transição ocorrerá entre a fase paraelétrica e a fase com uma modulação periódica no vetor de
polarização. Se o comprimento de onda dessa modulação não é um múltiplo do parâmetro de
rede, temos o que é comumente conhecido como fase incomensurável. Diminuindo ainda mais
a temperatura, chegaremos a uma transição de primeira ordem dessa fase incomensurável para
a ferroelétrica. O ponto de Lifshitz está então situado em x ≈ 0, 28 a uma temperatura de
aproximadamente 281K [49].

Sais de transferência de carga são constitúıdos por um certo número n de moléculas doa-
doras D que forneceram (cada uma conjuntamente) um elétron para uma molécula receptora
A, resultando no composto AnD. As moléculas doadoras são então empilhadas de modo que
os orbitais moleculares se sobreponham e gerem um mecanismo de condução elétrica [62]. No
entanto, a condutividade elétrica é perdida quando esse tipo de composto sofre uma transição
metal-isolante. Tomando como exemplo o sal representado por TTF-TCNQ [50], ao diminuir-
mos a temperatura T até 54K e mantendo a amostra sob pressão atmosférica, chegamos à
transição de segunda ordem entre a fase metálica (condutora) e a fase isolante na qual a distri-
buição de cargas ρ segue a periodicidade da cadeia molecular (fase comensurável). Prosseguindo
com a diminuição de T até 49K à mesma pressão, teremos uma transição (também de segunda
ordem) para uma fase incomensurável caracterizada pela modulação de ρ cujo vetor de onda
cresce continuamente ao decrescermos T a partir da temperatura cŕıtica. Na referência [50], é
cogitada a possibilidade de um ponto de Lifshitz a uma pressão mais elevada e com uma tem-
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peratura no intervalo de 49K a 54K. Observamos que essa descrição é bastante simplificada,
pois o TTF-TCNQ pode conter vários pontos de Lifshitz [51].

Em cristais ĺıquidos, os efeitos da competição aparecem em três fases esméticas (Sm), deno-
minadas Sm-A, Sm-C e Sm-C∗. Em uma fase esmética, as moléculas desse tipo de composto,
geralmente alongadas e na forma de bastonetes, estão arranjadas em planos (planos esméticos)
e alinhadas em uma direção bem definida, podendo se deslocar livremente nessas camadas
conforme acontece em um ĺıquido. Na fase Sm-A, as moléculas alinham-se paralelamente ao
vetor normal n̂ do plano esmético enquanto que na fase Sm-C, esse alinhamento ocorre de
forma obĺıqua, resultando em um ângulo ϕ em relação ao vetor n̂. Quando o ângulo ϕ possui
uma variação periódica ao longo da direção paralela a n̂, temos a fase Sm-C∗. Se começarmos
com um cristal ĺıquido na fase Sm-A e com um campo magnético externo h suficientemente
fraco e paralelo aos planos esméticos, a diminuição da temperatura T resulta em uma transição
de segunda ordem para a fase Sm-C∗. Aumentando h até um valor cŕıtico hc, a modulação
periódica de ϕ desaparece e entramos na região da fase Sm-C. Caso tivéssemos começado com
h acima do valor cŕıtico e na fase Sm-A, a diminuição de T acarretaria em uma transição para
a fase Sm-C. A confluência dessas três fases no diagrama T versus h determina o ponto de
Lifshitz.

Pontos de Lifshitz também aparecem em misturas de copoĺımeros e homopoĺımeros. Di-
ferentemente de um homopoĺımero, um copoĺımero é composto de dois (ou mais) tipos de
monômeros. Um exemplo desse tipo de sistema é dado pela mistura de polietilenopropileno
com polietileno [59]. Como resultado das interações repulsivas e atrativas entre os monômeros,
podemos identificar novamente três fases confluindo para um ponto de Lifshitz no diagrama
de fase temperatura T versus a concentração φ do homopoĺımero. Para T acima da tempera-
tura cŕıtica e φ pequeno, teremos a fase homogênea (desordenada). Com a diminuição de T
e mantendo φ fixo, uma transição de segunda ordem ocorre na direção de uma fase lamelar
na qual uma periodicidade estrutural pode ser observada. Aumentando a concentração φ, o
comprimento de onda dessa fase cresce continuamente até o sistema exibir uma separação em
duas fases. Uma transição para esse estado também ocorreria se tivéssemos partido com φ
suficientemente grande e diminuindo apenas T a partir da fase desordenada.

Por razões de simplicidade, usaremos novamente a linguagem de sistemas magnéticos para
ilustrar uma realização microscópica de interações competitivas. Consideremos portanto o mo-
delo ANNNI (axial next-nearest-neighbour Ising) introduzido por Elliot [63]. Trata-se de uma
extensão do modelo de Ising no qual interações antiferromagnéticas competem com interações
ferromagnéticas. A figura 1.1 mostra o modelo ANNNI aplicado a uma rede cristalina cúbica
em um espaço com três dimensões. Em cada camada ao longo do plano xy, existem apenas
interações ferromagnéticas com acoplamento J0 > 0 entre os spins mais próximos, como o usual
no modelo de Ising. A competição aparece apenas ao longo da direção z onde dois tipos de
acoplamento J1 e J2 estão presentes. O primeiro deles refere-se à interação ferromagnética na
qual os spins interagem com os primeiros vizinhos e são forçados a um alinhamento paralelo.
O segundo tipo de acoplamento representa a interação antiferromagnética entre um spin e o
seu correspondente segundo vizinho, forçando-os a uma configuração antiparalela. Portanto,
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Figura 1.1: Modelo ANNNI em uma rede cúbica tridimensional.

escrevemos J1 > 0 e J2 < 0. Considerando Sρ,z como a variável de spin em um śıtio ρ = (x, y)
de uma camada na posição z, podemos então escrever a hamiltoniana do sistema da seguinte
forma:

H = −J0

∑
x,y,z

[
S(x,y),zS(x+1,y),z + S(x,y),zS(x,y+1),z

]
−
∑
ρ,z

(J1Sρ,zSρ,z+1 + J2Sρ,zSρ,z+2).

Vamos nos referir ao eixo z como subespaço competitivo. Por outro lado, o plano xy ao longo
do qual não há competição, será denominado subespaço não-competitivo.

A variável p = −J2

J1
desempenha um papel crucial na descrição das transições de fase de

um sistema exibindo competição. A figura 1.2 mostra o diagrama de fase esquemático do
modelo ANNNI obtido através de simulação de Monte Carlo [64]. O ponto de Lifshitz (PL)
é representado pelo par de coordenadas (pL, TL). Para p < pL, a interação ferromagnética é
dominante e continuaremos tendo uma transição de segunda ordem entre a fase desordenada
paramagnética e a fase ordenada ferromagnética ao longo da linha Tc(p) referente à temperatura
cŕıtica. Já para p > pL, a transição de segunda ordem é entre a fase desordenada e a modulada.
Na fase modulada, a magnetização apresenta uma variação senoidal ao longo do subespaço
competitivo, cujo vetor de onda tende continuamente a zero com a aproximação do ponto de
Lifshitz. Diminuindo a temperatura e mantendo p > 0.5, o sistema entra na região antifásica.
Nessa região, o antiferromagnetismo passa a ser predominante e os spins apresentarão uma
ordenação do tipo · · · ↑↑↓↓↑↑↓↓ · · · . As linhas tracejadas representam transições de primeira
ordem. O leitor interessado em mais detalhes sobre as regiões de modulação e de antifase pode
consultar a ref. [65] para uma revisão sobre o assunto.

Podemos generalizar o modelo ANNNI para incluir interações competitivas em mais de uma
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Figura 1.2: Diagrama de fase para um sistema com competição descrita pelo modelo ANNNI
(ref. [64]).

direção. Portanto, seja d o número de dimensões espaciais, escolhemos m ≤ d como sendo o
número de dimensões do subespaço competitivo, resultando no subespaço não-competitivo com
d − m dimensões e compondo o que é conhecido como sistema m-axial. A figura 1.1, por
exemplo, exibe um modelo uniaxial (m = 1). Se d = m, teremos o subespaço não-competitivo
ausente e o sistema será isotrópico. Neste trabalho, estamos interessados apenas nos sistemas
anisotrópicos (m < d).

A existência de um subespaço contendo interações competitivas altera significantemente o
comportamento cŕıtico do sistema no ponto de Lifshitz. Neste caso, as flutuações do parâmetro
de ordem nas vizinhanças desse ponto cŕıtico terão uma natureza distinta no subespaço com-
petitivo quando comparadas ao subespaço sem competição. A primeira análise desse tipo de
problema utilizando uma descrição matemática em termos de campos escalares foi apresen-
tada por Hornreich, Luban e Shtrikman [66] em 1975. Nessa nova descrição, o parâmetro
dimensional em potências do qual os expoentes cŕıticos são expandidos será modificado para
εL = 4 + m

2
− d, incluindo assim o número m de dimensões do subespaço competitivo. Em

virtude da anisotropia do sistema, a função de correlação, análoga àquela definida em (1.4),
terá um escalamento diferente para cada subespaço sob consideração. Portanto, teremos dois
tipos de comprimentos de correlação que chamaremos de ξL4 e ξL2 para os subespaços com e
sem competição, respectivamente. Além disso, novos expoentes cŕıticos devem ser inseridos
para descrever as singularidades da função e dos comprimentos de correlação na criticalidade.
Temos então os expoentes ηL4 e νL4 para o subespaço competitivo enquanto ηL2 e νL2 para o
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subespaço não competitivo, em analogia às definições para η e ν realizadas em sistemas sem
competição.

No caṕıtulo 4, vamos introduzir um método de tratamento dos efeitos de tamanho finito
análogo ao método de NF para sistemas exibindo pontos de Lifshitz anisotrópicos m-axiais.
Começamos com a formulação de campos sem massa. Em seguida, introduzimos a descrição
em termos de campos massivos. Usando condições de contorno periódicas e antiperiódicas,
calculamos os expoentes cŕıticos quando a direção de tamanho finito é perpendicular aos m eixos
de competição. Mostraremos que as condições para a validade da expansão εL são similares
àquelas encontradas para os sistemas finitos sem competição. Provamos a equivalência entre
os nossos resultados para os expoentes cŕıticos e aqueles obtidos para sistemas de tamanho
infinito, uma vez que usamos o mesmo método de aproximação para calcular as integrais de
Feynman de ordens mais altas.

No caṕıtulo 5, vamos analisar o caso uniaxial quando a direção de tamanho finito coincide
com a direção de competição. Utilizando uma transformação fornecida pela fórmula da soma
de Poisson, podemos expressar as integrais de Feynman em termos de uma série cuja primeira
contribuição é atribúıda ao sistema infinito. As correções de tamanho finito são identificadas
com os demais termos da série, que correspondem a representações integrais de Mellin-Barnes
com caminhos de integração no plano complexo convenientes ao problema. Mostramos que
esses termos de correção tendem a zero no limite L → ∞. Identificamos a região de crossover
dimensional, que é similar àquela estudada no caṕıtulo 4. Como bônus, calculamos de forma
exata até ordem ε2L e pela primeira vez os expoentes cŕıticos perpendiculares ao eixo de com-
petição. Comparamos esses resultados com aqueles obtidos da aproximação descrita no caṕıtulo
4 através da análise quantitativa dos desvios relativos entre os coeficientes de ε2L. Realizamos
também uma comparação com outros resultados na literatura, como a expansão εL numérica
no espaço das coordenadas e simulações de Monte Carlo.



Caṕıtulo 2

Teoria de Campos em Fenômenos
Cŕıticos

2.1 Introdução

Introduzida inicialmente para descrever eletrodinâmica quântica, a teoria de campos apre-
senta-se como uma ferramenta poderosa na descrição do caráter universal das transições de fase
de segunda ordem. Com a introdução das ideias de grupo de renormalização de Wilson [7], as
leis de escala para as funções de correlação puderam ser obtidas analiticamente e um grande
progresso foi feito na direção do cálculo dos expoentes cŕıticos e no estabelecimento de novas
classes de universalidade.

No presente caṕıtulo, abordaremos os elementos essenciais da teoria de campos envolvidos
na descrição de fenômenos cŕıticos. Consideraremos um modelo de campo escalar com sime-
tria O(N) e interação do tipo Φ4, de onde podemos estabelecer uma conexão com sistemas
ferromagnéticos de volume infinito. Apenas a fase desordenada (simétrica) será discutida. As
funções de vértice 1PI serão calculadas até ordem dois loops na expansão em diagramas de
Feynman e as divergências no ultravioleta removidas através de condições de renormalização
tanto na teoria massiva quanto na não-massiva. A subsequente aplicação do formalismo de
grupo de renormalização permite o cálculo perturbativo dos expoentes cŕıticos η e ν em termos
de expansões em potências de ε = 4 − d (expansão em ε), onde d é a dimensão espacial. Os
coeficientes dessa expansão estão intimamente relacionados com o tipo de simetria da interação
do campo, apresentando uma dependência em N . Uma classe de universalidade é então estabe-
lecida: os expoentes cŕıticos dependem apenas dos valores no par (N , d). A equivalência entre
as teorias massiva e não-massiva é evidenciada através da obtenção dos mesmos resultados para
η e ν a partir das análises de escala nas regiões ultravioleta e infravermelha, respectivamente.

Não teremos o compromisso com uma descrição detalhada e rigorosa do assunto. O lei-
tor interessado em maiores detalhes pode consultar as refs. [13–15] (nos quais nos baseamos
fortemente) para uma análise bem mais abrangente. Nosso principal objetivo aqui é lançar
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as bases para a descrição do comportamento cŕıtico de sistemas com tamanho finito. Nos
próximos caṕıtulos, discutiremos as várias situações envolvendo tamanho finito em geometrias
de superf́ıcies planas e paralelas.

2.2 Descrição em termos de campos cont́ınuos

Consideremos um sistema composto por spins dispostos em uma rede regular com espaçamento
a. O fato do comprimento de correlação ξ ser muito maior que a nas vizinhanças do ponto
cŕıtico e de estarmos explorando distâncias grandes comparadas com a nas funções de correlação
permite que esse sistema discreto possa ser modelado em termos de campos escalares cont́ınuos.
Portanto, definimos Φi(x) como um campo escalar com N componentes (i = 1, 2, . . . , N) e com
coordenadas x em um espaço d-dimensional. Na fase desordenada, o sistema é invariante por
rotação e a densidade lagrangiana correspondente deve ter simetria O(N), podendo ser escrita
na seguinte forma:

L [Φ(x)] = A0(∇Φ)2 + A1Φ
2(x) + A2Φ

4(x), (2.1)

onde

(∇Φ)2 =
N∑
i=1

∇Φi(x) · ∇Φi(x), (2.2a)

Φ2(x) =
N∑
i=1

[Φi(x)]2, (2.2b)

Φ4(x) =
[
Φ2(x)

]2
= Fi,j,k,lΦi(x)Φj(x)Φk(x)Φl(x), (2.2c)

de onde determinamos o tensor:

Fi,j,k,l =
1

3
(δi jδk l + δi kδj l + δi lδj k). (2.3)

Os ı́ndices repetidos em (2.2c) são somados de 1 a N . De agora em diante, usaremos sempre
essa convenção da soma para ı́ndices repetidos.

A densidade lagrangiana (2.1) (também chamada de hamiltoniana nos primórdios da for-
mulação de teoria de campos para o problema de transições de fase e fenômenos cŕıticos) é
conhecida como a lagrangiana de Landau-Ginzburg-Wilson. Os termos quadráticos e quárticos
referem-se à formulação da teoria de campo médio de Landau, na qual o campo não varia com
a posição. A introdução do termo de gradiente passa a levar em conta as flutuações do campo
ao longo de todo o sistema sob consideração. Tal como acontece na teoria de Landau, o campo
Φ(x) constitui o parâmetro de ordem.

Apenas os três termos em (2.1) são relevantes na descrição do comportamento cŕıtico do
sistema. Quaisquer outros monômios com derivadas de ordens mais elevadas e potências mai-
ores não contribuirão para as singularidades nos observáveis f́ısicos, resultando em um mesmo
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comportamento cŕıtico. Entretanto, existe uma situação apresentada por sistemas com in-
terações competitivas no ponto de Lifshitz na qual termos com derivadas de segunda ordem são
necessários. Discutiremos esse ponto no caṕıtulo 4.

Os coeficientes A0, A1 e A2 ainda aparecem aqui de forma indeterminada. Tomando A0 como
uma quantidade adimensional, vemos que A1 deve ter dimensão de inverso de comprimento ao
quadrado ou de momento ao quadrado. Em unidades naturais, A1 passa então a ter dimensão de
massa ao quadrado. Se fixarmos A0 = 1

2
e A1 = µ2

2
, temos µ funcionando como um parâmetro

de massa em uma teoria quântica de campo escalar no espaço euclidiano [67]. No entanto,
o nosso caso corresponde a uma descrição termodinâmica de equiĺıbrio e portanto o campo
Φ(x) não tem dependência temporal. O próximo coeficiente A2 multiplica o termo quártico
Φ4 e podemos pensar nele como uma constante de acoplamento de um campo autointeragente.
Aqui, escrevemos A2 = λ

4!
onde o fator 1

4!
entra como um artif́ıcio numérico no cancelamento

dos fatores simetria dos diagramas de Feynman durante a expansão diagramática (ver seção
2.4). Portanto, (2.1) escrita em termos da massa µ e da constante de acoplamento λ torna-se:

L [Φ(x)] =
1

2
(∇Φ)2 +

µ2

2
Φ2(x) +

λ

4!
Φ4(x) (2.4)

A conexão da densidade lagrangiana acima com um sistema f́ısico exibindo comportamento
cŕıtico é estabelecida fazendo µ2 proporcional à temperatura reduzida t. A constante de pro-
porcionalidade dependerá naturalmente de propriedades intŕınsecas do sistema. Para o modelo
de Ising [15], por exemplo, podemos escrever µ2 = t

a2 , onde a é o parâmetro de rede. A cons-
tante de acoplamento também dependerá do sistema sob consideração. No entanto, desde que
modelos constrúıdos com (2.1) tendo A1 ∼ t resultam sempre nos mesmos expoentes cŕıticos, as
dependências de µ2 e λ com um sistema em particular não serão importantes no nosso estudo.

2.3 Função de partição e funções de correlação

Em teoria de campos, o funcional gerador das funções de Green pode ser escrito em termos
da amplitude de transição de fase entre os estados no tempo t→ −∞ (estados in) e os estados
em t→∞ (estados out). A formulação de integral funcional permite que façamos uma série de
manipulações matemáticas resultando em um funcional gerador relacionado diretamente com a
densidade lagrangiana clássica. Em mecânica estat́ıstica, podemos associar o funcional gerador
com a função de partição do sistema. Realizando essa analogia de forma literal, escrevemos a
função de partição como:

Z[h] = N −1

∫
DΦ exp

(
−
∫
ddx {L [Φ(x)]− h(x)Φ(x)}

)
, (2.5)
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onde introduzimos um campo magnético externo h(x) interagindo com Φ através do termo
−h(x)Φ(x) = −hi(x)Φi(x). Podemos representar a medida DΦ da integração funcional como:

DΦ = lim
n→∞

n∏
i=1

dΦ(xi). (2.6)

O sistema foi então dividido em n → ∞ cubos de volume ad (sendo a o parâmetro de rede)
com cada coordenada xi pertencente a um desses cubos. dΦ(xi), por sua vez, é a medida
de integração da variável de campo Φ(xi) em cada cubo. Desde que não estamos explorando
propriedades intŕınsecas do sistema (fazendo a escala de comprimento muito maior que a),
a representação acima possui um apelo heuŕıstico muito forte. Podemos ver isso como uma
aproximação hidrodinâmica, na qual a granulação do sistema não é levada em consideração. A
constante N em (2.5) é escolhida através da condição de normalização:

Z[h = 0] = 1. (2.7)

Definimos as funções de correlação (ou funções de Green) de E pontos através da média:

G
(E)
i1,...,iE

(x1, . . . , xE) = 〈Φi1(x1) · · ·ΦiE(xE)〉|h=0

= N −1

∫
DΦ Φi1(x1) · · ·ΦiE(xE) exp

(
−
∫
dxL [Φ(x)]

)
. (2.8)

A magnetização é obtida fazendo E = 1, ou seja, Mi(x) = 〈Φi(x)〉|h=0 = G
(1)
i (x). A fase

ordenada aparece quando G
(1)
i (x) 6= 0, com o surgimento de uma magnetização espontânea

(quebra espontânea de simetria). O nosso estudo refere-se apenas à fase simétrica: G
(1)
i (x) = 0.

Para E = 2, temos a função de correlação de 2 pontos, de onde podemos calcular o comprimento
de correlação através da definição:

ξ2 =

∫
dd(x1 − x2)(x1 − x2)2G

(2)
i,i (x1, x2)∫

dd(x1 − x2)G
(2)
i,i (x1, x2)

. (2.9)

Podemos escrever (2.8) em termos de derivadas funcionais de Z[h]. Antes disso, conside-
remos uma função f : R −→ R. Uma derivada funcional de f(x) com relação a f(y) tem a
seguinte propriedade:

δf(x)

δf(y)
= δ(x− y). (2.10)

Note como esse resultado é análogo a
∂xj
∂xi

= δi j no espaço das coordenadas. Portanto, a derivada
de um funcional dado por

F [f ] =

∫
ddyg(y)f(y) (2.11)
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com relação a f(x), resulta em
δF [f ]

δf(x)
= g(x), (2.12)

onde g : R −→ R é uma função integrável em todo o espaço. Agora, usando o conceito de
derivada funcional e a partir de (2.5) e (2.8), podemos reescrever as funções de Green como:

G
(E)
i1,...,iE

(x1, . . . , xE) =
δEZ[h]

δhi1(x1) . . . δhiE(xE)

∣∣∣∣
h=0

. (2.13)

As funções de Green até então consideradas são úteis no cálculo de quantidades como
a magnetização, susceptibilidade e comprimento de correlação. Por outro lado, se quisermos
calcular o calor espećıfico ou a correlação da densidade de energia com a magnetização, devemos
considerar médias com o campo composto Φ2(x):

G
(E,L)
i1,...,iE ,j1,...,jL

(x1, . . . , xE, y1, . . . , yL) = 2−L〈Φi1(x1) . . .ΦiE(xE)Φ2
j1

(y1) . . .Φ2
jL

(yL)〉

= 2−LG
(E+2L)
i1,...,iE ,j1,j1,...,jL,jL

(x1, . . . , xE, y1, y1, . . . , yL, yL). (2.14)

Se introduzirmos o termo

−1

2

N∑
j=1

tj(y)Φ2
j(y) (2.15)

na densidade lagrangiana (2.4), podemos expressar (2.14) da seguinte forma:

G
(E,L)
i1,...,iE ,j1,...,jL

(x1, . . . , xE, y1, . . . , yL) =
δE+LZ[h, t]

δhi1(x1) . . . δhiE(xE)δtj1(y1) . . . δtjL(yL)

∣∣∣∣h=0
t=0

. (2.16)

Note como (2.15) introduz uma mudança na temperatura reduzida µ2 em (2.4). Se em (2.13)
t́ınhamos apenas derivadas da função de partição com relação a h, agora em (2.16), temos
também derivadas com relação à temperatura.

2.4 Teoria da perturbação e expansão diagramática

A integral funcional em (2.5) torna-se bastante dif́ıcil de ser calculada devido ao termo de
interação Φ4 presente em (2.4). Esse problema é contornado ao reescrevermos (2.5) em um
formato no qual possamos realizar uma expansão na constante de acoplamento λ. Trata-se ba-
sicamente de uma expansão em torno da teoria livre (sem interação). Para tal fim, dividiremos
a lagrangiana (2.4) na seguinte forma:

L = L0 + Lint, (2.17)

onde

L0 =
1

2
(∇2Φ)2 +

µ2

2
Φ2, (2.18)
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corresponde à parte livre da teoria e

Lint =
λ

4!
Φ4 =

λ

4!
Fi,j,k,lΦiΦjΦkΦl, (2.19)

à parte interagente. A função de green (propagador) do sistema livre é obtida portanto através
da equação

(∇2
x − µ2)G0(x, y) = −δ(x− y), (2.20)

de onde já podemos escrever G0(x, y) = G0(x − y) = G0(y − x). Desse modo, a função de
partição (2.5) pode ser reescrita como:

Z[h] = N −1 exp

[
−
∫
ddxLint

(
δ

δh(x)

)]
Z0[h], (2.21)

onde Z0[h] corresponde à função de partição sem a interação, sendo dada em termos do propa-
gador G0(x− y) da seguinte forma:

Z0[h] = exp

(
1

2

∫
ddx ddy G0(x− y)hi(x)hi(y)

)
. (2.22)

Calcular as derivadas do funcional Z0[h] com relação a h é agora uma tarefa simples. Como
exemplo, consideremos a sequência de derivações:

G
(2)
0 i1,i2

(x, y) =
δ2Z0[h]

δhi1(x)δhi2(y)

∣∣∣∣
h=0

= δi1 i2G0(x− y). (2.23)

Na ausência de interação (λ = 0), vemos que a função de correlação de 2 pontos é exatamente
igual ao propagador da teoria livre.

Devido à invariância translacional do sistema, torna-se mais conveniente considerar a teoria
no espaço dos momentos. A lei de conservação dos momentos proveniente dessa invariância
tornará a nossa análise mais simples e direta durante a expansão em λ. Portanto, em termos
dos correspondentes componentes de Fourier, reescrevemos (2.21) e (2.22) como:

Z[h] = N −1 exp

[
− λ

4!
Fi1,...,i4

∫
ddk1 · · · ddk4δ(k1 + · · ·+ k4)

δ4

δhi1(−k1) · · ·hi4(−k4)

]
Z0[h],

(2.24)

Z0[h] = exp

(
1

2

∫
ddk G0(k)hi(k)hi(−k)

)
, (2.25)

onde definimos

G0(k) =
1

k2 + µ2
, (2.26)
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como a solução de (2.20) no espaço dos momentos. Além disso, o componente de Fourier das
funções de correlação em (2.16) é dado por:

G
(E,L)
i1,...,iE ,j1,...,jL

(k1, . . . , kE, p1, . . . , pL) =
δE+LZ[h]

δhi1(−k1) . . . δhiE(−kE)δtj1(−p1) . . . δtjL(−pL)

∣∣∣∣h=0
t=0

.

(2.27)
Considerando a definição (2.9) também no espaço dos momentos com a função de correlação

em ordem zero dada em (2.23), chegamos à expressão:

ξ2 =

[
− 1

G0(k)

∂

∂k2
G0(k)

]
k=0

. (2.28)

Substituindo G0(k) apresentado em (2.26), calculamos:

ξ =
√

2µ−1 ∝ t−
1
2 . (2.29)

Comparando a expressão acima com (1.6), determinamos o expoente ν = 1
2

em ordem zero na
teoria da perturbação. Observe que nessa ordem ν é igual ao resultado fornecido pela teoria de
campo médio.

O resultado (2.23) corresponde ao termo de ordem zero em λ na expansão da função de Green
de 2 pontos. Os demais termos são obtidos através da série de Taylor da função exponencial
presente em (2.24). Vemos portanto que o n-ésimo termo dessa expansão (a menos da constante
N −1) consistirá em:

δ2

δhi1(−k1)δhi2(−k2)

(−1)n

n!

(
λ

4!

)n
×

×
[
Fi1,...,i4

∫
ddq1 . . . d

dq4δ(q1 + . . .+ q4)
δ4

δhi1(−q1) . . . hi4(−q4)

]n
Z0[h]

∣∣∣∣
h=0

(2.30)

Um certo par de derivadas acima aplicadas em Z0[h] resultará em um propagador do tipo
δ(k+k′)δi jG0(k). Cada propagador pode conter momentos externos (referentes a k1 e k2) e/ou
momentos internos (referentes aos q′s da integração). A aplicação da sequência das derivadas
faz com que os propagadores sejam combinados de todas as formas posśıveis em seus momentos
externos e internos, conforme estabelece o teorema de Wick. O resultado é uma imensa sorte
de termos surgindo em cada ordem da expansão das funções de correlação. Os diagramas de
Feynman aparecem nesse contexto como uma forma conveniente de representarmos cada um
desses termos. A construção de tais diagramas exige regras bem espećıficas e aqui apresentamos
aquelas pertinentes ao nosso caso:

• cada propagador é representado pela linha: . Propagadores com pelo menos um
momento externo corresponderão a uma linha externa enquanto que propagadores com
apenas momentos internos comporão uma linha interna.
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• cada interação é representada pelo vértice: . O número de linhas tracejadas indica
quantos propagadores devem ser conectados a esse vértice. Para uma interação do tipo
Φ4, temos 4 propagadores.

• cada diagrama possui um fator de simetria referente ao número de possibilidades de
combinações de linhas externas e internas com os vértices resultando em diagramas com
a mesma estrutura topológica.

Como exemplo, consideremos as duas contribuições resultantes de (2.30) para a função de Green
de 2 pontos em ordem λ (n = 1) mostradas na figura (2.1).

(a) (b)

Figura 2.1: Diagramas de Feynman de ordem λ.

Baseado nas regras acima, escrevemos as seguintes representações:

1 2 = δ(k1 + k2)δi1 i2G0(k1), (2.31)

1 2 = 12
λ

4!
Fi1,i2,l,l

∫
ddq1 . . . d

dq4δ(q1 + . . .+ q4)δ(k1 + q1)G0(k1)δ(k2 + q2)G0(k2)×

× δ(q3 + q4)G0(q3) =
N + 2

6
λδi1 i2δ(k1 + k2)[G0(k1)]2

∫
ddqG0(q). (2.32)

Os ı́ndices 1 e 2 presentes nos diagramas acima referem-se aos pares (k1,i1) e (k2,i2), respec-
tivamente. O fator 12 corresponde ao número de possibilidades de construirmos o segundo

diagrama. Ou seja, temos
(

4
2

)
= 6 maneiras para construir (ligando uma linha interna

a duas entradas do vértice ) multiplicada por 2 formas de atar linhas externas a ele. Além
disso, temos um δ(k1 + k2) presente em todos os diagramas. Isso é uma consequência direta
da invariância translacional do sistema, traduzida no espaço dos momentos como uma lei de
conservação dos momentos. Semelhantemente, para o diagrama 2.1(b), escrevemos:

1 2
= 12

λ

4!
Fk,k,l,lδi1 i2δ(k1 + k2)G0(k1)

∫
ddq1 . . . d

dq4δ(q1 + . . .+ q4)δ(q1 + q2)G0(q1)×

× δ(q3 + q4)G0(q3) =
N(N + 2)

6
λδi1 i2δ(k1 + k2)G0(k1)

∫
ddq1d

dq2G0(q1)G0(q2) (2.33)

Notamos que o diagrama acima é dado pelo simples produto de um propagador com o diagrama

, denominado diagrama de vácuo por não possuir linhas externas.
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Diagramas de vácuo são eliminados naturalmente pela condição de normalização (2.7). Tal
condição aplicada em (2.21) implica que devemos ter até ordem λ:

N = 1 − + O(λ2). (2.34)

Portanto, a função de Green de 2 pontos na sua forma diagramática é dada por:

G
(2)
i1,i2

(k1, k2) = 1 2 + 1 2 + O(λ2), (2.35)

sem a contribuição do diagrama 2.1(b). É posśıvel mostrar que todos os diagramas de vácuo
serão eliminados ordem a ordem na expansão em λ. Na figura 2.2, mostramos as contribuições
de ordem λ2 para (2.35) sem quaisquer diagramas de vácuo.

(a) (b) (c)

Figura 2.2: Diagramas de ordem λ2 para a função de correlação (2.35).

As funções de correlação de três pontos serão nulas pois, de acordo com (2.13), haverá um
número ı́mpar de derivadas aplicada em Z0[h] para h = 0. Naturalmente, todas as funções com
número ı́mpar de pontos também se anularão. A próxima função não nula será portanto a de
quatro pontos. Em ordem zero, teremos produtos de propagadores na forma

δ(k1 + k2)G0(k1)δ(k3 + k4)G0(k3)

mais outros 2 termos do mesmo tipo obtidos pela permutação dos ı́ndices. Ou seja, diagrama-
ticamente, temos:

G
(4)
i1,...,i4

(k1, . . . , k4) =
1 3
2 4 +

1 4
2 3 +

1 2
3 4 + O(λ) (2.36)

As figuras 2.3 e 2.4, trazem as contribuições de ordens λ e λ2, respectivamente.

1

2

3

4

(a)

1 3
2 4 + 5 perms.

(b)

Figura 2.3: Contribuições de ordem λ para a função (2.36).
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1

2

3

4

+ 2 perms.

(a)

1

2

3

4

+ 3 perms.

(b)

Figura 2.4: Contribuições de ordem λ2 para a função (2.36).

Como exemplo, consideremos as representações dos seguintes diagramas:

1

2

3

4
= −λFi1,...,i4δ(k1 + · · ·+ k4)G0(k1) · · ·G0(k4), (2.37a)

1

2

3

4

= λ2δ(k1 + · · ·+ k4)
1

18
[(N + 4)δi1 i2δi3 i4 + 2δi1 i3δi2 i4 + 2δi1 i4δi2 i2 ]×

G0(k1) · · ·G0(k4)

∫
ddqG0(q + k1 + k2)G0(q). (2.37b)

Notamos novamente a presença de δ(k1 + · · · + k4) evidenciando a conservação dos momentos
para as funções de 4 pontos.

Na seção anterior, definimos também as funções de correlação de campo composto. Aqui
iremos considerar

G
(2,1)
i1,i2,j

(x1, x2, y) =
1

2
G

(4)
i1,i2,j,j

(x1, x2, y, y), (2.38)

importante também no estudo da renormalização (ver seção 2.8). No espaço dos momentos,
podemos mostrar que:

G
(2,1)
i1,i2,j

(k1, k2, p) =
1

2

∫
ddqG

(4)
i1,i2,j,j

(k1, k2, q, p− q). (2.39)

Portanto, diagramaticamente, temos:

G
(2,1)
i1,i2,j

(k1, k2, p) =

1′

1 2 +

1′

1 2 + O(λ), (2.40)

no qual introduzimos as representações:

1′

1 2= δ(k1 + k2 + p)δi1 jδi2,jG0(k1)G0(k2) e

1′

=
1

2
δ(p)

∫
ddqG0(q). (2.41)

O ı́ndice 1′ rotula o par (p,j) e a convenção da soma dos ı́ndices repetidos não está sendo usada
nos resultados acima. Em ordem λ, temos os diagramas mostrados na figura 2.5.
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(a) (b) (c) (d) (e)

Figura 2.5: Contribuições de ordem λ para a função (2.40).

Vários diagramas apresentados nesta seção possuem divergências para um determinado
número d de dimensões espaciais. Tais diagramas possuem pelo menos uma das seguintes
integrais:

D1(µ) =

∫
ddqG0(q) =

∫
ddq

q2 + µ2
, (2.42a)

I2(k;µ) =

∫
ddG0(q + k)G0(q) =

∫
ddq

[(k + q)2 + µ2](q2 + µ2)
. (2.42b)

No decorrer deste caṕıtulo, analisaremos essas divergências e ilustraremos como elas podem ser
removidas através do procedimento de renormalização. Antes disso, continuaremos apresen-
tando algumas definições importantes para tal fim.

2.5 Funções de vértice

As expansões diagramáticas realizadas na seção anterior podem ser simplificadas com a
definição de novos tipos de funções de correlação. Consideremos inicialmente o funcional cor-
respondente à energia livre de Helmholtz dado por:

F [h] = lnZ[h]. (2.43)

Definimos então as funções de correlação conetadas através de:

G
(E)
c i1,...,iE

(k1, . . . , kE) =
δEF [h]

δhi1(−k1) . . . δhiE(−kE)

∣∣∣∣
h=0

(2.44)

Na fase desordenada 〈Φ(x)〉 = 0, podemos ver que

G
(2)
c i1,i2

(k1, k2) = G
(2)
i1,i2

(k1, k2), (2.45)

G
(4)
c i1,...,i4

(k1, . . . , k4) = G
(4)
i1,...,i4

(k1, . . . , k4)−G(2)
i1,i2

(k1, k2)G
(2)
i3,i4

(k3, k4)

−G(2)
i1,i3

(k1, k3)G
(2)
i2,i4

(k2, k4)−G(2)
i1,i4

(k1, k4)G
(2)
i2,i3

(k2, k3). (2.46)

Portanto, (2.45) terá a mesma expansão diagramática da função de Green de 2 pontos. Por
outro lado, as subtrações em (2.46) resultarão na remoção dos diagramas desconectados. Um
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exemplo de diagrama desconectado é dado na figura 2.3(b), calculado simplesmente pelo pro-
duto de dois outros diagramas. Todos os termos de ordem λ0 em (2.36) também são exemplos
de diagramas desconectados. Portanto, (2.46) terá a seguinte expansão:

G
(4)
c i1,...,i4

(k1, . . . , k4) =
1

2

3

4
+

1

2

3

4

+ 3 perms.

+

1

2

3

4

+ 2 perms. + O(λ3). (2.47)

O conservação dos momentos externos em todos os diagramas conectados resulta em um
fator δ como aqueles presentes em (2.32) e (2.37b). Logo, podemos fatorar as funções de Green
conectadas como:

G
(E)
c i1,...,iE

(k1, . . . , kE) = δ(k1 + · · ·+ kE)G
(E)

c i1,...,iE
(k1, . . . , kE), (2.48)

A partir de agora, vamos nos referir a G
(E)

c como as funções de Green conectadas. Já na função

de 2 pontos, podemos fatorar δi1 i2δ(k1 + k2), resultando em um G
(2)

ainda mais simples.
Podemos definir outras funções de correlação de modo que as expansões diagramáticas ainda

sejam mais simplificadas. O funcional gerador de tais funções corresponde à energia livre de
Gibbs Γ[Φ] obtida a partir de F [h] através de uma transformada de Legendre:

Γ[Φ] =

∫
ddkΦi(k)hi(−k)− F [h], (2.49)

onde Φ(x) = 〈Φ(x)〉 corresponde à magnetização. Semelhantemente a (2.44), definimos as
funções

Γ
(E)
i1,...,iE

(k1, . . . , kE) =
δEΓ[Φ]

δΦi1(k1) . . . δΦiE(kE)

∣∣∣∣
Φ=0

, (2.50)

denominadas funções de vértice. A conservação dos momentos também está presente nesse
caso, ou seja, devemos ter:

Γ
(E)
i1,...,iE

(k1, . . . , kE) = δ(k1 + . . .+ kE)Γ
(E)

i1,...,iE
(k1, . . . , kE). (2.51)

Se tomarmos E = 2, é posśıvel mostrar a partir de (2.49) que a função de Green G
(2)
c está

relacionada com Γ(2) através de:

G
(2)
c i1,i2

(p1, p2) =

∫
ddk1d

dk2Gc i1,j1(p1, k1)Gc i2,j2(p2, k2)Γ
(2)
j1,j2

(k1, k2). (2.52)

Como resultado, teremos a fatoração

Γ
(2)
i1,i2

(k1, k2) = δ(k1 + k2)δi1 i2Γ
(2)

(k1), (2.53)
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com a função de vértice Γ
(2)

sendo expandida diagramaticamente como:

Γ
(2)

(k) = [G0(k)]−1 − − − k + O(λ3). (2.54)

As linhas tracejadas nos diagramas acima indicam a ausência de linhas externas. Ou seja, cada
propagador G0(k) em função de um momento externo (k1 ou k2) foi removido dos diagramas
acima, resultando nas seguintes representações:

= −λN + 2

6
D1(µ), (2.55a)

= λ2 (N + 2)2

36
I2(k = 0;µ)D1(µ), (2.55b)

k = λ2N + 2

18
D3(k;µ). (2.55c)

As integrais D1 e I2 já foram definidas em (2.42a) e (2.42b). Além disso, temos:

D3(k;µ,Λ) =

∫
ddq1 d

dq2

[(k + q1 + q2)2 + µ2](q2
1 + µ2)(q2

2 + µ2)
. (2.56)

Outra caracteŕıstica fundamental da expansão (2.54) é a sua simplicidade devido à pre-
sença de diagramas irredut́ıveis a uma part́ıcula ou 1PI (do inglês, “one-particle irreducible”).
Diagramas 1PI são irredut́ıveis pois não podem ser divididos em outros dois diagramas pelo
simples corte de uma linha interna. A contribuição dada na figura 2.2(a) foi portanto removida
da expansão por ser redut́ıvel ao diagrama dado na figura 2.1(a).

As mesmas regras usadas na construção de (2.54) permanecem válidas para a função de
vértice de 4 pontos. Apenas os diagramas em 2.3(a) e 2.4(a) são 1PI até ordem λ2 e portanto
teremos a expansão:

Γ
(4)

i1,...i4
(k1, . . . , k4) = −

1

2

3

4
−

1

2

3

4

+ 2 perms. + O(λ3). (2.57)

Novamente, todas as linhas externas foram removidas e o δ(k1+. . .+k4) foi fatorado, resultando
nas representações:

1

2

3

4
= −λFi1,...,i4 , (2.58a)

1

2

3

4

= −λ
2

18
[(N + 4)δi1 i2δi3 i4 + 2δi1 i3δi2 i4 + 2δi1 i4δi2 i2 ] I2(k1 + k2;µ). (2.58b)
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Podemos também definir as funções de vértice para campos compostos nos mesmos moldes
de (2.16):

Γ
(E,L)
i1,...,iE ,j1,...,jL

(k1, . . . , kE, p1, . . . , pL) =
δE+LΓ[Φ, t]

δΦi1(k1) . . . δΦiE(kE)δtj1(−p1) . . . δtjL(−pL)

∣∣∣∣Φ=0
t=0

(2.59)

Tal como (2.40), a função Γ(2,1) também é essencial ao nosso estudo e aqui ela pode ser fatorada
da seguinte forma:

Γ
(2,1)
i1,i2,j

(k1, k2, p) = δ(k1 + k2 + p)δi1 jδi2 jΓ
(2,1)

(k1, p). (2.60)

Identificando a figura 2.5(a) como o único diagrama 1PI em ordem λ de Γ(2,1), chegamos à
expansão diagramática:

Γ
(2,1)

(k, p) = +

p

+ O(λ2), (2.61)

com as representações dadas a seguir:

= 1, (2.62a)
p

= −λN + 2

6
I2(p;µ). (2.62b)

As funções Γ(2), Γ(4) e Γ(2,1) contêm as divergências fundamentais da teoria Φ4 quando a
dimensão espacial é d = 4. Isso significa que as divergências em outras funções de correlação são
resultantes da inserção de quaisquer diagramas presentes em (2.54), (2.57) ou (2.61). Tais sin-
gularidades são removidas através de constantes multiplicativas (constantes de renormalização)
e da redefinição da massa e da constante de acoplamento. As únicas exceções a essa regra são
dadas pelas funções Γ, Γ(0,1) e Γ(0,2), cujas expansões já são infinitas em primeira ordem e só
podem ser removidas aditivamente. Por simplicidade, vamos restringir a nossa discussão ape-
nas às funções de vértice que podem ser renormalizadas multiplicativamente. Para exemplificar
como a renormalização de Γ(2), Γ(4) e Γ(2,1) está relacionada com a remoção das divergências
nas demais funções de vértice, consideremos os três diagramas pertencentes à função de vértice
de 6 pontos mostrados na figura 2.6.

O diagrama 2.6(a) corresponde ao primeiro termo da expansão de Γ(6), sendo finito em d = 4.
Prosseguindo para ordens mais elevadas na expansão, chegamos aos diagramas 2.6(b) e 2.6(c).
Todos eles são divergentes como resultado da inserção dos subdiagramas dados em (2.55a) e
(2.58b), respectivamente. De uma forma geral, todos os infinitos presentes nessa expansão
são devidos às inserções de diagramas 1PI das funções de vértice de 2 e 4 pontos. Portanto,
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(a) (b) (c)

Figura 2.6: Diagramas envolvidos na expansão da função de vértice Γ(6).

se removermos as divergências dessas funções, estaremos eliminando também os infinitos de
todas as outras funções de vértice com um número maior de pontos. Podemos generalizar esse
argumento para incluir também as funções de vértice de campo composto, nas quais a inserção
dos diagramas de Γ(2,1) constitui também uma das fontes de divergência. Por esse motivo, as
funções dadas em (2.54), (2.57) e (2.61), serão os principais objetos de estudo no procedimento
da renormalização.

2.6 Expansão no número de loops

Quando a densidade lagrangiana (2.4) é multiplicada por uma constante arbitrária l−1, a
interação e o propagador serão mudados de acordo com Lint → l−1Lint e G0 → lG0, respectiva-
mente. Portanto, um diagrama de ordem n na constante de acoplamento e com I linhas internas
será multiplicado por lI−n. Cada linha interna, por sua vez, possui a variável de momento sendo
integrada, resultando em I integrais de momento. No entanto, os n Deltas de Dirac presentes
no diagrama impõem em cada vértice uma restrição na forma de uma lei de conservação de
momentos, reduzindo a quantidade de integrais em um número n− 1, pois sempre restará um
δ resultante da conservação dos momentos externos. Como resultado, teremos um número de
integrais igual a

L = I − (n− 1), (2.63)

correspondente ao número de loops em um diagrama, conforme podemos ver em (2.32) e (2.33).
O diagrama será multiplicado portanto pelo fator lL−1 e conclúımos que uma expansão em loops
também é uma expansão em potências de l.

Ambas as expansões em loops e em λ são equivalentes se a interação for monomial como em
(2.19). Por exemplo, na função de vértice (2.54), temos o número de loops correspondendo à
ordem em λ. Algo semelhante também acontece com (2.57), onde temos L = n− 1 para todas
as ordens. A figura 2.7 mostra isso ocorrendo em ordem de 2 loops.

Figura 2.7: Contribuições de ordem 2 loops para Γ(4).
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O conceito de expansão em loops é utilizado naturalmente no procedimento da renormali-
zação. Como exemplo, consideremos a redefinição da massa µ da densidade lagrangiana (2.4).
Podemos reescrevê-la em termos de uma nova massa m1 até ordem 2 loops da seguinte forma:

µ2 = m2
1 − λ

N + 2

6
D1(m1) + λ2N + 2

18
D3(k = 0;m1), (2.64)

com D1 e D3 definimos respectivamente em (2.42a) e (2.56). Note como o segundo e o terceiro
termos acima correspondem respectivamente aos diagramas representados em (2.55a) e (2.55c)
com os propagadores calculados com a massa m1. Substituindo µ acima em (2.54), teremos os
segundo e terceiro termos removidos, resultando em:

Γ
(2)

(k;m1) = k2 +m2
1 −

(
k

−
k=0

)
, (2.65)

onde todos os propagadores são agora calculados com a massa m1. Aplicando o mesmo proce-
dimento em (2.57), chegamos à expansão:

Γ
(4)

i1,...i4
(k1, . . . , k4;m1) = −

1

2

3

4
−
(

1

2

3

4

+
1

2

3

4

+ 2 perms.

)
−

1

2

3

4

+ 5 perms. (2.66)

Os diagramas com 2 loops terão as seguintes representações:

1

2

3

4

= − λ3

324

[
(N2 + 6N + 12)δi1 i2δi3 i4+

+4δi1 i3δi2 i4 + 4δi1 i4δi2 i3 ] [I2(k1 + k2;m1)]2 , (2.67a)

1

2

3

4

= − λ3

162
[(3N + 10)δi1 i2δi3 i4+

+(N + 6)δi1 i3δi2 i4 + (N + 6)δi1 i4δi2 i3)] I4(k1 + k2, k3;m1), (2.67b)

onde I2 foi definido em (2.42b) e I4 é dado por:

I4(k, k′;µ) =

∫
ddq1d

dq2

[(q1 − k)2 + µ2][(q2 + k′)2 + µ2](q2
1 + µ2)(q2

2 + µ2)
. (2.68)

O mesmo procedimentos aplicado em (2.61), resulta em:

Γ
(2,1)

(k, p) = +

p

+

p

+

p

k , (2.69)
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com as representações:
p

= λ2

(
N + 2

6

)2

[I2(p;m1)]2 (2.70a)

p

k
= λ2

(
N + 2

6

)
I4(k, p;m1). (2.70b)

O resultado da redefinição da massa foi a remoção de todos os diagramas com inserção do
subdiagrama dado em (2.55a). Podemos agora fazer m1 finito e proporcional à temperatura
reduzida enquanto que µ em (2.64) passa a ser infinito. Todas as divergência referentes à
integral (2.42a) foram então removidas e as expansões diagramáticas ficaram mais simples.
Esse procedimento já é um primeiro passo para a renormalização da teoria. Outras divergências
ainda persistem e antes de continuarmos no sentido de uma renormalização completa, vamos
estudar com mais detalhes a natureza das divergências de uma teoria com interação Φ4.

2.7 Divergências dos diagramas 1PI

Já mencionamos que todas as divergências da teoria Φ4 estão relacionadas com as integrais
presentes nos diagramas das funções de vértice (2.54), (2.57) e (2.61). Agora, quando calcula-
mos essas integrais, encontramos respostas divergentes dependendo do número d de dimensões
espaciais. Para manipular tais infinitos de forma anaĺıtica, é convencional utilizar o conceito de
regularização. Um método de regularização consiste na definição de um ou mais parâmetros tal
que a integral divergente possa ser expressa em termos desses parâmetros. Uma maneira efici-
ente de manipular essas divergências é manter os parâmetros com valores arbitrários e estabele-
cer um método de subtração das partes potencialmente divergentes nos resultados das integrais.
Depois desse procedimento, os limites apropriados são tomados, resultando em expressões fini-
tas para as integrais. A combinação descrita corresponde à regularização acompanhada de uma
renormalização (subtração das partes infinitas). Antes de discutirmos renormalização, vamos
comentar dois métodos de regularização amplamente usados em teoria de campos: o método
do corte (cutoff ) nos momentos e o esquema de regularização dimensional. Ambos lidam com
divergências no ultravioleta nas integrais de Feynman.

2.7.1 Regularização no corte dos momentos

A introdução de um corte Λ no limite superior nas integrais de Feynman entra naturalmente
na teoria devido ao limite inferior na escala de comprimento: o parâmetro de rede a. Um limite
inferior no espaço das coordenadas implica em um limite superior no espaço dos momentos e
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ambos estão relacionados por Λ ∼ 1
a
. Aqui, devemos ter o limite ultravioleta Λ

µ
→∞ para que

a teoria seja invariante por escala no ponto cŕıtico.
A análise das divergências das integrais (2.42a) e (2.42b) pode ser realizada simplesmente

através de análise dimensional. Como exemplo, consideremos a primeira delas. O numerador
e o denominador da integral tem dimensão d e 2 em unidades de momento, respectivamente.
Portanto, podemos escrever:

D1(µ,Λ) ∼
Λ→∞

Λd−2. (2.71)

Ou seja, a integral será divergente para d ≥ 2. Integrais com dimensão zero terão divergência
logaŕıtmica. De forma semelhante, vemos que

I2(k;µ,Λ) ∼
Λ→∞

Λd−4, (2.72)

sendo divergente para d ≥ 4.
Todas as divergências obtidas por essa contagem dimensional correspondem a divergências

primitivas. Elas não são um resultado da inserção de um subdiagrama com integral divergente,
como acontece com o diagrama na figura 2.2(b). A dependência em Λd−2 desse diagrama é
devido à inserção do diagrama dado na figura 2.1(a). Diagramas primitivamente divergentes
formam portanto a base de todas as divergências ultravioletas da teoria devido ao fato de
estarem associados aos infinitos dos demais diagramas.

De um modo geral, podemos identificar o grau de divergência de um diagrama primiti-
vamente divergente como segue. A densidade lagrangiana (2.4) tem dimensão de inverso de
volume e representaremos isso como [L ] = Λd, onde Λ é a nossa escala de momento. Portanto,

o campo Φ terá dimensão [Φ(x)] = Λ
d
2
−1 e para a constante de acoplamento, escrevemos:

[λ] = Λ4−d. (2.73)

Já no espaço dos momentos, temos [Φ(k)] = Λ−d+ d
2
−1 e podemos, a partir de (2.48), determinar

a dimensão das funções de correlação:

[G
(E)

(k)] = Λd−E( d2 +1). (2.74)

As funções de vértice são obtidas a partir das funções de correlação considerando apenas os
diagramas 1PI e removendo as linhas externas, cada uma com dimensão−2. Portanto, podemos
escrever:

[Γ
(E)

(k)] = Λ2E+d−E( d2 +1) = Λd+E− 1
2
Ed (2.75)

Logo, cada integral de um diagrama de ordem n em λ pertencente a Γ(E)(k) terá dimensão
dada por:

δ = −nε+ d+ E − E

2
d, (2.76)

onde definimos
ε = 4− d (2.77)
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como a dimensão de λ. Se d > 4, δ crescerá com n e o grau de divergência do diagrama
também crescerá com a ordem da expansão em λ. Consequentemente, haverá um número
infinito de divergências primitivas e a teoria não poderá ser renormalizada pela redefinição de
uma quantidade finita de parâmetros. Por outro lado, se d ≤ 4, haverá apenas um número
finito de divergências primitivas. Definimos então dc = 4 como sendo a dimensão cŕıtica do
sistema até a qual uma teoria com interação Φ4 pode ser renormalizada. Na dimensão cŕıtica,
teremos apenas divergências quadráticas e logaŕıtmicas como aquelas presentes em (2.71) e
(2.72), respectivamente.

2.7.2 Regularização dimensional

Se ao invés de trabalharmos com um corte finito no momentos, tomarmos o limite Λ
µ
→∞

e continuarmos analiticamente a dimensão espacial d, teremos as integrais de Feynman regu-
larizadas em termos do parâmetro dimensional ε. As divergências ultravioletas serão agora
mapeadas em polos em ε, cujos infinitos são obtidos com a proximidade da dimensão cŕıtica
(ε → 0). Depois de removidos todos esses polos através da renormalização das funções de
correlação, quantidades universais como os expoentes cŕıticos, além dos ingredientes necessários
a sua obtenção, serão calculados em termos de expansões em potências de ε. A regularização
dimensional apresenta de uma forma unificada as divergências e o parâmetro de expansão da
teoria. Todo o procedimento de renormalização e cálculo dos expoentes cŕıticos torna-se mais
simples e usaremos esse método de regularização no cálculo das integrais de Feynman.

Como exemplo de regularização dimensional, calcularemos a integral (2.42b):

I2(k;µ) = µ−ε
∫

ddq

[(q + k)2 + 1](q2 + 1)
(2.78)

Aqui, os momentos foram reescalados como k −→ k
µ

e q −→ q
µ
. Todas as demais integrais de

diagramas com ordem além de 1 loop são obtidas em termos de I2(k;µ), logo podemos considerá-
la como um ponto de partida. O primeiro passo consiste em expressar os denominadores
referentes a cada propagador em termos de um único denominador. Fazemos isso através do
método de parametrização de Feynman, que emprega a seguinte representação integral [68]:

1

aα1
1 a

α2
2

=
Γ(α1 + α2)

Γ(α1)Γ(α2)

∫ 1

0

dx
xα1−1(1− x)α2−1

[xa1 + (1− x)a2]α1+α2
, (Reα1 > 0 e Reα2 > 0) (2.79)

O śımbolo Γ na representação anterior corresponde à função Gamma de Euler. A partir de
(2.79) reescrevemos (2.78) como:

I2(k;µ) = µ−ε
∫ 1

0

dx

∫
ddq

(q2 + 2xk · q + xk2 + 1)2
(2.80)

A integral em q acima é conhecida e, de uma forma geral, temos:∫
ddq

(q2 + 2p · q +m2)α
=
Sd
2

Γ
(
d
2

)
Γ
(
α− d

2

)
Γ(α)

(m2 − p2)
d
2
−α (2.81)
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onde Sd = 2 π
d
2

Γ( d2)
corresponde à área de uma esfera de raio unitário no espaço d-dimensional.

Logo, se identificarmos p = xk, m2 = xk2 + 1 e ε = 4− d, obtemos:

I2(k;µ) = µ−ε
Sd
2

Γ
(

2− ε

2

)
Γ
( ε

2

)∫ 1

0

dx[x(1− x)k2 + 1]−
ε
2 (2.82)

O polo em ε está presente na função Γ
(
ε
2

)
. Podemos ver isso através da identidade Γ(x+ 1) =

xΓ(x). Além disso, estamos interessados na expansão em potências de ε. Para tal finalidade,
contaremos com as expansões:

zε = eε ln z = 1 + ε ln z +O(ε2), (2.83a)

Γ(1 + α1ε) . . .Γ(1 + αmε)

Γ(1 + β1ε) . . .Γ(1 + βnε)
= 1 +O(ε2), (2.83b)

quando os coeficientes α’s e β’s satisfazem:

m∑
i=1

αi −
n∑
j=1

βj = 0. (2.84)

Portanto, a expansão em ε da integral (2.82) é dada por:

I2(k;µ) = µ−ε
Sd
ε

{
1− ε

2
− ε

2

∫ 1

0

dx ln[x(1− x)k2 + 1]

}
+O(ε). (2.85)

Note como o polo simples em ε está relacionado com a divergência logaŕıtmica ultravioleta
presente em (2.72).

Na seção (2.9), estudaremos também os expoentes cŕıticos como um resultado da invariância
de escala de um sistema no ponto cŕıtico. Neste caso, temos a massa µ ∝

√
t = 0 e estamos

portanto diante de uma teoria não-massiva. Naturalmente, a escala de massa µ é perdida e
devemos inserir um nova escala de momento que aqui será representada por κ. Os momentos
da integral (2.42b) passam a ser escalados como k −→ k

κ
e q −→ q

κ
, de modo que podemos

escrever:

I2(k;κ) = κ−ε
∫

ddq

(q + k)2q2
. (2.86)

Para d ≤ 4, além da divergência no limite ultravioleta da integral acima, também teremos uma
no limite infravermelho com k → 0. Essa última divergência é um reflexo do comportamento das
funções de correlação no ponto cŕıtico. De fato, as correlações de longo alcance são traduzidas
no espaço dos momentos como grandes contribuições dos componentes de Fourier das funções
de correlação no limite k → 0.

A regularização dimensional de (2.86) é realizada seguindo os mesmos passos aplicados na
teoria massiva. Chegamos então ao seguinte resultado:

I2(k;κ) = κ−ε
Sd
ε

{
1− ε

2
− ε

2

∫ 1

0

dx ln[x(1− x)k2]

}
+O(ε). (2.87)
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As demais integrais de Feynman dadas em (2.56) e (2.68) referentes a ordens mais elevadas
em loops são regularizadas em [15] e não repetiremos esses cálculos aqui. Consideramos os
exemplos acima apenas como ilustrações do esquema de regularização dimensional. Deixaremos
para o próximo caṕıtulo, uma análise mais detalhada dessas integrais, quando então estudarmos
os efeitos da restrição espacial no sistema.

2.8 Renormalização das funções de vértice

Todas as divergências presentes nas expansões diagramáticas podem ser eliminadas através
de uma redefinição adequada dos parâmetros da lagrangiana do modelo estudado. Esse é exata-
mente o objetivo da renormalização. Podemos realizá-la de duas formas distintas: considerando
o sistema no ponto cŕıtico (teoria não-massiva) ou fora dele (teoria massiva). Comecemos pela
teoria massiva.

2.8.1 Teoria massiva

Na densidade lagrangiana (2.4), os parâmetros µ e λ podem ser arbitrários, inclusive
infinitos. Um procedimento de renormalização satisfatório deve portanto transformar esses
parâmetros em grandezas finitas. Chamaremos essas grandezas de massa renormalizada m e
de constante de acoplamento renormalizada g, respectivamente. Quando os observáveis f́ısicos
(expressos em termos de algumas funções de vértice) são escritos em função de m e g, fica
mais simples lidar com as divergências dáı decorrentes. Finalmente, tais divergências podem
ser eliminadas através de um conjunto de operações, resultando em uma teoria livre dessas
patologias.

Vamos ilustrar como uma teoria renormalizada livre de divergência pode ser constrúıda a
partir de uma teoria não-renormalizada. Primeiro, chamamos atenção para o regulador das inte-
grais de Feynman. Ao longo deste trabalho, iremos usar explicitamente apenas a regularização
dimensional. Entretanto, a fim de discutir as divergências de forma abstrata, utilizaremos
eventualmente o corte Λ nos argumentos das funções de vértice analisadas.

Consideremos portanto µ e λ expressos funcionalmente em termos da massam e da constante
de acoplamento g renormalizadas e do corte Λ na seguinte forma:

µ = µ(m, g,Λ) e λ = λ(m, g,Λ). (2.88)

As novas grandezas m e g são agora finitas, enquanto que µ e λ passam a ter a dependência
com Λ, divergindo no limite Λ → ∞. Essas redefinições ainda não são suficientes para a
remoção de todos os infinitos da teoria. Elas tratam apenas das divergências quadráticas e
logaŕıtmicas devido à Γ(2) e Γ(4), respectivamente. Precisamos também eliminar outras di-
vergências logaŕıtmicas restantes. Fazemos isso através da multiplicação das funções de vértice
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por constantes devidamente escolhidas. De um modo geral, escrevemos a função Γ
(E,L)
R renor-

malizada multiplicativamente como:

Γ
(E,L)
R (ki, pj;m, g) = Z

E/2
Φ ZL

Φ2Γ(E,L)(ki, pj;µ, λ,Λ). (2.89)

Os ı́ndices i e j em (2.89) rotulam os momentos de Φ e do campo composto Φ2, respectivamente.
ZΦ e ZΦ2 são as constantes de renormalização multiplicativa e, tal como µ e λ, têm as seguintes
dependências:

ZΦ = ZΦ(m, g,Λ) e ZΦ2 = ZΦ2(m, g,Λ) (2.90)

divergindo também com Λ.
Existe uma exceção no procedimento descrito dada pelas funções Γ(0,0), Γ(0,1) e Γ(0,2), pois

elas só podem ser renormalizadas aditivamente. No entanto, essas exceções não estão associadas
diretamente ao cálculo dos expoentes η e ν e portanto não as consideraremos aqui.

Na prática, a remoção dos infinitos em (2.89) é realizada da seguinte forma. Expandimos λ,
ZΦ e ZΦ2 em potências de g com os coeficientes escritos simbolicamente como funções de m e Λ.
Escolhemos então esses coeficientes de modo que cada termo da expansão em g do lado direito
de (2.89) seja finito. Essa escolha pode ser definida por uma condição de renormalização
em particular. Como as funções Γ(2), Γ(4) e Γ(2,1) estão diretamente associadas a todas as
divergências da teoria Φ4, estabelecemos condições nas quais essas funções tenham valores
finitos para um determinado valor dos momentos externos. Na teoria massiva, é conveniente
tomarmos os momentos externos nulos e as condições ficam na seguinte forma:

Γ
(2)
R (k = 0;m, g) = m2 (2.91a)

∂

∂k2
Γ

(2)
R (k;m, g)

∣∣∣∣
k2=0

= 1 (2.91b)

Γ
(4)
R (ki = 0;m, g) = g (2.91c)

Γ
(2,1)
R (ki = 0, p = 0;m, g) = 1 (2.91d)

Todas as condições acima são suficientes para determinarmos as quatro constantes m, g, ZΦ e
ZΦ2 . A primeira delas é uma afirmação da redefinição (2.64), onde aqui temos m2 = ZΦm

2
1.

A fim de determinar as constantes de renormalização, consideramos primeiramente a ex-
pansão diagramática das funções de vértice. Em virtude da ordem em ε até a qual desejamos
calcular o expoente cŕıtico η, devemos ter a função Γ(2) expandida até 3 loops. Na expressão
(2.65), temos apenas diagramas com 2 loops. Portanto, escrevemos a seguir a contribuição de
3 loops dessa função:

k
−

k=0
= −λ3 (N + 2)(N + 8)

108
[D5(k;m1)−D5(k = 0;m1)], (2.92)
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onde definimos:

D5(k;m1) =

∫
ddq1d

dq2d
dq3

1

[(q1 + q3 + k)2 +m2
1][(q2 + q3 + k)2 +m2

1]
×

× 1

(q2
1 +m2

1)(q2
2 +m2

1)(q2
3 +m2

1)
. (2.93)

A partir da condição (2.91b), vemos que é necessário calcular:

∂

∂k2
Γ(2)(k;m1, u0)

∣∣∣∣
k=0

= 1−B2u
2
0 +B3u

3
0. (2.94)

No resultado anterior, u0 corresponde à constante de acoplamento adimensionalizada através
de λ = mε

1u0. Os coeficientes B2 e B3 são dados por:

B2 = m2ε
1

N + 2

18

∂

∂k2
D3(k;m1)

∣∣∣∣
k=0

, (2.95a)

B3 = m3ε
1

(N + 2)(N + 8)

108

∂

∂k2
D5(k;m1)

∣∣∣∣
k=0

. (2.95b)

Com relação à função de vértice de 4 pontos, a expansão (2.66) permite que escrevamos,
até 2 loops:

Γ(4)(0;m1, u0) = mε
1

[
u0 − A1u

2
0 +

(
A

(1)
2 + A

(2)
2

)
u3

0

]
, (2.96)

com os coeficientes A1, A
(1)
2 e A

(2)
2 dados por:

A1 = mε
1

N + 8

6
I2(0;m1), (2.97a)

A
(1)
2 = m2ε

1

N2 + 6N + 20

36
[I2(0;m1)]2 , (2.97b)

A
(2)
2 = m2ε

1

5N + 22

9
I4(0;m1). (2.97c)

Finalmente, para a função Γ(2,1), a expansão (2.69) resulta em:

Γ(2,1)(0;m1, u0) = 1− C1u0 +
(
C

(1)
2 + C

(2)
2

)
u2

0, (2.98)

com C1, C
(1)
2 e C

(2)
2 dados por:

C1 = mε
1

N + 2

6
I2(0;m1), (2.99a)

C
(1)
2 = m2ε

1

(
N + 2

6

)2

[I2(0;m1)]2 , (2.99b)

C
(2)
2 = m2ε

1

N + 2

6
I4(0;m1). (2.99c)
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Os coeficientes das expansões (2.94), (2.96) e (2.98) ainda possuem divergências logaŕıtmicas.
Também ainda restam três constantes de renormalização a serem determinadas. São elas u0,
ZΦ e ZΦ2 . Conforme já mencionamos, devemos expandi-las em potências de g e calculamos os
coeficientes dessa expansão de modo que as condições de renormalização (2.91b-2.91d) restantes
sejam satisfeitas. Portanto, escrevemos:

u0 = u+ a1u
2 + a2u

3, (2.100a)

ZΦ = 1 + b2u
2 + b3u

3, (2.100b)

ZΦ2 = 1 + c1u+ c2u
2. (2.100c)

onde novamente adimensionalizamos a constante de acoplamento através de g = mε
1u. Além

disso, definimos
ZΦ2 = ZΦZΦ2 , (2.101)

por razões de conveniência na condição (2.91d). Substituindo (2.100a) nas expansões (2.94),
(2.96) e (2.98) e usando o resultado obtido, juntamente com (2.100b) e (2.100c), nas condições
de renormalização chegamos aos coeficientes:

a1 = A1, (2.102a)

b2 = B2, (2.102b)

c1 = C1, (2.102c)

a2 = 2(A1)2 − (A
(1)
2 + A

(2)
2 )− 2b2, (2.102d)

b3 = 2B2a1 −B3, (2.102e)

c2 = (a1 + c1)C1 − (C
(1)
2 + C

(2)
2 ). (2.102f)

Dessa forma, determinamos as constantes de renormalização e através da eq. (2.89), obtemos
todas as funções de vértice (que são multiplicativamente renormalizáveis) finitas.

2.8.2 Teoria não-massiva

Até agora, consideramos as funções de vértice com o sistema acima da temperatura cŕıtica
(m2 > 0). Por outro lado, estamos também interessados na descrição de tais funções exatamente
no ponto cŕıtico. Ambas as formulações conduzirão aos mesmos expoentes cŕıticos. No caṕıtulo
3, usaremos essa equivalência para fornecer uma nova interpretação à variável de escala y = L

ξ

introduzida naturalmente na descrição do “crossover” dimensional de um sistema delimitado
por placas planas e paralelas separadas por uma distância L. Na teoria não-massiva, podemos
portanto calcular os expoentes cŕıticos sem a dificuldade imposta tradicionalmente pelo limite
y → 0 quando o comprimento de correlação ξ tende a infinito.
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Dois tipos de divergências aparecem na teoria não-massiva. Uma delas refere-se às di-
vergências no ultravioleta já estudadas na teoria massiva e podem ser removidas através da
renormalização. A outra divergência tem origem f́ısica e está relacionada com o limite infraver-
melho, conforme mencionamos logo após o resultado (2.86). Portanto, condições de renorma-
lização em uma teoria não-massiva devem evitar momentos externos nulos. Como m = 0, uma
nova escala de momento deve ser introduzida e aqui ela será representada por κ. Os momentos
externos são então calculados em termos de κ e as condições (2.91a-2.91d) são modificadas para
a seguinte forma:

Γ
(2)
R (k = 0; 0, g) = 0, (2.103a)

∂

∂k2
Γ

(2)
R (k; 0, g)

∣∣∣∣
k2=κ2

= 1, (2.103b)

Γ
(4)
R (ki; 0, g)

∣∣∣
PS

= g, (2.103c)

Γ
(2,1)
R (k1, k2, p; 0, g)

∣∣∣
PS

= 1. (2.103d)

Os pontos simétricos PS e PS, nos quais os momentos externos são agora calculados, são
definidos pela equação:

ki · kj =
κ2

4
(4δi j − 1). (2.104)

Em PS, temos k2
i = 3

4
κ2 e (ki + kj)

2 = κ2, para i 6= j. Já em PS, temos além disso:
p2 = (k2

1 + k2
2) = κ2. Note que em (2.103a), continuamos com k = 0, pois Γ(2) não apresenta

divergências no limite infravermelho. Podemos ver isso a partir de (2.65). Apesar dos diagramas
presentes lá terem divergências infravermelhas, as subtrações cancelam tais infinitos e portanto
a equação (2.103a) é bem definida.

Duas caracteŕısticas básicas distinguem as constantes de renormalização da teoria não-
massiva daquelas na teoria massiva. Primeiro, a condição m = 0 implica que estamos partindo
de uma teoria original com uma massa cŕıtica escrita funcionalmente como µc = µc(λ,Λ).
Segundo, as demais constantes λ, ZΦ e ZΦ2 estão agora em função de κ, g e Λ. Como resultado,
teremos a equação (2.89) levemente modificada para:

Γ
(E,L)
R (ki, pj;κ, g) = Z

E/2
Φ ZL

Φ2Γ(E,L)(ki, pj;λ,Λ). (2.105)

As constantes de renormalização poderão então ser calculadas seguindo os mesmos passos
descritos na teoria massiva. As integrais de Feynman D3(k;m), D5(k;m), I2(k;m) e I4(k, k′;m)
serão calculadas com m = 0 e com os momentos nos pontos simétricos. Com a massa nula,
essas integrais são mais simples de serem tratadas e apenas as singularidades subdominantes
e termos regulares em ε serão diferentes daqueles obtidos com m 6= 0. A consistência entre
as teorias massiva e não-massiva é confirmada quando, através do formalismo de grupo de
renormalização, obtemos as mesmas quantidades universais.
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2.9 Grupo de renormalização

As condições de renormalização são arbitrárias. Tomemos como exemplo a teoria não-
massiva. A única restrição imposta nas constantes de renormalização é tornar a equação (2.105)
finita. De resto, podemos escolher qualquer valor para κ em (2.103a-2.103d), resultando em
diferentes versões de teorias renormalizadas. No entanto, teremos sempre a teoria original com
os parâmetros λ e Λ inalterados por essa nossa liberdade de escolha. Tal invariância per-
mite que estabeleçamos transformações entre essas diversas versões de teorias renormalizadas,
dando origem ao que é conhecido como grupo de renormalização. Se considerarmos variações
infinitesimais em κ, obtemos equações diferenciais para as funções de vértice que conduzem a
resultados fundamentais para a descrição do comportamento dos observáveis f́ısicos no ponto
cŕıtico, conforme ilustramos a seguir.

2.9.1 Equações do grupo de renormalização

Na equação (2.105), os valores para λ e Λ permanecem fixos enquanto podemos variar κ.
Portanto, passamos as constantes de renormalização do lado direito para o lado esquerdo de
(2.105) e derivamos com relação a lnκ mantendo λ e Λ fixos:

κ
∂

∂κ

[
Z
−E/2
Φ Z−LΦ2 Γ

(E,L)
R (ki, pj;κ, g)

]
λ,Λ

= 0. (2.106)

Após algumas manipulações algébricas, chegamos às equações do grupo de renormalização:[
κ
∂

∂κ
+ β(u)

∂

∂u
− E

2
γΦ(u) + LγΦ2(u)

]
Γ

(E,L)
R (ki, pj;u, κ) = 0, (2.107)

onde

β(u) = −ε
(
∂ lnu0

∂u

)−1

, (2.108a)

γΦ(u) = β(u)
∂ lnZΦ

∂u
, (2.108b)

γΦ2(u) = −β(u)
∂ lnZΦ2

∂u
, (2.108c)

são conhecidas como as funções de Wilson. A variável u corresponde à constante de acoplamento
renormalizada e adimensionalizada através de g = κεu. Da mesma forma, temos λ = κεu0.
Apesar de u0, ZΦ e ZΦ2 divergirem com Λ, as funções (2.108a-2.108c) são finitas no limite
Λ→∞.

A partir da equação (2.107), podemos determinar como as funções de vértices mudam com
o reescalamento ki → ρki dos momentos externos. O reescalamento no limite infravermelho
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(ρ→ 0) induz um fluxo de u no espaço das constantes de acoplamento que tenderá a um ponto
fixo u∗ dado pelas condições

β(u∗) = 0 e
dβ(u)

du

∣∣∣∣
u=u∗

> 0. (2.109)

Nesse caso, u∗ é conhecido como ponto fixo estável no infravermelho. No ponto fixo, a teoria
é invariante por escala. As funções de vértice passam então a escalar de forma homogênea e
podemos calcular os expoentes cŕıticos η e ν através de:

η = γΦ(u∗), (2.110a)

ν−1 = 2− η − γΦ2(u∗). (2.110b)

A nova função de Wilson γΦ2 é definida em analogia com (2.108c) da seguinte forma:

γΦ2(u) = −β(u)
∂ lnZΦ2

∂u
, (2.111)

com ZΦ2 dado em (2.101).
Temos portanto todos os ingredientes necessários para o cálculo do expoentes cŕıticos.

Substituindo as expansões (2.100a-2.100c) para as constantes de renormalização em (2.108a),
(2.108b) e (2.111), obtemos as funções de Wilson simbolicamente:

β(u) = −εu
[
1− a1u+ 2

(
a2

1 − a2

)
u2
]
, (2.112a)

γΦ(u) = −εu
[
2b2u+ (3b3 − 2b2a1)u2

]
, (2.112b)

γΦ2(u) = εu
[
c1 +

(
2c2 − c2

1 − a1c1

)
u
]
. (2.112c)

Na regularização dimensional, os coeficientes a1, b2 e c1 apresentam polos simples em ε que serão
cancelados pelo fator ε das funções acima. Da mesma forma, os polos duplos presentes em a2, b3

e c2 serão todos removidos pelas subtrações nos termos de ordem u3 e u2, restando apenas polos
simples a serem cancelados então pelo fator ε. No próximo caṕıtulo, mostraremos explicitamente
esses cancelamentos. Consequentemente, as funções de Wilson serão todas finitas, conforme já
esperávamos devido ao fato de estarem associadas aos observáveis f́ısicos.

Na ordem 2 de loops considerada, a função β(u) dada em (2.112a) é um polinômio de
terceiro grau em u e portanto podemos ter três ráızes. Uma dessas ráızes é u = 0. Abaixo da

dimensão cŕıtica (ε > 0), temos dβ(u)
du

∣∣∣
u=0

< 0 e u = 0 não constitui portanto um ponto fixo

estável no infravermelho. Restam ainda duas ráızes. O ponto fixo estável no infravermelho
corresponde à raiz na qual u∗ = O(ε). Ou seja, quando nos aproximamos da dimensão cŕıtica
(ε→ 0), u∗ tende a zero e a teoria passa a ter uma constante de acoplamento nula, tornando-se
assintoticamente livre.
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2.9.2 Equações de Callan-Symanzik

Outra forma de obtermos as leis de escala para as funções de vértice consiste em consi-
derar o sistema acima do ponto cŕıtico. Na teoria massiva, a massa renormalizada passa a
ser o parâmetro livre nas condições de renormalização enquanto que λ e Λ permanecem fixos.
Portanto, semelhantemente ao realizado na teoria não-massiva, multiplicamos a equação (2.89)

por Z
−E/2
Φ Z−LΦ2 e derivamos com relação a lnm mantendo λ e Λ constantes:

m
∂

∂m

[
Z
−E/2
Φ Z−LΦ2 Γ

(E,L)
R (ki, pj;m, g)

]
λ,Λ

= 0, (2.113)

resultando nas equações de Callan-Symanzik :[
m

∂

∂m
+ β(u)

∂

∂u
− E

2
γΦ(u) + LγΦ2(u)

]
Γ

(E,L)
R (ki, pj;u,m)

= m2 [2− γΦ(u)] Γ
(E,L+1)
R (ki, pj, 0;u,m). (2.114)

As funções de Wilson são novamente dadas pelas equações (2.108a-2.108c). Claro, aqui u0, ZΦ

e ZΦ2 são obtidos através das condições (2.91a-2.91d) e estão em função de m, u e Λ.
As equações de Callan-Symanzik são o equivalente na teoria massiva às equações do grupo

de renormalização na teoria não-massiva. No entanto, a homogeneidade foi perdida devido à
presença da função Γ(E,L+1) no lado direito da equação. Consequentemente, não teremos mais a
invariância de escala no limite infravermelho, como acontece na teoria não-massiva. Por outro
lado, se considerarmos o limite ultravioleta (ki

m
→ ∞), podemos fazer (2.114) homogênea e

teremos uma equação análoga a (2.107). De fato, como os diagramas em Γ(E,L+1) possuem um
propagador a mais do que aqueles em Γ(E,L), podemos desprezar Γ(E,L+1) no segundo termo
de (2.114) no limite ultravioleta. Isso é uma consequência do teorema de Weinberg, o qual
afirma que quando os momentos externos tendem uniformemente a infinito, diagramas com um
propagador a mais decaem mais rapidamente do que aqueles sem o correspondente propagador
com uma potência quadrática inversa na escala dos momentos. Portanto, no limite ultravioleta,
teremos a equação (2.114) na sua forma homogênea.

As funções de Wilson são novamente calculadas através de (2.108a-2.108c), cujos coeficientes
são agora dados em termos das integrais de Feynman calculadas com os momentos nulos e a
massa m diferente de zero. No entanto, o novo ponto fixo u∞ obtido a através de β(u∞) = 0
não possui mais a mesma estabilidade do seu correspondente u∗ na teoria não-massiva. A
invariância de escala no ultravioleta da teoria é obtida apenas com a constante de acoplamento
colocada exatamente nesse ponto fixo (u = u∞). Os expoentes cŕıticos η e ν são então obtidos
através da substituição de u∞ nas equações (2.110a) e (2.110b). Apesar dos diferentes valores
entre u∗, u∞ e as funções de Wilson nas teorias massiva e não-massiva, os resultados para η e
ν serão os mesmos. No próximo caṕıtulo, mostraremos essa equivalência explicitamente.



Caṕıtulo 3

Expoentes cŕıticos para sistemas com
geometria de placas planas e paralelas

3.1 Introdução

A restrição espacial introduzida pelo confinamento de um campo em um volume delimitado
por superf́ıcies planas e paralelas separadas por uma distância L produz efeitos significativos
no comportamento cŕıtico do sistema. Quando comparados com o sistema no limite L → ∞
(sistema infinito), tais efeitos se manifestam principalmente na forma de uma mudança na
temperatura cŕıtica, na alteração da amplitude de quantidades termodinâmicas (calor espećıfico,
susceptibilidade, etc) e na forma como os expoentes cŕıticos mudam a sua dependência com a
dimensão espacial d [37, 69].

Há alguns anos, Nemirovsky e Freed (NF) usaram o formalismo de teoria de campos e
grupo de renormalização na descrição de fenômenos cŕıticos em sistemas com pelo menos uma
dimensão finita [34, 35]. A realização mais simples desse tipo de sistema em um espaço com d
dimensões consiste em um sistema delimitado por duas (hiper-)superf́ıcies planas de extensão
infinita em um subespaço com d − 1 dimensões e separadas por uma distância L. Trata-se
basicamente de uma idealização para filmes finos. O sistema é descrito por um modelo de
campos escalares com simetria O(N) e interação Φ4, da mesma forma como aquele modelado
pela densidade lagrangiana (2.4). Cada componente do parâmetro de ordem está então su-
jeito a restrições nas superf́ıcies na forma de condições de contorno que podem ser periódicas,
antiperiódicas, Dirichlet ou Neumann. Convém observar que o volume do sistema ainda per-
manece infinito. Portanto, continuamos falando em transições de fase com expoentes cŕıticos
descrevendo as singularidades do comprimento de correlação, calor espećıfico, etc.

Antes do trabalho de NF, acreditava-se na impossibilidade de usarmos métodos perturba-
tivos para tratar fenômenos cŕıticos na presença de tamanhos finitos [36]. No entanto, NF
mostraram que quantidades universais, como os expoentes cŕıticos, podiam de fato ser escritas
em termos de expansões em ε desde que a variável de escala y = L

ξ
(ξ sendo o comprimento

39
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de correlação do sistema) estivesse restrita à região y > 1. Para uma condição de contorno em
geral, foi conjecturada a existência de três regiões de escalamento:

(i) y > 1, métodos perturbativos podem ser usados e os expoentes cŕıticos são calculados em
termos de expansões em ε, correspondendo aos mesmos obtidos para o sistema infinito
(L→∞) no espaço d-dimensional;

(ii) y ∼ 1, os expoentes cŕıticos não podem mais ser calculados perturbativamente. Há uma
quebra na expansão em ε;

(iii) y < 1, a tradicional expansão em ε = 4 − d é substitúıda agora por uma expansão em
ε′ = 4−(d−1). Em outras palavras, os expoentes cŕıticos passam a ser aqueles calculados
em um espaço com d− 1 dimensões.

Essa mudança de d para d− 1 dimensões na descrição do comportamento cŕıtico do sistema é
conhecida como “crossover” dimensional. Neste caṕıtulo, vamos mostrar que podemos ampliar
a região (i) para incluir y até o limite y → 0 sem qualquer quebra da expansão em ε, desde
que consideremos valores suficientemente grandes para L. De fato, quando as três regiões de
escalamento foram propostas, uma formulação envolvendo apenas campos massivos conseguia
descrever apenas a região (i). As técnicas a serem apresentadas nas próximas seções irão incluir
também a região (ii) no limite L → ∞ usando a teoria massiva. Além disso, introduziremos
uma formulação de campos sem massa e mostraremos que existe uma equivalência entre essa
formulação e a correspondente massiva. Consequentemente, veremos que as regiões (i), (ii) e
(iii) são consistentes com a expansão em ε, contanto que os valores de L não sejam tão pequenos.

As análises de NF se restringiram às funções de Green de 2 e 4 pontos até ordem 1 loop
em uma teoria massiva. Vamos ampliar no presente caṕıtulo essas análises para incluir as
contribuições até ordens de pelo menos 2 loops. Ao invés de funções de Green, usaremos
as funções de vértice devido ao seu caráter mais fundamental com relação às divergências no
regime ultravioleta. O sistema continuará sendo modelado pela densidade lagrangiana (2.4) com
o parâmetro de ordem restrito a condições de contorno periódicas ou antiperiódicas nas duas
superf́ıcies. Vamos nos referir a ambas as condições como PBC (“periodic boundary condition”)
ou ABC (“antiperiodic boundary condition”), respectivamente. Veremos portanto como o
tamanho finito L introduz correções nas funções de correlação, constante de renormalização,
ponto fixo, etc. No entanto, apesar dessas correções aparecerem explicitamente nos passos
intermediários, todas elas são canceladas no resultado final para os expoentes cŕıticos. Nenhuma
quebra da expansão em ε será observada (para valores não tão pequenos de L) e um novo
entendimento para as regiões de escalamento descritas acima será estabelecido.
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3.2 O método de Nemirovsky e Freed na teoria mas-

siva usando condições de contorno periódicas e anti-

periódicas

Comecemos pela descrição do sistema na região de escalamento (i). Consideraremos por-
tanto a teoria acima da temperatura cŕıtica, na qual manteremos o comprimento de correlação
finito. Apenas os aspectos mais fundamentais de tamanho finito serão considerados aqui. Efei-
tos de superf́ıcie relacionados com as condições de contorno de Dirichlet e Neumann estão além
do escopo deste trabalho. Por esse motivo, o parâmetro de ordem estará sujeito apenas às
condições de contorno periódicas e antiperiódicas. Veremos a seguir que tais condições não
quebram a invariância translacional do sistema e a representação das funções de vértice no
espaço dos momentos continua sendo conveniente.

Originalmente, o método descrito por Nemirovsky e Freed (NF) vai até ordem de um loop
na expansão diagramática das funções de Green de 2 e 4 pontos. A restrição espacial no
parâmetro de ordem conduz a integrais de Feynman cujo resultado da regularização pode ser
decomposto em termos com divergência no regime ultravioleta idênticas àquelas calculadas
para o sistema infinito mais termos com dependência em L (termos de correção do tamanho
finito). A representação integral utilizada por NF para esse termo de correção não permite
(de uma forma simplificada) uma extensão dos cálculos para ordens acima de um loop [32].
Introduziremos uma representação mais conveniente para esse termo. Como resultado, teremos
meios para avançar na direção do cálculo das integrais de ordens mais elevadas em loops. Além
disso, a nossa análise da dependência em L dos termos de correção de tamanho finito ficará
mais simples.

A forma mais natural de descrever uma geometria de placas planas e paralelas consiste
em dividir o sistema de coordenadas como x =(~ρ, z). O vetor ~ρ representa as coordenadas do
campo no subespaço com d−1 dimensões (no qual as superf́ıcies estão inseridas) e z corresponde
à coordenada axial perpendicular às superf́ıcies. Aqui vamos colocar uma das superf́ıcies em
z = 0 e a outra em z = L. A densidade lagrangiana dada em (2.4) terá então a seguinte forma:

L (Φ) =
1

2
(∇d−1Φ)2 +

1

2

(
∂Φ

∂z

)2

+
µ2

2
Φ2(~ρ, z) +

λ

4!
Φ4(~ρ, z) (3.1)

O tamanho finito L é introduzido na teoria através das condições de contorno impostas no
parâmetro de ordem. Elas podem ser periódicas, ou seja,

Φ(~ρ, 0) = Φ(~ρ, L), (3.2)

ou antiperiódicas, a saber:
Φ(~ρ, 0) = −Φ(~ρ, L). (3.3)

Ambas as condições de contorno conduzem a diferentes tipos de ordenamento em diferentes
temperaturas cŕıticas durante a transição de fase [70]. Levaremos em consideração aqui apenas
os aspectos universais do comportamento cŕıtico como, por exemplo, os expoentes cŕıticos.
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A formulação da teoria no espaço dos momentos ainda permanece conveniente para o tipo de
geometria sob consideração. O fato do sistema ser infinito ao longo do subespaço das superf́ıcies
implica em componentes de Fourier para o parâmetro de ordem dado em termos de momentos
cont́ınuos em d− 1 dimensões. A homogeneidade do sistema ao longo desse subespaço garante
a conservação dos momentos nos propagadores e nos vértices de interação, conforme vimos no
caṕıtulo anterior em d dimensões. Por outro lado, o domı́nio compacto da coordenada z ao
longo da direção perpendicular às superf́ıcies restringe os momentos a valores discretos (quase-
momentos) ao longo dessa direção. Portanto, podemos expandir o campo Φ em termos de
componentes (modos) de Fourier, da seguinte forma:

Φi(ρ, z) =
1

(2π)d−1

∞∑
j=−∞

∫
dd−1k eik·ρuj(z)φi(k, j), (3.4)

O ı́ndice i = 1, 2, . . . , N refere-se à simetria interna do parâmetro de ordem. Já o ı́ndice
j está relacionado com os quase-momentos ao longo da direção z. Note que as funções uj(z)
estão associadas às condições de contorno de Φi. Para determinarmos essas funções, vamos
considerar o campo Φi acima como uma solução da teoria livre obtida a partir da equação de
Klein-Gordon no espaço euclidiano:

(∇2 − µ2)Φi = 0.

Nesse caso, Φi é usado na construção do propagador livre da teoria. Logo, vemos que uj(z) é
solução da equação de autofunções:

d2

dz2
uj(z) = −κ2

juj(z), (3.5)

onde o autovalor κj corresponde ao quase-momento, satisfazendo a condição κ2
j + k2 + µ2 = 0.

As condições de contorno (3.2) ou (3.3), agora aplicadas em uj(z), determinarão a dependência
de κj em j. Além disso, as constantes resultantes da solução geral da equação acima são fixadas
através das condições de ortonormalidade:∫ L

0

dz ui(z)u∗j(z) = δi j. (3.6)

A relação de completeza também é satisfeita:

∞∑
j=−∞

uj(z)u∗j(z
′) = δ(z − z′). (3.7)

Vamos analisar agora como as regras de Feynman serão modificadas para incluir o efeito
do tamanho finito. Inicialmente, consideremos a energia livre do sistema dada pelo funcional
F [Φ] =

∫
dd−1ρ

∫ L
0
dzL [Φ(ρ, z)] presente na definição da função de partição (2.5). A fim de
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termos uma representação no espaço dos momentos para F [Φ], comecemos pela parte livre da
teoria. A partir de (3.1) e (3.4), podemos escrever:

F0[Φ] =
1

2

∫
dd−1ρ

∫ L

0

dz

[
(∇d−1Φ)2 +

(
∂Φ

∂z

)2

+ µ2Φ2(ρ, z)

]

=
1

2

∞∑
j1,j2=−∞

1

(2π)d−1

∫
dd−1k

∫ L

0

dz

[
(k2 + µ2)uj1(z)uj2(z) +

duj1
dz

duj2
dz

]
φi(k, j1)φi(−k, j2)

(3.8)

Note que o ı́ndice i acima está sendo somado de 1 a N de acordo com a convenção da soma
para ı́ndices repetidos considerada no caṕıtulo anterior. O produto das derivada de uj(z) pode
ser reescrito como:

duj1
dz

duj2
dz

=
d

dz

(
uj1

duj2
dz

)
− uj1

d2uj2
dz2

=
d

dz

(
uj1

duj2
dz

)
+ κ2

j2
uj1(z)uj2(z), (3.9)

onde usamos a equação (3.5) na última igualdade. Condições de contorno periódicas (anti-

periódicas) implicam em uj(z) e
duj
dz

periódicos (antiperiódicos). Portanto, o produto uj(z)
duj
dz

será sempre periódico e a integral
∫ L

0
dz d

dz

(
uj1

duj2
dz

)
será nula. Substituindo os resultados acima

em (3.8), podemos escrever:

F0[Φ] =
1

2

∞∑
j1,j2=−∞

1

(2π)d−1

∫
dd−1k(k2 + κ2

j2
+ µ2)Sj1,j2φi(k, j1)φi(−k, j2), (3.10)

onde definimos o tensor:

Sj1,j2 =

∫ L

0

uj1(z)uj2(z)dz. (3.11)

O mesmo tipo de análise para a parte interagente da energia livre conduz a:

Fint[Φ] =

∫
dd−1ρ

∫ L

0

dz
λ

4!
Fi1,...,i4Φi1(ρ, z) · · ·Φi4(ρ, z)

=
λ

4!
Fi1,...,i4

∞∑
j1,...,j4=−∞

Sj1,...,j4
1

(2π)3(d−1)

∫
dd−1k1 · · · dd−1k4δ

d−1(k1 + · · ·+ k4)×

× φi1(k1, j1) · · ·φi4(k4, j4), (3.12)

com a definição do tensor:

Sj1,j2,j3,j4 =

∫ L

0

uj1(z)uj2(z)uj3(z)uj4(z)dz. (3.13)
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Chamamos atenção novamente para a convenção da soma usada para os ı́ndices do campo.
Cada ı́ndice do tensor Fi1,...,i4 aparece somado com o correspondente ı́ndice repetido do campo
Φ.

No caṕıtulo anterior, apresentamos a função de partição (2.21) escrita convenientemente
em termos de componentes de Fourier do propagador e da parte interagente da teoria. Aqui
ela será modificada para incluir os modos referentes aos quase-momentos. Logo, baseado nos
resultados (3.10) e (3.12), escrevemos:

Z[h] = N −1 exp

[
− λ

4!
Fi1,...,i4

∞∑
j1,...,j4=−∞

Sj1,...,j4

∫
dd−1k1 · · · dd−1k4δ

d−1(k1 + · · ·+ k4)×

× δ4

δhi1(k1, j1) . . . δhi4(k4, j4)

]
Z0[h], (3.14)

com a função de partição da teoria livre dada por:

Z0[h] = exp

(
1

2

∞∑
j1,j2=−∞

∫
dd−1k Sj1,j2G0(k, j2)hi(k, j1)hi(−k, j2)

)
. (3.15)

h(k, j) corresponde ao componente de Fourier do campo magnético externo em função também
dos ı́ndices j’s dos quase-momentos. Os momentos cont́ınuos estão agora inseridos no subespaço
(d− 1)-dimensional e o Delta de Dirac em (3.14) implica na conservação desses momentos em
cada vértice de interação dos diagramas de Feynman. Além disso, os ı́ndices de simetria interna
do campo são somados da mesma maneira como em (2.21) e teremos portanto os mesmos fatores
de simetria listados no caṕıtulo anterior para os diagramas de Feynman.

As únicas mudanças fundamentais nas funções de partição acima são as presenças dos tenso-
res Sj1,j2 e Sj1,j2,j3,j4 , além do propagador livre G0(k, j) modificado para incluir o quase-momento
κj:

G0(k, j) =
1

k2 + κ2
j + µ2

. (3.16)

Note nos resultados (3.14) e (3.15) como o tensor Sj1,j2,j3,j4 aparece compondo o vértice de
interação e Sj1,j2 aparece multiplicando o propagador livre. Como resultado, as regras de
Feynman serão modificadas de modo que cada linha e vértice de interação sejam representados
por:

1 2 = δd−1(k1 + k2)δi1 i2Sj1,j2G0(k2, j2), (3.17)

1

2

3

4
= − λ

4!
Fi1,i2,i3,i4Sj1,j2,j3,j4δ(k1 + k2 + k3 + k4) (3.18)

Os ı́ndices (modos) j’s desempenham um papel semelhante ao dos ı́ndices do campo φi e seguirão
as mesmas regras de combinação, permutação, soma, etc apresentadas na seção 2.4.



45 Caṕıtulo 3. Expoentes cŕıticos para sistemas com geometria de placas planas e paralelas

Toda a informação referente às condições de contorno está contida nos tensores (3.11), (3.13)
e no propagador (3.16). Consideremos agora como esses elementos serão representados em PBC
e ABC. A solução da equação (3.5) satisfazendo ambas as condições de contorno é dada por:

u
(τ)
j (z) = A exp(iκ

(τ)
j z), (3.19)

onde devemos ter κ
(τ)
j = 2π

L
(j + τ) para j = 0,±1,±2, . . .. O ı́ndice τ = 0 e τ = 1

2
identificam

PBC e ABC, respectivamente. A constante A é fixada através da condição (3.6), resultando
em A = 1√

L
. Desse modo, os tensores (3.11) e (3.13) tornam-se:

Sj1,j2 = δj1+j2,0, (3.20)

Sj1,j2,j3,j4 =
1

L
δj1+j2+j3+j4,0, (3.21)

sem qualquer distinção entre as condições de contorno consideradas. Os Deltas de Kronecker
acima introduzem uma conservação dos quase-momentos da mesma forma que o Delta de Dirac
em (3.14) implica na conservação dos momentos cont́ınuos no subespaço (d − 1)-dimensional
em cada vértice de interação. Ratificando o que já mencionamos, PBC e ABC não quebram
a invariância translacional do sistema. Portanto, as integrais de Feynman se apresentarão de
forma análoga às do sistema infinito, onde em cada loop teremos a substituição:∫

ddk −→ σ

∞∑
j=−∞

∫
dd−1k, (3.22)

com σ = 2π
L

correspondendo a uma escala de momento produzida naturalmente pelo tamanho
finito do sistema. Note que no limite L → ∞, o somatório em j acima pode ser identificado
como uma integral de Riemann e estabelecemos então a correspondência inversa para a integral
de loop para um sistema infinito em d dimensões:

σ
∞∑

j=−∞

∫
dd−1k

L→∞−→
∫
ddk.

Deixaremos para a seção 3.4 a regularização dimensional das integrais de Feynman. Antes
disso, vamos discutir como as divergências presentes nessas integrais podem ser removidas da
teoria.

3.3 Renormalização e equações de Callan-Symanzik

Divergências no regime ultravioleta estão também presentes em teorias de campos confina-
dos entre duas superf́ıcies. Tais divergências continuam sendo associadas ao mesmo número
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finito de divergências primitivas na dimensão cŕıtica consideradas no caṕıtulo anterior. Por-
tanto, a remoção desses infinitos é realizada por um número também finito de constantes de
renormalização e o procedimento de renormalização será de maneira semelhante ao apresentado
na equação (2.89). Essa equação terá aqui a seguinte forma:

Γ
(E,M)
R (kl, jl, pl′ , j

′
l′ ; g, µ) =

(
Z

(τ)
Φ

)E
2
(
Z

(τ)

Φ2

)M
Γ(E,M)(kl, jl, pl′ , j

′
l′ ;λ, µ0,Λ). (3.23)

Os ı́ndices l = 1, 2, . . . , E e l′ = 1, . . . ,M rotulam os momentos externos kl e p′l (além dos modos
jl e j′l′ dos quase-momentos) associados com o campo φ e o campo composto φ2, respectivamente.
Apesar da dependência das funções de vértice nas condições de contorno, não incluiremos o
ı́ndice τ nessas funções como uma maneira de deixarmos a notação mais simples. Deixaremos
essa dependência expĺıcita apenas nas constantes multiplicativas Z

(τ)
Φ e Z

(τ)

Φ2 .
As constantes de renormalização na equação acima podem ser determinadas por condições

semelhantes àquelas consideradas em (2.91). A diferença é que agora elas devem refletir os
diferentes valores das funções de vértice de acordo com a condição de contorno considerada.
Portanto, tomando não apenas os momentos externos iguais a zero, mas também os quase-
momentos, podemos escrever:

Γ
(2)
R (k = 0, j = 0; g, µ) = µ2 + σ2τ 2, (3.24a)

∂

∂k2
Γ

(2)
R (k, j = 0; g, µ)

∣∣∣∣
k=0

= 1, (3.24b)

Γ
(4)
R (kl = 0, jl = 0; g, µ) = g, (3.24c)

Γ
(2,1)
R (k = 0, j = 0, p = 0, j′ = 0; g, µ) = 1. (3.24d)

O termo σ2τ 2 no lado direito de (3.24a) foi escolhido de modo que a massa renormalizada µ
seja independente das condições de contorno [21]. Além disso, em (3.24b) mantivemos o quase-
momento nulo enquanto derivamos apenas com relação a k2. Podemos fazer isso sem perda de
generalidade porque as constantes de renormalização provenientes dessas condições continuam
renormalizando a função de vértice Γ(2) quando j 6= 0.

O parâmetro µ pode ser escolhido livremente nas condições acima. Essa liberdade de es-
colha para λ e Λ fixos resulta nas equações de Callan-Symanzik associadas às transformações
infinitesimais do grupo de renormalização em uma teoria massiva, conforme mencionamos na
seção 2.9. Vamos investigar agora como essas equações serão modificadas em decorrência da
dependência nas condições de contorno das equações dadas em (3.24). A partir da equação
(3.23), podemos escrever:

µ
∂

∂µ

[(
Z

(τ)
Φ

)−E
2
(
Z

(τ)

Φ2

)−M
Γ

(E,M)
R (kl, jl, pl′ , j

′
l′ ; g, µ)

]
λ,Λ

= 0. (3.25)
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Após a realização da derivada, obtemos:(
µ
∂

∂µ
+ β(τ) ∂

∂g
− E

2
γ

(τ)
Φ +Mγ

(τ)

Φ2

)
Γ

(E,M)
R (kl, jl, pl′ , j

′
l′ ; g, µ) =

= 2µ2∂µ
2
0

∂µ2

(
Z

(τ)

Φ2

)−1

Γ
(E,M+1)
R (kl, jl, pl′ , j

′
l′ , 0; g, µ), (3.26)

onde definimos as funções de Wilson como β(τ) = µ ∂g
∂µ

, γ
(τ)
Φ = µ

∂ lnZ
(τ)
Φ

∂µ
e γ

(τ)

Φ2 = −µ∂ lnZ
(τ)

Φ2

∂µ
, além

de termos usado:

Γ(E,M+1)(kl, jl, pl′ , j
′
l′ , 0;λ, µ0) =

∂

∂µ2
0

Γ(E,M)(kl, jl, pl′ , j
′
l′ , 0;λ, µ0).

Tomando N = 2, M = 0 com os momentos e quase-momentos iguais a zero na equação acima
e usando as condições (3.24a) e (3.24d), determinamos o coeficiente de Γ(E,M+1) no lado direito
da equação acima:

∂µ2
0

∂µ2

(
Z

(τ)

Φ2

)−1

=
1

2

(
2− γ̃(τ)

Φ

)
, (3.27)

onde definimos:

γ̃
(τ)
Φ = γ

(τ)
Φ

[
1 +

(
στ

µ

)2
]
. (3.28)

Em termos das constantes de acoplamento u e u0 adimensionalizadas através de g = µεu e
λ = µεu0, podemos reescrever (3.26), com aux́ılio do resultado (3.27), no formato final das
equações de Callan-Symanzik:[

µ
∂

∂µ
+ β(τ)(u)

∂

∂u
− E

2
γ

(τ)
Φ (u) +Mγ

(τ)

Φ2 (u)

]
Γ

(E,M)
R (kl, jl, pl′ , j

′
l′ ;u, µ) =

= µ2
[
2− γ̃(τ)

Φ (u)
]

Γ
(E,M+1)
R (kl, jl, pl′ , j

′
l′ , 0;u, µ). (3.29)

Agora todas as funções de Wilson presentes na equação anterior são descritas em termos de
parâmetros adimensionais, a saber:

β(τ)(u) = −ε

(
∂ lnu

(τ)
0

∂u

)−1

, (3.30a)

γ
(τ)
Φ (u) = β(τ)(u)

∂ lnZ
(τ)
Φ

∂u
, (3.30b)

γ
(τ)

Φ2 (u) = −β(τ)(u)
∂ lnZ

(τ)

Φ2

∂u
. (3.30c)
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Exceto pela dependência nas condições de contorno e tamanho finito L, essas funções são
escritas na mesma forma das equações dadas em (2.108).

A única diferença entre (3.29) e a correspondente para o sistema infinito (2.114) é a presença

da função γ̃
(τ)
Φ (u) que, de acordo com (3.28), é essencialmente uma versão reescalada de γ

(τ)
Φ (u).

No limite L→∞ (σ → 0), recuperamos as equações de Callan-Symanzik do sistema infinito.
De acordo com a argumentação apresentada na seção 2.9, quando consideramos os momentos

externos no regime ultravioleta (kl
µ
→∞), o lado direito da equação (3.29) pode ser desprezado

ordem a ordem na expansão diagramática. Nesse regime, a teoria massiva será então invariante
por escala desde que a constante de acoplamento seja colocada no ponto fixo não trivial u

(τ)
∞ ,

dependente agora das condições de contorno e de L. Portanto, as soluções de (3.29) serão
obtidas de forma análoga àquelas para um sistema infinito e as leis de escala provenientes
dessas soluções permitirão o cálculo dos expoentes cŕıticos através das equações (2.110a) e

(2.110b), onde u∗ é agora substitúıdo por u
(τ)
∞ .

3.4 Regularização dimensional das integrais de Feynman

No caṕıtulo anterior, expandimos as funções vértice até pelo menos ordem 2 loops e iden-
tificamos as integrais (2.42b), (2.68), (2.56) e (2.93) como aquelas essenciais ao cálculo dos
expoentes cŕıticos. A primeira delas refere-se ao diagrama de ordem 1 loop mostrado na figura
2.4(a) e servirá como ponto de partida para cálculo de todas as demais integrais. Levando em
consideração a substituição dada em (3.22), podemos escrevê-la aqui na seguinte forma:

Iτ2 (k, j;σ, µ) = σ
∞∑

l=−∞

∫
dd−1q

[(q + k)2 + σ2(l + j + τ)2 + µ2][q2 + σ2(l + τ)2 + µ2]
. (3.31)

Seguiremos inicialmente os mesmos passos empregados na obtenção do resultado (2.82). Pri-
meiro, reescalamos os momentos de acordo com q

µ
→ q e k

µ
→ k, onde definimos r ∝ σ

µ
. De

acordo com o resultado (2.29), temos r ∝ ξ
L

. Em seguida, aplicamos a parametrização de
Feynman (2.79) e depois de alguns rearranjamentos, chegamos a:

Iτ2 (k, j;σ, µ) = rµ−ε
∞∑

l=−∞

∫ 1

0

dx

∫
dd−1q

{q2 + 2xk · q + xk2 + r2 [(l + τ + xj)2 + x(1− x)j2] + 1}2 .

(3.32)
O próximo passo consiste na utilização do resultado (2.81), fornecendo:

Iτ2 (k, j;σ, µ) = rµ−ε
Sd−1

2
Γ

(
d− 1

2

)
Γ

(
2− d− 1

2

)
×

×
∫ 1

0

dx
∞∑

j=−∞

[
r2(l + τ + xj)2 + x(1− x)(k2 + r2j2) + 1

] d−1
2
−2
. (3.33)
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Depois de fatorar r2, podemos identificar o somatório no resultado acima com uma generalização
da função térmica [71]:

Dα(a, b) =
∞∑

n=−∞

[(n+ a)2 + b2]−α, (3.34)

onde estabelecemos:

a(x) = τ + xj, (3.35a)

b(x) = r−1
√
x(1− x)(k2 + r2j2) + 1, (3.35b)

No limite n → ∞, o termo sendo somado em (3.34) comporta-se como n−2α e podemos ver
portanto que o somatório converge para α > 1

2
. Podemos construir uma continuação anaĺıtica

para Dα(a, b) na qual a divergência no limite α → 1
2

tenha uma representação conveniente
no contexto da regularização dimensional. Ou seja, de uma forma geral, podemos escrever
[32, 72, 73]:

Dα(a, b) =

√
π

Γ(α)

[
Γ

(
α− 1

2

)
b1−2α + fα(a, b)

]
, (3.36)

A divergência de (3.34) no limite α → 1
2

está agora presente no polo em α = 1
2

da função
Γ
(
α− 1

2

)
. Já fα(a, b) é uma função regular para α = 1

2
que pode ser representada em diferentes

formas. Nemirovsky e Freed utilizaram a representação dada na ref. [32] e aqui vamos reescrevê-
la dentro da nossa notação como:

fα(a, b) =
4
√
π

Γ(1− α)

∫ ∞
b

du(u2 − b2)−αRe
[
e2π(u+ia) − 1

]−1
. (3.37)

Essa representação não é uma das mais convenientes para os nossos objetivos neste trabalho. A
maneira como os parâmetros a e b aparecem no resultado acima dificulta bastante a aplicação da
eq. (3.36) de forma simplificada no cálculo das integrais de Feynman em ordens de loops mais
elevadas. Portanto, usaremos uma representação alternativa que irá facilitar consideravelmente
as nossas análises. Deduzida por Boschi-Filho e Farina [73] como uma generalização para o
resultado obtido por Ambjorn e Wolfram [72], escrevemos:

fα(a, b) = 4
∞∑
m=1

cos(2πma)
(πm
b

)α− 1
2
Kα− 1

2
(2πmb), (3.38)

onde Kν(z) é a função de Bessel modificada de segunda espécie. O fato de termos agora uma re-
presentação envolvendo uma função especial de Bessel cujas propriedades já são bem conhecidas
[68] permitirá um avanço na direção do cálculo de integrais de 2 e 3 loops que não teŕıamos tão
facilmente com a representação dada em (3.37).
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Voltando ao resultado (3.33), usaremos (3.36), juntamente com (3.35) e ε = 4 − d, para
reescrever:

I
(τ)
2 (k, j;σ, µ) = µ−ε

Sd−1

2
Γ

(
d− 1

2

)√
π×

×
∫ 1

0

dx
{

Γ
( ε

2

)
[x(1− x)(k2 + r2j2) + 1]−

ε
2 + f 1

2
+ ε

2
(a, b)

}
(3.39)

Sabendo que Sd = π
d
2

Γ( d2)
, podemos escrever

Γ

(
d

2

)
Sd = 2π

d
2 =
√
πΓ

(
d− 1

2

)
Sd−1 (3.40)

e realizando uma expansão em ε no argumento da função Γ, chegamos ao seguinte resultado:

I
(τ)
2 (k, j; r) = µ−ε

Sd
ε

[(
1− ε

2

)∫ 1

0

dx[x(1− x)(k2 + r2j2) + 1]−
ε
2 +

ε

2
F

(τ)
ε
2

(k, j; r)

]
, (3.41)

onde definimos:

F (τ)
α (k, j; r) = r−2α

∫ 1

0

dxf 1
2

+α(τ + xj, h(k, j, r)), (3.42)

com
h(k, j, r) = r−1

√
x(1− x)(k2 + r2j2) + 1. (3.43)

Uma comparação entre (3.41) e (2.85) mostra que a integral de ordem 1 loop (3.31) para o
sistema de tamanho finito pode ser decomposta em dois termos. O primeiro deles é idêntico
àquele do sistema infinito, no qual o quadrado do módulo do momento externo é agora subs-
titúıdo por k2 + r2j2. O segundo termo corresponde à definição (3.42), denominada aqui de
correção de tamanho finito devido a sua dependência em L. Mostraremos a seguir que essa
função de correção tende a zero no limite L→∞. Além disso, para L suficientemente grande,
F

(τ)
ε
2

(k, j; r) não terá polos em ε e já podemos tomar ε = 0 nesse termo de correção.

As condições de renormalização (3.24) impõem momentos externos nulos para as integrais
de Feynman e desse modo, o resultado (3.41) é simplificado para:

I
(τ)
2 (0; r) = µ−ε

Sd
ε

[
1− ε

2
+
ε

2
f 1

2
(τ, r−1)

]
. (3.44)

Relembramos aqui que r−1 = µ
σ
∝ L

ξ
corresponde à variável de escala. Se considerarmos valores

finitos para r, o segundo termo do resultado anterior é bem comportado e a expansão em ε é
válida, sendo apropriada para o cálculo perturbativo dos observáveis f́ısicos. Entretanto, esse
cenário é ameaçado quando estamos no limite r−1 → 0. Neste caso, a função de correção torna-
se singular e o método perturbativo não parece ser mais válido. Nosso interesse agora estará
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voltado portanto para o estudo dos limites assintóticos da função de correção, inclusive aquele
dado por r−1 →∞.

A fim de analisarmos esses limites, começaremos pelas definições (3.38) e (3.42), de onde
obtemos:

F
(τ)
ε
2

(0, 0; r) = 4r−ε
∞∑
n=1

cos(2πnτ)(πn)
ε
2K ε

2
(2πnr−1). (3.45)

Essa expressão mostra claramente que não há polos em ε para a função de correção. No limite
r−1 →∞, podemos usar a expansão assintótica da função de Bessel na forma

lim
x→∞

Kα(x) ≈
√

π

2x
e−x

[
1 +O

(
1

x

)]
.

Vemos portanto que uma expansão tomando apenas o primeiro termo mais significativo corres-
ponde ao modo n = 1. Dessa forma, temos:

lim
r−1→∞

F
(τ)
ε
2

(0, 0; r) ≈ 2π
ε
2 cos(2πτ)(r−1)ε−

1
2 e−2πr−1

. (3.46)

Portanto, o termo de correção tende a zero no limite L→∞ e a integral de Feynman reproduz
o correspondente valor do sistema infinito.

No outro extremo, quando r−1 decresce, as correções de tamanho finito ficarão maiores a
ponto de terem a mesma ordem do polo ε−1, modificando a singularidade dominante da função
de correlação de 4 pontos. Para ver como isso acontece, consideremos a identidade [68]:

∞∑
n=1

K0(nx) cos(nxt) =
γ

2
+

1

2
ln
( x

4π

)
+

π

2x
√

1 + t2
+
π

2

∞∑
n=1

[
1√

x2 + (2nπ + tx)2
− 1

2nπ

]
+

+
π

2

∞∑
n=1

[
1√

x2 + (2nπ − tx)2
− 1

2nπ

]
, (3.47)

válida para valores positivos de x. γ = 0.577216 . . . é a constante de Euler-Mascheroni. Através
das identificações x = 2πr−1 e t = rτ , obtemos a função de correção e o resultado (3.44) pode
ser escrito como:

I
(τ)
2 (0; r) = µ−εSd

[
1

ε

(
1− ε

2

)
+ γ + ln

(
r−1

2

)
+

1

2
√
r−2 + τ 2

+

+
1

2

∞∑
n=1

(
1√

r−2 + (n+ τ)2
− 1

n

)
+

1

2

∞∑
n=1

(
1√

r−2 + (n− τ)2
− 1

n

)]
. (3.48)

Os somatórios acima convergem. Podemos ver isso ao observar que quando n→∞ os termos
dos somatórios decrescem proporcionalmente com 1

n2 e pelo critério da razão de Cauchy, as
séries convergirão. Tomando o limite r−1 → 0, essas duas séries tornam-se:

lim
r−1→0

(
1

2

∞∑
n=1

[· · · ] +
1

2

∞∑
n=1

[· · · ]

)
=

1

2

∞∑
n=1

[
1

n+ τ
− 1

n

]
+

1

2

∞∑
n=1

[
1

n− τ
− 1

n

]
. (3.49)
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A partir da representação para a função dilogaŕıtmica Ψ(1 + z) = −γ +
∑∞

n=1
z

n+z
, juntamente

com a relação Ψ(1 + z) = Ψ(z) + 1
z

e o valor Ψ
(

1
2

)
= −γ − 2 ln 2, chegamos a:

lim
r−1→0

(
1

2

∞∑
n=1

[· · · ] +
1

2

∞∑
n=1

[· · · ]

)
= (2 ln 2− 1)δτ, 1

2
. (3.50)

Portanto, para pequenos valores de r−1, obtemos o seguinte resultado para (3.44):

I
(τ)
2 (0; r) ≈ µ−εSd

[
1

ε

(
1− ε

2

)
+ γ + ln

(
r−1

2

)
+

1

2
√
r−2 + τ 2

+

+(2 ln 2− 1)δτ, 1
2

+O(r−1)
]
. (3.51)

Podemos identificar dois tipos de comportamento singular na expressão acima dependendo
das condições de contorno empregadas. Primeiro, podemos reproduzir todas as análises reali-
zadas nas referências [34, 35] com respeito à quebra da expansão em ε devido à singularidade
presente no termo com a raiz quadrada. Em PBC (τ = 0), esse termo produz uma divergência
no limite r−1 ∝ L

ξ
→ 0. Já em ABC (τ = 1

2
), essa singularidade acontece abaixo da tempe-

ratura cŕıtica (t < 0) quando r−2 → −1
4
. Em ambas as condições de contorno, o crossover

dimensional nas referências mencionadas anteriormente foi atribúıdo ao efeito causado pela
divergência desse termo com raiz quadrada para diferentes valores de t.

O segundo tipo de comportamento singular é predominante apenas em ABC. Mantendo
t > 0 fixo e decrescendo r−1, ou seja, diminuindo apenas L, o termo com a raiz quadrada
permanece finito enquanto que o módulo do termo logaŕıtmico cresce até ter a mesma magnitude
do polo em ε. No limite ultravioleta, o mapeamento entre a regularização dimensional e a
regularização pelo corte Λ nos momentos estabelece 1

ε
→ ln Λ

µ
. Portanto, podemos afirmar

que o termo logaŕıtmico torna-se comparável à singularidade dominante da integral quando
ln Λ

µ
∼ − ln r−1 = ln 1

µL
, ou seja, quando tivermos LΛ ∼ 1. Em termos do parâmetro de rede a,

temos Λ ∼ 1
a
, implicando em L ∼ a. Em resumo, a redução de L (com t fixo) até magnitudes

próximas de a produz um novo tipo de crossover pois a correção de tamanho finito domina em
relação ao polo ε−1. Notamos que esse tipo de comportamento também ocorre em PBC. No

entanto, o termo com a raiz quadrada proporcional a
(
L
ξ

)−1

é dominante nesse limite.

Na nossa análise acima, não consideramos o limite t → 0 porque ele é inconsistente na
teoria massiva. Na seção 2.8 afirmamos que o aparecimento de divergências no infravermelho
nesse limite impossibilitam a realização da renormalização. Portanto, a nossa estratégia para
acessarmos a região r−1 → 0 quando t→ 0 consiste em utilizarmos a teoria não-massiva, na qual
já temos naturalmente ξ =∞ com invariância por escala no regime infravermelho. Discutiremos
esse regime quando definirmos o análogo da formulação de Nemirovsk e Freed para a teoria
renormalizada utilizando campos de massa nula. Este ponto será retomado nas seções 3.6 e
3.7, onde introduziremos essa nova descrição de comportamento cŕıtico para sistemas finitos e
provaremos a equivalência com a formulação da teoria para campos massivos.
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Consideremos agora a contribuição de 2 loops para a função de 4 pontos correspondente
à integral (2.68). Aqui, com a discretização dos momentos ao longo da direção z, ela terá a
seguinte forma:

I
(τ)
4 (k, k′, j, j′;µ, σ) = σ2

∞∑
l1,l2=−∞

∫
dd−1q1d

d−1q2

[(q1 − k)2 + σ2(l1 − j + τ)2 + µ2][q2
1 + σ2(l1 + τ)2 + µ2]

×

× 1

[(q1 + q2 + k′)2 + σ2(l1 + l2 + j′ + τ)2 + µ2][q2
2 + σ2(l2 + τ)2 + µ2]

. (3.52)

A integral acima é regularizada no apêndice A, cujo resultado é dado em (A.17):

I4(0;µ, r) = µ−2ε S
2
d

2ε2

[
1− ε

2
+ εf 1

2
(τ, r−1)

]
. (3.53)

As demais integrais correspondem às contribuições de 2 e 3 loops para a função de vértice
de 2 pontos e podem ser lidas das eqs. (2.56) e (2.93), respectivamente. Elas são dadas aqui
respectivamente por:

D
(τ)
3 (k, j;µ, σ) = σ2

∞∑
l1,l2=−∞

∫
dd−1q1d

d−1q2

[(q1 + q2 + k)2 + σ2(l1 + l2 + j + τ)2 + µ2]
×

× 1

[q2
1 + σ2(l1 + τ)2 + µ2][q2

2 + σ2(l2 + τ)2 + µ2]
, (3.54)

D
(τ)
5 (k, j;µ, σ) = σ3

∞∑
l1,l2,l3=−∞

∫
dd−1q1d

d−1q2d
d−1q3

[(q1 + q2 + k)2 + σ2(l1 + l2 + j + τ)2 + µ2]
×

× 1

[(q1 + q3 + k)2 + σ2(l1 + l3 + j + τ)2 + µ2][q2
1 + σ2(l1 + τ)2 + µ2]

×

× 1

[q2
2 + σ2(l2 + τ)2 + µ2][q2

3 + σ2(l3 + τ)2 + µ2]
. (3.55)

Dada a condição de renormalização (3.24b), tudo o que precisamos fazer com as integrais acima
é derivar com relação a k2 mantendo os quase-momentos externos nulos (j = 0). Em seguida,
tomamos k = 0. Esses cálculos são executados no apêndice A. Lá os resultados (A.25) e (A.33)
fornecem respectivamente:

D
′(τ)
3 (µ, r) =

∂

∂k2
D

(τ)
3 (k, j = 0;µ, r)

∣∣∣∣
k=0

= −µ−2εS
2
d

8ε

[
1− ε

4
+ εW (τ)(r)

]
, (3.56)

D
′(τ)
5 (µ, r) =

∂

∂k2
D

(τ)
5 (k, j = 0;µ, r)

∣∣∣∣
k=0

= −µ−3ε S
3
d

6ε2

[
1− ε

4
+

3

2
εW (τ)(r)

]
, (3.57)
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onde definimos W (τ)(r) = G(τ)(r)+H(τ)(r)−4rF
′(τ)
0 (r), com G(τ)(r), H(τ)(r) e F

′(τ)
0 (r) definidos

no apêndice A. Não vamos escrever esse termos explicitamente pois eles serão eliminados durante
o cálculo dos expoentes cŕıticos. Só precisamos saber aqui que eles são todos bem comportados
desde que não tomemos o limite r−1 → 0, da mesmo forma como acontece com f 1

2
(τ, r−1).

Nessa condição, as expansões em epsilon acima são bem definidas e podemos usar a teoria
perturbativa para calcular os observáveis f́ısicos.

3.5 Cálculo dos expoentes cŕıticos na teoria massiva

No caṕıtulo anterior, ilustramos rapidamente como os expoentes cŕıticos são calculados a
partir da análise de grupo de renormalização. Equações diferenciais são então obtidas para
as funções de vértice como uma consequência da nossa liberdade de escolha do parâmetro de
massa µ no processo de renormalização. Na seção 3.3, refizemos esses passos e chegamos às cor-
respondentes equações de Callan-Symanzik com a presença do tamanho finito L. Tais equações
permitem a determinação da forma como as funções de vértice escalam nos momentos externos.
Na teoria massiva, a invariância por escala é realizada apenas no regime ultravioleta, quando
então os expoentes cŕıticos são obtidos a partir das funções de Wilson (agora dependentes das
condições de contorno e de L) calculadas no ponto fixo. Na prática, as funções de Wilson
são determinadas através das expansões dadas por (2.112a-2.112c), onde os coeficientes ai, bi
e ci estão relacionados com as expansões (2.100a-2.100c) das constantes de renormalização em
potências da constante de acoplamento renormalizada e adimensionalizada u. As condições de
renormalização (3.24a-3.24d) implicam em resultados análogos àqueles dados pelas expressões
(2.102a-2.102f). Os coeficientes A’s, B’s e C’s são calculados através das equações (2.97), (2.95)
e (2.99). As regularização das integrais de Feynman usadas são agora aquelas apresentadas na
seção anterior. Portanto, em termos simbólicos, podemos escrever as seguintes expressões:

a
(τ)
1 =

N + 8

6
I

(τ)
2 (0; r), (3.58a)

a
(τ)
2 =

(N + 8)2

18
[I

(τ)
2 (0; r)]2 − N2 + 6N + 20

36
[I

(τ)
2 (0; r)]2−

− 5N + 22

9
I

(τ)
4 (0; r)− N + 2

9
D
′(τ)
3 (r), (3.58b)

b
(τ)
2 =

N + 2

18
D
′(τ)
3 (r), (3.58c)

b
(τ)
3 =

(N + 2)(N + 8)

54

[
I

(τ)
2 (0; r)D

′(τ)
3 (r)− 1

2
D
′(τ)
5 (r)

]
, (3.58d)

c
(τ)
1 =

N + 2

6
I

(τ)
2 (r), (3.58e)



55 Caṕıtulo 3. Expoentes cŕıticos para sistemas com geometria de placas planas e paralelas

c
(τ)
2 =

N2 + 7N + 10

18
I

(τ)
2 (0; r)−

(
N + 2

6

)2

[I
(τ)
2 (0; r)]2 − N + 2

6
I

(τ)
4 (0; r). (3.58f)

Substituindo os resultados (3.44), (3.53), (3.56) e (3.57) nas expressões acima, determinamos
finalmente os coeficientes das constantes de renormalização:

a
(τ)
1 =

N + 8

6ε

[
1− ε

2
+

1

2
f 1

2
(τ, r−1)ε

]
, (3.59a)

a
(τ)
2 =

(
N + 8

6ε

)2

− N2 + 21N + 86

36ε
+
N2 + 16N + 64

36ε
f 1

2
(τ, r−1)+

+
N + 2

72ε

[
1− ε

4
+ εW (τ)(r)

]
, (3.59b)

b
(τ)
2 = −N + 2

144ε

[
1− ε

4
+ εW (τ)(r)

]
, (3.59c)

b
(τ)
3 = −(N + 2)(N + 8)

1296ε

[
1− 7

4
ε+

3

2
εf 1

2
(τ, r−1)

]
, (3.59d)

c
(τ)
1 =

N + 2

6ε

[
1− ε

2
+

1

2
f 1

2
(τ, r−1)ε

]
, (3.59e)

c
(τ)
2 =

(N + 2)(N + 5)

36ε2
− 2N2 + 17N + 26

72ε
+
N2 + 7N + 10

36ε
f 1

2
(τ, r−1). (3.59f)

Um aspecto fundamental que diferencia as constantes de renormalização calculadas aqui daque-
las obtidas para um sistema infinito é a presença dos termos de correção dependentes tanto das
condições de contorno quanto do tamanho finito L. Isso é uma consequência direta das condições
de renormalização utilizadas. No entanto, conforme veremos logo a seguir, essas correções não-
universais não alterarão a classe de universalidade (d,N) para os expoentes cŕıticos.

Nosso próximo passo consiste no cálculo das funções de Wilson. Relembramos aqui a pri-
meira delas dada em (2.112a), dependente agora de τ e L:

β(τ)(u) = −εu
{

1− a(τ)
1 u+ 2

[(
a

(τ)
1

)2

− a(τ)
2

]
u2

}
. (3.60)

Substituindo a
(τ)
1 e a

(τ)
2 na expressão acima, obtemos:

β(τ)(u) = −εu+
N + 8

6

[
1− ε

2
+
ε

2
f 1

2
(τ, r−1)

]
u2 − 3N + 14

12
u3. (3.61)

Podemos ver claramente a inexistência de quaisquer polos em ε no resultado anterior, conforme
hav́ıamos mencionado na seção 2.9. De fato, o polo duplo presente em a

(τ)
2 é cancelado por

aquele presente em (a
(τ)
1 )2 durante a subtração (a

(τ)
1 )2 − a(τ)

2 . Os polos simples restantes são
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então eliminados pelo fator ε em cada ordem da expansão. Essa é uma propriedade comum
às demais funções de Wilson. Substituindo (3.59c-3.59d) e (3.59e-3.59f) respectivamente nas
expansões (2.112b) e (2.112c), obtemos:

γ
(τ)
Φ (u) =

N + 2

72
u2

{
1− ε

4
+ εW (τ)(r)− N + 8

6

[
1 +W (τ)(r)− f 1

2
(τ, r−1)

]
u

}
, (3.62)

γ
(τ)

Φ2 (u) =
N + 2

6

[
1− ε

2
+
ε

2
f 1

2
(τ, r−1)

]
u− N + 2

12
u2. (3.63)

Agora temos todos os ingredientes necessários para computar os expoentes cŕıticos. O ponto
fixo no regime ultravioleta é calculado através da condição β(τ)(u∞) = 0 e a teoria invariante
por escala é realizada com a constante de acoplamento u = u∞. A raiz u∞ = 0 corresponde
à solução trivial dessa equação e não estamos interessados nela quando a dimensão espacial d
estiver abaixo da dimensão cŕıtica dc = 4. No entanto, quando d→ 4, devemos ter o ponto fixo
não-trivial sendo degenerado no ponto fixo gaussiano (u∞ = 0). Procuramos então por uma
solução do tipo u∞ = ε(a + εb). Substituindo u∞ em (3.61) e mantendo os termos até ordem
ε2, determinamos os coeficientes a e b de modo que o resultado dessa substituição seja igual a
zero, resultando em:

u∞ =
6

N + 8
ε

{
1 + ε

[
9N + 42

(N + 8)2
+

1

2
− 1

2
f 1

2
(τ, r−1)

]}
. (3.64)

O expoente η é portanto calculado até ordem ε3 através de:

η = γ
(τ)
Φ (u∞) =

N + 2

(N + 8)2
ε2
{

1 +

[
6(3N + 14)

(N + 8)2
− 1

4

]
ε

}
. (3.65)

De forma semelhante, calculamos:

γ
(τ)

Φ2 (u∞) =
N + 2

N + 8
ε

[
1 +

6N + 18

(N + 8)2
ε2
]
. (3.66)

A partir da equação γ
(τ)

Φ2 (u∞) = 2 − η − ν−1, obtemos o expoente para o comprimento de
correlação:

ν =
1

2
+

N + 2

4(N + 8)
ε+

(N + 2)(N2 + 23N + 60)

8(N + 8)3
ε2. (3.67)

Note que os expoentes η e ν são de fato independentes das condições de contorno e são exata-
mente iguais àqueles calculados para o sistema infinito [15]. Todos os demais expoentes cŕıticos
são computados a partir das leis de escala. Os nossos resultados confirmam portanto as ex-
pectativas estabelecidas por Nemirovsky e Freed para ordens mais elevadas na expansão em
loops. Entretanto, as conjecturas sobre a validade da expansão em ε com base apenas nos
valores da variável de escala L

ξ
são enganosas. Para verificar isso, vamos discutir na próxima

seção como apenas os valores de L são relevantes para a validade dessa expansão, quando então
introduzirmos a teoria sem massa na descrição de sistemas com tamanho finito.
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3.6 O método NF na teoria não-massiva

Vamos analisar agora o mesmo tipo de sistema com geometria de superf́ıcies planas e parale-
las separadas por uma distância L no qual a massa do propagador é nula. Estamos exatamente
no ponto cŕıtico e o comprimento de correlação neste caso é infinito. Mantendo L finito, nos
deparamos com uma situação completamente nova. No ińıcio da formulação de teoria de escala
em sistema com tamanho finito, acreditava-se na impossibilidade de utilizar o método pertur-
bativo devido ao fato de ξ ser muito maior que L. Mostraremos que o método perturbativo
permanece válido na teoria de campos sem massa para valores não tão pequenos de L e pode-
mos de fato ampliar o limite da variável L

ξ
para aqueles nos quais o crossover dimensional foi

conjecturado.
Duas caracteŕısticas especiais tornam a teoria não-massiva vantajosa em relação à massiva.

A primeira delas refere-se à maior facilidade técnica para calcular as integrais de Feynman. A
segunda caracteŕıstica é o ponto fixo atrativo no regime infravermelho. Na seção 2.9, comenta-
mos sobre a estabilidade do ponto fixo u∗: independentemente do valor inicial da constante de
acoplamento u, o escalamento dos momentos no limite infravermelho induz um fluxo em u com
u→ u∗. Consequentemente, a teoria será sempre invariante por escala no regime infravermelho.

As condições de renormalização serão realizadas agora com os momentos externos das
funções de vértice colocados no ponto simétrico. A equação (2.104) continua sendo uma escolha
conveniente para a construção desse ponto de simetria em termos da nova escala de momento
κ. No entanto, ainda por questão conveniência e sem perda de generalidade, manteremos os
quase-momentos externos nulos. As condições dadas em (2.103a-2.103d) para funções de vértice
multiplicativamente renormalizáveis serão portanto aplicadas aqui com algumas pequenas mo-
dificações, ou seja:

Γ
(2)
R (k = 0, j = 0; g, 0) = σ2τ 2, (3.68a)

∂

∂k2
Γ

(2)
R (k, j = 0; g, 0)

∣∣∣∣
k=0

= 1, (3.68b)

Γ
(4)
R (kl, il = 0; g, 0)

∣∣∣
PS

= g, (3.68c)

Γ
(2,1)
R (k1, i1 = 0, k2, i2 = 0, p, j′ = 0; g, 0)

∣∣∣
PS

= 1. (3.68d)

Note como a primeira dessas condições foi modificada para refletir os diferentes valores da função
de vértice de 2 pontos de acordo com a condição de contorno. Além disso, o ponto simétrico
PS está sendo aplicado apenas no subespaço (d− 1)-dimensional. Na direção perpendicular às
superf́ıcies, podemos tomar os quase-momentos iguais a zero sem o aparecimento de quaisquer
divergências no infravermelho. As constantes de renormalização provenientes das condições
acima continuam renormalizando as funções de vértice quando os quase-momentos são diferentes
de zero.

Implementando o procedimento de renormalização multiplicativa em termos do corte ultra-
violeta Λ nos momentos, escrevemos as funções de vértice renormalizadas nos mesmos moldes
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de (2.105):

Γ
(E,M)
R (kl, jl, pl′ , j

′
l′ ;κ, g) = (Z

(τ)
Φ )E/2(Z

(τ)

Φ2 )MΓ(E,M)(kl, jl, pl′ , j
′
l′ ;λ,Λ), (3.69)

onde usamos a mesma notação empregada na equação (3.23).
O fato da teoria não-renormalizada ser insenśıvel à escolha da escala de momento κ conduz

a uma equação do tipo dado em (2.106), onde agora as constantes de renormalização Z
(τ)
Φ e

Z
(τ)

Φ2 serão dependentes das condições de contorno e do tamanho finito L. Podemos mostrar que
as equações do grupo de renormalização resultantes desse tipo de invariância têm a seguinte
forma: [

κ
∂

∂κ
+ β(τ)(u)

∂

∂u
− E

2
γ

(τ)
Φ (u) +Mγ

(τ)

Φ2 (u)

]
Γ

(E,M)
R (kl, jl, pl′ , j

′
l′ ;u, κ) = 0, (3.70)

onde as únicas modificações com relação ao sistema infinito aparecem na dependência em τ e
L das funções de Wilson escritas de forma análogas àquelas dadas na eq. (3.30) para o caso
massivo. O ponto fixo u∗ é novamente obtido a partir da condição β(τ)(u∗) = 0 e calculamos
os expoentes cŕıticos η e ν com a substituição de u∗ nas equações (2.110a) e (2.110b).

Passaremos agora ao cálculo das integrais de Feynman. Relembramos que o propagador na
teoria não-massiva é obtido a partir da eq. (3.16) com µ = 0, enquanto que os tensores Sj1,j2 e
Sj1,j2,j3,j4 permanecem os mesmos. Portanto, o análogo não-massivo da integral (3.31) é dado
por:

I
(τ)
2 (k, j;σ) = σ

∞∑
l=−∞

∫
dd−1q

[(q + k)2 + σ2(l + j + τ)2][q2 + σ2(l + τ)2]
. (3.71)

Utilizamos a parametrização de Feynman (2.79) e o resultado (2.81) para resolvermos a parte
integral nos momentos cont́ınuos. A soma nos quase-momentos é realizada através da repre-
sentação da função térmica generalizada dada em (3.36). Depois de usarmos a identidade (3.40)
e expandirmos parcialmente em ε, a contribuição integral em 1 loop para a função de vértice
de 4 pontos torna-se:

I
(τ)
2 (k, j;σ) =

Sd
ε

{(
1− ε

2

)∫ 1

0

dx
[
x(1− x)(k2 + σ2j2)

]− ε
2 +

ε

2
Γ
(

2− ε

2

)
F

(τ)
ε
2

(k, j;σ)

}
,

(3.72)
onde

F (τ)
α (k, j;σ) = σ−2α

∫ 1

0

dxf 1
2

+α (τ + xj, h′(k, j, σ)) , (3.73)

h′(k, j, σ) = σ−1
√
x(1− x)(k2 + σ2j2). (3.74)

Usando a definição (3.38), reescrevemos:

F
(τ)
ε
2

(k, j;σ) = 4σ−ε
∞∑
n=1

∫ 1

0

dx cos[2πn(τ + jx)]

[
σπn√

x(1− x)(k2 + σ2j2)

] ε
2

×

×K ε
2

(
2πnσ−1

√
x(1− x)(k2 + σ2j2)

)
. (3.75)
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No apêndice B, mostraremos que o resultado acima não possui singularidades em ε, sendo bem
comportado para σ = 2π

L
finito.

Devido ao fato da escala de momento κ ser arbitrária, podemos escolher κ = 1 sem qualquer
perda de generalidade. Logo, o ponto simétrico corresponderá a k2 = 1. Além disso tomamos
os quasi-momentos iguais a zero. Portanto, sabendo que

∫ 1

0
dx ln[x(1 − x)] = −2, a expansão

em ε completa de (3.72) é dada por:

I
(τ)
2PS(σ) =

Sd
ε

[
1 +

ε

2
+
ε

2
F

(τ)
0 (1, 0;σ)

]
. (3.76)

Na teoria massiva, estudamos o comportamento do termo de correção do tamanho finito nos
limites r−1 = µ

σ
= L

2πξ
→∞ e r−1 → 0, onde ξ foi mantido finito. Agora com o comprimento de

correlação infinito, vamos analisar como a função de correção F
(τ)
0 (1, 0;σ) também se comporta

para σ−1 = L
2π
→∞ e σ−1 → 0. Para tal fim, lançaremos mão do resultado dado no apêndice

B:

F
(τ)
0 (1, 0;σ) =

4σ

π

∞∑
n=1

cos(2πnτ)

n

[
cosh(πnσ−1) shi(πnσ−1)− sinh(πnσ−1) chi(πnσ−1)

]
, (3.77)

onde as funções shi(z) e chi(z) lá definidas são conhecidas como o seno e o cosseno hiperbólicos
integrais, respectivamente. Sabendo que

lim
z→∞

[cosh z shi z − sinh z chi z] ≈ 1

z
+O(z−2), (3.78)

para z real, podemos escrever:

lim
L→∞

F
(τ)
0 (1, 0;σ) ≈ 16

L2

∞∑
n=1

cos(2πnτ)

n2
. (3.79)

Ou seja, no limite L → ∞, o termo de correção também tende a zero, resultando apenas na
contribuição singular do sistema infinito em (3.76).

Para entender o que acontece no outro extremo (L → 0), usaremos a identidade (3.47) tal
como fizemos na teoria massiva. Através das substituições x → z = L

√
x(1− x) e t → 2πτ

z
,

reescrevemos (3.75) como:

F
(τ)
0 (1, 0;σ) = 2γ + 2

∫ 1

0

dx ln

[
L
√
x(1− x)

4π

]
+

∫ 1

0

dx
1√

τ 2 + x(1− x)
(
L
4π

)2
+

+
∞∑
n=1

∫ 1

0

dx

 1√
(n− τ)2 + x(1− x)

(
L
2π

)2
− 1

n

+

+
∞∑
n=1

∫ 1

0

dx

 1√
(n+ τ)2 + x(1− x)

(
L
2π

)2
− 1

n

 . (3.80)
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Convém observar que a escolha κ = 1 transforma o comprimento L em uma variável adimensi-
onal. Portanto, nenhuma inconsistência dimensional existe no resultado acima. Excetuando a
integração no parâmetro de Feynman x, veremos que (3.80) possui o mesmo tipo de dependência
em L que o correspondente termo de correção em (3.48) tem em r−1 na teoria massiva. Neste
último caso, a teoria renormalizada com o comprimento de correlação finito e momentos exter-
nos nulos é completamente equivalente à teoria não-massiva renormalizada no ponto simétrico
k2 = 1 e comprimento de correlação infinito.

No limite L → 0, os dois últimos somatórios do resultado anterior são bem definidos e
podemos identificá-los com 2(2 ln 2− 1)δτ, 1

2
, conforme fizemos em (3.50). As divergências para

valores pequenos de L vêm com o termo logaŕıtmico e com a integral do termo com a raiz
quadrada. Para resolver essa integral, consideremos a identidade [68]:∫ 1

0

dx√
a+ bx+ cx2

= − 1√
−c

arcsin

[
2cx+ b√
−∆

]
, (3.81)

válida para c < 0 e ∆ < 0, onde ∆ = 4ac−b2. Através das identificações a = τ 2 e b = −c = L2

4π2 ,
obtemos: ∫ 1

0

dx
1√

τ 2 + x(1− x)
(
L
4π

)2
=

4π

L
arcsin

 1√
1 + 16π2τ2

L2

 . (3.82)

Usando
∫ 1

0
dx ln[x(1 − x)]

1
2 = −1 e combinando esses últimos resultados com (3.80) e (3.76),

chegamos a:

lim
L→0

I
(τ)
2PS(σ) ≈ Sd

ε

{
1 +

ε

2
+ ε

[
γ + (2 ln 2− 1)δτ, 1

2
+ ln

(
L

4π

)
− 1

]
+

+
2π

L
arcsin

 1√
1 + 16π2τ2

L2

 ε
 . (3.83)

Essa equação nos mostra que o último termo de correção do tamanho finito em condições
de contorno periódica (τ = 0) comporta-se exatamente como π2

L
. Quando comparado com o

correspondente no caso massivo, a diferença ocorre apenas pela presença do fator π devido
à integração no parâmetro de Feynman. O termo logaŕıtmico ainda está presente como na
teoria massiva. No entanto, a lei potência L−1 gerada pelo último termo é dominante e teremos
o mesmo tipo de crossover da teoria massiva. Essa correspondência massivo↔não-massivo
também acontece em condições de contorno antiperiódicas. Notando que

2π

L
arcsin

 1√
1 + 16π2τ2

L2

 L→0−→ 2π

L
arcsin

[
L

2π

]
L→0−→ 1



61 Caṕıtulo 3. Expoentes cŕıticos para sistemas com geometria de placas planas e paralelas

é bem comportado no limite L→ 0, apenas o termo lnL contribui com o crossover quando L é
da mesma ordem de grandeza do parâmetro de rede do sistema, conforme já hav́ıamos afirmado
para o caso massivo. Desse modo, completamos a nossa análise para diferentes valores de L
em ambas as condições de contorno. A equivalência entre as teorias massiva e não-massiva é
portanto estabelecida no que diz respeito ao crossover dimensional.

Na nossa análise para o caso não-massivo, acessamos as regiões (ii) e (iii) da variável de
escala L

ξ
ao fazer L variar de infinito a valores finitos. Vimos então a persistência de termos

de correção em L mesmo no limite L
ξ
→ 0. Contanto que evitemos valores pequenos para

L, a expansão em ε ainda permanece válida nesse limite. Portanto, não consideraremos mais
a conjectura fenomenológica para as três regiões de escala. Para L suficientemente grande,
podemos variar L

ξ
de zero a infinito sem invalidar o método perturbativo. Os termos de correção

permanecerão bem comportados e podemos usar a regularização dimensional com expansão em
ε no cálculo das integrais de ordens 2 e 3 loops a seguir.

Prosseguindo com o cálculo da contribuição de 2 loops da função de vértice de 4 pontos,
consideremos o correspondente não-massivo da integral (3.52), fazendo µ = 0:

I
(τ)
4 (k, k′, j, j′;σ) = σ2

∞∑
l1,l2=−∞

∫
dd−1q1d

d−1q2

[(q1 − k)2 + σ2(l1 − j + τ)2][q2
1 + σ2(l1 + τ)2]

×

× 1

[(q1 + q2 + k′)2 + σ2(l1 + l2 + j′ + τ)2][q2
2 + σ2(l2 + τ)2]

. (3.84)

Deixamos para o apêndice B a discussão sobre a regularização da integral acima no ponto
simétrico. O resultado (B.30) fornece:

I
(τ)
4PS(σ) =

S2
d

2ε2

[
1 +

3ε

2
+ εF

(τ)
0 (1, 0;σ)

]
. (3.85)

Similarmente, as integrais contribuindo em ordens de 2 e 3 loops para a função de vértice
são obtidas de (3.54) e (3.55), respectivamente, fazendo µ = 0. Agora, estamos interessados na
derivada com relação a k2 no ponto simétrico no qual k2 = 1 e j = 0. O cálculo dessas integrais
é realizado no apêndice B, onde os resultados (B.38) e (B.41) fornecem respectivamente:

D
′(τ)
3PS(σ) = −S

2
d

8ε

[
1 +

5ε

4
− 2εW (τ)(σ)

]
, (3.86)

D
′(τ)
5PS(σ) = − S

3
d

6ε2
[
1 + 2ε− 3εW (τ)(σ)

]
, (3.87)

onde definimos W (τ)(σ) = 1
2

ln(1 + σ2τ 2) − F (τ)
(σ) + 2F

′(τ)
0 (σ), com F

(τ)
(σ) e F

′(τ)
0 (σ) dados

pelas eqs. (B.37) e (B.36), respectivamente. De posse desses resultados, procedemos ao cálculo
dos expoentes cŕıticos seguindo passos análogas aos realizados na teoria massiva.
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3.7 Expoentes cŕıticos na teoria não-massiva

As condições de renormalização (3.68a-3.68d) serão usadas para determinarmos as constan-

tes de renormalização u
(τ)
0 , Z

(τ)
Φ e Z

(τ)

Φ2 discutidas na seção anterior. Tal como na teoria massiva,
elas serão expandidas em termos da constante de acoplamento adimensionalizada u, conforme
realizado em (2.100a-2.100c). Os coeficientes dessas expansões continuarão sendo dados de
forma análoga às eqs. (3.58), onde as integrais de Feynman que lá aparecem são substitúıdas
pelas suas correspondentes não-massivas (3.76) e (3.85-3.87). Desse modo, calculamos:

a
(τ)
1 =

N + 8

6ε

[
1 +

ε

2
+
ε

2
F

(τ)
0 (1, 0;σ)

]
, (3.88a)

a
(τ)
2 =

(
N + 8

6ε

)2

+
2N2 + 23N + 86

72ε
+

1

ε

(
N + 8

6

)2

F
(τ)
0 (1, 0;σ), (3.88b)

b
(τ)
2 = −N + 2

144ε

[
1 +

5

4
ε− 2εW (τ)(σ)

]
, (3.88c)

b
(τ)
3 = −(N + 2)(N + 8)

1296ε2

[
1 +

5

4
ε+

3

2
εF

(τ)
0 (1, 0;σ)

]
, (3.88d)

c
(τ)
1 =

N + 2

6ε

[
1 +

ε

2
+
ε

2
F

(τ)
0 (1, 0;σ)

]
, (3.88e)

c
(τ)
2 =

(N + 2)(N + 5)

36ε2
+

2N2 + 11N + 14

72ε
+
N2 + 7N + 10

36ε
F

(τ)
0 (1, 0;σ). (3.88f)

Substituindo agora os coeficientes a
(τ)
1 e a

(τ)
2 em (2.112a), obtemos a função de Wilson

responsável pelo fluxo de u no caso não-massivo:

β(τ)(u) = −εu+
N + 8

6

[
1 +

ε

2
+
ε

2
F

(τ)
0 (1, 0;σ)

]
u2 − 3N + 14

12
u3. (3.89)

A condição β(u∗) = 0 fornece o ponto fixo u∗. Tal como fizemos no caso massivo, o valor para
u∗ não-trivial e estável no regime infravermelho tem o formato u∗ = ε(a + εb). Seguindo um
procedimento semelhante ao esboçado na seção 3.5, determinamos:

u∗ =
6

N + 8
ε

{
1 +

[
9N + 42

(N + 8)2
− 1

2
− 1

2
F

(τ)
0 (1, 0;σ)

]
ε

}
. (3.90)

As demais funções de Wilson diretamente envolvidas no cálculo dos expoentes η e ν são
obtidas através das substituições dos coeficiente b’s e c’s dados acima nas equações (2.112b) e
(2.112c), resultando respectivamente em:

γ
(τ)
Φ (u) =

N + 2

72
u2

{
1 +

5

4
ε− 2εW (τ)(σ)− N + 8

12

[
1− 4W (τ)(σ)− 2F

(τ)
0 (1, 0;σ)

]
u

}
, (3.91)
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γ
(τ)

Φ2 (u) =
N + 2

6

[
1 +

ε

2
+
ε

2
F

(τ)
0 (1, 0;σ)

]
u− N + 2

12
u2. (3.92)

Calculando essas funções no ponto fixo u∗, chegaremos aos mesmos valores para o expoente
η = γ

(τ)
Φ (u∗) e para γ

(τ)

Φ2 (u∗) obtidos na teoria massiva, conforme podemos ver nos resultados
(3.65) e (3.66), respectivamente. Desse modo, o expoente ν será idêntico ao dado em (3.67).

A teoria não-massiva com a sua invariância de escala no regime infravermelho é completa-
mente equivalente à formulação massiva no regime ultravioleta devido ao fato de ambas forne-
cerem os mesmos expoentes cŕıticos com a mesma classe de universalidade (d,N) do sistema
infinito, apesar dos ingredientes calculados para tal fim, serem distintos.

A principal conclusão que podemos tirar do presente caṕıtulo diz respeito à variável de escala
L
ξ
. A região definida por L

ξ
≤ 1 não deve mais ser considerada proibitiva para a aplicação do

método perturbativo. A nossa análise na teoria sem massa (caracterizada pelo limite L
ξ
→ 0

para L finito) mostra que o escalamento de sistemas com uma geometria de placas planas e
paralelas é bem comportado na temperatura cŕıtica. Podemos de fato realizar a regularização
dimensional das integrais de Feynman e a subsequente expansão em ε das funções de vértice,
constantes de renormalização, funções de Wilson e expoentes cŕıticos.

Tanto na formulação da teoria com massa quanto na formulação sem massa, os termos
de correção de tamanho finito são proporcionais a L−1 para L pequeno quando o parâmetro
de ordem está sujeito a condições de contorno periódicas. Já em condições de contorno an-
tiperiódicas, a correção é de ordem lnL para L pequeno, também em ambas as formulações
massiva e não-massiva. Portanto, é a dominância dos termos de correção sobre as singulari-
dades dominantes das integrais de Feynman a responsável pelo crossover dimensional. Desde
que evitemos valores pequenos para L (da ordem do parâmetro de rede do sistema), o método
perturbativo pode ser utilizado irrespectivamente do valor de L

ξ
.

Outra aplicação interessante da nossa análise pode ser realizada em sistemas exibindo com-
petição no ponto de Lifshitz. Esse tipo de sistema é composto de um subespaço com competição
e outro subespaço sem competição com as mesmas propriedades do sistema d-dimensional es-
tudado até agora. No próximo caṕıtulo, estudaremos a introdução de um tamanho finito ao
longo de uma das dimensões desse subespaço não-competitivo.



Caṕıtulo 4

Tamanho finito em sistemas
competitivos do tipo Lifshitz

4.1 Introdução

Em contraste com a análise realizada no último caṕıtulo, consideraremos a partir de agora
sistemas exibindo interações competitivas nas vizinhanças de ou exatamente no ponto cŕıtico
de Lifshitz. Lembrando da nossa discussão no caṕıtulo 1, tais sistemas são compostos por um
subespaço competitivo com m dimensões juntamente com outro subespaço onde a competição
está ausente ao longo de d−m direções espaciais. Quando d = m, teremos apenas o subespaço
competitivo e o sistema será isotrópico. A fim de investigar de uma forma mais geral o efeito do
tamanho finito nos dois tipos de subespaços, consideraremos neste trabalho o caso anisotrópico
(m < d).

No caṕıtulo 2, apresentamos uma descrição fenomenológica em termos de campos cont́ınuos
para sistemas sem competição. Apenas os três monômios presentes na densidade lagrangiana
(2.1) são relevantes na descrição das singularidades dos observáveis f́ısicos desse tipo de sistema
na criticalidade. Já em sistemas competitivos no ponto de Lifshitz, termos com derivadas de
ordem superior passam a ser relevantes na teoria e a densidade lagrangiana será modificada
para [66]:

L =
σ0

2
(∇2

mΦ)2 +
δ0

2
(∇mΦ)2 +

1

2
(∇(d−m)Φ)2 +

µ2

2
Φ2 +

λ

4!
Φ4. (4.1)

Estamos novamente considerando o parâmetro de ordem Φ como sendo um vetor de N compo-
nentes em uma teoria Φ4 com simetria O(N). Note que os três últimos termos acima descrevem
a parte não competitiva do sistema. A massa µ continua dependendo da temperatura redu-
zida t através de µ2 ∼ t e λ mantém o seu papel de constante de acoplamento. Já os dois
primeiros termos estão relacionados com a competição ao longo do subespaço m-dimensional.
No caṕıtulo 2, enfatizamos a necessidade de considerar apenas monômios do tipo (∇Φ)2, Φ2 e
Φ4 na descrição do comportamento cŕıtico. Entretanto, o ponto de Lifshitz é caracterizado por

64
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δ0 = 0 e t = 0, enquanto que σ0 > 0 [66]. Desse modo ficamos apenas com o termo de derivada
de segunda ordem do campo Φ no subespaço competitivo, que passa então a ser relevante na
teoria.

Uma análise semelhante à realizada na seção 2.7 mostra que no ponto de Lifshitz a constante
de acoplamento tem dimensão [λ] = Λ4+m

2
−d, onde Λ é uma escala de momento arbitrária.

Logo, a dimensão cŕıtica até a qual a teoria pode ser renormalizada é dada por dc = 4 + m
2

e o
parâmetro usado na expansão dos expoentes cŕıticos passa a ser εL = 4 + m

2
− d.

A anisotropia produzida pela presença do primeiro termo em (4.1) induz dois tipos de
escalamento no sistema. Cada um deles relacionado a um subespaço com um determinado
comprimento de correlação. Portanto, denominaremos ξL4 e ξL2 como os comprimentos de cor-
relação ao longo do subespaço competitivo e não-competitivo, respectivamente. Os expoentes
cŕıticos ηL4 e νL4 estão associados ao primeiro subespaço enquanto que ηL2 e νL2 estarão asso-
ciados ao segundo. A dependência em m dos expoentes cŕıticos calculados perturbativamente
em termos de potências de εL introduz uma nova classe de universalidade representada pelo
conjunto de parâmetros (N ,d,m).

Albuquerque e Leite [74] propuseram há alguns anos uma maneira alternativa de abordar
uma teoria de campo com a densidade lagrangiana (4.1) no ponto de Lifshitz. O parâmetro
σ0 é considerado adimensional, sendo fixado em σ0 = 1. O propagador livre no espaço dos
momentos passa então a ser dado por:

G0(k, p) =
1

(k2)2 + p2 + µ2
, (4.2)

onde k e p são os momentos pertencentes aos subespaços rećıprocos competitivo e não-com-
petitivo, respectivamente. Para que haja consistência dimensional, k é tomado como tendo
dimensão de momento elevado a um meio, ou seja, devemos ter [k] = Λ

1
2 . Em seguida, Leite

[75] apresenta uma formulação na qual o escalamento dos momentos em ambos os subespaços é
realizada de forma independente. Dois conjuntos de condições de renormalização e equações de
grupo de renormalização são propostos e as leis de escala para os expoentes cŕıticos são obtidas
independentemente em cada subespaço. Recorrendo a uma aproximação especial realizada em
cada loop de integração para o caso anisotrópico, podemos calcular as integrais de Feynman
analiticamente e determinar os expoentes cŕıticos em termos de expansões em ordens (em
prinćıpio) arbitrárias de εL.

Nosso objetivo no restante deste trabalho é aplicar o método de Nemirovsky e Freed (NF),
juntamente com a formulação de Leite, na descrição do crossover dimensional e cálculo dos ex-
poentes cŕıticos em sistemas competitivos no ponto de Lifshitz com uma das dimensões finita.
Consideraremos novamente uma geometria do tipo filme fino determinada pela delimitação es-
pacial do sistema por duas superf́ıcies planas e paralelas separadas por uma distância L. O
parâmetro de ordem estará sujeito a condições de contorno periódicas (PBC) ou antiperiódicas
(ABC) em ambas as superf́ıcies. Existem duas maneiras de introduzirmos o tamanho finito L:
podemos fazer uma das dimensões do sistema finita ao longo do (i) subespaço não-competitivo



66 Caṕıtulo 4. Tamanho finito em sistemas competitivos do tipo Lifshitz

ou ao longo do (ii) subespaço competitivo. Em ambos os casos, teremos os subespaço compe-
titivo ou não-competitivo infinitos, respectivamente.

A configuração (i) é mais simples de ser estudada. Com algumas pequenas mudanças, todos
os elementos empregados na análise de sistemas finitos sem competição permanecerão úteis e
por esse motivo, vamos nos concentrar em (i) no presente caṕıtulo. Começaremos pela teoria
não-massiva (com ξL4 e ξL2 infinitos) e analisaremos como o crossover dimensional acontece para
valores pequenos de L. O cálculo dos expoentes cŕıticos seguirá de forma análoga ao realizado
na ref. [75]. Em seguida, usaremos a correspondente versão massiva da teria apresentada
por Carvalho e Leite [76]. Mostraremos a equivalência entre as duas teorias e concluiremos
portanto que o crossover dimensional é ditado apenas pelo limite L→ 0, e não pelas variáveis
de escala L

ξL2
e L
ξL4

2 , sendo consistente com a descrição realizada no caṕıtulo 3 para sistemas sem

competição. Note que ξ2
L4 tem dimensão de comprimento em virtude da redefinição dimensional

dos momentos no subespaço competitivo.
Por outro lado, a configuração (ii) exige uma generalização para a função térmica (3.34), na

qual teremos não apenas potências quadráticas, mas também potências quárticas no ı́ndice j
do somatório devido à existência de um quase-momento quártico. Deixaremos para o caṕıtulo
seguinte a tarefa de dedução de uma nova representação para essa função térmica mais geral
e a subsequente aplicação na regularização das integrais de Feynman, análise do crossover
dimensional e cálculo dos expoentes cŕıticos.

4.2 Formulação da teoria no ponto de Lifshitz

Consideremos a densidade lagrangiana (4.1) no ponto de Lifshitz caracterizado por δ0 = 0
e µ = 0. Logo, a próxima contribuição mais relevante na descrição do comportamento cŕıtico
corresponde ao primeiro termo dado por 1

2
(∇2

mΦ)2. Como estamos considerando a configuração
(i), apenas o subespaço não-competitivo apresenta uma dimensão compacta e, desse modo,
vamos reescrever (4.1) convenientemente na seguinte forma:

L =
1

2
(∇2

mΦ)2 +
1

2
(∇(d−m−1)Φ)2 +

1

2

(
∂

∂z
Φ(x′, ρ, z)

)2

+
λ

4!
Φ4(x′, ρ, z). (4.3)

Note que z é a coordenada ao longo da dimensão compacta e ρ é um vetor perpendicular ao
eixo z. Colocamos então uma superf́ıcie em z = 0 e a outra em z = L. As coordenadas no
subespaço competitivo são representadas por x′.

O efeito do tamanho finito L será estudado através das condições de contorno periódica:

Φ(x′, ρ, 0) = Φ(x′, ρ, L),

ou antiperiódica:
Φ(x′, ρ, 0) = −Φ(x′, ρ, L).
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Conforme analisamos no caṕıtulo anterior, tais condições não quebram a invariância translacio-
nal do sistema e a representação da teoria no espaço dos momentos continua sendo conveniente.
O domı́nio compacto da coordenada z implica no aparecimento de momentos discretos (quase-
momentos) ao longo desse eixo no espaço rećıproco. Portanto, o campo Φ pode ser decomposto
em termos de componentes de Fourier de forma análoga à eq. (3.4) e as regras para a construção
dos diagramas de Feyman permanecem idênticas àquelas apresentadas nas eqs. (3.17) e (3.18),
com os tensores Si1,i2 e Si1,...,i4 dados em (3.20) e (3.21). A diferença está apenas no propagador
livre da teoria que passa a incluir o momento quártico do subespaço competitivo:

G0(k, p, j) =
1

(k2)2 + p2 + σ2(j + τ)2
, (4.4)

onde σ = 2π
L

e τ = 0 (ou τ = 1
2
) representa a condição de contorno periódica (ou antiperiódica).

A variável j pertence ao conjunto dos números inteiros e está associada ao quase-momento σj.
Como estamos tratando de uma teoria sem massa, devemos renormalizar as funções de

vértice com os momentos externos diferentes de zero a fim de evitar as divergências no regime
infravermelho. No caṕıtulo anterior, definimos tais momentos no ponto simétrico constrúıdo
a partir de uma escala arbitrária κ. Devido à anisotropia do sistema, caracterizada agora no
espaço rećıproco pela presença do momento quártico k, introduziremos escalas de momento
diferentes para cada subespaço. Denominamos então κ1 e κ2 como as escalas nos subespaços
não-competitivo e competitivo, respectivamente. Dois conjuntos de condições de renormalização
nas funções de vértice são necessários para remover de forma independente as divergências
no regime ultravioleta presentes em cada subespaço de momentos. No primeiro conjunto,
tomamos os momentos externos pi ao longo do subespaço não-competitivo no ponto simétrico

PS1, determinado a partir de pi · pj =
κ2

1

4
(4δi j − 1), enquanto que escolhemos ki = 0 no

subespaço competitivo. Os quase-momentos externos também são escolhidos iguais a zero.
Devido à dependência de Γ(2) nas condições de contorno, o primeiro conjunto de equações
apresentado na ref. [75] será aqui escrito como:

Γ
(2)
R (0; g1) = σ2τ 2, (4.5a)

∂

∂p2
Γ

(2)
R (p, j = 0, 0; g1)

∣∣∣∣
p2=κ2

1

= 1, (4.5b)

Γ
(4)
R (pi, ji = 0, 0; g1)

∣∣∣
PS1

= g1, (4.5c)

Γ
(2,1)
R (p1, p2, p

′, j1 = j2 = j′ = 0, 0; g1)
∣∣∣
PS1

= 1. (4.5d)

O ponto simétrico PS1 inclui o momento externo p′ referente ao campo composto Φ2 obedecendo
p′2 = (p1 + p2)2 = κ2

1.
O segundo conjunto de condições de renormalização é constrúıdo de forma análoga. Defi-

nimos o ponto simétrico PS2 através de ki · kj =
κ2

2

4
(4δi j − 1) e tomamos agora os momentos
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e quase-momentos externos no subespaço não-competitivo iguais a zero. Portanto, levando em
consideração também as condições de contorno, escrevemos:

Γ
(2)
R (0; g2) = σ2τ 2, (4.6a)

∂

∂(k2)2
Γ

(2)
R (k, 0; g2)

∣∣∣∣
k2=κ2

2

= 1, (4.6b)

Γ
(4)
R (ki, 0; g1)

∣∣∣
PS2

= g2, (4.6c)

Γ
(2,1)
R (k1, k2, k

′, 0; g2)
∣∣∣
PS2

= 1, (4.6d)

onde temos analogamente (k′2)2 = [(k1 + k2)2]2 = κ4
2 na última equação.

Em cada conjunto das condições (4.5) ou (4.6), estamos considerando as constantes de
renormalização ZΦ (n) e ZΦ2 (n) distintas. Aqui usamos o ı́ndice n para distinguir cada uma
delas. Quando n = 1, estaremos nos referindo às constantes do subespaço não-competitivo
enquanto que n = 2 refere-se às constantes do subespaço competitivo. Apesar dessas constantes
dependerem das condições de contorno, não iremos rotular tais quantidades com o ı́ndice τ
pois a discussão a seguir não apresenta ambiguidades, simplificando assim a notação. Outro
ponto importante a ser observado diz respeito às constantes de acoplamento que foram também
consideradas diferentes em cada subespaço, sendo representadas por gn nas equações acima.

O procedimento para determinação das constantes de renormalização segue os mesmos pas-
sos delineados na seção 2.8. Definimos Λn como os cortes nos momentos em termos do quais as
divergências no ultravioleta são expressas no subespaço não-competitivo (n = 1) e competitivo
(n = 2). Portanto, o correspondente à equação (2.105) será aqui escrito como:

Γ
(E,M)
R (n) (ql(n), jl, Ql′(n), Jl′ ; gn, κn) =

(
ZΦ (n)

)E
2
(
ZΦ2 (n)

)M
Γ(E,M)(ql(n), jl, Ql′(n), Jl′ ;λn,Λn), (4.7)

onde ql(n) (l = 1, . . . , E) e Ql′(n) (l′ = 1, . . . ,M) estão associados aos momentos externos devido
a uma função de vértice de E pontos e à inserção de M campos compostos Φ2, respectivamente.
A mesma correspondência também está sendo usada para os ı́ndices de quase-momento jl e Jl′ .
Chamamos atenção para o fato de que ql(1) refere-se aos momentos ao longo do subespaço
não-competitivo enquanto ql(2) são os momentos ao longo do subespaço m-dimensional.

A função de vértice no lado esquerdo da equação acima é escrita em termos de uma expansão
em potências da constante de acoplamento renormalizada. Para tal finalidade, escrevemos
expansões semelhantes àquelas da eq. (2.100) na seguinte forma:

u0n = un
(
1 + a1nun + a2nu

2
n

)
, (4.8a)

ZΦ (n) = 1 + b2nu
2
n + b3nu

3
n, (4.8b)

ZΦ2 (n) = 1 + c1nun + c2nu
2
n, (4.8c)
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onde ZΦ2 (n) = ZΦ (n)ZΦ2 (n) e as escalas de momento κ1 e κ2 foram usadas para adimensionalizar
as constantes de acoplamento através de gn = κnεn un e λn = κnεn u0n. A substituição de (4.8)
em (4.7) e a subsequente aplicação das condições (4.5) e (4.6) permitem a determinação dos
coeficientes ai n, bi n e ci n ordem a ordem na expansão em un. Os resultados podem então ser
lidos das eqs. (2.102), onde devemos acrescentar agora a dependência em n devido ao fato dos
momentos externos das integrais de Feynman estarem sendo tomados nos pontos simétricos
PS1 (n = 1) ou PS2 (n = 2). Na seção 4.4, mostraremos esse procedimento explicitamente.

Em contraste com as condições de renormalização para uma teoria sem competição, esta-
mos diante de duas escalas de momento diferentes que podem ser escolhidas livremente. Tal
liberdade de escolha produz dois conjuntos de equações de grupo de renormalização análogas
àquelas dadas em (2.106). Usando novamente o ı́ndice n para distinguir um subespaço do outro,
podemos condensar esses dois conjuntos da seguinte forma:

κ
∂

∂κ

[
Z
−E/2
Φ (n) Z

−M
Φ2 (n)Γ

(E,M)
R (n) (ql(n), jl, Ql′(n), Jl′ ; gn, κn)

]
λ,Λ

= 0. (4.9)

Realizando a derivação com relação a lnκn e mantendo os parâmetros λn e Λn fixos, obtemos
as equações do grupo de renormalização:[

κn
∂

∂κn
+ βn(gn)

∂

∂gn
− E

2
γΦ(n)(gn) +MγΦ2(n)(gn)

]
Γ

(E,M)
R (n) (ql(n), jl, Ql′(n), Jl′ ; gn, κn) = 0,

(4.10)
onde definimos as funções de Wilson como:

βn(gn) =

(
κn
∂gn
∂κn

)
λn,Λn

, (4.11a)

γΦ(n)(gn)

(
κn

∂

∂κn
lnZΦ (n)

)
λn,Λn

, (4.11b)

γΦ2(n)(gn) =

(
κn

∂

∂κn
lnZΦ2 (n)

)
λn,Λn

. (4.11c)

A equação (4.10) está relacionada com transformações infinitesimais do grupo de renormalização
de onde podemos determinar como as funções de vértice escalam nos momentos externos. Tal
escalamento gera dois fluxos nas constantes de acoplamento (um para g1 e outro para g2) que
são controlados pela função βn(gn). No regime infravermelho, as constantes gn fluem para os
pontos fixos g∗n dados pela condição βn(g∗n) = 0. Além disso, as funções de vértice escalam
de forma homogênea, fornecendo uma teoria invariante por escala e de onde podemos extrair
os expoentes ηL2 e νL2 para o subespaço não-competitivo e os correspondentes ηL4 e νL4 no
subespaço com competição.
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Na prática, as equações em (4.10) são escritas em termos das constantes de acoplamento un
adimensionais. Portanto, usando gn = κnεn un, podemos reescrevê-las como:[

κn
∂

∂κn
+ βn(un)

∂

∂un
− E

2
γΦ(n)(un) +MγΦ2(n)(un)

]
Γ

(E,M)
R (n) (ql(n), jl, Ql′(n), Jl′ ; gn, κn) = 0,

(4.12)
onde as funções de Wilson passam a ser convenientemente escritas de uma forma semelhante
àquelas dadas em (3.30):

βn(un) = −nε
(
∂ lnu0n

∂un

)−1

, (4.13a)

γΦ(n)(un) = βn(un)
∂ lnZΦ (n)

∂un
, (4.13b)

γΦ2(n)(un) = −βn(un)
∂ lnZΦ2 (n)

∂un
. (4.13c)

Além disso, a fim de obter os expoentes νL2 e νL4, precisamos da definição:

γΦ2(n)(un) = −βn(un)
∂ lnZΦ2 (n)

∂un
(4.14)

Substituindo as expansões em (4.8) nas definições (4.13a-b) e (4.14), chegamos aos resultados:

βn(u) = −nεLu
[
1− a1nu+ 2

(
a2

1n − a2n

)
u2
]
, (4.15a)

γΦ(n)(u) = −nεLu
[
2b2nu+ (3b3n − 2b2na1n)u2

]
, (4.15b)

γΦ2 n(u) = nεLu
[
c1n +

(
2c2n − c2

1n − a1nc1n

)
u
]
. (4.15c)

Note que a função βn(un), tal como as demais funções de Wilson, depende do subespaço no
qual as transformações de grupo de renormalização estão sendo realizadas. No entanto, se as
integrais de Feynman de 1 e 2 loops que contribuem para a função de vértice de 4 pontos
apresentarem os mesmos resultados nos pontos simétricos PS1 e PS2, os coeficientes a1n e a2n

independerão de n (ver eqs. (3.58a-b)). Logo, os pontos fixos em ambos as subespaços terão o
mesmo valor. Mostraremos na próxima seção que isso de fato ocorre até ordem de 2 loops.

Uma vez obtido o ponto fixo através da condição βn(u∗n) = 0, calculamos os expoentes
cŕıticos relacionados com os comprimentos e funções de correlação a partir de equações análogas
às listadas em (2.110). São elas:

ηn = γ
(τ)
Φn(u∗n), (4.16a)

ν−1
n = 2n− ηn − γ(τ)

Φ2 n(u∗n), (4.16b)

onde introduzimos a notação η1 = ηL2 e η2 = ηL4, além do mesmo procedimento para os
expoentes νn. Segue também das análises de Leite [75] nas equações (4.12), todo o conjunto
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de relações entre os demais expoentes cŕıticos. Para cada subespaço, podemos escrever leis de
escala semelhante às de um sistema sem competição. Usando o ı́ndice n para distinguir um
subespaço do outro e novamente a notação das equações acima, escrevemos:

αn = 2− n
(
d− m

2

)
νn, (4.17a)

βn =
1

2
νn

[
n
(
d− m

2

)
− 2n+ ηn

]
, (4.17b)

δn =
n
(
d− m

2

)
+ 2n− ηn

n
(
d− m

2

)
− 2n+ ηn

, (4.17c)

γn = νn(2n− ηn). (4.17d)

Na seção 4.4, calcularemos explicitamente ηL2 e ηL4 até ordem ε3L, enquanto que νL2, νL4 e os
demais expoentes listados acima serão calculados até ordem ε2L. Antes disso, vamos regularizar
dimensionalmente as integrais de Feynman e analisar sob quais condições podemos computar
os expoentes cŕıticos perturbativamente sem a existência do crossover dimensional.

4.3 Integrais de Feynman

Já mencionamos que as regras de Feynman usadas na expansão diagramática das funções
de correlação permanecem intactas quando tratamos de sistemas com competição no ponto
de Lifshitz. De fato, a invariância translacional do sistema implica na validade de regras
semelhantes às apresentas nas eqs. (3.17) e (3.18), onde temos a conservação dos momentos e
quase-momentos ao longo do subespaço não-competitivo. Aqui, devemos modificá-las apenas
para incluir também a conservação dos momentos no subespaço competitivo e o propagador
dado em (4.4). Desse modo, uma contribuição de 1-loop como (3.71) para a função vértice de 4
pontos será modificada com a inclusão da integração sobre os momentos quárticos do subespaço
m-dimensional:

I
(τ)
2 (K ′, P, j;σ) = σ

∞∑
l=−∞

∫
dd−m−1qdmk

{[(k +K ′)2]2 + (q + P )2 + σ2(l + j + τ)2}
×

× 1

[(k′2)2 + q2 + σ2(l + τ)2]
. (4.18)

Essa integral é um componente fundamental na construção das integrais de ordens mais elevadas
no número de loops e portanto a consideraremos aqui com os todos os momentos externos
arbitrários, conforme fizemos na seção 3.6.

Um truque bastante conveniente para a realização da integral em k acima consiste na uti-
lização da aproximação ortogonal proposta por Leite [75]. Nessa aproximação, considera-se os
momentos pertencentes ao subespaço competitivo como sendo ortogonais entre si. Ou seja,
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devemos por k ·K ′ = 0 em cada loop de integração e dessa forma todas as potências ı́mpares
em k e K ′ são removidas do termo [(k +K ′)2] que passa agora a ser aproximado por:

[(k +K ′)2]2 ≈ (k2)2 + 2k2K ′2 + (K ′2)2.

Introduzindo a parametrização de Feynman dada pela eq. (2.79), podemos reescrever (4.18) de
forma conveniente como:

I
(τ)
2 (K ′, P, j;σ) = σ

∫ 1

0

dx
∞∑

l=−∞

∫
dd−m−1q×

×
∫

dmk

{(k2)2 + 2xK ′2k2 + x(K ′2)2 + q2 + 2xP · q + xP 2 + σ2[(l + τ)2 + 2xj(l + τ)2 + xj2]}
.

(4.19)

A integral em q e o somatório em l seguem os mesmos prinćıpios adotados na seção 3.6. Por
outro lado, a integração em k exibe o seguinte resultado deduzido na ref. [75]:∫

dmk

[(k2)2 + 2ak2 + b2]β
=
Sm
4

Γ
(
m
4

)
Γ
(
β − m

4

)
Γ(β)

(
b2 − a2

)−β+m
4 , (4.20)

onde Sm corresponde à área de uma esfera de raio unitário em um espaço com m dimensões.
Portanto, podemos reescrever (4.19) como:

I
(τ)
2 (K ′, P, j;σ) =

Sm
4

Γ
(m

4

)
Γ
(

2− m

4

)∫ 1

0

dx×

× σ
∞∑

l=−∞

∫
dd−m−1q

{q2 + 2xP · q + xP 2 + σ2[(l + τ)2 + 2xj(l + τ) + xj2] + x(1− x)(K ′2)2}2−m
4

.

(4.21)

Aplicando no resultado (2.81), no qual identificamos d→ d−m− 1, e usando a identidade

Γ

(
d−m

2

)
Sd−m =

√
πΓ

(
d−m− 1

2

)
Sd−m−1 (4.22)

obtida a partir de (3.40) e a definição εL = 4 + m
2
− d, resolvemos a integral em q, fornecendo

o seguinte resultado:

I
(τ)
2 (K ′, P, j;σ) =

SmSd−m
8
√
π

Γ
(m

4

)
Γ

(
d−m

2

)
Γ

(
1

2
+
εL
2

)
×

×
∫ 1

0

dx σ
∞∑

l=−∞

{
σ2(l + τ + jx)2 + x(1− x)

[
(K ′2)2 + P 2 + σ2j2

]}− 1
2
− εL

2 . (4.23)
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O próximo passo consiste na utilização da representação (3.36) para a função térmica genera-
lizada correspondente ao somatório acima. Portanto, chegamos a:

I
(τ)
2 (K ′, P, j;σ) =

SmSd−m
8

Γ
(m

4

)
Γ

(
d−m

2

)
×

×
{

Γ
(εL

2

)∫ 1

0

dx[x(1− x)]−
εL
2 [(K ′2)2 + P 2 + σ2j2]−

εL
2 + F

(τ)
εL
2

(K ′, P, j;σ)

}
, (4.24)

onde ampliamos a definição (3.73) para incluir a contribuição referente ao momento K ′ do
subespaço competitivo:

F (τ)
ν (K ′, P, j;σ) = σ−2ν

∫ 1

0

dxf 1
2

+ν(τ + xj, σ−1
√
x(1− x)[(K ′2)2 + P 2 + σ2j2]), (4.25)

com f 1
2

+ν(a, b) definido em (3.38). A fim de realizarmos uma expansão de (4.24) no parâmetro

dimensional εL de forma consistente, reescrevemos d−m
2

= 2 − m
4
− εL

2
e usamos a seguinte

expansão para a função Gama:

Γ(a+ bx) = Γ(a)
[
1 + bxψ(a) +O(x2)

]
, (4.26)

com ψ(x) correspondendo à função dilogaŕıtmica. Desse modo, podemos já realizar uma ex-
pansão parcial em εL:

I
(τ)
2 (K ′, P, j;σ) =

SmSd−m
4

Γ
(m

4

)
Γ
(

2− m

4

) 1

εL

{
(1 + [i2]mεL)

[
(K ′2)2 + q2 + σ2j2

]− εL
2 +

+
εL
2
F

(τ)
εL
2

(K ′, P, j;σ)
}
, (4.27)

onde usamos a definição:

[i2]m = 1 +
1

2

[
ψ(1)− ψ

(
2− m

4

)]
. (4.28)

O fator SmSd−m
4

Γ
(
m
4

)
Γ
(
2− m

4

)
em (4.27) é resultado de cada loop de integração. Por exemplo,

uma integral com l loops terá esse fator elevado a l. Portanto, ele pode ser absorvido na
redefinição da constante de acoplamento un, pois, conforme vimos na seção 2.6, a expansão no
número de loops corresponde também a uma expansão em potências de un em uma teoria com
apenas uma interação monomial do tipo Φ4. Tal propriedade será usada daqui por diante para
simplesmente removermos esse fator de cada integral de Feynman.

Ambas as condições de renormalização (4.5) e (4.6) exigem o cálculo do resultado anterior
nos pontos simétricos PS1 e PS2. Na primeira delas, temos P 2 = κ2

1, j = 0 e K ′ = 0, enquanto
que na segunda, temos (K ′2)2 = κ4

2 e P = σj = 0. Sem qualquer perda de generalidade,
podemos fixar as escalas de momento para κ1 = κ2 = 1 e vemos portanto que (4.27) é idêntico
nos dois pontos de simetria:

I
(τ)
2PS1

(σ) = I
(τ)
2PS2

(σ) =
1

εL

[
1 + [i2]mεL +

εL
2
F

(τ)
0 (1, 0, 0;σ)

]
. (4.29)
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Note que a definição (4.25) é reduzida a (3.73) quando consideramos (4.27) nos pontos PS1 e

PS2. Por esse motivo, o termo F
(τ)
0 (1, 0;σ) presente na expressão acima é idêntico àquele na

eq. (3.76). Além disso, esse termo é denominado de correção do tamanho finito devido ao fato
dele ser nulo no limite L → ∞ (σ → 0), conforme podemos ver na eq. (3.79). Já no outro
extremo do limite (L→ 0), podemos utilizar toda a análise realizada na seção 3.6. Realizando
um procedimento semelhante àquele empregado na obtenção de (3.83), chegamos ao resultado:

lim
L→0

I
(τ)
2PSn

≈ 1

εL
+ [i2]m +γ+ (2 ln 2− 1)δτ, 1

2
+ ln

(
L

4π

)
− 1 +

2π

L
arcsin

 1√
1 + 16π2τ2

L2

 , (4.30)

para n = 1, 2. Na condição de contorno periódica (τ = 0), o termo de correção do tamanho
finito fornece π2

L
e portanto torna-se singular no limite L→ 0, resultando no que foi denominado

de crossover dimensional no caṕıtulo anterior. Por outro lado, tomando τ = 1
2

na condição de
contorno antiperiódica, temos:

lim
L→0

2π

L
arcsin

 1√
1 + 16π2τ2

L2

 = 1,

que é bem comportado e o crossover dimensional é devido à presença do termo ln
(
L
4π

)
cujo

módulo cresce de forma ilimitada quando L tende a zero. Portanto, desde que evitemos valores
pequenos para L, podemos usar o método perturbativo para calcular os expoentes cŕıticos em
termos de expansões em εL.

As demais integrais de Feynman de ordem 2 e 3 loops podem ser escritas pela mesma ex-
tensão aplicada à integral (3.71) na determinação de (4.18). Lembrando a presença do momento
quártico em cada propagador, a contribuição de ordem 2 loops para a função de vértice de 4
pontos pode ser obtida a partir de (3.84), resultando em:

I
(τ)
4 (K,K ′, P, P ′, j, j′;σ) = σ2

∞∑
l1,l2=−∞

∫
dd−m−1q1d

mk1d
d−m−1q2d

mk2

{[(k1 −K)2]2 + (q1 − P )2 + σ2(l1 − j + τ)2}
×

× 1

[(k2
1)2 + q2

1 + σ2(l1 + τ)2]{[(k1 + k2 +K ′)2]2 + (q1 + q2 + P ′)2 + σ2(l1 + l2 + j′ + τ)2}
×

× 1

[(k2
2)2 + q2

2 + σ2(l2 + τ)2]
. (4.31)

A integral acima é calculada usando novamente a aproximação ortogonal. Neste caso, devemos
ter k1 · K = k2 · K = 0 e k1 · K ′ = k2 · K ′ = 0. Deixamos para o apêndice C o esboço das
operações envolvidas no cálculo dessa integral. Aqui, mostramos apenas o resultado da eq.
(C.5) nos pontos simétricos:

I
(τ)
4PSn

(σ) =
1

2ε2L

[
1 +

εL
2

+ 2[i2]mεL + εLF
(τ)
0 (1, 0, 0;σ)

]
, (4.32)
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para n = 1, 2. Note que a expressão acima independe do ponto simétrico considerado.
As contribuições de 2 e 3 loops para a função de vértice de 2 pontos podem ser determi-

nadas a partir da generalização de (3.54) e (3.55) tomando µ = 0, respectivamente. Portanto,
escrevemos:

D
(τ)
3 (K,P, j;σ) = σ2

∞∑
l1,l2=−∞

∫
dd−m−1q1d

mk1d
d−m−1q2d

mk2

[(k1 + k2 +K)2]2 + (q1 + q2 + P )2 + σ2(l1 + l2 + j + τ)2
×

× 1

[(k2
1)2 + q2

1 + σ2(l1 + τ)2][(k2
2)2 + q2

2 + σ2(l2 + τ)2]
, (4.33)

D
(τ)
5 (K,P, j;σ) = σ3

∞∑
l1,l2,l3=−∞

∫
dd−m−1q1d

mk1d
d−m−1q2d

mk2d
d−m−1q3d

mk3

[(k1 + k2 +K)2]2 + (q1 + q2 + P )2 + σ2(l1 + l2 + j + τ)2
×

× 1

[(k1 + k3 +K)2]2 + (q1 + q3 + P )2 + σ2(l1 + l3 + j + τ)2
×

× 1

[(k2
1)2 + q2

1 + σ2(l1 + τ)2][(k2
2)2 + q2

2 + σ2(l2 + τ)2][(k2
3)2 + q2

3 + σ2(l3 + τ)2]
. (4.34)

Devido às condições de renormalização (4.5) e (4.6), estamos interessados nas derivadas das
integrais acima com relação a P 2 e (K2)2 nos pontos de simetria. Definindo

D
′(τ)
3PS1

(σ) =
∂

∂P 2
D

(τ)
3 (0, P, 0;σ)

∣∣∣∣
P 2=1

e D
′(τ)
3PS2

(σ) =
∂

∂(K2)2
D

(τ)
3 (K, 0, 0;σ)

∣∣∣∣
(K2)2=1

,

além do análogo para D
(τ)
5 (K,P, j;σ), listamos os seguintes resultados obtidos nas eqs. (C.9) e

(C.14) do apêndice C:

D
′(τ)
3PSn

(σ) = − 1

8εL

[
1 +

εL
4
− 2εLX

(τ)
n (σ)

]
, (4.35)

D
′(τ)
5PSn

(σ) = − 1

6ε2L

[
1 +

εL
2
− 3εLX

(τ)
n (σ)

]
, (4.36)

onde definimos o termo de correção do tamanho finito por:

X(τ)
n (σ) = −[i2]m +

1

2
ln(1 + σ2τ 2)−M (τ)(σ) + 2F

′(τ)
0,1 (SPn),

com M (τ)(σ) e F
′(τ)
0,1 (SPn) definidos na eq. (C.10). Da mesma forma como aconteceu na

análise do efeito de tamanho finito em sistemas sem competição, não precisamos especificar
esse termo de correção pois ele será cancelado durante o cálculo dos expoentes cŕıticos. Basta
que consideremos apenas σ = 2π

L
finito para garantir a validade da expansão em εL.
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4.4 Cálculo dos expoentes cŕıticos

De posse dos resultados da regularização dimensional das integrais de Feynman, podemos
calcular os expoentes cŕıticos usando os ingredientes apresentados na seção 4.2. Primeiro,
devemos calcular as funções de Wilson e começaremos por (4.15a). Os coeficientes a1n e a2n

podem ser obtidos de expressões como (3.58a-b), onde as integrais I
(τ)
2 , I

(τ)
4 e D

′(τ)
3 lá presentes

são substitúıdas pelas correspondentes calculadas na seção anterior. Portanto, a partir dos
resultados (4.29),(4.32) e (4.35) obtemos as seguintes expressões:

a1n =
N + 8

6εL

[
1 + [i2]mεL +

εL
2
F

(τ)
0 (1, 0, 0;σ)

]
, (4.37a)

a2n =

(
N + 8

6εL

)2

− 3N + 14

24εL
+

2

εL

(
N + 8

6

)2 [
[i2]m +

1

2
F

(τ)
0 (1, 0, 0;σ)

]
. (4.37b)

Substituindo os resultados anteriores na eq. (4.15a), escrevemos a função beta de Wilson como:

βn(u) = −nεLu
{

1− N + 8

6

[
1 + [i2]mεL +

εL
2
F

(τ)
0 (1, 0, 0;σ)

]
u+

3N + 14

12
u2

}
. (4.38)

A dependência da função anterior em n está apenas no fator multiplicativo do termo entre
chaves. Portanto, a condição β

(τ)
n (u∗n) = 0 para a determinação do ponto fixo fornecerá um

resultado independente do subespaço no qual estamos aplicando as condições de renormalização,
conforme mencionamos na seção 4.2. Ou seja, o reescalamento no infravermelho fará com que
as constantes de acoplamento u1 e u2 convirjam a um mesmo valor dado pelo ponto fixo estável:

u∗ =
6εL
N + 8

[
1 +

3(3N + 14)

(N + 8)2
εL − [i2]mεL −

εL
2
F

(τ)
0 (1, 0, 0;σ)

]
. (4.39)

Consideremos a função de Wilson representada por (4.15b). Calculamos então os coeficientes
b2n e b3n através das eqs. (3.58c-d) nas quais substitúımos os resultados (4.29), (4.35) e (4.36)

no lugar das integrais I
(τ)
2 , D

′(τ)
3 e D

′(τ)
5 que lá aparecem. Portanto, chegamos a:

b2n = −N + 2

144εL

[
1 +

εL
4
− 2εLX

(τ)
n (σ)

]
, (4.40a)

b3n = −(N + 2)(N + 8)

1296ε2L

[
1− εL

4
+ 3[i2]mεL +

3

2
εLF

(τ)
0 (1, 0, 0;σ)

]
. (4.40b)

Substituindo b2n e b3n na eq. (4.15b), obtemos:

γΦn(u) = n
N + 2

72
u2
{

1 +
εL
4
− 2εLX

(τ)
n (σ)−

−N + 8

12

[
1− 4X(τ)

n (σ)− 4[i2]m − 2F
(τ)
0 (1, 0, 0;σ)

]
u

}
(4.41)
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Um procedimento análogo ao realizado anteriormente conduz aos coeficientes c1n e c2n ne-
cessários ao cálculo da função representada em (4.15c). São eles:

c1n =
N + 2

6εL

[
1 + [i2]mεL +

εL
2
F

(τ)
0 (1, 0, 0;σ)

]
, (4.42a)

c2n =
N2 + 7N + 10

36ε2L
− N + 2

24εL
+
N + 7N + 10

18εL

[
[i2]m +

1

2
F

(τ)
0 (1, 0, 0;σ)

]
. (4.42b)

Usando c1n e c2n na eq. (4.15c), calculamos a última função de Wilson restante:

γΦ2 n(u) = n
N + 2

6

[
1 + [i2]mεL +

εL
2
F

(τ)
0 (1, 0, 0;σ)

]
u− nN + 2

12
u2. (4.43)

Os expoentes cŕıticos são obtidos a partir das eqs. dadas em (4.16). Portanto, substituindo
o ponto fixo u∗ apresentado em (4.39) no resultado (4.41), obtemos o primeiro conjunto de
expoentes:

ηL2 =
ηL4

2
=

N + 2

2(N + 8)2
ε2L

[
1− εL

4
+

6(3N + 14)

(N + 8)2
εL

]
, (4.44)

Realizando a mesma substituição em (4.43), calculamos:

γ
(τ)

Φ2 n(u∗) = n
N + 2

N + 8
εL

[
1 +

6(N + 3)

(N + 8)2
εL

]
. (4.45)

A partir das eqs. (4.16), podemos calcular νL2 e νL4 até ordem ε2L:

νL2 = 2νL4 =
1

2
+

N + 2

4(N + 8)
εL +

(N + 2)(N2 + 23N + 60)

8(N + 8)3
ε2L. (4.46)

Os demais expoentes listados em (4.17) podem ser obtidos com a substituição dos resultados
(4.44) e (4.46). Ao fazermos isso, observamos que os fatores relacionados com o ı́ndice n são
cancelados, resultando em expoentes cŕıticos idênticos nos dois subespaços:

αL2 = αL4 =
4−N

2(N + 8)
εL −

(N + 2)(N2 + 30N + 56)

4(N + 8)3
ε2L, (4.47a)

βL2 = βL4 =
1

2
− 3

2(N + 8)
εL +

(N + 2)(2N + 1)

2(N + 8)3
ε2L, (4.47b)

δL2 = δL4 = 3 + εL +
N2 + 14N + 60

2(N + 8)2
ε2L, (4.47c)

γL2 = γL4 = 1 +
N + 2

2(N + 8)
εL +

(N + 2)(N2 + 22N + 52)

4(N + 8)3
ε3L. (4.47d)

Podemos observar duas caracteŕısticas fundamentais nos resultados (4.44), (4.46) e (4.47)
que são também compartilhadas pelo sistema sem competição. A primeira delas diz respeito
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à independência dos expoentes cŕıticos tanto nas condições de contorno quanto no tamanho
finito L. De fato, todos os termos de correção foram cancelados. A segunda caracteŕıstica,
que pode ser vista como uma consequência da primeira, refere-se à igualdade desses resultados
em relação àqueles obtidos na ref. [75] para um sistema infinito. Ou seja, a presença de uma
dimensão compacta no sistema não altera a classe de universalidade descrita pelo conjunto
(N ,d,m). Lembramos no entanto que essas conclusões só são válidas se estivermos fora da
região de crossover dimensional caracterizada por valores pequenos de L.

4.5 Teoria massiva

Continuando a nossa análise sobre o efeito do tamanho finito na universalidade do com-
portamento cŕıtico e no crossover dimensional, consideremos o sistema acima da temperatura
cŕıtica. Ainda permaneceremos na região cŕıtica de Lifshitz, isto é, mantendo δ0 = 0 e µ2 > 0
na densidade lagrangiana (4.1). Consideraremos portanto a formulação massiva da teoria.

Recentemente, Carvalho e Leite [76] propuseram um método de renormalização e análise das
equações de Callan-Symanzik para a teoria de campos massivos descrevendo sistemas competi-
tivos na linha cŕıtica de Lifshitz. Dois conjuntos de condições de renormalização semelhantes a
(4.5) e (4.6) continuam sendo necessários para a remoção das divergências no regime ultravioleta
em ambos os subespaços competitivo e não-competitivo. Notamos que na teoria não-massiva,
duas escalas κ1 e κ2 de momento foram utilizadas na construção dos pontos simétricos PS1

e PS2, nos quais as funções de vértice foram renormalizadas. Já no contexto de uma teoria
massiva, tais escalas não são mais necessárias pois podemos realizar a renormalização com os
momentos externos nulos. Logo, devemos ter dois outros parâmetros constituindo as novas
escalas de momento. Carvalho e Leite introduzem tais quantidades como um componente ve-
torial a mais no espaço dos momentos. Seguindo um procedimento denominado de redução
dimensional, essas quantidades entram naturalmente na teoria como os parâmetros de massa
µ1 (no subespaço sem competição) e µ2 (no subespaço competitivo). Portanto, µ1 e µ2 possuem
naturalmente a mesma dimensão canônica dos respectivos momentos em cada subespaço. Ou
seja, denominando M como uma escala de massa arbitrária, podemos escrever [µ1] = M e

[µ2] = M
1
2 . Consequentemente, esses parâmetros devem entrar na densidade lagrangiana com

potências diferentes para refletir essa redefinição na escala de massa ao longo do subespaço
competitivo. Definindo µ0n (n = 1, 2) como o correspondente não-renormalizado de µn, rees-
crevemos a densidade lagrangiana na ref. [76] na seguinte forma:

Ln =
1

2
(∇2

mΦ)2 +
1

2
(∇(d−m−1)Φ)2 +

1

2

(
∂

∂z
Φ

)2

+
1

2
µ2n

0nΦ
2 +

1

4!
λnΦ

4, (4.48)

onde separamos a derivada em z para enfatizar que o tamanho finito está ao longo do eixo z
no subespaço não-competitivo. Observamos também que estamos considerando constantes de
acoplamento λ1 e λ2 distintas, similarmente ao realizado no caso sem massa.
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O ı́ndice n determina com quais parâmetros originais na densidade lagrangiana estamos
começando. Por exemplo, se quisermos construir a teoria no subespaço não-competitivo com a
massa µ1 e a constante de acoplamento g1 renormalizadas, começamos com µ0 1 e λ1, tomando
n = 1. A liberdade de escolha em µ1 resultará nas transformação do grupo de renormalização
para esse subespaço com a subsequente determinação dos expoentes cŕıticos associados com o
comprimento de correlação ξL2. A temperatura reduzida t entra na teoria através de µ2

1 ∼ t

e em ordem zero no número de loops (ńıvel de árvore), temos ξL2 =
√

2µ−1
1 ∝ t−

1
2 . Da

mesma forma, quando n = 2, estamos considerando inicialmente os parâmetros µ0 2 e λ2 com
a construção posterior da teoria com os correspondentes parâmetros µ2 e g2 renormalizados
e expoentes cŕıticos associados com ξL4. Neste caso, temos µ4

2 ∼ t e ξL4 =
√

2µ−1
2 ∝ t−

1
4

em ńıvel de árvore. Em consequência disso, a dimensão de ξL4 é de comprimento elevado a
um meio. Para cada valor de n, teremos divergências quadráticas e logaŕıtmicas no regime
ultravioleta escritas em termos do corte Λn nos momentos. Tais divergências serão novamente
removidas através da redefinição da massa e da constante de acoplamento, além das constantes
de renormalização multiplicativas ZΦ (n) e ZΦ2 (n) (n = 1, 2). Desse modo, as funções de vértice
multiplicativamente renormalizáveis são expressas em termos das funções e dos parâmetros
originais não-renormalizados na seguinte forma:

Γ
(E,M)
R (n) (ql(n), jl, Ql′(n), Jl′ ; gn, µn) = Z

E
2

Φ (n)Z
M
Φ2 (n)Γ

(E,M)(ql(n), jl, Ql′(n), Jl′ ;µ0n, λn,Λn), (4.49)

onde os argumentos ql(n), Ql(n), jl e Jl′ possuem os mesmos significados explicados logo após a
eq. (4.7).

Nesta seção, vamos aplicar o método de Carvalho e Leite no cálculo dos expoentes cŕıticos
e na descrição do crossover dimensional, adaptando-o para incluir o tamanho finito L através
das condições de contorno periódicas (τ = 0) ou antiperiódicas (τ = 1

2
). Começaremos pelas

condições de renormalização no subespaço rotulado por n = 1. Lembrando que escolhemos a
massa renormalizada independente de τ , podemos escrever:

Γ
(2)
R 1(0;µ1, g1) = µ2

1 + σ2τ 2, (4.50a)

∂

∂p2
Γ

(2)
R 1(k = 0, p, j = 0;µ1, g1)

∣∣∣∣
p=0

= 1, (4.50b)

Γ
(4)
R 1(0;µ1, g1) = g1, (4.50c)

Γ
(2,1)
R 1 (0;µ1, g1) = 1. (4.50d)

Os momentos p e k na eq. (4.50b) referem-se aos subespaços não-competitivo e competitivo,
respectivamente. Nas demais equações, os momentos externos são nulos. Por enquanto, estamos
removendo apenas as divergências no regime ultravioleta devido às integrais nos diagramas de
Feynman dos momentos pertencentes ao subespaço não-competitivo. A fim de remover as
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divergências restantes no subespaço m-dimensional, devemos considerar um segundo conjunto
de condições mostrado a seguir:

Γ
(2)
R 2(0;µ2, g2) = µ4

2 + σ2τ 2, (4.51a)

∂

∂(k2)2
Γ

(2)
R 2(k, p = 0, j = 0;µ2, g2)

∣∣∣∣
k=0

= 1, (4.51b)

Γ
(4)
R 2(0;µ2, g2) = g2, (4.51c)

Γ
(2,1)
R 2 (0;µ2, g2) = 1, (4.51d)

onde a potência quártica de µ2 na primeira equação acima reflete diretamente a redefinição da
escala de massa no subespaço competitivo.

Os parâmetros de massa µ1 e µ2 são arbitrários e podemos usar essa liberdade de escolha
para construir as equações de Callan-Symanzik associadas a transformações infinitesimais do
grupo de renormalização. Como os parâmetros λn e Λn são independentes de µn, podemos
reescrever a eq. (4.49) nos mesmos moldes de (3.25), ou seja:

µn
∂

∂µn

[
Z
−E

2

Φ (n)Z
−M
Φ2 (n)Γ

(E,M)
R (n) (ql(n), jl, Ql′(n), Jl′ ; gn, µn)

]
λn,Λn

= 0. (4.52)

Após derivação com relação a µn (mantendo λn e Λn fixos) e a adimensionalização das constantes
de acoplamento através de gn = µnεLn λn, chegamos a equações análogas às dadas em (3.29), a
saber:[

µn
∂

∂µn
+ βn(un)

∂

∂un
− E

2
γΦ(n)(un) +MγΦ2(n)(un)

]
Γ

(E,M)
R (n) (ql(n), jl, Ql′(n), Jl′ ; gn, µn)

= µ2n
n

[
2n− γ̃Φ(n)(un)

]
Γ

(E,M+1)
R (n) (ql(n), jl, Ql′(n), Jl′ , 0; gn, µn), (4.53)

onde γ̃Φ(n)(un) = γΦ(n)

[
1 +

(
στ
µn

)2
]

e as funções de Wilson são dadas no mesmo formato apre-

sentado em (4.13). Similarmente ao mencionado nas seções 2.9 e 3.3, o lado direito das equações
de Callan-Symanzik acima pode ser desprezado quando os momentos externos das funções de
vértice são escalados no regime ultravioleta. A teoria invariante por escala é então obtida
tomando un = u∞n, onde u∞n corresponde ao ponto fixo em cada subespaço n.

Os expoentes cŕıticos serão calculados seguindo os mesmos passos empregados nas seções
anteriores. Usaremos portanto as representações dadas em (4.15), onde os coeficientes a’s, b’s e
c’s serão obtidos a partir das eqs. (3.58) com as integrais de Feynman substitúıdas por aquelas
que serão regularizadas a seguir. Depois de determinadas as funções de Wilson, calculamos o
ponto fixo u∞ e finalmente os expoentes cŕıticos ao substituir u∞ nas eqs. (4.16).

De acordo com o usual no cálculo das integrais de Feynman, começaremos com a contribuição
de 1 loop para a função de vértice de 4 pontos por ser de fundamental importância para o cálculo
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das contribuições de 2 e 3 loops. Lembrando que estamos lidando com propagadores massivos,
escrevemos:

I
(τ)
2 (K ′, P, j;µn, rn) = µ−nεLn rn

∞∑
l=−∞

∫
dd−m−1qdmk

[(k +K ′)2]2 + (q + P )2 + r2
n(l + j + τ)2 + 1

×

× 1

(k2)2 + q2 + r2
n(l + τ)2 + 1

, (4.54)

onde definimos rn = σ
µnn

e os momentos foram reescalados como K√
µnn
→ K e P

µnn
→ P em cada

subespaço n. Usando os mesmos procedimentos descritos na seção 4.3 , onde a aproximação
ortogonal desempenha um papel fundamental, chegamos ao seguinte resultado:

I
(τ)
2 (K ′, P, j;µn, rn) = µ−nεLn

SmSd−m
8

Γ
(m

4

)
Γ

(
d−m

2

)
×

×
{

Γ
(εL

2

)∫ 1

0

dx
{
x(1− x)[(K ′2)2 + P 2 + r2

nj
2] + 1

}− εL
2 + F

(τ)
εL
2

(K ′, P, j; rn)

}
, (4.55)

onde ampliamos a definição (3.42) com a inclusão do momento quártico:

F
(τ)
β (K,P, j; r) = r−2β

∫ 1

0

dxf 1
2

+β

(
τ + xj, r−1

√
x(1− x)[(K2)2 + P 2 + r2j2] + 1

)
. (4.56)

Realizando uma expansão em εL e usando a definição (4.28), podemos escrever:

I
(τ)
2 (K ′, P, j;µn, rn) = µ−nεLn

SmSd−m
4

Γ
(m

4

)
Γ
(

2− m

4

) 1

εL

{
(1− εL + [i2]mεL)×

×
∫ 1

0

dx
{
x(1− x)[(K ′2)2 + P 2 + r2

nj
2] + 1

}− εL
2 +

εL
2
F

(τ)
εL
2

(K ′, P, j; rn)
}
. (4.57)

Tomando os momentos externos iguais a zero, obtemos:

I
(τ)
2 (0;µn, rn) = µ−nεLn

1

εL

[
1− εL + [i2]mεL +

εL
2
f 1

2
(τ, r−1

n )
]
. (4.58)

Note que o fator SmSd−m
4

Γ
(
m
4

)
Γ
(
2− m

4

)
foi removido do resultado anterior pelas mesmas razões

explicitadas logo após a eq. (4.28).
A variável de escala rn depende do subespaço no qual a teoria é constrúıda. Ou seja, temos

r−1
1 ∝ L

ξL2
e r−1

2 ∝ L
ξL4

2 para os subespaços não-competitivo e competitivo, respectivamente.

Comparando o resultado acima com o equivalente sem competição dado em (3.44), vemos que
as conclusões tiradas na seção 3.4 serão as mesmas aqui. Na teoria massiva, mantemos ξL2 e
ξL4 fixos enquanto variamos L. No limite L → ∞, podemos afirmar a partir de (3.46) que o
termo de correção tende a zero e recuperamos o resultado do sistema infinito. Já no limite
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L→ 0, o termo de correção comporta-se de forma singular e podemos usar a identidade (3.47)
para escrevermos:

lim
r−1
n →0

I
(τ)
2 (0;µn, rn) ≈ µ−nεLn

[
1

εL
− 1 + [i2]m + γ + ln

(
r−1
n

2

)
+

+
1

2
√
r−2
n + τ 2

+ (2 ln 2− 1)δτ, 1
2

+O(r−1
n )

]
. (4.59)

Na condição de contorno periódica (τ = 0), o termo proporcional a L−1 é dominante quando L
for pequeno e como consequência teremos o mesmo tipo de crossover dimensional presente no
sistema sem competição. A mesma equivalência também é estabelecida na condição de contorno
antiperiódica (τ = 1

2
), na qual o termo lnL passa a ser dominante. Seguindo os mesmos

argumentos que procedem a eq. (3.51), podemos mostrar que o crossover dimensional ocorre
quando L ∼ a1 ou L ∼ a2, onde a1 e a2 correspondem aos parâmetros de rede dos subespaços
não-competitivo e competitivo, respectivamente. Desse modo, a equivalência entre a teoria
massiva e a não-massiva é estabelecida no que diz respeito ao crossover dimensional. Desde que
consideremos L suficientemente grande, a expansão em εL é válida e podemos prosseguir para
o cálculo dos expoentes cŕıticos.

A próxima integral de Feynman a ser calculada corresponde ao análogo massivo de (4.31).
Adicionando a massa µ em cada propagador, temos:

I
(τ)
4 (K,K ′, P, P ′, j, j′;µn, rn) =

= µ−2nεL
n r2

n

∞∑
l1,l2=−∞

∫
dd−m−1q1d

mk1d
d−m−1q2d

mk2

[(k1 −K)2]2 + (q1 − P )2 + r2
n(l1 − j + τ)2 + 1

×

× 1

[(k1 + k2 +K ′)2]2 + (q1 + q2 + P ′)2 + r2
n(l1 + l2 + j′ + τ)2 + 1

×

× 1

[(k2
1)2 + q2

1 + r2
n(l1 + τ)2 + 1][(k2

2)2 + q2
2 + r2

n(l2 + τ)2 + 1]
. (4.60)

O cálculo dessa integral é realizado no apêndice C dentro do qual obtemos o resultado (C.18)
quando os momentos externos são nulos:

I
(τ)
4 (0;µn, rn) = µ−2nεL

n

1

2ε2L

[
1− 3

2
εL + 2[i2]mεL + εLf 1

2
(τ, r−1

n )

]
. (4.61)

As integrais correspondentes às contribuições de ordens 2 e 3 loops são obtidas com a
introdução do parâmetro µ em cada propagador de (4.33) e (4.34). Neste caso estamos interes-
sados nas derivadas:

D
′(τ)
3 (µ1, r1) =

∂

∂P 2
D

(τ)
3 (0, P, 0;µ1, r1)

∣∣∣∣
P=0

e D
′(τ)
3 (µ2, r2) =

∂

∂(K2)2
D

(τ)
3 (K, 0, 0;µ2, r2)

∣∣∣∣
K=0

,



83 Caṕıtulo 4. Tamanho finito em sistemas competitivos do tipo Lifshitz

além das correspondentes para D
(τ)
5 (K,P, j;µn, rn). Observe como cada tipo de derivada está

associada com a massa µ1 ou µ2 referente a um dado subespaço. Recorrendo novamente ao
apêndice C, listamos a seguir os resultados (C.22) e (C.26):

D
′(τ)
3 (µn, rn) = −µ−2nεL

n

1

8εL

[
1− 5

4
εL + 2εLYn(rn)

]
, (4.62)

D
′(τ)
5 (µn, rn) = −µ−3nεL

n

1

6ε2L

[
1− 7

4
εL + 3εLYn(rn)

]
, (4.63)

onde o termo de correção Yn(rn) (com n = 1, 2) é extráıdo de (C.22).
Todos os elementos necessários à obtenção das funções de Wilson já foram reunidos. Substi-

tuindo as expressões (4.58), (4.61) e (4.62) pelas correspondentes nas eqs. (3.58a-b), calculamos
os coeficientes:

a1n =
N + 8

6εL

[
1− εL + [i2]mεL +

εL
2
f 1

2
(τ, r−1

n )
]
, (4.64a)

a2n =

(
N + 8

6εL

)2

− 4N2 + 73N + 298

72εL
+

(N + 8)2

18εL

[
[i2]m +

1

2
f 1

2
(τ, r−1

n )

]
. (4.64b)

Usando os resultados listados acima na expansão (4.15a), obtemos:

β(τ)
n (u) = −nu

{
εL −

N + 8

6

[
1− εL + [i2]mεL +

εL
2
f 1

2
(τ, r−1

n )
]
u+

3N + 14

12
u2

}
. (4.65)

A condição β
(τ)
n (u∞n) = 0 fornece o ponto fixo u∞n dado por:

u∞ =
6εL
N + 8

{
1 +

[
3(3N + 14)

(N + 8)2
+ 1− [i2]m −

1

2
f 1

2
(τ, r−1

n )

]
εL

}
. (4.66)

Neste caso, a dependência do ponto fixo em n está apenas na variável de escala r−1
n . Devido

ao fato de podermos escolher valores finitos para r−1
n livremente, essa dependência torna-se

irrelevante e podemos fazer u∞ independe do subespaço sob consideração. Portanto, a teoria
invariante por escala no regime ultravioleta é obtida com as duas constantes de acoplamento u1

e u2 iguais a u∞, sem quaisquer referências ao subespaço no qual as condições de renormalização
estão sendo aplicadas.

A fim de calcular os expoentes cŕıticos, consideremos as funções de Wilson representadas
por (4.15b-c). Os coeficientes b2n, b3n, c2n e c3n são obtidos a partir das eqs. (3.58c-f), onde as

integrais I
(τ)
2 , I

(τ)
4 , D

′(τ)
3 e D

′(τ)
5 são substitúıdas pelos resultados (4.58), (4.61), (4.62) e (4.63),

respectivamente. Logo, chegamos às seguintes expressões:

b2n = −N + 2

144εL

[
1− 5

4
εL + 2εLYn(rn)

]
, (4.67a)
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b3n = −(N + 2)(N + 8)

1296ε2L
+

(N + 2)(N + 8)

108εL

13

48
−

− (N + 2)(N + 8)

432εL

[
[i2]m +

εL
2
f 1

2
(τ, r−1

n )
]
, (4.67b)

c1n =
N + 2

6εL

[
1− εL + [i2]mεL +

εL
2
f 1

2
(τ, r−1

n )
]
, (4.67c)

c2n =
(N + 2)(N + 5)

36ε2L
− 4N2 + 31N + 46

72εL
+

(N + 2)(N + 5)

18εL

[
[i2]m +

1

2
f 1

2
(τ, r−1

n )

]
. (4.67d)

Substituindo a eq. (4.64a) e as expressões acima nas expansões (4.15b-c), calculamos:

γ
(τ)
Φn(u∞) = n

N + 2

(N + 8)2

ε2L
2

{
1 +

[
6(3N + 14)

(N + 8)2
− 1

4

]
εL

}
, (4.68a)

γ
(τ)

Φ2 n(u∞) = n
N + 2

N + 8
εL

[
1 +

6(N + 3)

(N + 8)2
εL

]
. (4.68b)

Comparando os dois resultados anteriores com (4.44) e (4.45), notamos que todos os expoentes
cŕıticos são idênticos nas formulações massiva e não-massiva da teoria, corroborando com o
prinćıpio da universalidade já estabelecido para o comportamento cŕıtico de sistemas infinitos.

O nosso estudo sobre o efeito de tamanho finito em sistema com competição reproduz
todas as conclusões obtidas no caṕıtulo anterior. De fato, como estamos lidando com uma
dimensão compacta apenas ao longo do subespaço não-competitivo, os termos de correção do
tamanho finito presentes em (4.29) e (4.58) são idênticos aos das eqs. (3.76) e (3.44) para
o sistema sem competição. Logo, o crossover dimensional manifesta-se dentro dos mesmos
valores pequenos de L. Além disso, a classe de universalidade permanece inalterada em relação
àquela determinada para o sistema infinito [75], sendo neste caso caracterizada pelo conjunto
de parâmetros (N ,d,m).

Um ponto importante a ser mencionado aqui diz respeito à viabilidade dos métodos de Leite
e Carvalho na descrição do comportamento cŕıtico em sistemas com tamanho finito. Ambos
os métodos tratam os escalamentos nos subespaços competitivo e não-competitivo de forma
independente, onde para cada subespaço, considera-se escalas de momento e constantes de
acoplamento distintas. No entanto, quando sistema está na criticalidade, tais constantes cor-
respondem aos pontos fixos apresentados em (4.39) e (4.66) que independem do subespaço
no qual são calculados (mesmo com presença do termo de correção) em consequência da apro-
ximação ortogonal. Desse modo, retomamos a teoria com uma única constante de acoplamento,
conforme também ocorre com o sistema infinito.



Caṕıtulo 5

Tamanho finito ao longo do subespaço
competitivo

5.1 Introdução

Um passo importante no estudo do efeito do tamanho finito em sistemas com competição
na região cŕıtica de Lifshitz consiste na extensão do método de Nemirovsky e Freed (NF) para
incluir uma dimensão finita ao longo do subespaço competitivo. Nesse caso, calculamos de
forma exata alguns expoentes cŕıticos até ordem ε2L. Quando aplicado a um espaço onde não
há competição, vimos nos dois caṕıtulos anteriores que as funções de vértice calculadas com o
aux́ılio do método NF possuem termos de correção dependentes da restrição espacial do sistema.
Se evitarmos a região de crossover dimensional, os expoentes cŕıticos obtidos são idênticos aos do
sistema infinito. O mesmo tipo de comportamento também estará presente quando estendemos
esse procedimento ao subespaço competitivo. No entanto, os resultados quantitativos para os
termos de correção e expoentes cŕıticos serão diferentes, conforme veremos.

Consideraremos o mesmo tipo de geometria composta por superf́ıcies planas e paralelas ao
longo do subespaço sem competição separadas por uma distância L, nas quais o parâmetro de
ordem estará sujeito a condições de contorno periódicas (PBC) ou antiperiódicas (ABC). A
fim de analisarmos apenas os aspectos mais fundamentais das mudanças introduzidas na teoria
devido às condições de contorno, restringiremos o nosso estudo a um sistema uniaxial (m = 1).
O subespaço competitivo passa a ser unidimensional e o chamaremos aqui de eixo competitivo
que será perpendicular às superf́ıcies.

Devido à presença de momentos quárticos no propagador livre, alguns procedimentos não
convencionais foram realizados ao longo dos últimos anos a fim de regularizar dimensionalmente
as integrais de Feynman. Por exemplo, Leite [75] introduz a aproximação ortogonal que em
prinćıpio pode ser aplicada em integrais com um número arbitrário de loops. Os expoentes
cŕıticos nesse método foram calculados analiticamente no caṕıtulo anterior tanto na teoria mas-
siva quanto na não-massiva. Alternativamente, Diehl e Shpot [77] usam um procedimento de

85
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renormalização por subtração mı́nima [15] no espaço das coordenadas através do formalismo
de funções testes e obtêm os coeficientes das constantes de renormalização de forma numérica.
Eles usam a teoria não-massiva e calculam apenas os expoentes ηL2 e ηL4 em ordem 2 loops,
ou seja, até O(ε2L). Os demais expoentes cŕıticos são obtidos em O(εL). Logo em seguida, os
mesmos autores [78] tentam estender os seus resultados até ordem de 2 loops no espaço dos
momentos. É importante observar que as integrais de Feynman apresentadas na ref. [78] são
um resultado direto do cálculo no espaço das coordenadas, transformado em seguida para o
espaço dos momentos. Entretanto, essa transformação é inconsistente com a homogeneidade e
os resultados numéricos só fazem sentido quando a análise é feita no espaço das coordenadas.
Os expoentes cŕıticos resultantes desse método são expressos em termos de integrais impróprias
cujos resultados (excetuando m = 2 e m = 6) só podem ser obtidos aproximadamente. Por-
tanto, somos instigados a procurar por um método no qual possamos realizar todos os cálculos
analiticamente e de forma exata (até ordem ε2L) no espaço dos momentos.

Neste caṕıtulo, seguiremos uma nova abordagem para a regularização das integrais de Feyn-
man. Utilizando o formalismo de integrais de Mellin-Barnes, empregado comumente na repre-
sentação de funções especiais [79], seremos capazes de extrair as partes singular e regular das
integrais de Feynman no espaço dos momentos e de calcular os expoentes ηL2 e νL2 até ordem ε2L
em termos de integrais paramétricas cujos resultados numéricos podem ser obtidos exatamente
com a precisão desejada. Desse modo, evitamos as dificuldades encontradas originalmente por
Diehl e Shpot. Os cálculos relacionados com ηL4 e νL4 são bastante extensos e deixaremos a
tarefa de apresentá-los em um trabalho futuro. Apesar de estar em um estágio preliminar,
o nosso estudo corresponde a uma extensão dos trabalhos de Leite, Diehl e Shpot (pelo me-
nos para m = 1) tanto no que diz respeito ao cálculo exato dos expoentes cŕıticos quanto na
introdução do tamanho finito L.

5.2 Condições de contorno e regras de Feynman aplica-

das ao eixo de competição

Consideremos inicialmente a teoria na região cŕıtica de Lifshitz caracterizada pelos parâmetros
δ0 = 0 e µ2 > 0 na densidade lagrangiana (4.1). Denominando z como a coordenada ao longo do
eixo de competição e ρ como as coordenadas ao longo do subespaço não-competitivo, reescre-
vemos a densidade lagrangiana de nosso interesse para uma teoria com interação Φ4 e simetria
O(N) na seguinte forma:

L (Φ) =
c2

2

(
∂2Φ

∂z2

)2

+
1

2
(∇d−1Φ)2 +

µ2

2
Φ2(ρ, z) +

λ

4!
Φ4(ρ, z), (5.1)

onde c é uma constante com dimensão canônica de comprimento introduzida por questão de
consistência dimensional da expressão acima. Colocamos então uma das superf́ıcies em z = 0
e a outra em z = L. Desse modo, as condições de contorno no parâmetro de ordem são
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implementadas como:
Φ(ρ, 0) = Φ(ρ, L), emPBC. (5.2a)

Φ(ρ, 0) = −Φ(ρ, L), emABC. (5.2b)

Na seção 3.6, expandimos o campo Φ em termos de componentes de Fourier φ(k, j), onde
k corresponde ao momento cont́ınuo ao longo do espaço rećıproco (d − 1)-dimensional e j são
os ı́ndices de quase-momentos resultantes da discretização dos momentos devido ao domı́nio
compacto da variável z. Na configuração considerada no presente caṕıtulo, momentos cont́ınuos
e discretos pertencem a subespaços com propriedades diferentes, ou seja, estão ao longo do
subespaço não-competitivo e do eixo de competição, respectivamente. Faremos portanto uma
pequena modificação na expansão (3.4), reescrevendo-a aqui como:

Φi(ρ, z) =
1

(2π)d−1

∞∑
j=−∞

∫
dd−1eik·ρvj(z)φi(k, j), (5.3)

onde denominamos vj(z) como as novas funções-base da expansão para distinguir das corres-
pondentes uj(z) utilizadas em (3.4). Excetuando isso, nenhuma outra mudança foi efetuada.
Naturalmente, vj(z) satisfaz as mesmas condições de contorno de Φ(ρ, z): vj(0) = vj(L) em
PBC e vj(0) = −vj(L) em ABC.

As funções vj(z) estão intimamente relacionadas com o propagador livre e o vértice de
interação da teoria. Podemos determiná-las a partir da equação de movimento do campo Φ na
teoria livre. Portanto, consideramos a densidade lagrangiana (5.1) sem a interação Φ4:

L0(∂2
zΦ,∇Φ,Φ) =

c2

2
∂2
zΦi∂

2
zΦi +

1

2
∂αΦi∂αΦi +

µ2

2
ΦiΦi, (5.4)

onde usamos ∂zΦ = ∂Φ
∂z

e ∂αΦ = ∂Φ
∂ρα

. Os ı́ndices repetidos são todos somados, com i = 1, . . . , N
e α = 1, . . . , d−1. Chamamos atenção para a dependência de L0 na derivada de ordem superior
do campo Φ com relação a z. Neste caso, devemos utilizar uma generalização da equação de
Euler-Lagrange para teorias de campo com derivadas de ordem superior [80–82]. Dentro dos
nossos propósitos neste trabalho, escrevemos:

∂L0

∂Φi

− ∂α
∂L0

∂(∂αΦi)
+ ∂2

z

∂L0

∂(∂2
zΦi)

= 0. (5.5)

Aplicando a equação acima em (5.4), vemos que o campo Φ não-interagente satisfaz a seguinte
equação: (

c2 ∂
4

∂z4
−∇2

d−1 + µ2

)
Φi = 0. (5.6)

A partir da expansão (5.3), podemos deduzir a equação diferencial satisfeita pelas funções-base:

d4

dz4
vj(z) = κ4

jvj(z), (5.7)
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onde o quase-momento κj está restrito à condição “on shell” dos campos: c2κ4
j + k2 + µ2 = 0.

Note a mudança no sinal entre a equação anterior e aquela dada em (3.5). Essa nova convenção
é necessária para que vj(z) tenha a mesma periodicidade de Φ. De fato, a solução geral de (5.7)
é dada por:

vj(z) = a1 e
κjz + a2 e

−κjz + a3 e
iκjz + a4 e

−iκjz. (5.8)

Os coeficientes a1 e a2 devem ser nulos, caso contrário não teremos uma solução periódica. Além
disso, escolhemos a3 = 0 e as condições de contorno em (5.2) implicam em κj = σ(j + τ), onde
definimos σ = 2π

L
e τ = 0, 1

2
representam PBC ou ABC, respectivamente. A partir da condição

de ortonormalidade
∫ L

0
dz vj1(z)vj2(z) = δj1 j2 , obtemos a4 = 1√

L
e chegamos ao resultado:

vj(z) =
1√
L
e−i

2π
L

(j+τ)z. (5.9)

Apesar da equação (5.7) fornecer para vj(z) uma solução mais geral do que a correspondente
(3.5) para uj(z), as restrições impostas pelas condições de contorno implicam em vj(z) = uj(z).

Desejamos saber como as regras para a construção dos diagramas de Feynman apresentam-
se nessa nova configuração de sistema. Consideremos inicialmente a energia livre do sistema
dada por F [Φ] =

∫
dd−1ρ

∫ L
0
dzL [Φ(ρ, z)] no espaço dos momentos, onde as regras de Feynman

são bastante simplificadas. Começando pela parte livre da teoria, tomamos apenas os três
primeiros termos de (5.1) e usamos a expansão (5.3), resultando em:

F0[Φ] =
1

2

∫
dd−1ρ

∫ L

0

dz

[
c2

(
∂2Φ

∂z2

)2

+ (∇d−1Φ)2 + µ2Φ2(ρ, z)

]

=
1

2

∞∑
j1,j2=−∞

1

(2π)d−1

∫
dd−1k

∫ L

0

dz

[
c2d

2vj1
dz2

d2vj2
dz2

+ (k2 + µ2)vj1(z)vj2(z)

]
×

× φi(k, j1)φi(−k, j2). (5.10)

Estamos novamente usando o convenção da soma para os ı́ndices i repetidos variando de 1 a
N no último termo acima. Podemos reescrever o produto das derivadas segundas na seguinte
forma:

d2vj1
dz2

d2vj2
dz2

=
d

dz

(
dvj1
dz

d2vj2
dz2

)
− d

dz

(
vj1(z)

d3vj2
dz3

)
+ vj1(z)

d4vj2
dz4

. (5.11)

Sabendo que as derivadas de vj(z) são também periódicas ou antiperiódicas, vemos que a
integração em z na expressão anterior será nula nos dois primeiros termos do lado direito e
dessa forma, temos: ∫ L

0

dz
d2vj1
dz2

d2vj2
dz2

=

∫ L

0

dz vj1(z)
d4vj2
dz4

= κ4
j2
Sj1,j2 , (5.12)
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onde usamos a equação (5.7) e definimos o tensor Sj1,j2 =
∫ L

0
dz vj1(z)vj2(z), similarmente ao

realizado em (3.11). Substituindo o resultado anterior em (5.10), chegamos a:

F0[Φ] =
1

2

∞∑
j1,j2=−∞

Sj1,j2
(2π)d−1

∫
dd−1k

(
c2κ4

j + k2 + µ2
)
φi(k, j1)φi(−k, j2). (5.13)

Portanto, comparando a expressão acima com (3.10), conclúımos que uma linha diagramática
continua sendo representada pela eq. (3.17), na qual o propagador livre passa a ser dado por:

G0(k, j) =
1

c2κ4
j + k2 + µ2

. (5.14)

Voltamos a nossa atenção agora para o vértice de interação. Calculando a parte interagente
da energia livre no espaço dos momentos, obtemos:

Fint[Φ] =
λ

4!
Fi1,...,i4

∞∑
j1,...,j4=−∞

Sj1,...,j4
(2π)3(d−1)

∫
dd−1k1 · · · dd−1k4δ

d−1(k1 + · · ·+ k4)×

× φi1(k1, j1) · · ·φi4(k4, j4). (5.15)

Analogamente ao resultado (3.12), definimos o tensor Sj1,...,j4 =
∫ L

0
dz vj1(z) · · · vj4(z). Além

disso, Fi1,...,i4 é dado em (2.3) e a convenção da soma para ı́ndices repetidos está sendo novamente
utilizada. Desse modo, permanecemos com a mesma representação dada em (3.18) para o
vértice de interação. Se levarmos em consideração a solução (5.9), chegamos à conclusão de que
os quase-momentos ao longo do eixo de competição também são conservados em cada linha e
vértice dos diagramas de Feynman. Ou seja:

Sj1,j2 = δj1 j2 e Sj1,j2,j3,j4 =
1

L
δj1+j2+j3+j4,0. (5.16)

Em outras palavras, as condições de contorno periódica ou antiperiódica continuam não que-
brando a simetria de translação do sistema, conforme esperado. As regras para a construção dos
diagramas de Feynman permanecem inalteradas, com exceção do propagador livre que passa a
ser dado por (5.14).

5.3 Regularização em 1 loop

A contribuição diagramática de ordem 1 loop da função de 4 pontos é a mais básica de todas,
pois todos os demais diagramas de ordem superior no número de loops podem ser expressos
em termos dela. Vimos como isso foi realizado nos caṕıtulos 3 e 4. Novamente, começaremos
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analisando essa contribuição na formulação massiva da teoria. Utilizando o propagador (5.14),

o correspondente à integral I
(τ)
2 será aqui dado por:

I
(τ)
2 (j, k;µ, r) = µ−εLr

∞∑
l=−∞

∫
dd−1q

[r4(l + j + τ)4 + (k + q)2 + 1][r4(l + τ)4 + q2 + 1]
, (5.17)

onde definimos r = σ′√
µ
, com σ′ =

√
cσ correspondendo a uma escala de momento no eixo

de competição. Lembramos que no subespaço competitivo, a dimensão dos momentos é a
metade da dimensão dos momentos no subespaço sem competição. Com essa definição para
σ′, podemos checar que o mesmo acontece para os quase-momentos, ou seja, eles possuem a
metade da dimensão de k. Conforme realizamos no caṕıtulo anterior, podemos construir duas

variáveis de escala r−1
2 =

√
µ2

2

σ′
∝ L√

cξL4
e r−1

1 =
√
µ1

σ′
∝ L√

cξL2
para os subespaços com e sem

competição, respectivamente. No entanto, omitiremos o ı́ndice n = 1, 2 de rn como uma forma
de simplificar a notação.

Os primeiros passos empregados no cálculo da integral acima são os usuais: aplicamos a
parametrização de Feynman (2.79) seguido pelo resultado (2.81). Portanto, chegamos a:

I
(τ)
2 (j, k;µ, r) = µ−εL

Sd−1

2
Γ

(
d− 1

2

)
Γ

(
1

4
+
εL
2

)
r−2εL×

×
∫ 1

0

dx
∞∑

l=−∞

[x(l + j + τ)4 + (1− x)(l + τ)4 + x(1− x)r−4k2 + r−4]−
1
4
− εL

2 . (5.18)

Note que εL = 4 + 1
2
− d no caso uniaxial. Após algumas manipulações algébricas, podemos

reescrever o termo entre colchetes no somatório como:

x(l + j + τ)4 + (1− x)(l + τ)4 + x(1− x)r−4k2 + r−4 = (l + ϕ1)4 + a(l + ϕ2)2 + b, (5.19)

onde definimos:
ϕ1 = τ + xj, (5.20a)

ϕ2 = τ +
j

3
(1 + x), (5.20b)

a = 6x(1− x)j2, (5.20c)

b =
j4

3
(x− 2x2 + 2x3 − x4) + x(1− x)r−4k2 + r−4. (5.20d)

O termo no lado direito de (5.19) é mais simples de ser tratado analiticamente e por esse
motivo vamos considerá-lo em detrimento do termo do lado esquerdo. Vemos portanto que o
cálculo da integral (5.17) deve passar pela continuação anaĺıtica da seguinte função:

Eν(ϕ1, ϕ2; a, b) =
∞∑

l=−∞

[(l + ϕ1)4 + a(l + ϕ2)2 + b]−
1
4
−ν . (5.21)
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No limite |l| → ∞, o termo do somatório comporta-se como |l|−1−ν e já podemos antecipar que a
função definida acima possui um polo em ν. Nosso objetivo na próxima seção é desenvolver uma
representação para essa integração nos quase-momentos na qual possamos de fato separar um
polo em ν de uma parte regular. O estudo detalhado dessa parte regular permite a determinação
da região de crossover dimensional.

5.4 Integração dos quase-momentos ao longo do eixo de

competição

Uma forma de tratar analiticamente a função (5.21) consiste em reescrever o somatório em
termos de integrais cujas soluções permitam uma separação das partes singular e regular. O
primeiro passo nesse sentido é realizado através da seguinte representação para a função Gama
de Euler [68]:

Γ(α)A−α =

∫ ∞
0

dy yα−1 e−Ay, (5.22)

válida para Reα > 0. O próximo passo é executado com a aux́ılio da fórmula da soma de
Poisson. Então, seja f(x) uma função não-negativa tal que a integral

∫∞
−∞ dx f(x) exista,

podemos afirmar [83]:
∞∑

l=−∞

f(l) =
∞∑

m=−∞

∫ ∞
−∞

f(t) e−2πimtdt. (5.23)

Portanto, usando a representação (5.22) em (5.21) e identificando

f(x) = exp[−(x+ ϕ1)4 − a(x+ ϕ2)2 − b],

podemos escrever:

Eν(ϕ1, ϕ2; a, b) =
1

Γ
(

1
4

+ ν
) ∞∑
m=−∞

e2πimϕ1

∫ ∞
0

dy yν−
3
4 e−θyg(γ, a, y, 2πm), (5.24)

onde definimos por conveniência:
γ = ϕ2 − ϕ1, (5.25a)

θ = b+ aγ2, (5.25b)

além de:

g(γ, a, y, ω) =

∫ ∞
−∞

dt exp(−yt4 − yat2 − 2yaγt− iωt). (5.26)

O desenvolvimento de uma representação conveniente para a função definida acima é de
fundamental importância não apenas no cálculo da integral de 1 loop como também na extensão
para ordens mais elevadas no número de loops. Notamos que estamos trabalhando basicamente
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com uma transformada de Fourier de uma exponencial do polinômio −yt4 − yat2 − 2yaγt,
cuja solução não é conhecida em termos de (ou combinações de) funções elementares. Vamos
proceder então com uma expansão de Taylor da função e−2yaγt seguida da identidade eiωt =
cos(ωt) + i sin(ωt), fornecendo o resultado:

g(γ, a, y, ω) = 2
∞∑
n=0

(2yaγ)2n

(2n)!

∫ ∞
0

dt t2ne−yt
4−yat2 cos(ωt)

+ 2i
∞∑
n=0

(2yaγ)2n+1

(2n+ 1)!

∫ ∞
0

dt t2n+1e−yt
4−yat2 sin(ωt). (5.27)

As duas integrais em t não possuem soluções anaĺıticas conhecidas devido à presença das funções
trigonométricas. Podemos contornar essa dificuldade reescrevendo cos z e sin z em termos de
representações por integrais de Mellin-Barnes. Consideremos primeiro a função G de Meijer
que pode ser usada para representar diversas funções elementares e especiais. De uma forma
geral, ela é definida como [68, 84]:

Gm,n
p,q

(
x
∣∣a1,...,ap

b1,...,bq

)
=

1

2πi

∫
C

m∏
j=1

Γ(bj − s)
n∏
j=1

Γ(1− aj + s)

q∏
j=m+1

Γ(1− bj + s)
p∏

j=n+1

Γ(aj − s)
xs ds. (5.28)

O caminho de integração C separa os polos de Γ(bj − s) dos polos de Γ(1 − aj + s) no plano
complexo e deve ser escolhido de acordo com os parâmetro m, n, p e q para que a integral seja
convergente. Desse modo, devemos ter bj + l1 6= 1− aj − l2, onde l1, l2 = 0, 1, 2, . . . são números
inteiros não-negativos. Se tivermos as condições δ = m + n − 1

2
(p + q) > 0 e |argx| < δπ

satisfeitas, C parte de −i∞ e vai até i∞ de modo que os polos de Γ(1 − aj + s) fiquem à
esquerda enquanto que os polos de Γ(bj − s) permaneçam à direita. A figura 5.1 mostra o
caminho C para o caso particular m = n = 1. As situações com as quais iremos lidar neste
caṕıtulo sempre respeitam as condições anteriores e por esse motivo sempre consideraremos um
caminho do tipo ilustrado na figura 5.1. As referências [68, 84] trazem mais detalhes sobre
outros tipos de caminho, caso tais condições não sejam satisfeitas.

Podemos estabelecer uma conexão entre as funçõesG de Meijer e as funções hipergeométricas
através da fórmula [68, 84]:

pFq(a1, . . . , ap; b1, . . . , bq;x) =

∏q
j=1 Γ(bj)∏p
j=1 Γ(aj)

G1,p
p,q+1

(
−x
∣∣1−a1,...,1−ap
0,1−b1,...,1−bq

)
(5.29)

Várias funções elementares podem ser escritas em termos de funções hipergeométricas e as
funções trigonométricas não são uma exceção. Na ref. [84], temos as identidades:

cos z = 0F1

(
;
1

2
;−z

2

4

)
, (5.30a)
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Figura 5.1: Plano complexo com um dos posśıveis caminhos de integração na definição das
funções G de Meijer.

sin z = z 0F1

(
;
3

2
;−z

2

4

)
. (5.30b)

Portanto, a partir de (5.29) e (5.28), podemos escrever as seguintes representações integrais:

cos z =
√
π

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

Γ(−s)
Γ
(

1
2

+ s
) (z2

4

)s
ds, (5.31a)

sin z =
√
π
z

2

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

Γ(−s)
Γ
(

3
2

+ s
) (z2

4

)s
ds, (5.31b)

onde devemos ter c < 0. Observe que o caminho de integração C foi escolhido como uma linha
reta paralela ao eixo imaginário partindo de c − i∞ até c + i∞. Representações desse tipo
são conhecidas como integrais de Mellin-Barnes. Dada a restrição c < 0, a linha C passará
à esquerda dos polos de Γ(−s). Substituindo os resultados (5.31) na função (5.27) e após a
mudança de variável t2 → t, obtemos:

g(γ, a, y, ω) = (2y)−
1
4
√
π

∞∑
n=0

(aγ)2n(2y)
3n
2

(2n)!

1

2πi

∫ c′+i∞

c′−i∞
ds

Γ(−s)
Γ
(

1
2

+ s
) (ω2

4

)s
(2y)−

s
2 I

(
n+

1

2
, s

)
+

+ i

√
π

2
(2y)

1
4aγω

∞∑
n=0

(aγ)2n(2y)
3n
2

(2n+ 1)!

1

2πi

∫ c′′+i∞

c′′−i∞
ds

Γ(−s)
Γ
(

3
2

+ s
) (ω2

4

)s
(2y)−

s
2 I

(
n+

3

2
, s

)
(5.32)

onde usamos a definição:

I(p, s) =

∫ ∞
0

dt tp+s−1e−
t2

2
−a
√

y
2
t, (5.33)
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que é bem definida para Re (p + s) > 0. Além disso, devemos ter −1
2
< c′ < 0 e −3

2
< c′′ < 0

a fim de que Re
(
n+ s+ 1

2

)
> 0 e Re

(
n+ s+ 3

2

)
> 0 para todo n > 0, respectivamente nas

duas integrais I
(
n+ 1

2
, s
)

e I
(
n+ 3

2
, s
)

presentes em (5.32). Desse modo, podemos comutar
as integrações em s e t, conforme realizado em (5.32).

Podemos identificar a integral (5.33) com uma das representações integrais das funções
ciĺındricas parabólicas [85], a saber:

Dα(z) =
e−

z2

4

Γ(−α)

∫ ∞
0

e−
t2

2
−ztt−α−1dt, para Reα < 0. (5.34)

Portanto, se considerarmos apenas a integral em y na eq. (5.24), calculamos:

iν(γ, a, θ, ω) =

∫ ∞
0

dy yν−
3
4 e−θyg(γ, a, y, ω)

= 2−
1
4
√
π
∞∑
n=0

(aγ)2n2
3n
2

(2n)!

1

2πi

∫ c′+i∞

c′−i∞
ds

Γ(−s)Γ
(
n+ 1

2
+ s
)

Γ
(

1
2

+ s
) (

ω2

4
√

2

)s
L0(ν, n, a, θ, s)+

+ i

√
π

2
2

1
4aγω

∞∑
n=0

(aγ)2n2
3n
2

(2n+ 1)!

1

2πi

∫ c′′+i∞

c′′−i∞
ds

Γ(−s)Γ
(
n+ 3

2
+ s
)

Γ
(

3
2

+ s
) (

ω2

4
√

2

)s
L 1

2
(ν, n, a, θ, s),

(5.35)

com a seguinte definição:

L%(ν, n, a, θ, s) =

∫ ∞
0

dy yν+%+ 3n
2
− s

2
−1e−θy+a2

8
yD−2%− 1

2
−n−s

(
a

√
y

2

)
, (5.36)

para % = 0, 1
2
. Chamamos atenção novamente para a validade da comutação entre as integrais

em y e s realizada em (5.35). Como Re
(
ν + %+ 3n

2
− s

2

)
> 0 para todo n > 0 devido às

restrições em c′ e c′′, esse procedimento é justificado. A integral presente na definição anterior
é conhecida [85] e aqui escrevemos:∫ ∞

0

e−ztt
β
2
−1D−α(2

√
kt) dt =

21−β−α
2
√
πΓ(β)

Γ
(
α
2

+ β
2

+ 1
2

) (z + k)−
β
2F

(
α

2
,
β

2
;
α + β + 1

2
;
z − k
z + k

)
, (5.37)

para Re β > 0 e Re z
k
> 0. F corresponde à função hipergeométrica gaussiana. Além desse

resultado, vamos usar a fórmula da dobra dada por [68]:

Γ(2z) =
22z−1

√
π

Γ(z)Γ

(
z +

1

2

)
, (5.38)

como uma maneira de colocarmos os fatoriais (2n)! e (2n + 1)! na definição (5.35) em um



95 Caṕıtulo 5. Tamanho finito ao longo do subespaço competitivo

formato mais adequado. Fazendo isso, podemos mostrar que:

iν(γ, a, θ, ω) = 2
1
2
−2νπ

3
2 θ−ν

∞∑
n=0

(
a2γ2

16θ
3
2

)n
Γ
(

1
2

+ n
)

Γ
(

3
4

+ ν + 2n
)
n!
H(1)
ν,n

(
a2

4θ
,
ω2

4
θ

1
2

)

+ i2−
5
2
−2νπ

3
2 θ−

1
2
−νaγω

∞∑
n=0

(
a2γ2

16θ
3
2

)n
Γ
(

3
2

+ n
)

Γ
(

7
4

+ ν + 2n
)
n!
H(2)
ν,n

(
a2

4θ
,
ω2

4
θ

1
2

)
, (5.39)

onde usamos as definições:

H(1)
ν,n(y, z) =

1

2πi

∫ c′+i∞

c′−i∞
ds

Γ(−s)Γ(2ν + 3n− s)Γ
(

1
2

+ n+ s
)

Γ
(

1
2

+ s
) zs×

× F
(

1

4
+
n

2
+
s

2
, ν +

3n

2
− s

2
;
3

4
+ ν + 2n; 1− y

)
, (5.40a)

H(2)
ν,n(y, z) =

1

2πi

∫ c′′+i∞

c′′−i∞
ds

Γ(−s)Γ(1 + 2ν + 3n− s)Γ
(

3
2

+ n+ s
)

Γ
(

3
2

+ s
) zs×

× F
(

3

4
+
n

2
+
s

2
,
1

2
+ ν +

3n

2
− s

2
;
7

4
+ ν + 2n; 1− y

)
. (5.40b)

Podemos visualizar as funções H(1)(y, z) e H(2)(y, z) como generalizações das funções G de
Meijer nas quais o integrando é composto não apenas por funções Gama, como também por
funções hipergeométricas.

A fim de expressarmos a função (5.21) em termos das partes singular e regular, devemos
reescrever o somatório em m da eq. (5.24) de modo a separar o termo m = 0 (modo-zero)
dos demais com m 6= 0. Veremos a seguir que o modo-zero contém a parte singular. Estamos
interessados então na integral (5.35) quando ω = 0. Usando um procedimento semelhante na
obtenção de (5.39), calculamos:

iν(γ, a, θ, ω = 0) = 2
1
2
−2νπθ−ν

∞∑
n=0

Γ(2ν + 3n)

Γ
(

3
4

+ ν + 2n
)
n!

(
a2γ2

16θ
3
2

)n
×

× F
(

1

4
+
n

2
, ν +

3n

2
;
3

4
+ ν + 2n; 1− a2

4θ

)
. (5.41)

Portanto, a partir do resultado anterior, de (5.39) e (5.24), podemos estabelecer a seguinte
representação para a função (5.21):

Eν(ϕ1, ϕ2; a, b) =
Γ
(

1
4

)
θ−ν

2Γ
(

1
4

+ ν
) [Σ(0)

ν

(
a2γ2

16θ
3
2

,
a2

4θ

)
+ Σ(1)

ν

(
ϕ1,

a2γ2

16θ
3
2

,
a2

4θ
, θ

1
2

)
−Σ(2)

ν

(
ϕ1,

a2γ2

16θ
3
2

,
a2

4θ
, θ

1
2

)]
. (5.42)
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Por razões de conveniência, realizamos as seguintes definições:

Σ(0)
ν (x, y) =

2
3
2
−2νπ

Γ
(

1
4

) ∞∑
n=0

Γ(2ν + 3n)xn

Γ
(

3
4

+ ν + 2n
)
n!
F

(
1

4
+
n

2
, ν +

3n

2
;
3

4
+ ν + 2n; 1− y

)
, (5.43a)

Σ(1)
ν (ϕ, x, y, z) =

2
3
2
−2νπ

3
2

Γ
(

1
4

) ∞∑
m=1

cos(2πmϕ)
∞∑
n=0

xnH
(1)
ν,n(y, π2m2z)

Γ
(

1
2

+ n
)

Γ
(

3
4

+ ν + 2n
)
n!
, (5.43b)

Σ(2)
ν (ϕ, x, y, z) =

2
5
2
−2νπ

5
2

Γ
(

1
4

) x
1
2 z

1
2

∞∑
m=1

m sin(2πmϕ)
∞∑
n=0

xnH
(2)
ν,n(y, π2m2z)

Γ
(

3
2

+ n
)

Γ
(

7
4

+ ν + 2n
)
n!
. (5.43c)

Antes de aplicarmos (5.42) na regularização das integrais de Feynman, vamos analisar a
convergência das séries presentes nas definições acima. Nem todos os valores de x e y fornecerão
séries finitas. Devemos estabelecer então um domı́nio de convergência que, no apêndice D,
mostramos ser dado pela desigualdade:

x < f(y) =
1

12
√

3

(
1 + y + y

√
1 +

3

y

) 1
2

2 +
√

1 + 3
y

1 +
√

1 + 3
y


3
2

. (5.44)

Já o argumento ϕ pode variar em todo eixo real e z > 0. A figura 5.2 mostra a curva determinada
por f(y) e o domı́nio de convergência representado pela região abaixo da curva. Resta saber
se as variáveis ϕ1, ϕ2, a e b fornecem valores para os argumentos x e y dentro dessa região. A
partir de (5.42), vemos que x = a2γ2

16θ
3
2

e y = a2

4θ
. Se utilizarmos a definição (5.25b), podemos

escrever x e y parametricamente como:

x =
α2

16(β + α)
3
2

e y =
α2

4(β + α)
, (5.45)

onde α = a
γ2 e β = b

γ4 . Como estamos admitindo a > 0, b > 0 e γ um número real qualquer de-

vido à diferença em (5.25a), os parâmetros α e β assumem valores reais não-negativos. Quando

β = 0, podemos relacionar x e y como x = 1
8
y

1
2 , cujo locus geométrico é dado pela curva preta

na figura 5.2. As demais curvas em azul e verde são obtidas com β > 0 fixo, variando apenas
α. No limite β →∞, podemos ver que x

y
≈ 0 para α finito e desse modo conclúımos que x e y

varrem toda a região cinza mostrada na figura. Se tomarmos o limite y →∞ na função f(y),
obtemos:

lim
y→∞

f(y) ≈ 1

8
y

1
2 . (5.46)

Ou seja, a curva vermelha aproxima-se assintoticamente da curva preta (nunca havendo cruza-
mento) e portanto a região cinza sempre estará contida no domı́nio de convergência das séries.
Logo, as funções apresentadas em (5.43) são bem definidas para as variáveis a > 0 e b > 0,
além de ϕ1 e ϕ2 reais quaisquer.
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0
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x

Figura 5.2: Domı́nio de convergência das séries em (5.43) determinado pela região abaixo da
curva vermelha. A região cinza contém os valores reais de x e y quando os argumentos das
funções em (5.43) são tais que a > 0, b > 0, com ϕ1 e ϕ2 sem restrições no eixo real.

Voltemos agora ao cálculo da integral de Feynman de 1 loop. Como estamos tratando
inicialmente da teoria massiva, as condições de renormalização podem ser realizadas com os
momentos externos iguais a zero. Portanto estamos interessados em (5.18) com k = 0 e j = 0.
A partir das definições (5.20) e (5.25), temos ϕ1 = ϕ2 = τ , γ = 0, a = 0 e θ = r−4. Utilizando
o resultado (5.42), juntamente com as definições em (5.43) e identificando ν = εL

2
, calculamos:

I
(τ)
2 (0; r) = µ−εL

Sd−1

4
Γ

(
1

4

)
Γ

(
d− 1

2

)[
2

3
2
−εLπΓ(εL)

Γ
(

1
4

)
Γ
(

3
4

+ εL
2

)F (1

4
,
εL
2

;
3

4
+
εL
2

; 1

)
+Σ

(1)
εL
2

(τ, 0, 0, r−2)
]
. (5.47)

Podemos observar já a presença do polo em εL devido à função Γ(εL) . Essa singularidade é
consequência da função (5.43a). As demais funções em (5.43) são decorrentes do tamanho finito

L, conforme observamos no resultado anterior através da dependência de Σ
(1)
εL
2

em r. Iremos

estudar esse termo de correção em breve. A função hipergeométrica pode ser escrita em termos
de funções Gama da seguinte forma [68]:

F (α, β; γ; 1) =
Γ(γ)Γ(γ − α− β)

Γ(γ − α)Γ(γ − β)
, (5.48)

válido para Re γ > Re(α+ β). Outra identidade importante no desenvolvimento de (5.47) será
[68]:

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin(πz)
, (5.49)
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além da fórmula da dobra (5.38) e da expansão (4.26) que resulta em:

Γ

(
d− 1

2

)
= Γ

(
7

4

)[
1− εL

2
ψ

(
7

4

)
+O(ε2L)

]
. (5.50)

Portanto, identificando α = 1
4
, β = εL

2
, γ = 3

4
+ εL

2
e z = 1

4
nas relações acima, podemos escrever

a expansão em εL de (5.47) como:

I
(τ)
2 (0; r) = µ−εL

Sd−1

2
Γ

(
1

4

)
Γ

(
7

4

)
1

εL

[
1− εL + [i2]1εL +

εL
2

Σ
(1)
εL
2

(τ, 0, 0, r−2)
]
, (5.51)

onde usamos a definição (4.28) com m = 1. Note que o fator Sd−1

2
Γ
(

1
4

)
Γ
(

7
4

)
é o mesmo

presente no resultado (4.27) quando m = 1 e S1 = 2, sendo então eliminado em cada loop
de integração pela redefinição da constante de acoplamento. Comparando a expressão anterior
com (4.58), vemos que a principal diferença está na correção do tamanho finito dada pelo termo
com dependência em r. Os demais termos seriam as únicas contribuições caso o sistema fosse
infinito. Portanto, podemos afirmar que a aproximação ortogonal é bem sucedida no cálculo
da parte singular da integral de Feynman em 1 loop com m = 1, quando comparada ao nosso
resultado exato.

5.5 Análises assintóticas do termo de correção

Na seção anterior, consideramos o último termo em (5.51) como uma correção do tamanho
finito L devido à sua dependência em r. Para que tal afirmação seja realmente correta, devemos
verificar se esse termo tende a zero quando tomamos o limite r−1 ∝ L → ∞. Outra análise
igualmente importante diz respeito ao crossover dimensional resultante de singularidades no
termo de correção no limite r−1 → 0. Portanto, nosso objetivo nesta seção será estudar o com-
portamento assintótico de Σ

(1)
ν (τ, 0, 0, r−2) em ambos os limites. Primeiro, usamos as definições

(5.43b) e (5.40a) para reescrevermos:

Σ(1)
ν (τ, 0, 0, r−2) =

2
1
2π

Γ
(

1
4

) ∞∑
m=1

cos(2πmτ)
1

2πi

∫ c′+i∞

c′−i∞

Γ(−s)Γ
(
ν − s

2

)
Γ
(

3
4

+ s
2

) (
r−2π2m2

2

)s
ds. (5.52)

Tomamos ν = εL
2

por questão de brevidade.
Começaremos o nosso estudo pelo limite r−1 → ∞. A integral em s acima pode ser iden-

tificada com uma função G de Meijer. De fato, realizando a mudança de variável s → 2s e
utilizando a fórmula da dobra (5.38), podemos reescrevê-la como um caso particular de (5.28).
Apesar das refs. [84, 86] trazerem alguns métodos para tratar o comportamento assintótico
da função G, as nossas análises serão baseadas no método apresentado por Braaksma [87], que
pode ser aplicado diretamente na integral anterior. Na abordagem a seguir, reproduziremos
apenas a parte de nosso interesse nesse método. Consideremos então uma função definida como:

H0(z) =
1

2πi

∫ ω+i∞

ω−i∞

∏q
j=1 Γ(bj − βjs)∏p
j=1 Γ(aj − αjs)

zsds, (5.53)



99 Caṕıtulo 5. Tamanho finito ao longo do subespaço competitivo

onde devemos ter ω < Re
bj
βj

de modo que os polos de Γ(bj − βjs) estejam à direita do caminho

de integração. Além disso, αj e βj são números reais positivos. Desse modo, o termo mais
significativo na expansão assintótica de H0(z) no limite z →∞ pode ser escrito como:

lim
|z|→∞

H0(β−1µ−µz) ≈ A0(2π)q−p−1 1

µ
z

1−α
µ exp(−z

1
µ ), (5.54)

dadas as seguintes definições:

µ =

q∑
j=1

βj −
p∑
j=1

αj, (5.55a)

β =

p∏
j=1

α
αj
j

q∏
j=1

β
−βj
j , (5.55b)

α =

p∑
j=1

aj −
q∑
j=1

bj +
1

2
(q − p+ 1), (5.55c)

A0 = (2π)
1
2

(p−q+1)µα−
1
2

p∏
j=1

α
1
2
−aj

j

q∏
j=1

β
bj− 1

2
j . (5.55d)

Observamos que o resultado (5.54) só é válido para µ > 0 e |arg z| < π
2
µ.

A integral presente em (5.52) ainda não está no mesmo formato de (5.53). A identidade
(5.49) será então então útil para escrevermos:

1

Γ
(

3
4

+ s
2

) =
1

2π
Γ

(
1

4
− s

2

)(
e
π
4
ie

π
2
is + e−

π
4
ie−

π
2
is
)
. (5.56)

Desse modo, a substituição da expressão acima na integral de (5.52) resulta em:

H(x) =
1

2πi

∫ c′+i∞

c′−i∞

Γ(−s)Γ
(
ν − s

2

)
Γ
(

3
4

+ s
2

) xs ds =
1

2π
e
π
4
iH0

(
xe

π
2
i
)

+
1

2π
e−

π
4
iH0

(
xe−

π
2
i
)
, (5.57)

onde H0(z) é uma integral do tipo dado em (5.53):

H0(z) =
1

2πi

∫ c′+i∞

c′−i∞
Γ(−s)Γ

(
ν − s

2

)
Γ

(
1

4
− s

2

)
zs ds. (5.58)

Se usarmos as definições (5.55) na integral anterior, podemos a partir de (5.54) calcular o
seguinte limite assintótico:

lim
|z|→∞

H0(z) ≈ π2
7
8
− ν

2 z−
3
8

+ ν
2 e−2

√
2z. (5.59)
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Substituindo esse resultado em (5.57), obtemos:

lim
x→∞

H(x) ≈ 2
7
8
− ν

2x−
3
8

+ ν
2 e−2

√
x cos

(
2
√
x− π

16
− πν

4

)
. (5.60)

Vemos que a integral representada por H(x) tem um decaimento exponencial para valores
grandes de x. Logo, tomando x = r−2π2m2

2
, apenas o termo comm = 1 em (5.52) será significante

quando r−1 →∞ e assim obtemos o limite:

lim
r−1→∞

Σ(1)
ν (τ, 0, 0, r−2) ≈ 2

7
4
−νπ

1
4

+ν cos(2πτ) cos
(√

2πr−1 − π

16
− πν

4

)
(r−1)−

3
4

+νe−
√

2πr−1

.

(5.61)
Portanto, conclúımos que no limite r−1 ∝ L→∞, a função (5.52) tende a zero e podemos

de fato considerá-la como uma correção devido ao tamanho finito do sistema. A figura 5.3
exibe o gráfico dessa função, juntamente com a curva assintótica obtida anteriormente para
condições de contorno periódicas (τ = 0) e ν = 0. Com o objetivo de estabelecer uma com-
paração com o correspondente termo de correção de um sistema sem competição, colocamos
também a curva da função definida em (3.38). As funções foram calculadas numericamente
com o aux́ılio do software Mathematica [88]. O gráfico inserido contém o mesmo conjunto de
curvas com r−1 no intervalo entre 1, 0 e 1, 6 e com o eixo das ordenadas reescalado para me-
lhor visualização. Note como a asśıntota tende ao resultado (5.52) dentro desse intervalo. A
diferença no comportamento das funções de correção para os dois tipos de sistemas é bastante
notável. Enquanto f 1

2
(0, r−1) apresenta um decaimento monotônico, a função (5.61) decai de

forma oscilatória. Considerando a dependência das massas µ1 ∝ t
1
2 e µ2 ∝ t

1
4 na temperatura

reduzida t, conclúımos que o peŕıodo de oscilação cresce proporcionalmente com t−
1
4 , quando

nos aproximamos da temperatura cŕıtica.
Vamos analisar agora o outro extremo do limite, quando r−1 → 0. Neste caso, considerare-

mos as condições de contorno separadamente. Em PBC, o termo de correção (5.52) torna-se:

Σ
(1)
0 (τ = 0, 0, 0, r−2) =

2
1
2π

Γ
(

1
4

) ∞∑
m=1

1

2πi

∫ c′+i∞

c′−i∞

Γ(−s)Γ
(
− s

2

)
Γ
(

3
4

+ s
2

) (
r−2π2m2

2

)s
ds. (5.62)

Relembramos que a restrição imposta ao caminho de integração C era tal que −1
2
< c′ < 0.

No entanto, podemos ampliar o domı́nio de c′ para incluir toda a parte negativa do eixo real,
pois não há polos no integrando à esquerda de C. Esse procedimento pode ser visto como
uma deformação no caminho de integração dentro do domı́nio de analiticidade do integrando,
não alterando o resultado da integral. Se realizarmos a restrição c′ < −1

2
, podemos comutar a

integral em s com o somatório em m e assim identificamos a seguinte representação da função
Zeta de Riemann [68]:

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

nz
, (5.63)
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Figura 5.3: Curvas referentes às funções de correção do tamanho finito para as teorias com e
sem competição. O gráfico inserido corresponde ao mesmo conjunto de curvas com o eixo das
ordenadas reescalado.

válida para Re z > 1. Portanto, podemos escrever:

Σ
(1)
0 (τ = 0, 0, 0, r−2) =

2
1
2π

Γ
(

1
4

) 1

2πi

∫ c′+i∞

c′−i∞

Γ(−s)Γ
(
− s

2

)
Γ
(

3
4

+ s
2

) ζ(−2s)

(
r−2π2

2

)s
ds. (5.64)

A fim de entendermos melhor a natureza dos polos presentes no integrando acima, faremos a
mudança de variável s→ 2s e usaremos em seguida a fórmula da dobra (5.38), resultando em:

Σ
(1)
0 (τ = 0, 0, 0, r−2) =

2
1
2π

1
2

Γ
(

1
4

) 1

2πi

∫ c′+i∞

c′−i∞

[Γ(−s)]2Γ
(

1
2
− s
)

Γ
(

3
4

+ s
) ζ(−4s)

(
r−4π4

16

)s
ds, (5.65)

onde agora tomamos c′ < −1
4
. Podemos visualizar agora três tipos de polos no integrando. O

primeiro deles são os polos duplos 0, 1, 2, . . . da função [Γ(−s)]2. O segundo tipo corresponde
aos polos 1

2
, 3

2
, . . . referentes a Γ

(
1
2
− s
)
. Já o terceiro polo está na função Zeta e ele surgiu

como uma consequência da comutação realizada em (5.62) entre a integral e o somatório. A
função ζ(z) possui um único polo em z = 1, cujo reśıduo pode ser extráıdo de [89]:

lim
z→1

ζ(z)

Γ(1− z)
= −1. (5.66)
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Figura 5.4: Plano complexo com a disposição dos polos no integrando do termo de correção
dado em (5.65).

Logo, obtemos Res ζ(1) = 1. Portanto, conclúımos que ζ(−4s) possui um polo em s = −1
4

cujo
reśıduo é igual a 1

4
. A figura 5.4 mostra a disposição desses polos e o caminho de integração C

no plano complexo.
O limite r−1 do termo de correção do tamanho finito é obtido a partir de uma expansão da

integral (5.65) em séries de potências de r−1, cuja dedução pode ser melhor entendida com o
aux́ılio da figura 5.4. Considere inicialmente o caminho C com uma extensão finita no qual os
extremos estão no semićırculo C ′ de raio R. Logo, a representação integral de Mellin-Barnes é
reobtida quando R → ∞ e a integral ao longo de C ′ é nula. Nesse limite, o caminho fechado
C ∪ C ′ circunda todos os polos do integrando em (5.65) e podemos utilizar o teorema dos
reśıduos para obter a série de potências desejada. Precisamos conhecer então os reśıduos de
cada polo. Realizaremos primeiramente a expansão de Laurent de [Γ(−s)]2 em torno dos polos
p = 0, 1, . . .. A partir da propriedade recursiva da função Gama, escrevemos:

Γ(x− p) =
Γ(1 + x)

x(x− 1)(x− 2) · · · (x− p)
=

Γ(1 + x)

(−1)p(p!)x(1− x)
(
1− x

2

)
· · ·
(

1− x
p

) . (5.67)

Para valores pequenos de x, podemos estabelecer a expansão:

Γ(x− p) =
(−1)p

p!

1

x

[
1 + ψ(p+ 1)x+O(x2)

]
, (5.68)

onde usamos os resultados [68]:

Γ(1 + x) = 1− γx+O(x2), (5.69a)

ψ(p+ 1) = −γ +

p∑
n=1

1

n
, (5.69b)
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com γ sendo a constante de Euler. Se realizarmos a mudança x − p = −s e mantivermos s
suficientemente próximo de um dos polos p, determinamos as seguintes séries de Laurent:

Γ(−s) = −(−1)p

p!

1

s− p
{

1− ψ(p+ 1)(s− p) +O[(s− p)2]
}
, (5.70a)

[Γ(−s)]2 =
1

(p!)2

1

(s− p)2

{
1− 2ψ(p+ 1)(s− p) +O[(s− p)2]

}
. (5.70b)

A partir dessas expansões, podemos extrair os reśıduos para os polos simples e duplos.
A fórmula integral de Cauchy afirma que se f(z) for uma função anaĺıtica em um contorno

fechado C, temos:
dnf(z0)

dzn0
=

1

2πi

∫
C

f(z)

(z − z0)n+1
dz, (5.71)

onde a integral é computada no sentido anti-horário. Portanto, observamos que ao aplicar o
teorema dos reśıduos em (5.65), os polos duplos resultarão em uma derivada de ordem primeira
da parte regular do integrando multiplicada pelo reśıduo 1

(p!)2 calculado em (5.70b). Os demais

polos são simples, cujos reśıduos são também extráıdos de (5.70). Existe apenas uma exceção
dada por ζ(−4s) cujo polo simples corresponde a s = −1

4
com Res ζ(−4s) = 1

4
. Feitas todas

essas considerações e notando que o sentido do caminho de integração é horário, calculamos:

Σ
(1)
0 (0, 0, 0, r−2) =

√
2π

Γ
(

1
4

)
1

4

[
Γ
(

1
4

)]2
Γ
(

3
4

)
Γ
(

1
2

) x−
1
4 −

∞∑
p=0

1

(p!)2

d

ds

[
Γ
(

1
2
− s
)
ζ(−4s)

Γ
(

3
4

+ s
) xs

]
s=p

+

+2
∞∑
p=0

ψ(p+ 1)

(p!)2

Γ
(

1
2
− p
)
ζ(−4p)

Γ
(

3
4

+ p
) xp +

∞∑
p=0

(−1)p

p!

[
Γ
(
−1

2
− p
)]2

Γ
(

5
4

+ p
) ζ(−2− 4p)x

1
2

+p

}
, (5.72)

onde colocamos x = r−4π4

16
por questão de brevidade. Apenas os dois primeiros termos na

expansão acima irão fornecer contribuições singulares no limite r−1 → 0. Desse modo, com
aux́ılio da identidade (5.49) e do resultado ζ(0) = −1

2
proveniente da continuação anaĺıtica da

função Zeta de Riemann [68], chegamos ao limite assintótico:

lim
r−1→0

Σ
(1)
0 (0, 0, 0, r−2) =

(r−1)−1

4
+ 2 ln r−1 +O(r0). (5.73)

Substituindo essa expressão no resultado (5.51) e omitindo o fator absorvido na redefinição da
constante da acoplamento, temos:

lim
r−1→0

I
(τ=0)
2 (0; r) ≈ µ−εL

[
1

εL
− 1 + [i2]1 +

(r−1)−1

8
+ ln r−1 +O(r0)

]
. (5.74)

Apesar do termo de correção no eixo competitivo ter um comportamento bastante diferente
do corresponde em um sistema sem competição quando os valores da variável de escala r−1
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são grandes, podemos observar nesse último resultado o mesmo tipo de singularidade em r−1

presente na eq. (3.51) quando τ = 0. Portanto, chegaremos às mesmas conclusões realizadas no
final da seção 3.4 com respeito ao crossover dimensional em uma teoria massiva com condições
de contorno periódicas no parâmetro de ordem.

Para completar a nossa análise, precisamos investigar como o termo (5.52) comporta-se
quando utilizamos condições de contorno antiperiódicas. Neste caso, temos τ = 1

2
fornecendo

cos(2πmτ) = (−1)m e a comutação do somatório em m com a integral em s resultará na

presença do termo
∞∑
m=1

(−1)mm2s compondo o integrando. Esse somatório pode ser escrito em

termos da função Zeta de Riemann através da seguinte representação [68]:

ζ(z) =
1

1− 21−z

∞∑
m=1

(−1)m+1

mz
, (5.75)

válida para Re z > 0. Portando, depois de realizarmos a mudança de variável s→ 2s e usarmos
a fórmula da dobra (5.38), reescrevemos (5.52) com εL = 0 como:

Σ
(1)
0

(
1

2
, 0, 0, r−2

)
=
−
√

2π

Γ
(

1
4

) 1

2πi

∫ c′+i∞

c′−i∞

[Γ(−s)]2Γ
(

1
2
− s
)

Γ
(

3
4

+ s
) ζ(−4s)

(
1− 21+4s

)(r−4π4

2

)s
ds.

(5.76)
O ponto s = −1

4
no plano complexo mostrado na figura 5.4 não é mais um polo no integrando

acima devido ao cancelamento produzido pelo termo (1− 21+4s). Desse modo, o teorema dos
reśıduos levará em consideração apenas os polos das funções [Γ(−s)]2 e Γ

(
1
2
− s
)
. Um proce-

dimento completamente análogo ao empregado na dedução de (5.73) nos leva então ao limite
assintótico:

lim
r−1→0

Σ(1)

(
1

2
, 0, 0, r−2

)
≈ 2 ln r−1 +O(r0), (5.77)

cuja substituição em (5.51) resulta em:

lim
r−1→0

I
(τ= 1

2)
2 (0; r) ≈ µ−εL

[
1

εL
− 1 + [i2]1 + ln r−1 +O(r0)

]
. (5.78)

Portanto, em condições de contorno antiperiódicas, o polo em r−1 desaparece e ficamos apenas
com a divergência logaŕıtmica ln r−1 também presente na correção de tamanho finito em um
sistema sem competição. O crossover dimensional nesse caso ocorre para valores ainda menores
de L que, conforme vimos na seção 3.4, passam a ser da mesma ordem de grandeza do parâmetro
de rede do sistema. Lembramos que estamos tomando os comprimentos de correlação ξL2 e ξL4

finitos enquanto variamos apenas L. Os limites ξL2 →∞ e ξL4 →∞ são inconsistentes com a
formulação massiva e devemos recorrer à teoria sem massa se quisermos acessar a variável r−1

com valores próximos de zero.
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5.6 Crossover dimensional na teoria não-massiva

Na formulação da teoria usando campos sem massa, iremos considerar apenas o diagrama de
Feynman contribuindo em ordem de um loop para a função de vértice de 4 pontos. Nosso obje-
tivo é analisar o crossover dimensional e verificar se podemos de fato estabelecer a equivalência
entre as teorias massiva e não-massiva, conforme realizado em sistemas sem competição nos
dois caṕıtulos anteriores. O ponto de partida será então a eq. (5.17) que será modificada ao
tomarmos a massa µ nula em cada propagador, resultando na seguinte integral:

I
(τ)
2 (j, k;σ′) = σ′

∞∑
l=−∞

∫
dd−1q

[σ′4(l + j + τ)4 + (k + q)2][σ′4(l + τ)4 + q2]
, (5.79)

lembrando que σ′ =
√
cσ = 2π

√
c

L
, onde c é uma constante com dimensão de comprimento

presente na densidade lagrangiana (5.1). O mesmo procedimento empregado na obtenção do
resultado (5.18) pode também ser usado aqui para escrevermos:

I
(τ)
2 (j, k;σ′) = σ′−2εL

Sd−1

2
Γ

(
d− 1

2

)
Γ

(
1

4
+
εL
2

)
×

×
∫ 1

0

dx
∞∑

l=−∞

[
(l + ϕ1)4 + a(l + ϕ2)2 + b′

]− 1
4
− εL

2 , (5.80)

onde ϕ1, ϕ2 e a são definidos nas eqs. (5.20a-c), enquanto que o parâmetro correspondente b′

é agora dado por:

b′ =
j4

3
(x− 2x2 + 2x3 − x4) + x(1− x)σ′−4k2. (5.81)

Ao aplicar as condições de renormalização na teoria não-massiva, mantivemos sempre os
quase-momentos nulos enquanto os demais momentos externos foram colocados no ponto de
simetria. Continuaremos fazendo o mesmo nesta seção. Seja κ1 uma escala de momento no
subespaço não-competitivo, o ponto simétrico corresponde a valores do momento k na expressão
acima tal que o módulo seja fixo e igual a κ1. Sendo κ1 uma escala arbitrária, podemos tomar
k2 = κ2

1 = 1. Além disso, utilizando o resultado (5.42), simplificamos a integral (5.80) para a
seguinte forma:

I
(τ)
2PS(σ′) = I(τ)(j = 0, k2 = 1;σ′) =

Sd−1

4
Γ

(
1

4

)
Γ

(
d− 1

2

)
×

×
{

Σ
(0)
εL
2

(0, 0)

∫ 1

0

dx[x(1− x)]−
εL
2 + g

(τ)
εL
2

(σ′2)

}
, (5.82)

onde definimos:

g(τ)
ν (σ′2) =

∫ 1

0

dx[x(1− x)]−νΣ(1)
ν

(
τ, 0, 0, σ′2

√
x(1− x)

)
. (5.83)
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A partir das fórmulas (5.48), (5.38) e (5.49), seguidas pela expansão (4.26), calculamos:

Σ
(0)
εL
2

(0, 0) = Γ
(εL

2

)
=

2

εL

[
1 + ψ(1)

εL
2

+O(ε2L)
]
. (5.84)

Prosseguindo com a expansão em εL de (5.82), usamos a expansão (5.50) e o valor para a∫ 1

0
dx ln[x(1− x)] = −2, fornecendo:

I
(τ)
2PS(σ′) =

Sd−1

2
Γ

(
1

4

)
Γ

(
7

4

)
1

εL

[
1 + [i2]1εL +

εL
2
g

(τ)
εL
2

(σ′−2)
]
, (5.85)

com [i2]1 dado em (4.28). Podemos observar novamente a semelhança que existe entre o re-
sultado anterior e aquele apresentado na eq. (5.85) para m = 1, quando tratamos da teoria
sem massa com a restrição espacial no subespaço não-competitivo. A aproximação ortogonal
também funciona muito bem na determinação da parte singular da integral de Feynman em
ordem 1 loop. A única diferença está no termo de correção do tamanho finito g

(τ)
εL
2

(σ′−2).

Precisamos analisar o último termo da expressão acima para saber se podemos de fato
considerá-lo como uma correção devido à restrição do comprimento L. Além disso, estamos
interessados em verificar como o crossover dimensional manifesta-se no limite L→ 0. Estuda-
remos primeiramente o limite L → ∞. A partir das definições (5.43b) e (5.40a), rescrevemos
(5.83) como:

g(τ)
ν (σ′2) =

2
1
2π

Γ
(

1
4

) ∞∑
m=1

cos(2πmτ)×

× 1

2πi

∫ c′+i∞

c′−i∞
ds

Γ(−s)Γ
(
ν − s

2

)
Γ
(

3
4

+ s
2

) (
π2m2σ′−2

2

)s ∫ 1

0

dx[x(1− x)]−ν+ s
2 , (5.86)

onde a comutação entre as integrais em x e s é válida desde que Re
(
−ν + s

2

)
> −1. Como

estamos antecipando que o termo de correção é regular quando ν = εL
2

= 0, devemos ter
−2 < c′ < 0 para que a condição de comutatividade seja válida. A integral em x corresponde
à uma das representações da função beta de Euler [68] dada por:

B(a1, a2) =
Γ(a1)Γ(a2)

Γ(a1 + a2)
=

∫ 1

0

dt ta1−1(1− t)a2−1, (5.87)

para Re a1 > 0 e Re a2 > 0. Após usarmos essa representação e a fórmula da dobra (5.38),
obtemos:

g(τ)
ν (σ′2) =

2−
1
2

+2νπ
3
2

Γ
(

1
4

) ∞∑
m=1

cos(2πmτ)×

× 1

2πi

∫ c′+i∞

c′−i∞

Γ(−s)Γ
(
ν − s

2

)
Γ
(
1− ν + s

2

)
Γ
(

3
4

+ s
2

)
Γ
(

3
2
− ν + s

2

) (
π2m2σ′−2

4

)s
ds. (5.88)
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Dada a restrição −2 < c′ < 0, podemos ver que mesmo para ν = εL
2

= 0, os polos das funções
Γ(−s) e Γ

(
− s

2

)
estão à direita do caminho de integração enquanto que os polos de Γ

(
1 + s

2

)
estão à esquerda. Portanto, a integral acima é bem comportada e podemos tomar εL = 0 no
termo de correção presente em (5.85).

A fim de realizarmos a expansão assintótica da integral em s acima no limite σ′−1 ∝ L→∞,
consideraremos uma integral mais geral do tipo:

H(z) =
1

2πi

∫
C

h(s)zsds, (5.89)

com:

h(s) =

n∏
j=1

Γ(1− aj + αjs)
m∏
j=1

Γ(bj − βjs)

q∏
j=m+1

Γ(1− bj + βjs)
p∏

j=n+1

Γ(aj − αjs)
, (5.90)

onde αj e βj são números reais positivos enquanto que aj e bj são números complexos tais que
os polos de Γ(1 − aj + αjs) e Γ(bj − βjs) possam ser separados por um caminho C do tipo
mostrado na figura 5.4. Observe que isso de fato acontece na integral da eq. (5.88). Seguindo
o método apresentado por Braaksma [87], considere ω como um número real satisfazendo as
condições:

ω 6= 1

αj
Re (aj − 1− l), para j = 1, . . . , n e l = 0, 1, . . . ; (5.91a)

ω <
1

βj
Re bj, para j = 1, . . . ,m. (5.91b)

Caso tenhamos

δ0 =

(
m∑
j=1

βj −
p∑

j=n+1

αj

)
π >

1

2
µπ > 0, (5.92a)

|arg z| < δ0 −
1

2
µπ, (5.92b)

com µ definido em (5.55a), podemos escrever:

H(z) = Qω(z) +
1

2πi

∫ ω+i∞

ω−i∞
h(s)zsds, (5.93)

onde Qω(z) corresponde ao somatório de todos os reśıduos de h(s)zs nos polos s = (aj−1−l)/αj
(l = 0, 1, . . .) para os quais ω < Re s. Ou seja, o resultado (5.93) trata-se de uma expansão em
potências de z sucessivamente menores, onde o segundo termo no lado direito dessa expressão
é de ordem zω. Quanto menor for o valor de ω escolhido de modo a satisfazer as desigualdades
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em (5.91a), maior será a ordem dessa expansão cujo valor será tão próximo da integral (5.89)
quanto se queira no limite |z| → ∞.

Passaremos então ao exemplo dado pela integral em (5.88) com ν = 0, cujos parâmetros
são identificados como α1 = 1

2
, β1 = 1, β2 = 1

2
e β3 = β4 = 1

2
, resultando em δ0 = 3π

2
e µ = 2.

Logo, vemos que as desigualdades (5.92) são satisfeitas com |arg z| < π
2
. Além disso, devemos

ter ω < 0 e ω 6= Re s1, onde s1 = 2(−1 − l) são os polos referentes à função Γ
(
1 + s

2

)
. A

partir da expansão de Laurent (5.70a), conclúımos que os reśıduos dessa função são dados por
2(−1)l

l!
. Como estamos interessados apenas no termo mais significante da expansão assintótica

de (5.88), tomamos l = 0 com −4 < ω < −2 e desse modo podemos escrever:

H(z) =
1

2πi

∫ c′+i∞

c′−i∞

Γ(−s)Γ
(
− s

2

)
Γ
(
1 + s

2

)
Γ
(

3
4

+ s
2

)
Γ
(

3
2

+ s
2

) zsds
z→∞
≈ 2

Γ
(
−1

4

)
Γ
(

1
2

)z−2 +O(z−4). (5.94)

Identificando z = π2m2σ′−2

4
e usando a identidade (5.49), obtemos o limite L → ∞ da função

(5.88):

lim
σ′−1→∞

g
(τ)
0 (σ′2) ≈ − 4

π4
(σ′−1)−4

∞∑
m=1

cos(2πmτ)m−4. (5.95)

Portanto, conclúımos que a função (5.88) tende a zero para valores grandes de L e podemos de
fato considerá-la como uma correção devido ao tamanho finito do sistema. Na figura 5.5, temos
o gráfico com as curvas dessa função e da asśıntota calculada acima em condições de contorno
periódicas (τ = 0). O gráfico inserido mostra mais detalhadamente a aproximação entre as
curvas no limite σ′−1 → ∞. A principal diferença entre os termos de correção das teorias
massiva e não-massiva é que, neste último caso, a oscilação está ausente para L suficientemente
grande. A função g

(τ=0)
0 (σ′2) decresce para σ′−1 variando de 0 até aproximadamente 1, crescendo

monotonicamente a partir desse ponto e tendendo assintoticamente ao eixo das abscissas.
O limite L→ 0 da função de correção pode ser obtidos através de um procedimento seme-

lhante ao executado na obtenção do mesmo limite da função (5.52). Começamos então pelas
condições de contorno periódicas (τ = 0). Na expressão dada em (5.88), realizamos a mudança
de variável s → 2s e usamos a fórmula (5.38) e a representação (5.63) para a função Zeta de
Riemann logo após a comutação do somatório com a integral, resultando em:

g
(τ=0)
0 (σ′2) =

2−
1
2π

Γ
(

1
4

) 1

2πi

∫ c′+i∞

c′−i∞

[Γ(−s)]2Γ
(

1
2
− s
)

Γ(1 + s)

Γ
(

3
4

+ s
)

Γ
(

3
2

+ s
) ζ(−4s)

(
π4σ′−4

64

)s
ds, (5.96)

onde devemos ter a restrição −1 < c′ < −1
4

para garantir a validade da comutação da integral
com o somatório. Além dos polos mostrados na figura 5.4, o integrando acima possui os polos
s = −1 − l, sendo l um número inteiro não-negativo. No entanto, esses últimos polos não
contribuirão quando a integral for computada ao longo do caminho fechado C ∪ C ′ da figura
5.4. Portanto, o teorema dos reśıduos levará em consideração apenas os polos à direita de C e
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-0,04

-0,02

0

0,02

σ′−1
1 2 3 4

g
(τ=0)
0 (σ′2)

Asśıntota

-2,4·10-3

-1,6·10-3

-8,0·10-4

2,0 2,5 3,0 3,5 4,0

Figura 5.5: Gráfico da função de correção do tamanho finito na teoria não-massiva. O gráfico
menor inserido corresponde às mesmas curvas com os eixos reescalados para melhor visualização
do limite σ′−1 →∞.

chegaremos a uma expansão semelhante a (5.72):

g
(τ=0)
0 (σ′2) =

2−
1
2π

Γ
(

1
4

)
1

4

[
Γ
(

1
4

)]2 [
Γ
(

3
4

)]2
Γ
(

1
2

)
Γ
(

5
4

) x−
1
4 −

∞∑
p=0

1

(p!)2

d

ds

[
Γ
(

1
2
− s
)

Γ(1 + s)ζ(−4s)

Γ
(

3
4

+ s
)

Γ
(

3
2

+ s
) xs

]
s=p

+ 2
∞∑
p=0

ψ(p+ 1)

(p!)2

Γ
(

1
2
− p
)

Γ(1 + p)ζ(−4p)

Γ
(

3
4

+ p
)

Γ
(

3
2

+ p
) xp

+
∞∑
p=0

(−1)p

p!

[
Γ
(
−1

2
− p
)]2

Γ
(

3
2

+ p
)
ζ(−2− 4p)

Γ
(

5
4

+ p
)

Γ(2 + p)
x

1
2

+p

}
, (5.97)

onde colocamos x = π4σ′−4

64
com o intuito de abreviar a equação. No limite σ′ tendendo a zero,

consideramos apenas as contribuições singulares do resultando acima. Logo, após usarmos a
fórmula (5.49), obtemos:

lim
σ′−1→0

g
(τ=0)
0 (σ′2) ≈ π

3
2

Γ
(

1
4

)
Γ
(

5
4

)(σ′−1)−1 + 2 lnσ′−1 +O(σ′0). (5.98)

Em condições de contorno antiperiódicas (τ = 1
2
), podemos usar o mesmo procedimento

empregado na dedução de (5.96). A única diferença está na representação da função Zeta, que
será agora substitúıda por aquela dada em (5.75). Portanto, reescrevemos (5.88) como:

g
(τ= 1

2)
0 (σ′2) = −2−

1
2π

Γ
(

1
4

) 1

2πi

∫ c′+i∞

c′−i∞

[Γ(−s)]2Γ
(

1
2
− s
)

Γ(1 + s)

Γ
(

3
4

+ s
)

Γ
(

3
2

+ s
) ζ(−4s)(1− 21+4s)xsds, (5.99)
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com x = π4σ′−4

64
. Observamos que o ponto s = −1

4
não constitui mais um polo do integrando

acima. Desse modo, não teremos uma contribuição do tipo x−
1
4 presente na série (5.97), restando

apenas o próximo termo singular com divergência logaŕıtmica. Ou seja:

lim
σ′−2→0

g
(τ= 1

2)
0 (σ′2) ≈ 2 lnσ′−1 +O(σ′0). (5.100)

Comparando os resultados (5.98) e (5.100) com os correspondentes limites (5.73) e (5.77) cal-
culados na teoria massiva, notamos os mesmos tipos de singularidades. Podemos então afirmar
que ambas as formulações da teoria com campos massivos e não-massivos são equivalentes
quanto ao limite L→ 0. Na seção 3.6, usamos essa equivalência para concluir que a conjectura
fenomenológica sobre valores pequenos para a variável de escala L

ξ
não constitui uma regra

para caracterizar o crossover dimensional. Ao invés disso, é o confinamento do campo a regiões
cada vez menores (L→ 0) entre as superf́ıcies o responsável por esse comportamento singular.
Quando o confinamento é realizado ao longo do eixo competitivo, as mesmas singularidades
também se manifestam, apesar dos efeitos à longa distância L→∞ terem uma natureza com-
pletamente distinta, conforme vimos nas figuras 5.3 e 5.5. Logo, as variáveis de escala L√

cξL4

e L√
cξL2

não estão relacionadas com o crossover dimensional, sendo caracterizado apenas por
valores pequenos para L. Desde que evitemos tais valores, podemos prosseguir com o cálculo
perturbativo dos expoentes cŕıticos.

5.7 Regularização em 2 loops

De agora em diante, voltaremos a nossa atenção para a teoria massiva na qual as integrais
de Feynman em ordens mais elevadas no número de loops serão calculadas. Por enquanto,
consideraremos apenas as contribuições em 2 loops para as funções de vértice de 2 e 4 pontos.
A partir do propagador livre dado em (5.14), podemos expressar o análogo das integrais I

(τ)
4 e

D
(τ)
3 em termos de (5.17) respectivamente na seguinte forma:

I
(τ)
4 (j, j3, k, k3;µ, r) = µ−εLr

∞∑
l=−∞

∫
dd−1q

I
(τ)
2 (q + k3, l + j3;µ, r)

[r4(l − j + τ)4 + (q − k)2 + 1][r4(l + τ)4 + q2 + 1]
,

(5.101a)

D
(τ)
3 (j, k;µ, r) = µ2r

∞∑
l=−∞

∫
dd−1q

I
(τ)
2 (q, l;µ, r)

r4(l − j + τ)4 + (q − k)2 + 1
. (5.101b)

O parâmetro de massa µ é escolhido de acordo com o subespaço no qual aplicamos as condições
de renormalização. Como neste trabalho estamos renormalizando as funções de vértice apenas

no subespaço sem competição através das equações (4.50), tomaremos µ = µ1 com r =
√

c
µ1
σ ∝

√
cξL2

L
. Conforme mencionamos na introdução, a renormalização ao longo do eixo competitivo
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será apresentada posteriormente. Portanto estamos interessados na regularização dimensional
das seguintes quantidades:

I
(τ)
4 (0;µ1, r) = I

(τ)
4 (j = j3 = 0, k = k3 = 0;µ1, r), (5.102a)

D
′(τ)
3 (µ1, r) =

∂

∂k2
D

(τ)
3 (j = 0, k;µ1, r)

∣∣∣∣
k=0

. (5.102b)

O cálculo dessas quantidades passa por uma representação adequada da integral (5.17) com
os momentos e quase-momentos externos arbitrários. Combinando os resultados (5.18) e (5.42),
reescrevemos essa integral como:

I
(τ)
2 (j, k;µ, r) = µ−εL

Sd−1

4
Γ

(
1

4

)
Γ

(
d− 1

2

)∫ 1

0

dxZ−εL
[
Σ

(0)
εL
2

(X, Y )+

+Σ
(1)
εL
2

(τ + xj,X, Y, r−2Z)− Σ
(2)
εL
2

(τ + xj,X, Y, r−2Z)
]
, (5.103)

onde a partir das definições (5.20) e (5.25), escrevemos:

X =
a2γ2

16θ
3
2

=
x2

4
(1− x)2(1− 2x)2r6j6

{
x(1− x)

[
k2 + (3x2 − 3x+ 1)r4j4

]
+ 1
}− 3

2 , (5.104a)

Y =
a2

4θ
= 9x2(1− x)2r4j4

{
x(1− x)

[
k2 + (3x2 − 3x+ 1)r4j4

]
+ 1
}−1

, (5.104b)

Z = r2θ
1
2 =

{
x(1− x)

[
k2 + (3x2 − 3x+ 1)r4j4

]
+ 1
} 1

2 . (5.104c)

Apesar da notável complexidade resultante da substituição de (5.103) nas integrais (5.101),
podemos de fato extrair as singularidades dimensionais presentes em (5.102). Segue então
desse ponto a necessidade de encontrarmos uma representação bastante conveniente para as
funções Σ

(i)
ν (i = 0, 1, 2) definidas em (5.43). No apêndice E, representaremos tais funções em

termos de integrais de Mellin-Barnes e desse modo poderemos tratar as expressões resultantes
seguindo o procedimento usual de regularização das integrais de Feynman. Os resultados dessa
técnica são listados nas eqs. (E.26) e (E.31):

I
(τ)
4 (0;µ1, r) = µ−2εL

1

1

2ε2L

[
1− 3

2
εL + icεL + 2[i2]1εL + Σ

(τ)
0 (τ, 0, 0, r−2)εL

]
, (5.105a)

D
′(τ)
3 (µ1, r) = −µ−2εL

1

1

8εL
(1 + jc), (5.105b)

Observe que na segunda expressão acima consideramos apenas o primeiro termo da expansão,
pois estamos interessados apenas em calcular ηL2 até a primeira ordem ε2L. As constantes ic e
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jc são calculadas a partir das fórmulas:

ic =

√
2π

2
[
Γ
(

1
4

)]2 ∞∑
n=0

Γ
(

1
4

+ 3n
2

)
Γ
(

3
4

+ 3n
2

)
(2n)!n!

2n
∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy[x(1− x)]
n
2 (1− 2x)2n×

× y(1− y)
3n
2
−1

{
wn(x, y)− π−

3
2

2

[
Γ

(
1

4

)]2

δn,0

}
, (5.106a)

jc =
2

3
2
√
π[

Γ
(

1
4

)]2 ∞∑
n=0

Γ
(

1
4

+ 3n
2

)
Γ
(

3
4

+ 3n
2

)
(2n)!n!

2n
∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy[x(1− x)]
n
2 (1− 2x)2n×

× y(1− y)
3n
2 wn(x, y)− 1, (5.106b)

dada a definição:

wn(x, y) = [1− 3(1− y)x(1− x)]−
1
4
− 3n

2 ×

× F
(

1

4
+
n

2
,
1

4
+

3n

2
; 1 + 2n; 1− 9x(1− x)(1− y)

1− 3(1− y)x(1− x)

)
. (5.107)

As integrais em x e y acima resultam das parametrizações de Feynman e são relativamente
fáceis de calcular numericamente. Usando a rotina NIntegrate do software Mathematica [88],
obtemos resultados com a precisão desejada. Os somatórios em n, por sua vez, possuem uma
convergência rápida e são calculados com apenas algumas dezenas de iterações. Para uma
precisão de dez algarismos significativos, obtemos os seguintes valores:

ic = −0, 1161123374; (5.108a)

jc = −0, 06116214977. (5.108b)

As séries representadas por ic e jc apresentam uma vantagem em relação às integrais obtidas
por Diehl e Shpot [77, 78] necessárias também ao cálculo das integrais de 2 loops no espaço
das coordenadas, conforme o realizado pelos autores. O integrador do Mathematica falha em
calcular tais integrais, obrigando-os a recorrer a uma aproximação baseada na análise assintótica
do integrando. A estimativa de exatidão desses resultados é de quatro algarismos e aqui teremos
condições de checar a veracidade dessa afirmação quando calcularmos os expoentes cŕıticos.

Comparando o resultado (5.105a) com o análogo (4.61) quando m = 1, podemos afirmar
novamente que a aproximação ortogonal é bem sucedida na obtenção da divergência dominante
da contribuição em 2 loops para a função de vértice de 4 pontos. A diferença aparece apenas em
ordem de ε−1

L devido à presença de ic e do termo de correção do tamanho finito. Com relação
ao termo de correção, um resultado diferente é esperado devido ao fato da restrição espacial
estar no eixo competitivo e já podemos antecipar que ele não contribuirá para o cálculo dos
expoentes cŕıticos, conforme vimos nos dois caṕıtulos anteriores. Por outro lado, ic fará parte
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do resultado para os expoentes e podemos usar −3
2

+ 2[i2]1 ≈ −0, 32 para calcularmos um
erro relativo de aproximadamente 26% entre os coeficientes de ε−1

L da aproximação ortogonal
e do nosso resultado exato. O mesmo tipo de comparação entre (5.105b) e (4.62) nos mostra
que o erro relativo da aproximação ortogonal é de apenas 6, 1% na divergência dominante do
diagrama de 2 loops que contribui para a função de vértice de 2 pontos.

5.8 Cálculo dos expoentes cŕıticos

Uma vez calculadas as integrais de Feynman, procedemos à obtenção das funções de Wilson,
ponto fixo e expoentes cŕıticos. As constantes de renormalização envolvidas nas definições
das funções de Wilson são expressas em termos de expansões em potências da constante de
acoplamento renormalizada e adimensionalizada, conforme podemos ver nas eqs. (4.8). Como
estamos considerando apenas o subespaço não-competitivo, temos o ı́ndice n = 1 e calcularemos
apenas os expoentes cŕıticos associados a esse subespaço. Os coeficientes ai 1, bi 1 e ci 1 dessas
expansões são calculados a partir das fórmulas (3.58), onde as integrais I

(τ)
2 , I

(τ)
4 e D

′(τ)
3 lá

presentes são substitúıdas pelas correspondentes da seção anterior. Lembramos também que
a contribuição diagramática de três loops não foi computada e por isso o coeficiente b3 1 não
fará parte da expansão perturbativa. Portanto, substituindo os resultados (5.51) e (5.105) nas
expressões (3.58), calculamos:

a1 1 =
N + 8

6εL

[
1− εL + [i2]1εL +

εL
2

Σ
(1)
0 (τ, 0, 0, r−2)

]
, (5.109a)

a2 1 =

(
N + 8

6εL

)2

− 4N2 + 73N + 298

72εL
+
N2 + 16N + 64

18εL

[
[i2]1 +

1

2
Σ

(1)
0 (τ, 0, 0, r−2)

]
−

− 5N + 22

18εL
ic +

N + 2

72εL
jc, (5.109b)

b2 1 = −N + 2

144εL
(1 + jc) , (5.109c)

c1 1 =
N + 2

6εL

[
1− εL + [i2]1εL +

εL
2

Σ
(1)
0 (τ, 0, 0, r−2)

]
, (5.109d)

c2 1 =
N2 + 7N + 10

36ε2L
− 4N2 + 31N + 46

72εL
+

+
N2 + 7N + 10

18εL

[
[i2]1 +

1

2
Σ

(1)
0 (τ, 0, 0, r−2)

]
− N + 2

12εL
ic. (5.109e)
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Inserindo os coeficientes a1 1 e a2 1 na função beta de Wilson (4.15a), obtemos:

β1(u) = −εLu+
N + 8

6

[
1− εL + [i2]1εL +

εL
2

Σ
(1)
0 (τ, 0, 0, r−2)

]
u2−

−
(

3N + 14

12
+

5N + 22

9
ic −

N + 2

36
jc

)
u3. (5.110)

O ponto fixo u∞ no regime ultravioleta é obtido através da equação β1(u∞) = 0. Neste caso,
procuramos apenas por uma solução na qual u∞ → 0 quando εL → 0. Desse modo, chegamos
a:

u∞ =
6εL
N + 8

{
1 +

[
3(3N + 14)

(N + 8)2
+

4(5N + 22)

(N + 8)2
ic −

N + 2

(N + 8)2
jc+

+1− [i2]1 −
1

2
Σ

(1)
0 (τ, 0, 0, r−2)

]
εL

}
(5.111)

A substituição dos coeficientes b2 1, c1 1 e c2 1 nas demais funções de Wilson (4.15b-c) resulta
em:

γΦ(1)(u) =
N + 2

72
(1 + jc)u

2, (5.112a)

γΦ2(1)(u) =
N + 2

6

[
1− εL + [i2]1εL +

εL
2

Σ
(1)
0 (τ, 0, 0, r−2)

]
u− N + 2

12
(1 + 2ic)u

2. (5.112b)

Observe que escrevemos apenas o primeiro termo da expansão de γΦ(1)(u) pois o coeficiente b3 1,
necessário à contribuição de ordem mais elevada, está ausente. Substituindo o ponto fixo u∞
na primeira das expressões anteriores, calculamos o expoente cŕıtico:

ηL2 = γΦ(1)(u∞) =
N + 2

2(N + 8)2
(1 + jc)ε

2
L. (5.113)

Fazendo o mesmo com a segunda expressão, temos:

γΦ2(1)(u∞) =
N + 2

N + 8
εL

{
1 +

[
6N + 18

(N + 8)2
+

14N + 40

(N + 8)2
ic −

N + 2

(N + 8)2
jc

]
εL

}
. (5.114)

O expoente νL2 é computado através da equação (4.16b), na qual realizamos uma expansão até
ordem ε2L, fornecendo o resultado:

νL2 =
1

2
+

N + 2

4(N + 8)
εL +

N + 2

8(N + 8)3

[
N2 + 23N + 60 + 4(7N + 20)ic − (N − 4)jc

]
ε2L. (5.115)

Os demais expoentes podem ser obtidos a partir de ηL2 e νL2 através das leis de escala dadas
em (4.17). Lembramos que nesse caso, só estamos computando os expoentes resultantes do
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escalamento no subespaço sem competição. Então, realizando os cálculos até ordem ε2L, obtemos
a seguinte lista:

γL2 = 1 +
N + 2

2(N + 8)
εL +

(N + 2)

4(N + 8)3

[
N2 + 22N + 52 + 4(7N + 22)ic − 2(N + 2)jc

]
ε2L,

(5.116a)

αL2 =
4−N

2(N + 8)
εL −

N + 2

4(N + 8)3

[
N2 + 30N + 56 + 8(7N + 22)ic − 2(N − 4)jc

]
ε2L, (5.116b)

δL2 = 3 + εL +
1

2(N + 8)2

[
N2 + 14N + 60− 2(N + 2)jc

]
ε2L, (5.116c)

βL2 =
1

2
− 3

2(N + 8)
εL +

N + 2

2(N + 8)3
[2N + 1 + (7N + 22)ic + 3jc] ε

2
L. (5.116d)

As constantes ic e jc funcionam como correções para os expoentes cŕıticos fornecidos pela
aproximação ortogonal. Podemos observar então que se tomarmos ic = jc = 0, os expoentes
calculados em (5.113), (5.115) e (5.116) serão respectivamente iguais a (4.44), (4.46) e (4.47).
Nossas análises ainda não abrangem o eixo competitivo sobre o qual obteŕıamos os expoen-
tes ηL4 e νL4. No entanto, temos fortes razões para acreditar que as relações ηL4 = 2ηL2 e
νL2 = 2νL4 estabelecidas em (4.44) e (4.46) como uma consequência da aproximação ortogonal
não são satisfeitas ordem a ordem na expansão em potências de εL. Comparando novamente
os expoentes calculados nesta seção com aqueles da seção 4.4, vemos que todas as correções
ocorrem em ordem ε2L. Portanto, esperamos que a primeira das relações anteriores não seja
satisfeita enquanto que a segunda delas seja assegurada apenas para as duas primeiras ordens
ε0L e ε1L. Pelo mesmo motivo, a igualdade entre os expoentes com diferentes ı́ndices L2 e L4
listados em (4.47) deve falhar em O(ε2L). Ao que nos consta, não existe razões f́ısicas para
que a susceptibilidade, magnetização e inclusive o calor espećıfico possuam o mesmo comporta-
mento cŕıtico nos dois subespaços quando consideramos todas as peculiaridades de um sistema
competitivo em um cálculo exato.

Com o intuito de estabelecer uma comparação entre os resultados obtidos por DS, pela
aproximação ortogonal (AO) e pelo nosso cálculo exato (CE), consideremos os coeficientes de
ε2L para cada uma das expansões realizadas pelos diferentes métodos. Por exemplo, a partir de
(4.44) e (5.113), constrúımos os coeficientes:

C(ηL2) =
N + 2

2(N + 8)2
e C(ηL2) =

N + 2

2(N + 8)2
(1 + jc),

para AO e CE, respectivamente. A partir da eq. (61) da referência [78], escrevemos:

C(ηL2) =
N + 2

(N + 8)2

2

7
jφ(1),

para o método de DS, onde jφ(1) = 1, 642(9). Os demais coeficientes são constrúıdos de forma
semelhante, sendo também listados na tabela 2 da ref. [78]. Na tabela 5.1, listamos todos
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Método Erro relativo (%)
Coeficientes CE DS AO DS-CE AO-CE

C(ηL2) 0, 0173859 0, 0173757 0, 0185185 0, 59 6, 5

C(νL2) 0, 0366648 0, 037113 0, 0432099 1, 2 18

C(γL2) 0, 063681 0, 065533 0, 0771605 2, 9 21

C(αL2) −0, 0614146 −0, 062429 −0, 0895062 1, 7 46

C(δL2) 0, 465228 − 0, 462963 − 0, 49

C(βL2) −0, 00113322 −0, 00155 0.00617284 36, 8 645

Tabela 5.1: Coeficientes de segunda ordem das expansões em εL para os expoentes cŕıticos. As
colunas DS-CE e AO-CE correspondem respectivamente aos erros relativos entre os métodos
DS e AO com relação aos nossos resultados.

esses coeficientes para o modelo ANNNI com N = 1. Nas duas últimas colunas computamos
os erros relativos com relação aos nossos resultados. A discrepância entre o resultado de DS
e o nosso para C(ηL2) ocorre a partir do quarto algarismo significativo, mostrando uma boa
concordância com a estimativa realizada em [78]. Entretanto, os demais coeficientes apresentam
diferenças mais acentuadas chegando a um máximo de 36% para C(βL2). A principal razão dessa
discordância está nas leis de escala utilizadas por DS, correspondendo àquelas deduzidas por
Hornreich, Luban e Shtrikman [66]. São elas:

γL = (4− ηL4)νL4 = (2− ηL2)νL2, (5.117a)

αL = 2−mνL4 − (d−m)νL2, (5.117b)

βL =
1

2
(2− αL − γL), (5.117c)

γL = βL(δL − 1). (5.117d)

Em contraste com as eqs. (4.17) atribúıdas a Leite [75], as leis de escala acima não levam em
consideração o reescalamento dos momentos de forma independente em cada subespaço. Note
a ausência dos ı́ndices do subespaço nos expoentes αL, βL, γL e δL. Além disso, as leis de escala
de Leite são as únicas que permitem o tratamento de sistemas isotrópicos (d = m).

A aproximação ortogonal também apresenta uma diferença maior para C(βL2). De fato, a
intensa dependência desse coeficiente em ic através do fator de proporcionalidade 7N + 22 é a
causa do grande erro relativo (incluindo a mudança de sinal) entre os dois métodos, apesar do
valor relativamente pequeno de ic. Por outro lado, C(δL2) depende mais fracamente de jc e o
erro associado é de apenas 0, 49%.

O modelo ANNNI em três dimensões é de grande interesse experimental e computacional.
Portanto, na tabela 5.2, mostramos os expoentes cŕıticos calculados para d = 3 (εL = 3

2
) e

m = 1 tanto pelos métodos teóricos CE, AO e DS quanto por simulações de Monte Carlo
(SMC). Podemos observar agora uma maior proximidade entre os resultados de DS e os nossos.
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ηL2 νL2 γL2 αL2 δL2 βL2

CE 0, 0391182 0, 707496 1, 39328 0, 111817 5, 54676 0, 24745
DS 0, 0391183 0, 709 1, 397 0, 11 − 0, 247
AO 0, 0416667 0, 722222 1, 42361 0, 0486111 5, 54167 0, 263889

SMC1 − − 1, 40± 0, 06 0, 2 − 0, 19± 0, 02
SMC2 − − 1, 36± 0, 03 0, 18± 0, 02 − 0, 238± 0, 005
SMC3 − 0, 63 1, 384 0, 195 − 0, 271

DS-CE (%) 0, 0 0, 21 0, 27 1, 6 − 0, 18
AO-CE (%) 6, 5 2, 1 2, 2 57 0, 092 6, 6

Tabela 5.2: Expoentes cŕıticos obtidos teoricamente (CE, DS e AO) e através de simulações
de Monte Carlo (SMC) apresentadas por três fontes diferentes: SMC1, SMC2 e SMC3 para
as referências [92], [91] e [93], respectivamente. As linhas DS-CE e AO-CE correspondem
novamente aos erros relativos (%) dos resultados de DS e AO em relação aos nossos.

O erro para a maior parte dos expoentes não passa de 1%, chegando a um máximo de 1, 6%
para αL2. Semelhantemente, a aproximação ortogonal também apresenta menos discrepâncias,
com exceção de αL2 que possui um erro de 56%. Esse comportamento já era esperado, pois
as expansões em εL fornecidas pelos três métodos são idênticas (excetuando αL2) nas duas
primeiras ordens em εL. Outra caracteŕıstica exibida pela aproximação ortogonal é a sua
tendência em sobre-estimar os expoentes ηL2 e νL2, conforme podemos concluir da tabela acima
para o sistema anisotrópico uniaxial, como também das análises de Leite apresentadas na
referência [90] usando um cálculo exato das integrais de Feynman para o sistema isotrópico
(d = m).

Com relação às estimativas dadas por SMC, podemos afirmar que em geral existe uma me-
lhor concordância com os métodos de CE e DS. Principalmente no que diz respeito à comparação
dos resultados para os expoentes γL2 e βL2 apresentados por Pleimiling e Henkel [91] (SMC2),
cujas margens de erro fornecem intervalos de valores mais próximos dos obtidos teoricamente.
Em simulações mais recentes realizadas por Murtazaev e Ibaev (SMC3), γL2 aproxima-se mais
dos nossos resultados enquanto que βL2 está mais próximo do expoente fornecido pela AO.
Devido aos desvios relativamente grandes nos resultados para βL2, somos levados a crer que
as melhores estimativas dadas pelas três simulações correspondem aos expoentes αL2 e γL2.
Entretanto, o expoente αL2 é bastante diferente dos resultados teóricos. Provavelmente, a
origem dessa diferença está na pouca confiabilidade da expansão (5.116b) em virtude da série
já começar em ordem εL com o parâmetro de expansão relativamente alto (εL = 1, 5).

Por se tratarem de estimativas com precisão de poucos algarismos significativos, as simula-
ções de Monte Carlo não podem ser usadas para atestar quais dos dois métodos (CE ou DS)
fornecem melhores valores para os expoentes cŕıticos. No entanto, é importante ressaltarmos
as principais diferenças existentes entre essas duas formas de analisar um sistema competitivo
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na região cŕıtica de Lifshitz. No método de Diehl e Shpot, a regularização das integrais de
Feynman da teoria não-massiva é realizada no espaço das coordenadas através da utilização de
funções testes [77]. Os expoentes cŕıticos são então expressos em termos de integrais impróprias
que só podem ser calculadas (exceto os casos m = 2, 6) aproximadamente. Por outro lado,
utilizamos neste trabalho o método de Nemirovsky e Freed adaptado ao eixo de competição e
assim toda a análise da teoria com campos massivos foi realizada no espaço dos momentos. As
integrais de Feynman foram regularizadas através de uma representação adequada em termos de
integrais de Mellin-Barnes e as singularidades foram removidas com a aplicação das condições
de renormalização no subespaço sem competição. Desse modo, somos capazes de calcular
os expoentes cŕıticos a partir de integrais paramétricas cujos resultados podem ser obtidos
com a precisão numérica desejada. Consequentemente, não nos deparamos com as mesmas
dificuldades encontradas por Diehl e Shpot. A formulação não-massiva também foi empregada
em ordem 1 loop, de onde pudemos estabelecer uma equivalência com a teoria massiva durante o
crossover dimensional, induzido unicamente por valores pequenos do tamanho finito L. Embora
este trabalho ainda não esteja completo, podemos considerá-lo como um avanço no sentido da
construção de uma teoria (com ou sem massa) totalmente consistente no espaço dos momentos
e com resultados exatos para as singularidades das integrais de Feynman.



Caṕıtulo 6

Conclusões e Perspectivas

Os expoentes cŕıticos para sistemas delimitados por superf́ıcies planas e paralelas foram
calculados até ordens de pelo menos 2 loops usando a descrição fenomenológica da teoria de
campos escalares. O comprimento L referente à separação entre as superf́ıcies foi introduzido
nas nossas análises através das condições de contorno periódicas (PBC) ou antiperiódicas
(ABC) impostas no parâmetro de ordem. Tanto a formulação massiva quanto a não-massiva da
teoria foram empregadas nessas análises. Um fato já bem estabelecido no estudo de fenômenos
cŕıticos em sistemas infinitos é a independência dos observáveis f́ısicos em relação a esses dois
tipos de formulação, dando suporte à hipótese da universalidade. Mostramos portanto que essa
equivalência ainda persiste em sistemas de tamanho finito com geometria de superf́ıcies planas
e paralelas através da obtenção dos mesmos valores para os expoentes cŕıticos em ambas as
formulações. Desse modo, pudemos estabelecer novos critérios para a determinação do crossover
dimensional.

Dois tipos de sistemas foram considerados neste trabalho. No primeiro deles, t́ınhamos
apenas interações ferromagnéticas (usando novamente a linguagem do magnetismo) enquanto
que no segundo, o sistema apresentava um subespaço no qual as interações ferromagnéticas e
antiferromagnéticas competem entre si, conforme ilustrado pelo modelo ANNNI.

Para o tratamento de sistemas sem competição, partimos de uma densidade lagrangiana
escrita em termos do parâmetro de ordem Φ com interação do tipo Φ4 e simetria O(N), onde N
é o número de componentes de Φ. Seguimos então com a extensão do procedimento empregado
por Nemirovsky e Freed (NF), no qual computamos as funções de vértice 1PI de 2 e 4 pontos
até ordens de 3 e 2 loops, respectivamente. Na formulação massiva da teoria, o comprimento
de correlação ξ é mantido finito e todas as integrais de Feynman foram expressas em termos
de uma parte singular (polos em ε) mais outro termo de correção dependente da variável de
escala L/ξ. A parte singular corresponde à mesma obtida para um sistema infinito. Esse fato
foi consistentemente confirmado ao observarmos que o termo de correção tende a zero no limite
L/ξ →∞. O outro extremo do limite assintótico (L/ξ → 0) também foi analisado e pudemos
checar o mesmo tipo de crossover dimensional relatado por NF em consequência da correção
de tamanho finito ser proporcional a (L/ξ)−1 em PBC e a ln(L/ξ) em ABC. No entanto, o
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limite ξ → ∞ é inconsistente com a teoria massiva devido às divergências no infravermelho e
as nossas análises restringiram-se apenas a L→ 0.

A fim de acessar a região L/ξ → 0 com L finito, recorremos à formulação não-massiva
da teoria na qual já temos ξ = ∞. Novamente, as integrais de Feynman possuem uma parte
singular mais um termo de correção dependente de L. Para L finito, mostramos que esse termo
é regular e nenhum crossover dimensional acontece, em contraste com as previsões da conjectura
de escalamento em tamanho finito quando L/ξ → 0. Porém, no limite L → 0, obtemos um
comportamento similar ao do caso massivo, com o termo de correção variando respectivamente
como L−1 e lnL em PBC e ABC. Portanto, conclúımos que o crossover dimensional decorre
apenas de valores pequenos para L. Uma comparação entre PBC e ABC mostra que tais
valores são ainda menores em ABC, sendo da mesma ordem de grandeza do parâmetro de rede
do sistema. Mantendo L finito, obtemos os mesmos expoentes cŕıticos de sistemas infinitos.

O segundo tipo de sistema de nosso interesse corresponde àqueles com interações competi-
tivas exibindo um ponto cŕıtico de Lifshitz (PL). Com a finalidade de calcular os expoentes
cŕıticos referentes à transição de fase em PL, consideramos novamente uma teoria de campos
escalares com interação Φ4 seguida de uma nova extensão do método de NF. Diferentemente de
sistemas sem competição, as derivadas segundas do parâmetro de ordem ao longo do subespaço
competitivo passam a ser necessárias para uma descrição satisfatória do problema na região
cŕıtica de Lifshitz. Já no subespaço não-competitivo, continuamos com os mesmos termos rele-
vantes ao estudo de sistemas sem competição. Devido a essa anisotropia espacial, as funções de
vértice escalam de forma distinta em cada subespaço, resultando em diferentes comprimentos
de correlação ξL2 e ξL4.

Existem duas maneiras de introduzirmos o tamanho finito no sistema. A mais simples
delas consiste em tornar finita uma das dimensões ao longo do subespaço não-competitivo.
Regularizamos as integrais de Feynman até ordens de 3 loops com aux́ılio da aproximação
ortogonal e as expressamos em termos de uma parte singular (com polos em εL) mais outra
regular, correspondendo aos termos de correção de tamanho finito. Os resultados decorrentes
dessa análise são inteiramente equivalentes aos de sistemas sem competição tanto no que se
refere à obtenção dos expoentes cŕıticos quanto ao crossover dimensional. Desde que evitemos
valores pequenos de L, podemos calcular os expoentes cŕıticos em termos de expansões em εL.

A outra maneira de analisarmos o tamanho finito em sistemas com competição consistiu em
compactar uma das dimensões ao longo do subespaço competitivo. A fim de simplificar o nosso
estudo, consideramos apenas o caso uniaxial. Nesse caso, as regras de Feynman foram modi-
ficadas para incluir a integração de quase-momentos quárticos ao longo do eixo competitivo.
Com essa finalidade, buscamos um novo procedimento para representar de forma conveniente
os somatórios nos quase-momentos. Como resultado, chegamos a representações dadas em ter-
mos de integrais de Mellin-Barnes, usualmente empregadas na análise de funções especiais. De
posse dessas representações, fomos capazes de regularizar as integrais de Feynman de forma
exata até ordem 2 loops e expressá-las novamente em termos de uma parte singular mais o
termo de correção. Estudamos o termo de correção tanto na formulação massiva quanto na
não-massiva e pudemos concluir que o crossover dimensional é novamente regido apenas por
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valores pequenos para L. Evitada essa região, calculamos os expoentes ηL2 e νL2 até ordem ε2L.
Todos os demais expoentes foram calculados através das leis de escala no subespaço não-

competitivo. Tais expoentes são escritos em termos de integrais paramétricas cujos valores
numéricos podem ser calculados com a precisão desejada. Computamos então essas integrais
com uma precisão de dez algarismos significativos e comparamos os nossos expoentes com os
resultados apresentados pela aproximação ortogonal e por Diehl e Shpot [77, 78], além das
estimativas fornecidas por simulações de Monte Carlo. Os resultados dessa comparação foram
sumarizados nas tabelas 5.1 e 5.2.

Verificamos que o cálculo de ηL2 em ordem ε3L torna-se extremamente complicado. Isso
mostra que mesmo para o caso uniaxial, essa técnica não é simples o suficiente para permitir
uma solução geral em teoria de perturbação acima de 2 loops. Além disso, os expoentes ao
longo dos eixos de competição não têm uma interpretação clara. No entanto, podemos inferir
os seus valores ao extrapolarmos a analogia com sistemas sem competição, tomando o limite
L→∞.

O nosso objetivo neste trabalho foi investigar como o confinamento de um campo escalar
entre duas superf́ıcies planas e paralelas pode alterar os valores dos expoentes cŕıticos. Para
isso, precisamos considerar apenas as condições de contorno periódicas e antiperiódicas. Outras
restrições espaciais mais complexas, nas quais a invariância translacional é quebrada, são dadas
pelas condições de contorno de Neumann (NBC) e Dirichlet (DBC). Também podemos ter
condições mistas, nas quais aplicamos NBC em uma superf́ıcie e DBC na outra. Tais condições
de contorno são mais condizentes com a realidade f́ısica de filmes finos (por exemplo), pois
refletem um acoplamento diferente entre os spins das superf́ıcies em relação à interação spin-
spin no interior do sistema. Consequentemente, as superf́ıcies terão uma temperatura cŕıtica
e uma resposta a um campo magnético externo diferentes do restante do sistema. Novos
expoentes cŕıticos seriam então introduzidos para descrever o comportamento da magnetização,
susceptibilidade, calor espećıfico, etc em cada superf́ıcie [70].

A fim de tratar todas essas peculiaridades, uma teoria de campo escalar aplicada na des-
crição fenomenológica desse tipo de sistema deve conter um parâmetro superficial c0 que acople
com o campo Φ2 nas superf́ıcies. Novas divergências no ultravioleta surgirão com a quebra
da invariância translacional e a renormalização de c0 absorverá parte dessas divergências. As
demais divergências serão removidas por uma nova constante de renormalização multiplicativa
aplicada nas funções de vértice quando calculadas nas superf́ıcies. Desse modo, a teoria apre-
sentará um novo tipo de escalamento, resultando em expoentes cŕıticos e leis de escala diferentes
nas superf́ıcies [94–98]. A extensão de método de NF usando NBC e DBC até ordem de 2
loops e com o tipo de geometria considerada neste trabalho ainda resta para ser realizada. Tais
análises ficarão portanto para futuros desenvolvimentos.

Podemos considerar também posśıveis aplicações de NBC e DBC em sistemas competiti-
vos exibindo pontos cŕıticos de Lifshitz. Como uma forma de visualizarmos mais facilmente
como isso pode ser realizado, consideremos um sistema uniaxial em um espaço tridimensional.
Na configuração mais simples, na qual a dimensão compacta está ao longo do subespaço não-
competitivo, uma das dimensões das superf́ıcies delimitadores estende-se ao longo do eixo de
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competição enquanto a outra segue paralelamente ao subespaço sem competição. Portanto,
entre os spins dessas superf́ıcies, teremos os acoplamento ferro e antiferromagnético compe-
tindo entre si ao longo do eixo competitivo e apenas interações ferromagnéticas ao longo do
subespaço sem competição. O parâmetro superficial c0 refletirá essa anisotropia através da
sua dependência do subespaço sob consideração, resultando também em expoentes superfici-
ais distintos para cada subespaço. Por outro lado, quando o tamanho finito está ao longo do
eixo competitivo, ambas as superf́ıcies estão ao longo do subespaço sem competição e teremos
apenas um parâmetro c0 isotrópico.

Ao mencionarmos interações competitivas até o presente momento, nos referimos apenas a
acoplamentos antiferromagnéticos J2 < 0 entre spins com seus segundos vizinhos intercalados
por acoplamentos ferromagnéticos J1 > 0 entre spins mais próximos, compondo o modelo
ANNNI. Podemos generalizar esse modelo ao incluir outra interação ferromagnética J3 > 0
entre terceiros vizinhos ao longo da mesma direção. Uma determinada combinação de valores
para as razões −J2/J1 e J3/J1 origina uma região cŕıtica de Lifshitz no diagrama de fases dentro
da qual temos um ponto multicŕıtico conhecido agora como ponto de Lifshitz de terceiro caráter
[99]. Se os acoplamentos J2 e J3 são estendidos a subespaços com respectivamente m2 e m3

dimensões de um sistema d-dimensional (d > m2 +m3), teremos um sistema m3-axial com um
ponto de Lifshits de terceiro caráter genérico e uma nova classe de universalidade caracterizada
pelo conjunto de parâmetros (N, d,m2,m3).

Esse procedimento pode ser estendido gradativamente para incluir um número L de acopla-
mentos J1, J2, . . . , JL cujos sinais são alternados (J1 > 0, J2 < 2, J3 > 0, . . .), de modo que as
interações ferro e antiferromagnéticas sejam intercaladas entre si [100–102]. A construção mais
geral que podemos ter consiste em estender cada uma dessas interações Ji para um subespaço
mi-dimensional, onde

∑L
i=1mi = d. O sistema passará a ser portanto chamado de mL-axial e

com um ponto de Lifshitz de L-ésimo caráter genérico, cuja classe de universalidade é dada por
(N, d,m1,m2, . . . ,mL). Uma descrição fenomenológica em termos de campos escalares também
pode ser aplicada a esses tipos de sistemas. Nesse caso, a região cŕıtica de Lifshitz é tal que para
um dado subespaço com mi dimensões, o termo dinâmico não-nulo mais relevante na densidade
lagrangiana corresponde a (∇i

mi
Φ)2, resultando no propagador livre da teoria dado por:

G(k1, k2, . . . , kL) =

(
L∑
i=2

k2i
i + k2

1 + µ2

)−1

.

Observamos que as dimensões canônicas dos momentos de ordens mais elevadas foram redefi-
nidas de modo que a expressão acima seja dimensionalmente consistente, conforme ilustramos
no caṕıtulo 4 para o caso particular L = 2.

O tratamento de sistemas mL-axiais com tamanho finito pode ser vista como uma con-
sequência natural das nossas análises para sistemas mais simples, a ser realizada posteriormente
com o aux́ılio das formulações de Leite e Carvalho [90, 103, 104]. O primeiro caso a ser consi-
derado é análogo ao realizado no caṕıtulo 4 e segue sem grandes dificuldades. Começando com
uma das dimensões finitas ao longo do subespaço sem competição m1-dimensional e aplicando
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PBC e ABC, teremos o componente z do vetor k1 discreto (quase-momento). As integrais de
Feynman envolvidas com o propagador anterior são regularizadas com o aux́ılio da aproximação
ortogonal e o somatório nos quase-momentos restante desse procedimento pode ser identificado
com a função térmica generalizada (3.34). Os expoentes cŕıticos são então calculados em termos
de expansões em potências de um novo parâmetro dimensional εL = 4 +

∑L
i=2[(i− 1)/i]mi− d.

Prosseguindo para um grau a mais de dificuldade, podemos fazer compacta uma das di-
mensões do segundo subespaço (i = 2), no qual já existem interações competitivas. Nesse caso,
é o componente z do vetor k2 que passa a ser discreto. Utilizando novamente a aproximação
ortogonal, podemos resolver as integrais em todos os momentos cont́ınuos para cada loop nos
diagramas de Feynman e chegaremos a um somatório nos quase-momentos correspondente ao
mesmo tipo de somatório (5.21) estudado no caṕıtulo 5. Pelo menos para o caso particular
em que m2 = 1, podemos calcular os expoentes ηi e νi perturbativamente em termos de εL,
com exceção de η2 e ν2, cujos métodos para a obtenção dos resultados em L = 2 ainda restam
para serem apresentados. Condições de contorno em subespaços com ı́ndice i > 2 conduzem
a somatórios bem mais complexos, cujas representações não dispomos no momento. Um dos
nossos objetivos para trabalhos futuros consiste em também desenvolver novas representações
para esses tipos de somatórios.



Apêndice A
Regularização Dimensional das
Integrais de Feynman na Teoria
Massiva

A regularização dimensional da contribuição de 1 loop para a função de vértice de 4 pontos já
foi realizada em detalhes na seção 3.4 e aqui vamos fazer o mesmo para as integrais de ordem 2 e
3 loops. Começaremos pela integral (3.52), na qual podemos identificar I

(τ)
2 (q1 +k′, l1 + j′;µ, σ)

no integrando. Ou seja:

I
(τ)
4 (k, j, k′, j′;µ, σ) = σ

∞∑
l=−∞

∫
dd−1q

I
(τ)
2 (q + k′, l + j′;µ, σ)

[(q − k)2 + σ2(l − j + τ)2 + µ2][q2 + σ2(l + τ)2 + µ2]
.

(A.1)
Tomando os momentos e quase-momentos externos iguais a zero, obtemos:

I
(τ)
4 (0;µ, σ) = µ−2εr

∞∑
l=−∞

∫
dd−1q

I
(τ)
2 (q, l;µ, σ)

[q2 + σ2(l + τ)2 + µ2]2
. (A.2)

A vantagem de termos identificado a integral (3.31) no integrando acima deve-se ao fato de já
termos a regularização dela em (3.41). Portanto, podemos escrever:

I
(τ)
4 (0;µ, σ) = µ−2εSd

[
1

ε

(
1− ε

2

)∫ 1

0

dxr
∞∑

l=−∞

∫
dd−1q

1

[q2 + r2(l + τ)2 + 1]2
×

× 1

[x(1− x)(q2 + r2τ 2) + 1]
ε
2

+
1

2
F

(τ)
ε
2
,2(r)

]
, (A.3)

onde definimos de forma generalizada:

F
(τ)
α,β(r) =

1

Sd
r

∞∑
l=−∞

∫
dd−1q

F
(τ)
α (q, l; r)

[q2 + r2(l + τ)2 + 1]β
, (A.4)
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com F
(τ)
α definido em (3.42).

As singularidades (polos em ε) da integral (A.3) originam-se do primeiro termo, enquanto
que o segundo produz apenas temos regulares ( de ordem ε0), podendo portanto ser desprezado
na nossa análise. A fim de mostrarmos a regularidade desse termo, consideremos inicialmente
a definição (3.42), juntamente com (3.38):

F
(τ)
ε
2

(q, j; r) = 4r−ε
∫ 1

0

dx
∞∑
m=1

cos[2πm(τ + jx)

[
πm

r−1
√
x(1− x)(q2 + r2j2) + 1

] ε
2

×

×K ε
2

(
2πmr−1

√
x(1− x)(q2 + r2j2) + 1

)
. (A.5)

Podemos simplificar o resultado acima se tomarmos j = 0. Para x variando de 0 a 1, a função
de Bessel e o termo com a raiz quadrada terão todos valores reais positivos. Já a função cosseno
varia de −1 a 1. Logo, podemos estabelecer a desigualdade

F
(τ)
ε
2

(q, j; r) < F
(τ)
ε
2

(q, j = 0; r). (A.6)

Além disso, o integrando é simétrico em torno de x = 1
2

e portanto chegamos ao resultado:

F
(τ)
ε
2

(q, j = 0; r) = 8r−ε
∞∑
m=1

cos(2πmτ)

∫ 1
2

0

dx

[
πm

r−1
√
x(1− x)q2 + 1

] ε
2

×

×K ε
2

(
2πmr−1

√
x(1− x)q2 + 1

)
. (A.7)

No limite q →∞, escolhemos um parâmetro real λ� 1 tal que ainda tenhamos λq2 →∞. A
ideia é dividir os limites de integração em duas partes: na primeira consideramos os argumentos
das funções até ordem x e, desde que r seja finito, podemos usar a expansão assintótica da função
de Bessel na segunda parte:

lim
q→∞

F
(τ)
ε
2

(q, j = 0; r) = 8r−ε
∞∑
m=1

cos(2πmτ)

∫ λ

0

dx

(
πm

r−1
√
xq2 + 1

) ε
2

×

×K ε
2

(
2πmr−1

√
xq2 + 1

)
+

∫ 1
2

λ

dx

(
πm

r−1
√
x(1− x)q2 + 1

) ε
2

×

×
√

π

4πmr−1
√
x(1− x)q2 + 1

exp
(
−2πmr−1

√
x(1− x)q2 + 1

) . (A.8)

O segundo termo pode ser desprezado no limite considerado, pois ele decai muito mais rapida-
mente que o primeiro termo. Realizando a mudança de variável y = 1 + xq2, simplificamos o
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resultado acima para:

lim
q→∞

F
(τ)
ε
2

(q, j = 0; r) =
8r−

ε
2

q2

∞∑
m=1

cos(2πmτ)(πm)
ε
2

∫ ∞
1

dy y−
ε
4K ε

2
(2πmr−1y). (A.9)

Usando a identidade [68]∫ ∞
1

dx x−
ν
2 (x− 1)µ−1Kν(a

√
x) = Γ(µ)2µa−µKν−µ(a), (A.10)

chegamos ao seguinte resultado:

lim
q→∞

F
(τ)
ε
2

(q, j = 0; r) =
8r1− ε

2

q2

∞∑
m=1

cos(2πmτ)(πm)
ε
2
−1K ε

2
−1(2πmr−1), (A.11)

que é notoriamente regular em ε = 0. De uma forma mais geral, podemos usar a desigualdade
(A.6) para estabelecer:

lim
q→∞

F
(τ)
0 (q, j; r) <

8r

q2 + r2j2

∞∑
m=1

cos(2πmτ)(πm)−1K−1(2πmr−1) (A.12)

Convém observar que no limite r−1 → 0, não há como garantir que o primeiro membro da
desigualdade acima é finito. Desse modo, para r finito, vemos que a integral na definição (A.4)
não possui divergências no limite ultravioleta quando α = 0 e β = 2, podendo de fato ser
desprezado em (A.3). Logo, escrevemos:

I
(τ)
4 (0;µ, σ) = µ−2εSd

1

ε

(
1− ε

2

)∫ 1

0

dx[x(1− x)]−
ε
2×

× r
∞∑

l=−∞

∫
dd−1q

[q2 + r2(l + τ)2 + 1]2
[
q2 + r2τ 2 + 1

x(1−x)

] ε
2

(A.13)

Introduzindo mais uma parametrização de Feynman através da identidade (2.79), reescrevemos
o resultado anterior como:

I
(τ)
4 (0;µ, σ) = µ−2εSd

1

ε

(
1− ε

2

) Γ
(
2 + ε

2

)
Γ
(
ε
2

) ∫ 1

0

dx[x(1− x)]−
ε
2

∫ 1

0

dy y(1− y)
ε
2
−1×

× r
∞∑

l=−∞

∫
dd−1q[

q2 + r2(l + yτ)2 + y(1− y)r2τ 2 + y + 1−y
x(1−x)

]2+ ε
2

. (A.14)
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A integração no momento q é realizada com aux́ılio de (2.81), resultando em:

I
(τ)
4 (0;µ, σ) = µ−2εSd

1

ε

(
1− ε

2

)
Sd−1

Γ
(
1 + ε

2

)
Γ
(
d−1

2

)
Γ
(
ε
2

) ∫ 1

0

dx[x(1− x)]−
ε
2

∫ 1

0

dy y(1− y)
ε
2
−1×

× r
∞∑

l=−∞

[
r2(l + yτ)2 + y(1− y)r2τ 2 + y +

1− y
x(1− x)

]− 1
2
−ε

. (A.15)

Usaremos a representação (3.36) da função térmica generalizada para colocar o somatório em l
em um formato adequado para a regularização dimensional. Em seguida, usaremos a identidade
(3.40) e a definição d = 4− ε de modo que possamos escrever:

I
(τ)
4 (0;µ, σ) = µ−2εS2

d

(
1− ε

2

) Γ
(
2− ε

2

)
2εΓ

(
ε
2

) ∫ 1

0

dx[x(1− x)]−
ε
2

∫ 1

0

dy y(1− y)
ε
2
−1×

×

[
Γ(ε)

(
y(1− y)τ 2 + r−2y +

(1− y)r−2

x(1− x)

)−ε

+f 1
2

+ε

(
yτ,

√
y(1− y)τ 2 + r−2y +

(1− y)r−2

x(1− x)

)]
. (A.16)

Note que o integrando possui um polo em y = 1 quando ε = 0 devido ao termo (1 − y)
ε
2
−1.

No entanto, o termo entre colchetes é regular em y = 1. Uma expansão de Taylor desse termo
em torno de y = 1 mostra que, a fim de obtermos os polos ε−2 e ε−1, precisamos apenas do
primeiro termo dessa expansão. Logo, após realizarmos a expansão em ε e omitirmos os termos
de ordem ε0, chegamos finalmente ao resultado:

I
(τ)
4 (0;µ, σ) = µ−2ε S

2
d

2ε2

[
1− ε

2
+ εf 1

2
(τ, r−1)

]
. (A.17)

Passaremos agora à regularização dimensional da contribuição de ordem 2 loops da função
de vértice de 2 pontos: a integral dada em (3.54). Novamente, podemos identificar a inserção

de I
(τ)
2 no integrando de modo que podemos escrever:

D
(τ)
3 (k, j;µ, r) = µ2−2εr

∞∑
l=−∞

∫
dd−1q

I
(τ)
2 (q + k, l + j;µ, r)

q2 + r2(l + τ)2 + 1
. (A.18)

Substituindo o resultado (3.41), a expressão acima torna-se:

D
(τ)
3 (k, j;µ, r) = µ2−2εSd

ε

[(
1− ε

2

)∫ 1

0

dx r

∞∑
l=−∞

∫
dd−1q

q2 + r2(l + τ)2 + 1
×

× 1

{x(1− x)[(q + k)2 + r2(l + j)2] + 1} ε2
+ Sd

ε

2
Γ
(

2− ε

2

)
F

(τ)
ε
2
,1(k, j; r)

]
, (A.19)
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onde usamos a definição (A.4). Depois de inserir mais um parâmetro de Feynman, resolver a
integral no momento q e utilizar a identidade (3.40), semelhantemente ao que fizemos com a

integral I
(τ)
4 , obtemos o seguinte resultado para a expressão anterior:

D
(τ)
3 (k, j;µ, r) = µ2−2εS2

d

{(
1− ε

2

) Γ
(
2− ε

2

)
Γ
(
−1

2
+ ε
)

2
√
πεΓ

(
ε
2

) ∫ 1

0

dx[x(1− x)]−
ε
2×

×
∫ 1

0

dy (1− y)
ε
2
−1r

∞∑
l=−∞

[
r2[l − y(j − τ)]2 + y(1− y)[k2 + r2(j − τ)2] + y +

1− y
x(1− x)

] 1
2
−ε

+
1

2
Γ
(

2− ε

2

)
F

(τ)
ε
2
,1(k, j; r)

}
. (A.20)

Nosso interesse é na derivada de D
(τ)
3 (k, j;µ, r) com relação ao módulo quadrado do momento

externo k. Na condição de renormalização (3.24b), tomamos o ı́ndice de quase-momento j = 0
e derivamos apenas com relação a k2, tomando em seguida k = 0. Lembrando que o momento
está escalado com a massa µ (ou seja, k

µ
→ k), realizamos a derivação da seguinte forma:

D
′(τ)
3 (µ, r) =

∂

µ2∂k2
D

(τ)
3 (k, j = 0;µ, r)

∣∣∣∣
k=0

= −µ−2εS2
d

{(
1− ε

2

) Γ
(
2− ε

2

)
Γ
(

1
2

+ ε
)

2
√
πεΓ

(
ε
2

) ∫ 1

0

dx[x(1− x)]−
ε
2

∫ 1

0

dy y(1− y)
ε
2×

×r
∞∑

l=−∞

[
r2(l + yτ)2 + y(1− y)r2τ 2 + y +

1− y
x(1− x)

]− 1
2
−ε

− 1

2
Γ
(

2− ε

2

)
F
′(τ)
ε
2

(r)

}
, (A.21)

onde usamos a propriedade Γ(x+ 1) = xΓ(x) e definimos:

F ′(τ)
ν (r) =

∂

µ2∂k2
F

(τ)
ν,1 (k, j = 0; r)

∣∣∣∣
k=0

. (A.22)

Empregando novamente a representação (3.36) para a função térmica generalizada no somatório
em l de (A.21) e expandindo o argumento das funções Γ em ε com a omissão dos termos de
ordem ε1, chegamos a:

D
′(τ)
3 (µ, r) = −µ−2εS

2
d

4ε

{
(1− ε)

∫ 1

0

dx[x(1− x)]−
ε
2

∫ 1

0

dy y(1− y)
ε
2×

×
[
y(1− y)τ 2 + r−2y +

r−2(1− y)

x(1− x)

]−ε
+ ε

∫ 1

0

dx[x(1− x)]−
ε
2

∫ 1

0

dy y(1− y)
ε
2×

×f 1
2

+ε

(
yτ,

√
y(1− y)τ 2 + r−2y +

r−2(1− y)

x(1− x)

)
− 2εF

′(τ)
ε
2

(r)

}
. (A.23)
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Esse último resultado pode ser simplificado ainda mais ao notarmos que o termo dependente de
r pode ser calculado em ε = 0. De fato, podemos, através da mesma argumentação empregada
para eliminarmos F

(τ)
ε
2
,2(r) de (A.3), mostrar a regularidade de F

′(τ)
ε
2

(r) em ε = 0 quando r

for finito. Além disso, a integral da função f 1
2

+ε(yτ, . . .) também possui o mesmo tipo de
comportamento. Portanto, definindo as seguintes integrais paramétricas:

G(τ)(r) = −2

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy y ln

[
y(1− y)r2τ 2 + y +

1− y
x(1− x)

]
− 1

2
, (A.24a)

H(τ)(r) = 2

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy y f 1
2

(
yτ,

√
y(1− y)τ 2 + r−2y +

r−2(1− y)

x(1− x)

)
, (A.24b)

obtemos o resultado final:

D
′(τ)
3 (µ, r) = −µ−2εS

2
d

8ε

[
1− ε

4
+ εW (τ)(r)

]
, (A.25)

onde definimos W (τ)(r) = G(τ)(r) +H(τ)(r)− 4F
′(τ)
0 (r).

Para finalizar a regularização dimensional das integrais de Feynman na teoria massiva,
consideremos a contribuição de ordem 3 loops para a função vértice de dois pontos dada em
(3.55). Em termos da integral I

(τ)
2 , podemos escrevê-la como:

D
(τ)
5 (k, j;µ, r) = µ2−εr

∞∑
l=−∞

∫
dd−1q

[
I

(τ)
2 (q, j;µ, r)

]2

(q − k)2 + r2(l − j + τ)2 + 1
. (A.26)

Pelos mesmos motivos envolvidos no cálculo de (A.21), já podemos tomar j = 0 e deixar k
livre. Substituindo (3.41) na integral acima e mantendo apenas as duas primeiras ordens na
expansão em ε, obtemos:

D
(τ)
5 (k, j = 0;µ, r) = µ2−3εS

2
d

ε2

{
(1− ε)r

∞∑
l=−∞

∫
dd−1q

(q − k)2 + r2(j + τ)2 + 1
×

×
[∫ 1

0

dx

[x(1− x)(q2 + r2l2) + 1]
ε
2

]2

+ εSdF
(τ)
ε
2
,1(k, j = 0; r) +O(ε2)

}
. (A.27)

Não é uma tarefa dif́ıcil mostrar que:[∫ 1

0

dx

[x(1− x)(q2 + r2l2) + 1]
ε
2

]2

= (1 + 2ε)

∫ 1

0

dx

[q2 + r2l2 + 1
x(1−x)

]ε
+O(ε2). (A.28)
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Portanto, podemos escrever:

D
(τ)
5 (k, j = 0;µ, r) = µ2−3εS

2
d

ε2

{
(1 + ε)

∫ 1

0

dx r
∞∑

l=−∞

∫
dd−1q

(q − k)2 + r2(l + τ)2 + 1
×

× 1[
q2 + r2l2 + 1

x(1−x)

]ε + εSdF
(τ)
ε
2
,1(k, j = 0; r) +O(ε2)

 . (A.29)

Novamente, introduzimos mais uma parametrização de Feynman e resolvemos a integral em q,
seguido da identidade (3.40), produzindo o resultado:

D
(τ)
5 (k, j = 0;µ, r) = µ2−3εS

3
d

ε2

{
Γ
(
2− ε

2

)
Γ
(
−1

2
+ 3

2
ε
)

2
√
πΓ(ε)

(1 + ε)

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy(1− y)ε−1×

×r
∞∑

l=−∞

[
r2(l + yτ)2 + y(1− y)(k2 + r2τ 2) + y +

1− y
x(1− x)

] 1
2
− 3

2
ε

+ εF
(τ)
ε
2
,1(k, j = 0; r)

}
(A.30)

Calculando a derivada com relação a k2, obtemos:

D
′(τ)
5 (µ, r) =

∂

µ2∂k2
I

(τ)
5 (k, j = 0;µ, r)

∣∣∣∣
k=0

= −µ−3εS
3
d

ε2

{
Γ
(
2− ε

2

)
Γ
(

1
2

+ 3
2
ε
)

2
√
πΓ(ε)

(1 + ε)

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy y(1− y)ε×

×r
∞∑

l=−∞

[
r2(l + yτ)2 + y(1− y)r2τ 2 + y +

1− y
x(1− x)

]− 1
2
− 3

2
ε

+ εF
′(τ)
ε
2

(r)

}
. (A.31)

Realizando agora o somatório em l através da representação da função térmica generalizada, a
expressão acima torna-se:

D
′(τ)
5 (µ, r) = −µ−3εS

3
d

ε2

{
Γ
(
2− ε

2

)
2εΓ(ε)

(1 + ε)

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy y(1− y)ε×

×

{
Γ

(
3ε

2

)[
y(1− y)τ 2 + r−2y +

r−2(1− y)

x(1− x)

]− 3
2
ε

+

+f 1
2

+ 3
2
ε

(
yτ,

√
y(1− y)τ 2 + r−2y +

r−2(1− y)

x(1− x)

)}
+ F

′(τ)
ε
2
,1 (r)

}
. (A.32)

Finalmente, realizamos a expansão em ε e identificamos os termos resultantes com as funções
paramétricas (A.24a) e (A.24b). Dessa forma, chegamos a:

D
′(τ)
5 (µ, r) = −µ−3ε S

3
d

6ε2

[
1− ε

4
+

3

2
εW (τ)(r)

]
(A.33)
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Todas essas integrais e definições serão usadas nas seções 3.4 e 3.5 para o cálculo dos expoentes
cŕıticos na formulação massiva.



Apêndice B
Regularização Dimensional das
Integrais de Feynman na Teoria
Não-Massiva

Seguiremos passos semelhantes aos realizados no apêndice A para regularizarmos as integrais
de Feynman com o parâmetro de massa µ igual a zero e com os momentos externos no ponto
simétrico. Começaremos pela integral (3.84) que, tal como a correspondente massiva, pode

também ser escrita em termos de I
(τ)
2 :

I
(τ)
4 (k, j, k′, j′;σ) = σ

∞∑
l=−∞

∫
dd−1q

I
(τ)
2 (q + k′, l + j′;σ)

[(q − k)2 + σ2(l − j + τ)2][q2 + σ2(l + τ)2]
. (B.1)

Integrais de Feynman não-massivas possuem divergência no regime infravermelho (k → 0 e
j → 0). No entanto, podemos tomar j = 0 e colocar apenas os momentos cont́ınuos no ponto
simétrico sem que haja quaisquer divergências no infravermelho. Fazendo isso, simplificaremos
bastante os resultados da regularização dimensional. Portanto, tomando inicialmente j = j′ =
0, introduzindo uma parametrização de Feynman e substituindo o resultado (3.72) na integral
acima, podemos reescrevê-la como:

I
(τ)
4 (k, j = 0, k′, j′ = 0;σ) =

Sd
ε

{(
1 +

ε

2

)
σ

∫ 1

0

dx×

×
∞∑

l=−∞

∫
dd−1q

[q2 − 2xk · q + xk2 + σ2(l + τ)2]2[(q + k′)2 + σ2l2]
ε
2

+
Sd
2
G

(τ)
ε
2

(k, k′;σ)

}
, (B.2)

onde definimos:

G(τ)
α (k, k′;σ) =

σ

Sd

∞∑
l=−∞

∫
dd−1q

F
(τ)
α (q + k′, l;σ)

[(q − k)2 + σ2(l + τ)2][q2 + σ2(l + τ)2]
. (B.3)
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Divergências no regime ultravioleta da integral acima podem ser estudadas considerando o
limite q →∞ do integrando. Analisaremos então como a função F

(τ)
α (q + k′, l;σ) se comporta

nesse limite quando α = ε
2

= 0. A partir de eq. (3.75), podemos ver que uma desigualdade
análoga a (A.6) é satisfeita:

Fα(q, j;σ) < Fα(q, j = 0;σ), (B.4)

para j 6= 0. Portanto, se quisermos um majorante para o integrando de (B.3), precisamos
considerar apenas a situação na qual j = 0:

F
(τ)
ε
2

(k, j = 0;σ) = 8k−
ε
2σ−

ε
2

∞∑
n=1

cos(2πnτ)(πn)
ε
2

∫ 1
2

0

dx[x(1− x)]−
ε
4×

×K ε
2

(
2πnkσ−1

√
x(1− x)

)
, (B.5)

onde usamos a propriedade do integrando ser simétrico em torno de x = 1
2
. Definindo uma nova

variável de integração através de x(1− x) = y
2

e reescrevendo ν = ε
2

e b = 2πnkσ−1, reduzimos
a integral em x da seguinte maneira:∫ 1

2

0

dx[x(1− x)]−
ν
2Kν

(
b
√
x(1− x)

)
= 2ν

∫ 1

0

dy y1−ν(1− y2)−
1
2Kν

(
bν

2

)
. (B.6)

A segunda integral acima já foi previamente estudada [68] e de uma forma generalizada, temos:∫ 1

0

dy y1−ν(1− y2)µKν(cy) = 2−ν−2cν(µ+ 1)−1Γ(−ν)1F2

(
1; ν + 1, µ+ 2;

c2

4

)
+ π2µ−1c−(µ+1)cosec(πν)Γ(µ+ 1)Iµ−ν+1(c), (B.7)

para Reµ > −1 e Re ν < 1. 1F2 corresponde à função hipergeométrica gaussiana enquanto que
Iµ−ν+1 é a função de Bessel modificada do primeiro tipo. Tomando µ = −1

2
, podemos reescrever

a função hipergeométrica em termos da função de Struve [68]:

1F2

(
1; ν + 1,

3

2
;
b2

16

)
= 22ν

√
πΓ(1 + ν)b−ν−

1
2Lν− 1

2

(
b

2

)
. (B.8)

A partir da identidade Γ(1 + ν)Γ(−ν) = −πcosec(πν) e do resultado anterior, obtemos:∫ 1

0

dx[x(1− x)]−
ν
2Kν

(
b
√
x(1− x)

)
= 2ν−1π

3
2 b−

1
2 cosec(πν)

[
I 1

2
−ν

(
b

2

)
− Lν− 1

2

(
b

2

)]
(B.9)

A função cosec(πν) possui um polo em ν. Portanto, para calcularmos essa integral em ν =
ε
2

= 0, realizaremos expansões em ν nas funções de Bessel e Struve acima. Comecemos pela
primeira delas, na qual consideramos a seguinte representação integral [68]:

I 1
2
−ν(z) =

2
(
z
2

) 1
2
−ν

√
πΓ(1− ν)

∫ 1

0

(1− t2)−ν cosh(zt)dt. (B.10)



134 Apêndice B

Usando as expansões aν = 1 + ν ln a + O(ν2), Γ(1− ν) = 1− νψ(1) + O(ν2) e desprezando os
termos de ordem ν2, depois de algumas manipulações, chegamos a:

I 1
2
−ν(z) =

2√
π

(z
2

) 1
2
[
1 + νψ(1)− ν ln

(z
2

)] [1

z
sinh z − ν 1

z
ln 2 sinh z+

+ν
1

z

∫ 1

0

sinh(zt)

1 + t
dt− ν

∫ 1

0

cosh(zt) ln(1− t)dt
]
. (B.11)

A última integral acima pode ser colocada em uma formato mais apropriado. Consideremos
primeiramente o objeto fz(λ) =

∫ 1

0
ln teλztdt. Derivando com relação a λ e integrando por

partes, obtemos
d

dλ
fz(λ) = −zfz(λ) +

1

λ
(1− eλz).

Resolvendo a equação diferencial, encontramos λfz(λ) = 1
z

∫ λ
0

(1−etz)dt
t
, de modo que podemos

escrever: ∫ 1

0

cosh(zt) ln(1− t)dt =
1

z

∫ 1

0

sinh[z(1− t)]− sinh z

t
dt. (B.12)

Substituindo esse resultado na função de Bessel modificada e continuando com a expansão em
ν, vemos que:

I 1
2
−ν(z) =

2√
πz

[
sinh z + ν sinh z(ψ(1)− ln z) + ν

∫ 1

0

sinh(zt)

1 + t
dt−

−ν
∫ 1

0

sinh[z(1− t)]− sinh z

t
dt

]
. (B.13)

Seguiremos um procedimento semelhante para a função de Struve, cuja representação inte-
gral é dada por [68]:

Lα(z) =
2
(
z
2

)α
√
πΓ
(

1
2

+ α
) ∫ π

2

0

sinh[z cosφ](sinφ)2αdφ, (B.14)

com Reα > −1
2
. Realizando a mudança de variável cosφ = t e pondo α = ν − 1

2
, podemos

reescrever a integral acima como:

Lν− 1
2
(z) =

2
(
z
2

)− 1
2

+ν

√
πΓ(ν)

∫ 1

0

(1− t2)ν−1 sinh(zt)dt. (B.15)

Um procedimento similar ao executado para a representação da função de Bessel modificada
(B.10) conduz a:

Lν− 1
2
(z) = 2

√
2

πz
ν[1 + ν(ln z − ln 2− ψ(1))]

[
sinh z

∫ 1

0

(1− t2)ν−1dt+

+

∫ 1

0

sinh(zt)− sinh z

1− t2
(1− t2)νdt

]
. (B.16)
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A primeira integral acima pode ser resolvida através da mudança de variável t2 = t′, de onde
identificamos a representação para a função beta de Euler [68]. Expandindo em ν e mantendo
apenas os termos até ordem ν0, obtemos:∫ 1

0

(1− t2)ν−1dt =
1

2ν

[
1 + ν

(
ψ(1)− ψ

(
1

2

))]
. (B.17)

O primeiro termo da expansão em ν da segunda integral em (B.16) é ordem ν0 e já podemos
tomar ν = 0. Depois de algumas manipulações algébricas, podemos reescrever essa integral
como:∫ 1

0

sinh(zt)− sinh z

1− t2
(1− t2)νdt =

1

2

[
− ln 2 sinh z +

∫ 1

0

sinh(zt)

1 + t
dt+

+

∫ 1

0

sinh[z(1− t)]− sinh z

t
dt

]
. (B.18)

A substituição desses dois últimos resultados em (B.16) resulta na seguinte expansão em ν para
a função de Struve:

Lν− 1
2
(z) = 2

√
2

πz

[
sinh z

(
1 + ν ln z − 2ν ln 2− νψ

(
1

2

))
+ ν

∫ 1

0

sinh(zt)

1 + t
dt+

+ν

∫ 1

0

sinh[z(1− t)]− sinh z

t
dt

]
. (B.19)

Combinando os resultados (B.13) e (B.19) com a integral (B.9), além de usarmos ν = ε
2

e
b = 2πnkσ−1, podemos mostrar que:∫ 1

0

dx[x(1− x)]−
ε
4K ε

2

(
2πnkσ−1

√
x(1− x)

)
= 2

ε
2

πε

2πnkσ−1
cosec

(πε
2

) [
cosh(πnkσ−1)×

×
∫ πnkσ−1

0

sinh t

t
dt− sinh(πnkσ−1)

(
γ + ln(πnkσ−1) +

∫ πnkσ−1

0

cosh t− 1

t
dt

)]
, (B.20)

onde usamos as relações γ = −ψ(1) e γ = −2 ln 2−ψ
(

1
2

)
para a constante de Euler-Mascheroni.

A primeira integral do lado direito do resultado acima é definida como a integral seno hiperbólico
cujo śımbolo é shi (πnkσ−1). Já o termo entre parênteses multiplicando sinh(πnkσ−1) é definido
como a integral cosseno hiperbólico, sendo representada por chi (πnkσ−1). Usando a expansão
cosec

(
πε
2

)
= 2

πε
+ πε

12
+O(ε2), vemos que a expressão acima é regular no limite ε→ 0. Portanto,

podemos tomar ε = 0 na função de correção (B.5) e escrever:

F
(τ)
0 (k, j = 0;σ) =

4σ

πk

∞∑
n=1

cos(2πnτ)

n
[cosh(πnkσ−1)shi(πnkσ−1)−

− sinh(πknσ−1)chi(πnkσ−1)]. (B.21)
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Para analisar o limite k → ∞, vamos reescrever o termo entre colchetes acima (definindo
z = πnkσ−1) em um formato apropriado:

cosh z shi z − sinh z chi z =
ez

2
(shi z − chi z) +

e−z

2
(shi z + chi z). (B.22)

Se usarmos a representação da função gama incompleta Γ(0, z) =
∫∞
z

e−t

t
dt, podemos reduzir a

expressão anterior para:

cosh z shi z − sinh z chi z =
ez

2
Γ(0, z)− e−z

2
Γ(0,−z). (B.23)

O primeiro termo da expansão assintótica de Γ(0, z) é dado por lim
z→∞

Γ(0, z) ≈ e−z

z
. Desse modo,

obtemos:

lim
z→∞

(cosh z shi z − sinh z chi z) ≈ 1

z
, (B.24)

que corresponde ao limite k →∞. Portanto, conclúımos que:

lim
k→∞

F
(τ)
0 (k, j = 0;σ) ≈ 16

L2k2

∞∑
n=1

cos(2πnτ)

n2
. (B.25)

A desigualdade (B.4) pode ser usada agora para mostrarmos o seguinte resultado:

lim
k→∞

F
(τ)
0 (k, j;σ) <

16

L2k2 + 4π2j2

∞∑
n=1

cos(2πnτ)

n2
(B.26)

Este comportamento garante que a integral (B.3) é regular sem qualquer polo em ε e portanto
pode ser omitida na expansão em ε da integral I4 em (B.2).

Avançando para o próximo passo no cálculo de (B.2), empregaremos outra parametrização
de Feynman dada por (2.79) e reescreveremos a integral como:

I
(τ)
4 (k, k′, j = j′ = 0;σ) =

Sd
ε

(
1 +

ε

2

) Γ
(
2 + ε

2

)
Γ
(
ε
2

) ∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dz z(1− z)
ε
2
−1σ

∞∑
l=−∞

×

×
∫

dd−1q

{q2 + 2[(1− z)k′ − zxk] · q + zxk2 + (1− z)k′2 + σ2(l + τz)2 + z(1− z)σ2τ 2}2+ ε
2

. (B.27)

A integral em q é realizada com aux́ılio de (2.81) e depois de usarmos a identidade (3.40),
chegamos a:

I
(τ)
4 (k, k′, j = j′ = 0;σ) =

S2
d

2ε

(
1 +

ε

2

) Γ
(
2− ε

2

)
Γ
(

1
2

+ ε
)

Γ
(
ε
2

) ∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dz z(1− z)
ε
2
−1×

× σ
∞∑

l=−∞

{σ2(l + τz)2 + z(1− z)σ2τ 2 + xzk2 + (1− z)k′2 − [(1− z)k′ − xzk]2}−
1
2
−ε. (B.28)
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Existe um polo em z = 1 no integrando quando ε = 0. Portanto, tal como fizemos no apêndice
A, podemos tomar z = 1 no termo entre chaves e desse modo estaremos considerando apenas
as ordens ε−2 e ε−1 da expansão. Identificando o somatório com a representação da função
térmica generalizada em (3.36), realizando a expansão em ε e desprezando os termos de ordem
ε0, obtemos:

I
(τ)
4 (k, j = j′ = 0;σ) =

S2
d

2ε2

[
1− ε

2
− ε
∫ 1

0

dx ln[x(1− x)k2] + εF
(τ)
0 (k, 0;σ)

]
. (B.29)

Como o nosso interesse é nas condições de renormalização com as funções de vértice calculadas
em no ponto simétrico (no qual temos k2 = 1), o resultado acima torna-se:

I
(τ)
4PS(k2 = 1, j = j′ = 0;σ) =

S2
d

2ε2

[
1 +

3

2
ε+ εF

(τ)
0 (σ)

]
, (B.30)

para F
(τ)
0 (σ) = F τ

0 (k = 0, 0;σ).
Na sequência de regularização dimensional das integrais de Feynman, consideremos a inte-

gral dada em (3.54) com µ = 0. Em termos de I
(τ)
2 , escrevemos:

D
(τ)
3 (k, j;σ) = σ

∞∑
l=−∞

∫
dd−1q

I
(τ)
2 (q, l;σ)

(q − k)2 + σ2(l − j + τ)2
(B.31)

Tomando já j = 0 e substituindo o resultado (3.72) para a integral de 1 loop I
(τ)
2 , obtemos:

D
(τ)
3 (k, j = 0;σ) =

Sd
ε

{(
1− ε

2

)∫ 1

0

dx[x(1− x)]−
ε
2×

×σ
∞∑

l=−∞

∫
dd−1q

[(q − k)2 + σ2(l − j + τ)2](q2 + σ2l2)
ε
2

+
ε

2
Γ
(

2− ε

2

)
SdF

(τ)
ε
2
,1(k, 0;σ)

}
, (B.32)

onde definimos o análogo de (A.4) através de:

F
(τ)
α,β(k, j;σ) =

σ

Sd

∞∑
l=−∞

∫
dd−1q

F
(τ)
α (q + k, l + j;σ)

[q2 + σ2(l + τ)2]β
. (B.33)

A aplicação da parametrização de Feynman e a realização subsequente da integral em q com o
utilização da identidade (3.40) conduzem a:

D
(τ)
3 (k, j = 0;σ) =

S2
d

ε

{(
1− ε

2

) Γ
(
2− ε

2

)
Γ
(
−1

2
+ ε
)

2
√
πΓ
(
ε
2

) ∫ 1

0

dx[x(1− x)]−
ε
2

∫ 1

0

dy(1− y)
ε
2
−1×

×σ
∞∑

l=−∞

[
y(1− y)(k2 + σ2τ 2) + σ2(l + yτ)2

] 1
2
−ε

+
ε

2
Γ
(

2− ε

2

)
F

(τ)
ε
2
,1(k, 0;σ)

}
(B.34)
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A função acima deve ser derivada com relação a k2 e depois tomamos k2 = 1. Em seguida,
usamos a representação (3.36), resultando em:

D
′(τ)
3PS(σ) = −S

2
d

ε

{(
1− ε

2

) Γ
(
2− ε

2

)
2Γ
(
ε
2

) ∫ 1

0

dx[x(1− x)]−
ε
2

∫ 1

0

dy y(1− y)
ε
2×

×
[
Γ(ε)

(
y(1− y)(1 + σ2τ 2)

)−ε
+ σ−2εf 1

2
+ε(yτ, σ

−1
√
y(1− y)(1 + σ2τ 2))

]
− ε

2
Γ
(

2− ε

2

)
F
′(τ)
ε
2

(σ)
}
, (B.35)

onde definimos:

F ′(τ)
α (σ) =

∂

∂k2
F

(τ)
α,1(k, 0;σ)

∣∣∣∣
k2=1

. (B.36)

A definição acima é bem comportada para α = 0 pelos mesmos motivos usados para mostrar
que (B.3) também é regular. Logo, podemos tomar ε = 0 no termo F

′(τ)
ε
2

(σ) do resultado

anterior. Além disso, se definirmos

F
(τ)

(σ) =

∫ 1

0

dy y f 1
2
(yτ, σ−1

√
y(1− y)(1 + σ2τ 2)) (B.37)

e realizarmos a expansão em ε, chegaremos ao seguinte resultado:

D
′(τ)
3PS(σ) = −S

2
d

8ε

[
1 +

5

4
ε− 2εW (τ)(σ)

]
, (B.38)

onde definimos W (τ)(σ) = 1
2

ln(1 + σ2τ 2)− F (τ)
(σ) + 2F

′(τ)
0 (σ).

Conclúımos o apêndice apresentando rapidamente o cálculo da integral (3.55) com a massa

µ igual a zero. Em termos de I
(τ)
2 , podemos escrevê-la como:

D
(τ)
5 (k, j;σ) = σ

∞∑
l=−∞

∫
dd−1q

[
I

(τ)
2 (q, l;σ)

]2

(q − k)2 + σ2(l − j + τ)2
. (B.39)

Tomando novamente j = 0 e substituindo (3.72), obtemos:

D
(τ)
5 (k, j = 0;σ) =

S2
d

ε2

[
(1 + ε)σ

∞∑
l=−∞

∫
dd−1q

[(q − k)2 + σ2(l + τ)2](q2 + σ2l2)ε
+

+εSdF
(τ)
ε
2
,1(k, 0;σ)

]
, (B.40)

onde realizamos uma expansão parcial em ε. Agora, executando os mesmos passos que levaram
ao resultado (B.38), podemos mostrar que a derivada com relação a k2 no ponto k2 = 1 da
função acima é dada por:

D
′(τ)
5PS(σ) = − S

3
d

6ε2
[
1 + 2ε− 3εW (τ)(σ)

]
. (B.41)



139 Apêndice B

Os resultados (B.30), (B.38) e (B.41) serão então usados na seção 3.6 para o cálculo das funções
de vértice nas condições de renormalização.



Apêndice C
Regularização das Integrais de
Feynman: dimensão compacta
perpendicular aos eixos competitivos

Vamos tratar inicialmente da regularização dimensional das integrais de Feynman na teoria
não-massiva. Consideremos portanto a integral (4.31) escrita convenientemente em termos da
integral (4.18):

I
(τ)
4 (K,K ′, P, P ′, j, j′;σ) = σ2

∞∑
l=−∞

∫
dd−m−1q dmk I

(τ)
2 (K ′ + k, P + q, j′ + l;σ)

{[(K − k)2]2 + (q − P )2 + σ2(l − j + τ)2}
×

× 1

(k2)2 + q2 + σ2(l + τ)2
. (C.1)

Para resolver essa integral, substitúımos o resultado (4.24) e notamos que o termo de correção
do tamanho finito será de ordem ε0L e já podemos omiti-lo, conforme realizamos no apêndice B.
Portanto, tomando os ı́ndices de quase-momentos j = j′ = 0, obtemos:

I
(τ)
4 (K,K ′, P, P ′, 0, 0;σ) =

SmSd−m
8

σ−2εLΓ
(m

4

)
Γ

(
d−m

2

)
Γ
(εL

2

)∫ 1

0

dx[x(1− x)]−
εL
2 ×

× σ
∞∑

l=−∞

dd−m−1qdmk

{[(k −K)2]2 + (q − P )2 + σ2(l + τ)2}[(k2)2 + q2 + σ2(l + τ)2]
×

× 1

{[(k +K ′)2]2 + (q + P ′)2 + σ2l2}
εL
2

. (C.2)

Realizando parametrizações de Feynman duas vezes com a aplicação da aproximação ortogonal,
as integrais em k (4.20) e em q (2.81), juntamente com representação (3.36) para o somatório

140



141 Apêndice C

em l, chegamos ao resultado:

I
(τ)
4 (K,K ′, P, P ′, 0, 0;σ) = σ−2εL

[
SmSd−m

8
Γ
(m

4

)
Γ

(
d−m

2

)]2
[
Γ
(
1− εL

2

)]2
Γ(2− εL)

×

×
∫ 1

0

dy

∫ 1

0

dzz(1− z)
εL
2
−1
{

Γ(εL) [Qτ (y, z;K,K ′, P, P ′)]
−εL +

+σ−εLf 1
2

+εL

(
zτ, σ−1

√
Qτ (y, z;K ′, K, P, P ′)

)}
, (C.3)

onde definimos:

Qτ (y, z;K,K ′, P, P ′) = z(1− z)τ 2 + yzP 2 + (1− z)P ′2 − [(1− z)P ′ − yzP ]2 + yz(K2)2+

+ (1− z)(K ′2)2 − [(1− z)K ′2 − yzK2]2. (C.4)

Note que o integrando acima possui um polo em z = 1 quando εL = 0. Pelo mesmos motivos já
explicitados no apêndice A, basta que tomemos z = 1 no termo entre colchetes para obtermos a
expansão nas duas primeiras ordens ε−2

L e ε−1
L . Desse modo, vemos que (C.4) possui os mesmos

valores quando os momentos externos são tomados nos pontos simétricos dos dois subespaços
(K2 = 1 e P 2 = 0 ou K2 = 0 e P 2 = 1). Prosseguindo com a expansão nos argumentos das
funções Γ, podemos mostrar que:

I
(τ)
4SPn

= σ−2εL
1

2ε2L

[
1 +

εL
2

+ 2[i2]mεL + εLF
(τ)
0 (1, 0, 0;σ)

]
, (C.5)

com F
(τ)
ν (K,P, j;σ) definido em (4.25). O fator

[
SmSd−m

8
Γ
(
m
4

)
Γ
(
d−m

2

)]2

removido devido à

redefinição da constante de acoplamento. De agora em diante, esse procedimento ficará impĺıcito
para as demais integrais.

A próxima integral de Feynman de nosso interesse é dada em (4.33). Reescrevendo essa
integral em termos de (4.18), obtemos:

D
(τ)
3 (K,P, j;σ) = σ

∞∑
l=−∞

∫
dd−m−1qdmk

I
(τ)
2 (k, q, l;σ)

[(k −K)2]2 + (q − P )2 + σ2(l − j + τ)2
. (C.6)

Aplicando os mesmos procedimentos realizados na integral anterior, que incluem a substituição
de (4.24), parametrização de Feynman e solução das integrais em k e q, chegamos a:

D
(τ)
3 (K,P, 0;σ) = σ2−2εL

[
SmSd−m

8
Γ
(m

4

)
Γ

(
d−m

2

)]2
{[

Γ
(
1− εL

2

)]2
Γ(2− εL)

Γ

(
−1

2
+ εL

)
×

× 1√
π

∫ 1

0

dyy
εL
2
−1

∞∑
l=−∞

{
[l + (1− y)τ ]2 + y(1− y)τ 2 + y(1− y)σ−2[(K ′2)2 + P 2]

} 1
2
−εL

+ 2
Γ
(
2− m

4

)
Γ
(
d−m

2

) F (τ)
εL
2
,1

(K,P, 0;σ)

}
, (C.7)



142 Apêndice C

dada a definição:

F
(τ)
α,β(K,P, j;σ) =

σ
SmSd−m

4
Γ
(
m
4

)
Γ
(
2− m

4

) ∞∑
l=−∞

∫
dd−m−1qdmk

F
(τ)
α (K + k, P + q, l + j;σ)

[(k2)2 + q2 + σ2(l + τ)2]β
.

(C.8)
Realizando a derivada com relação a P 2 ou (K2)2 nos pontos simétricos, seguidas pela utilização
da representação (3.36) para o somatório em l e expansão em εL, podemos condensar o resultado
com o ı́ndice n do subespaço da seguinte forma:

D
′(τ)
3SPn

(σ) = −σ−2εL
1

8εL

[
1 +

εL
4

+ 2[i2]mεL − εL ln(1 + σ2τ 2)+

+2εLM
(τ)
0 (σ)− 4εLF

′(τ)
0,1 (SPn)

]
, (C.9)

onde usamos:

M (τ)
α (σ) = σ−2α

∫ 1

0

dyy
α
2 (1− y)f 1

2
+α

(
(1− y)τ, σ−1

√
y(y − 1)(1 + σ2τ 2)

)
, (C.10a)

F
′(τ)
0,1 (SP1) =

∂

∂P 2
F

(τ)
0,1 (0, P, 0;σ)

∣∣∣∣
P 2=1

e F
′(τ)
0,1 (SP2) =

∂

∂(K2)2
F

(τ)
0,1 (K, 0, 0;σ)

∣∣∣∣
K2=1

. (C.10b)

A integral de 3 loops (4.34), quando escrita em termos de (4.18), assume a forma:

D
(τ)
5 (K,P, j;σ) = σ

∞∑
l=−∞

∫
dd−m−1qdmk

[
I

(τ)
2 (k, q, l;σ)

]2

[(k −K)2]2 + (q − P )2 + σ2(l − j + τ)2
. (C.11)

Substituindo (4.27) na integral anterior e mantendo apenas os termos potencialmente de ordens
ε−2
L e ε−1

L , podemos transformar (C.11) em:

D
(τ)
5 (K,P, j;σ) = σ2−3εL

[
SmSd−m

4
Γ
(m

4

)
Γ
(

2− m

4

)]2
1

ε2L

{
(1 + 2[i2]mεL)×

× σ
∞∑

l=−∞

∫
dd−m−1qdmk

{[(k +K)2]2 + (q + P )2 + σ2(l + j)2}εL [(k2)2 + q2 + σ2(l + τ)2]

+ εL
SmSd−m

4
Γ
(m

4

)
Γ
(

2− m

4

)
F

(τ)
0,1 (K,P, j;σ)

}
. (C.12)

Uma parametrização de Feynman seguida pelas soluções das integrais em k e q com j = 0
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conduz à seguinte expressão:

D
(τ)
5 (K,P, 0;σ) = σ2−3εL

[
SmSd−m

4
Γ
(m

4

)
Γ
(

2− m

4

)]3
1

ε2L

{
1

2
√
πΓ(εL)

(1 + 2[i2]mεL)×

×
[
1 + ψ

(
2− m

4

) εL
2

]
Γ

(
−1

2
+

3

2
εL

)∫ 1

0

dyyεL−1×

×
∞∑

l=−∞

{
[l + (1− y)τ ]2 + y(1− y)σ−2[(K2)2 + P 2 + σ2τ 2]

} 1
2
− 3

2
εL + εLF

(τ)
0,1 (K,P, 0;σ)

}
.

(C.13)

Após a realização das derivadas com relação a P 2 ou (K2)2 nos pontos de simetria, a utilização
da representação do somatório em l e uma expansão em εL, o resultado anterior torna-se:

D
′(τ)
5SPn

(σ) = −σ−3εL
1

6ε2L

[
1 +

εL
2

+ 3[i2]mεL −
3

2
εL ln(1 + σ2τ 2)+

+3εLM
(τ)
0 (σ)− 6εLF

′(τ)
0,1 (SPn)

]
. (C.14)

Usaremos os resultados (C.5), (C.9) e (C.14) na seção 4.4 para calcularmos os expoentes cŕıticos
na formulação massiva da teoria de campo.

Passaremos agora ao cálculo das integrais de Feynman na teoria massiva. Reescrevendo a
integral (4.60) em termos de (4.54) e já com os momentos externos nulos, obtemos:

I
(τ)
4 (0;µn, rn) = µ−nεn

∞∑
l=−∞

∫
dd−m−1qdmk

I
(τ)
2 (k, q, l;µn, rn)

[(k2)2 + q2 + r2
n(l + τ)2 + 1]2

. (C.15)

Substituindo (4.57) na integral acima e realizando a mesma sequência de passos que levaram a
(C.3), obtemos o seguinte resultado:

I
(τ)
4 (0;µn, rn) = µ−2nεL

n r−2εL
n

[
SmSd−m

8
Γ
(m

4

)
Γ

(
d−m

2

)]2 ∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy[x(1− x)]−
εL
2 ×

× y(1− y)
εL
2
−1
{

Γ(εL)[Rτ (x, y; rn)]2 + f 1
2

+εL

(
yτ,
√
Rτ (x, y; rn)

)}
, (C.16)

dado que:

Rτ (x, y; rn) = y(1− y)τ 2 + r−2
n y +

r−2
n (1− y)

x(1− x)
. (C.17)

Novamente, temos o polo y = 1 quando εL = 0. Tomando o termo entre colchetes com y = 1 e
continuando com a expansão em εL, podemos mostrar que:

I
(τ)
4 (0;µn, rn) = µ−2nεL

n

1

2ε2L

[
1− 3

2
εL + 2[i2]mεL + εLf 1

2
(τ, r−1

n )

]
. (C.18)
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Partindo para o correspondente massivo da integral (4.33), podemos reescrevê-la em termos
de (4.54) como:

D
(τ)
3 (K,P, j;µn, rn) = µn(2−εL)

n rn

∞∑
l=−∞

∫
dd−m−1qdmk I

(τ)
2 (k, q, l;µn, rn)

[(k −K)2]2 + (q − P )2 + r2
n(l − j + τ)2 + 1

. (C.19)

A substituição de (4.57) na expressão acima acompanhada dos mesmos passos empregados na
obtenção de (C.7) conduz a:

D
(τ)
3 (K,P, 0;µn, rn) = µ2n(1−εL)

n

[
SmSd−m

4
Γ
(m

4

)
Γ

(
d−m

2

)]2

×

×

{
r

2(1−εL)
n

4
√
π

Γ

(
−1

2
+ εL

)∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy[x(1− x)]−
εL
2 y

εL
2
−1×

×
∞∑

l=−∞

{
[l + (1− y)τ ]2 + y(1− y)[r−2

n (K2)2 + r−2
n P 2 + τ 2] + r−2

n

[
1− y +

y

x(1− x)

]} 1
2
−εL

+

+
1

2

Γ
(
2− m

4

)
Γ
(
d−m

2

) F (τ)
εL
2
,1

(K,P, j = 0; rn)

}
. (C.20)

Analogamente a (C.8), definimos:

F
(τ)
α,β(K,P, j; rn) =

rn
SmSd−m

4
Γ
(
m
4

)
Γ
(
2− m

4

) ∞∑
l=−∞

∫
dd−m−1qdmk

F
(τ)
α (K + k, P + q, l + j; rn)

[(k2)2 + q2 + r2
n(l + τ)2 + 1]β

,

(C.21)

com F
(τ)
α (k, q, j; rn) dado em (4.56). Depois de realizarmos as derivadas com relação a P 2 ou

(K2)2, tomarmos os momentos externos iguais a zero, usarmos a representação (3.36) seguida
pela expansão em εL, chegamos a:

D
′(τ)
3 (µn, rn) = −µ−2nεL

n

1

8εL

[
1− 5

4
εL + 2[i2]mεL + εLG

τ (rn)+

+εLH
τ (rn)− 4εLF

′(τ)n
0,1 (rn)

]
, (C.22)

com Gτ (rn) e Hτ (rn) definidos em (A.24), além de:

F
′(τ)1
0,1 (r1) =

∂

∂P 2
F

(τ)
0,1 (0, P, 0; r1)

∣∣∣∣
P=0

e F
′(τ)2
0,1 (r2) =

∂

∂(K2)2
F

(τ)
0,1 (K, 0, 0; r2)

∣∣∣∣
K=0

. (C.23)

O correspondente massivo da integral de 3 loops pode ser lido de (4.34) e, em termos da
integral (4.54), escrevemos:

D
(τ)
5 (K,P, j;µn, rn) = µn(2−εL)

n rn

∞∑
l=−∞

∫ dd−m−1qdmk
[
I

(τ)
2 (k, q, l;µn, rn)

]2

[(k −K)2]2 + (q − P )2 + r2
n(l − j + τ)2 + 1

. (C.24)
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Substituindo a integral (4.55), com a realização de duas parametrizações de Feynman em
sequência e a resolução das integrais em k e q, podemos reescrever a expressão anterior como:

D
(τ)
5 (K,P, j;µn, rn) = µn(2−3εL)

n

[
SmSd−m

8
Γ
(m

4

)
Γ
(

2− m

4

)]3
{

1√
π

[
1 +

3

2
εLψ

(
2− m

4

)]
×

× Γ

(
−1

2
+

3

2
εL

)∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

dz

∫ 1

0

dw[x(1− x)y(1− y)]−
εL
2 [z(1− z)]

εL
2
−1(1− w)εL−1×

× r2−3εL
n

∞∑
l=−∞

{
(l + wτ)2 + w(1− w)r−2

n [(K2)2 + P 2 + r2
nτ

2] + r−2
n w +

r−2
n (1− w)z

x(1− x)
+

+
r−2
n (1− w)(1− z)

y(1− y)

} 1
2
− 3

2
εL

+ 4Γ
(εL

2

)
F

(τ)
0,1 (K,P, 0; rn)

}
. (C.25)

Após derivarmos com relação a P 2 ou (K2)2, calcularmos o somatório e prosseguirmos com a
expansão em εL, obtemos o resultado:

D
′(τ)
5 (µn, rn) = −µ−3nεL

n

1

6ε2L

[
1− 7

4
εL + 3[i2]mεL +

3

2
εLG

τ (rn)+

+
3

2
εLH

τ (rn)− 6εLF
′(τ)n
0,1 (rn)

]
. (C.26)

Os resultados (C.18), (C.22) (C.26) serão usados na seção 4.5 para o cálculo dos expoentes
cŕıticos na teoria massiva.



Apêndice D
Análise da convergência das funções

Σ
(0)
ν , Σ

(1)
ν e Σ

(2)
ν

Uma condição será estabelecida entre as variáveis x e y para que as definições apresentadas
em (5.43) sejam convergentes. Escrevemos a primeira delas convenientemente na seguinte
forma:

Σ(0)
ν (x, y) =

2
3
2
−2νπ

Γ
(

1
4

) ∞∑
n=0

u(0)
ν,n(x, y), (D.1)

dada a definição:

u(0)
ν,n(x, y) =

Γ(2ν + 3n)

Γ
(

3
4

+ ν + 2n
)
n!
xnF

(
1

4
+
n

2
, ν +

3n

2
;
3

4
+ ν + 2n; 1− y

)
. (D.2)

Vamos aplicar o critério de D’Alembert (teste da razão) para analisarmos a convergência de
(D.1). Ou seja, devemos ter

lim
n→∞

u
(0)
ν,n+1(x, y)

u
(0)
ν,n(x, y)

< 1, (D.3)

como uma condição necessária e suficiente à convergência da série.
Para investigar esse limite, vamos considerar a representação integral para a função hiper-

geométrica gaussiana [105]:

F (a, b; c; 1− z) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ ∞
0

tb−1(1 + t)a−c(1 + tz)−adt, (D.4)

mediante as seguintes condições para garantir a convergência da integral acima:

Re b > 0 , Re c > Re b e |arg z| < π. (D.5)

Desse modo, podemos escrever:

u(0)
ν,n(x, y) =

Γ(2ν + 3n)

Γ
(
ν + 3n

2

)
Γ
(

3
4

+ n
2

)
n!
xnIν,n(y), (D.6)
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onde definimos:

Iν,n(y) =

∫ ∞
0

tν+ 3n
2
−1(1 + t)−

1
2
−ν− 3n

2 (1 + yt)−
1
4
−n

2 dt. (D.7)

O comportamento assintótico em n→∞ da definição anterior pode ser determinado através
do método do ponto de sela [106]. Reescrevemos então a função (D.7) no formato:

Iν,n(y) =

∫ ∞
0

gν(y, t)e
nf(y,t)dt, (D.8)

com as funções:
gν(y, t) = tν−1(1 + t)−

1
2
−ν(1 + yt)−

1
4 , (D.9a)

f(y, t) = −1

2
[ln(1 + yt) + 3 ln(1 + t)− 3 ln t] . (D.9b)

No limite n→∞, teremos o primeiro termo da expansão assintótica de (D.8) dado por [106]:

lim
n→∞

Iν,n(y) ≈
√

2π∣∣∣n ∂2

∂t2
f(y, t)

∣∣
t=t0

∣∣∣ 1
2

gν(y, t0)enf(y,t0)eiα, (D.10)

onde t0 corresponde ao ponto de sela obtido a partir de:

∂

∂t
f(y, t)

∣∣∣∣
t=t0

= 0, (D.11)

e α é dado por:

α =
π

2
− 1

2
arg

[
∂2

∂t2
f(y, t)

∣∣∣∣
t=t0

]
. (D.12)

Resolvendo a equação (D.11), obtemos os resultados t0 = 1±
√

1 + 3
y

para y > 0. No entanto,

estamos interessados apenas em t0 > 0, pois esse resultado está dentro do caminho de integral
(no semi-eixo real positivo) da integral em (D.7). Portanto, teremos o ponto de sela:

t0 = 1 +

√
1 +

3

y
. (D.13)

Além disso, temos:
∂2

∂t2
f(y, t) = − 3

2t2

[
1− t2

(1 + t)2
− y2

3(1 + yt)2

]
. (D.14)

Substituindo t0 no resultado acima, vemos que ∂2

∂t2
f(y, t) < 0 para y > 0 e a partir de (D.12),

temos α = 0. Portanto, reescrevemos o limite (D.10) de forma mais simples como:

lim
n→∞

Iν,n(y) ≈
√

2π√
nf (2)(y)

gν(y, t0)enf(y,t0), (D.15)
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no qual temos a definição:

f (2)(y) = − ∂2

∂t2
f(y, t)

∣∣∣∣
t=t0

. (D.16)

O limite assintótico das funções Γ presentes em (D.6) pode ser extráıdo da equação [68]:

lim
|z|→∞

Γ(z + a)

Γ(z)
e−a ln z = 1. (D.17)

Usando a fórmula da dobra (5.38) e a equação acima, podemos mostrar que:

lim
n→∞

Γ(2ν + 3n)

Γ
(
ν + 3n

2

)
Γ
(

3
4

+ n
2

)
n!
≈ 22ν+2n

4
√

3π
3

3n
2 exp

[(
ν − 3

4

)
lnn+

(
1

2
+ ν

)
ln

3

2
+

5

4
ln 2

]
.

(D.18)
Combinando os resultados (D.15) e (D.18) em (D.6), conclúımos que:

lim
n→∞

u
(0)
ν,n+1(x, y)

u
(0)
ν,n(x, y)

≈ 12
√

3xef(y,t0). (D.19)

Portanto, o critério de D’Alembert (D.3) implica em x < 1
12
√

3
e−f(y,t0). Substituindo as funções

dadas em (D.9), juntamente com o valor para t0, chegamos à condição de convergência da série
(D.1):

x <

(
1 + y + y

√
1 +

3

y

) 1
2

2 +
√

1 + 3
y

1 +
√

1 + 3
y


3
2

. (D.20)

Vamos analisar agora da função (5.43b). A origem das divergências dessa função está no
somatório em n e buscaremos novamente por condições nas variáveis x, y e z para garantir a
convergência da série. Vamos reescrever esse somatório convenientemente como:

Σ′(1)
ν (x, y, z) =

∞∑
n=0

u(1)
ν,n(x, y, z), (D.21)

para u
(1)
ν,n(x, y, z) definido por:

u(1)
ν,n(x, y, z) =

xn

Γ
(

1
2

+ n
)

Γ
(

3
4

+ ν + 2n
)
n!
H(1)
ν,n(y, z). (D.22)

A partir da definição (5.40a), da representação (D.4) e com o aux́ılio da fórmula da dobra (5.38)
para simplificar o resultado, obtemos:

u(1)
ν,n(x, y, z) =

22ν+4n− 3
2

π

xn

Γ
(

1
2

+ n
)
n!
×

× 1

2πi

∫ c+i∞

c′−i∞
ds

Γ(−s)Γ
(

1
4

+ n
2

+ s
2

)
Γ
(

1
2

+ ν + 3n
2
− s

2

)
Γ
(

1
2

+ s
) zsIν,n(s, y), (D.23)
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com Iν,n(s, y) definido de forma semelhante a (D.7):

Iν,n(s, y) =

∫ ∞
0

tν+ 3n
2
− s

2
−1(1 + t)−

1
2
−ν− 3n

2
+ s

2 (1 + yt)−
1
4
−n

2
− s

2dt. (D.24)

A representação integral para a função gama Γ(z) =
∫∞

0
e−ttz−1dt (válida para Re z > 0),

implica na desigualdade:
|Γ(z)| 6 Γ(Re z). (D.25)

A igualdade ocorre quando z é real. Pelo mesmo motivo, a definição (D.24) resulta em uma
desigualdade semelhante:

|Iν,n(s, y)| 6 Iν,n(Re s, y). (D.26)

Portanto, tomando o módulo da série (D.21), podemos escrever:

∣∣Σ′(1)
ν (x, y, z)

∣∣ 6 22ν− 3
2

π

1

2π

∫ c′+i∞

c′−i∞

∣∣∣∣∣ Γ(−s)
Γ
(

1
2

+ s
)zsds∣∣∣∣∣

∞∑
n=0

u′(1)
ν,n (x, y), (D.27)

onde definimos:

u′(1)
ν,n (x, y) =

Γ
(

1
4

+ n
2

+ c′

2

)
Γ
(

1
2

+ ν + 3n
2
− c′

2

)
Γ
(

1
2

+ n
)
n!

(16x)nIν,n(c′, y). (D.28)

Pelo lema 7 apresentado por Braaksma na referência [87], a integral em s acima é convergente
para z > 0. A convergência da série (D.21) passa então a depender da série das funções

u
′(1)
ν,n (x, y) e deverá satisfazer o critério de D’Alembert. Note que a variável z não entra nesse

critério, bastando apenas que z > 0.
O limite assintótico em n da função Iν,n(c′, y) é obtidos de forma análoga a (D.15) através

do método do ponto de sela. Neste caso, teremos:

lim
n→∞

Iν,n(c′, y) ≈
√

2π√
nf (2)(y)

gν(c
′; y, t0)enf(y,t0), (D.29)

dada a redefinição:

gν(c
′; y, t) = tν−

c′
2
−1(1 + t)−

1
2
−ν+ c′

2 (1 + yt)−
1
4
− c
′

2 , (D.30)

enquanto que f(y, t) e f (2)(y) permanecem os mesmos das respectivas definições (D.9b) e (D.16).
Além disso, seguindo os mesmos passos empregados na obtenção do resultado (D.18), chegamos
ao limite:

lim
n→∞

Γ
(

1
4

+ c′

2
+ n

2

)
Γ
(

1
2

+ ν − c′

2
+ 3n

2

)
Γ
(

1
2

+ n
)
n!

≈ 2−
1
2
−2n3−

1
2

+ 3n
2 ×

× exp

[
−
(

3

4
− ν
)

lnn+

(
3

4
− ν
)

ln 2 +

(
1

2
+ ν − c′

2

)
ln 3

]
. (D.31)
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Portanto, a partir da definição (D.28) e dos resultados (D.29) e (D.31), calculamos:

lim
n→∞

u
′(1)
ν,n+1(x, y)

u
′(1)
ν,n (x, y)

≈ 12
√

3xef(y,t0). (D.32)

Comparando o limite acima com (D.19) conclúımos que a condição satisfeita pelas variáveis x e y
para garantir a convergência absoluta da série (D.21) é idêntica à apresentada pela desigualdade
(D.20). Uma análise completamente análoga mostra que teremos os mesmos critérios para a
convergência absoluta da função (5.43c).



Apêndice E
Regularização das Integrais de
Feynman: dimensão compacta ao longo
do eixo de competição

Antes de regularizarmos as integrais em (5.101), vamos reescrever a função (5.43a) em um
formato adequado. Com essa finalidade, consideremos inicialmente o termo (1+x)−a, que pode
ser relacionado com uma função hipergeométrica através da identidade [105]:

(1 + x)−a = 1F0(a;−x). (E.1)

Usando a fórmula (5.29) seguida pela representação integral de Mellin-Barnes (5.28) para a
função G de Meijer, chegamos ao resultado:

(1 + x)−a =
1

Γ(a)

1

2πi

∫ δ+i∞

δ−i∞
Γ(−s)Γ(a+ s)xsds, (E.2)

onde devemos ter:
−Re a < δ < 0. (E.3)

Outra identidade importante pode ser deduzida com o aux́ılio da figura E.1. A partir da
representação integral de Cauchy e do teorema dos reśıduos aplicado ao polo s = 0, podemos
escrever:

1

Γ(a)

1

2πi

∫
C ∪ C′

Γ(−s)Γ(a+ s)xsds = 1. (E.4)

As linhas tracejadas estão em −i∞ e i∞ no plano complexo e as integrais ao longo dessas
linhas serão nulas. Podemos ver isso através de [68]:

|Γ(x+ iy)|
|y|→∞
≈
√

2π|y|−
1
2

+xe−
π
2
|y|,

de modo que o integrando anula-se em cada linha tracejada. Portanto, usando (E.2) e a
identidade (E.4), obtemos:

(1 + x)−a − 1 =
1

Γ(a)

1

2πi

∫ δ′+i∞

δ′−i∞
Γ(−s)Γ(a+ s)xsds, para 0 < δ′ < 1. (E.5)
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Figura E.1: Plano complexo com um os polos do integrando da representação (E.2). Por
simplicidade, consideramos Im a = 0.

Substituindo o resultado (E.2) na representação integral (D.4) para a função hipergeométrica
gaussiana, podemos escrever:

F (a, b; c; 1−z) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(b)Γ(c− b)

∫ ∞
0

dt tb−1(1+t)a−c
1

2πi

∫ δ+i∞

δ−i∞
dsΓ(−s)Γ(a+s)(zt)s. (E.6)

A comutação entre as integrais em s e t só é posśıvel se tivermos Re (b+s) > 0 e Re (a+b−c+s) <
0. Combinando essas duas condições, juntamente com (E.3), vemos que δ deve ser tal que:

−min(Re a,Re b) < δ < min[0,Re (c− a− b)]. (E.7)

Uma vez realizada a comutação, a integral em t pode ser identificada com uma das repre-
sentações da função beta de Euler [68]:

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
=

∫ ∞
0

tx−1(1 + t)−x−ydt, para Rex > 0 e Re y > 0. (E.8)

Desse modo, o resultado (E.6) torna-se:

F (a, b; c; 1− z) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(b)Γ(c− b)Γ(c− a)
×

× 1

2πi

∫ δ+i∞

δ−i∞
Γ(−s)Γ(c− a− b− s)Γ(s+ a)Γ(s+ b)zsds. (E.9)
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Realizando um procedimento semelhante com a identidade (E.5), chegamos a:

F (a, b; c; 1− z)− Γ(c)Γ(c− a− b)
Γ(c− b)Γ(c− a)

=
Γ(c)

Γ(a)Γ(b)Γ(c− b)Γ(c− a)
×

× 1

2πi

∫ δ′+i∞

δ′−i∞
Γ(−s)Γ(c− a− b− s)Γ(s+ a)Γ(s+ b)zsds, (E.10)

para δ′ satisfazendo:
0 < δ′ < min[1,Re (c− a− b)]. (E.11)

De posse dessas representações, tomamos o somatório envolvido na definição da função
(5.43a) e separamos o modo zero (n = 0) dos demais modos. Assim, podemos expressar essa
função em três partes da seguinte forma:

Σ(0)
ν (x, y) = Γ(ν) + Θν(y) + Θ′ν(x, y), (E.12)

dadas as definições:

Θν(y) =
1

√
πΓ
(

1
4

) 1

2πi

∫ δ′+i∞

δ′−i∞
Γ(−s)Γ

(
1

2
− s
)

Γ

(
1

4
+ s

)
Γ(ν + s)ysds, (E.13a)

Θ′ν(x, y) =

√
2π

Γ
(

1
4

) ∞∑
n=1

(8x)n

Γ
(

1
4

+ n
2

)
Γ
(

3
4

+ n
2

)
n!
×

× 1

2πi

∫ δ+i∞

δ−i∞
Γ(−s)Γ

(
1

2
− s
)

Γ

(
1

4
+
n

2
+ s

)
Γ

(
ν +

3n

2
+ s

)
ysds. (E.13b)

Uma definição importante para a simplificação das equações quando estivermos lidando com
integrais de 2 loops é dada por:

I τ (α, β, γ;x, k) = r

∞∑
l=−∞

(rl)4γ

∫
dd−1q

[(q − k)2 + r4(l + τ)4 + 1]α
×

× 1

{x(1− x)[q2 + (3x2 − 3x+ 1)r4l4] + 1}β
. (E.14)

Realizando uma parametrização de Feynman seguida pela solução da integral em q, obtemos:

I τ (α, β, γ;x, k) =
Sd−1

2

Γ
(
d−1

2

)
Γ
(
α + β − d−1

2

)
Γ(α)Γ(β)

r1+4γ+2(d−1)−4α−4β[x(1− x)]−β×∫ 1

0

dyy
d−1

2
−β−1(1− y)β−1

∞∑
l=−∞

l4γ
[
(l + τ)4 + A(x, y)l4 + (1− y)r−4k2 + r−4B(x, y)

] d−1
2
−α−β

,

(E.15)
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onde definimos:

A(x, y) =
1

y
(1− y)(3x2 − 3x+ 1), (E.16a)

B(x, y) = 1 +
1− y

xy(1− x)
. (E.16b)

Passaremos agora à regularização da integral de 2 loops (5.101a). Para tal finalidade,
substitúımos a expressão (5.103) em (5.101a) e levamos em consideração a representação (E.12)
com as definições dadas em seguida. Portanto, teremos o resultado:

I
(τ)
4 (0;µ1, r) = µ−2εL

1

Sd−1

4
Γ

(
1

4

)
Γ

(
d− 1

2

)∫ 1

0

dx

{
Γ
(εL

2

)
I τ

(
2,
εL
2
, 0;x, 0

)
+

+
1

√
πΓ
(

1
4

) 1

2πi

∫ δ′+i∞

δ′−i∞
dsΓ(−s)Γ

(
1

2
− s
)

Γ

(
1

4
+ s

)
Γ
(εL

2
+ s
)
×

× [9x2(1− x)2]sI τ
(

2,
εL
2

+ s, s;x, 0
)

+

+

√
2π

Γ
(

1
4

) ∞∑
n=1

[2x2(1− x)2(1− 2x)2]n

Γ
(

1
4

+ n
2

)
Γ
(

3
4

+ n
2

)
n!

1

2πi

∫ δ+i∞

δ−i∞
dsΓ(−s)Γ

(
1

2
− s
)

Γ

(
1

4
+
n

2
+ s

)
×

× Γ

(
εL
2

+
3n

2
+ s

)
[9x2(1− x)2]sI τ

(
2,
εL
2

+
3n

2
+ s,

3n

2
+ s;x, 0

)
+

+ r
∞∑

l=−∞

∫
dd−1qZ−εL

[
Σ

(1)
εL
2

(τ,X, Y, r−2Z)− Σ
(2)
εL
2

(τ,X, Y, r−2Z)
]

[q2 + r4(l + τ)4 + 1]2

 . (E.17)

Veremos a seguir que o primeiro termo entre chaves na expressão acima possuem polos duplos e
simples em εL, enquanto que o segundo e o terceiro possuem apenas polos simples. Já o termo
na última linha é resultante da inserção das correções de tamanho finito e discutiremos no final
deste apêndice que ele é regular em εL. Como estamos interessados apenas nas duas primeiras
ordens ε−1

L e ε−2
L , podemos desprezá-lo no decorrer da nossa análise.

Utilizando o resultado (E.15) juntamente com a representação (5.42) e realizando a expansão
em εL seguindo argumentos análogos aos usados no apêndice A, podemos escrever até ordem
ε−1
L :∫ 1

0

dxΓ
(εL

2

)
I τ

(
2,
εL
2
, 0;x, 0

)
=
Sd−1

2
Γ

(
1

4

)
Γ

(
d− 1

2

)
1

ε2L

[
1 +

εL
2

+ ψ(1)εL+

+i(1)
c εL + εLΣ

(1)
0 (τ, 0, 0, r−2)

]
, (E.18)

com i
(1)
c definido por:

i(1)
c =

1

2

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dyy(1− y)−1
{

[1− 3(1− y)x(1− x)]−
1
4 − 1

}
. (E.19)
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O segundo e o terceiro termos de (E.17) são de ordem ε−1
L . Essa singularidade vem do somatório

S =
∞∑

l=−∞

l4(
3n
2

+s) [(l + τ)4 + A(x, y)l4 + r−4B(x, y)
]− 1

4
−εL− 3n

2
−s
, (E.20)

presente na definição de:

I τ

(
2,
εL
2

+
3n

2
+ s,

3n

2
+ s;x, 0

)
, (E.21)

conforme podemos ver em (E.15). No limite |l| → ∞, o termo sendo somado comporta-se como
|l|−1−4εL e portanto S em (E.20) terá um polo em εL cujo reśıduo é o dobro do reśıduo da função
zeta ζ(1 + 4εL). Ou seja, podemos reescrever S como:

S = 2ζ(1 + 4εL) + parte regular =
1

2εL
+ parte regular, (E.22)

de acordo com as eqs. (5.66) e (5.70a). Tomando apenas a parte singular de (E.21) e substi-
tuindo na expressão (E.17), juntamente com (E.18), chegamos ao seguinte resultado até ordem
ε−1
L :

I
(τ)
4 (0;µ1, r) = µ−2εL

1

S2
d−1

4

[
Γ

(
1

4

)
Γ

(
d− 1

2

)]2
1

2ε2L

[
1 +

εL
2

+ ψ(1)εL+

+(i(1)
c + i(2)

c + i(3)
c )εL + εLΣ

(1)
0 (τ, 0, 0, r−2)

]
, (E.23)

com i
(2)
c e i

(3)
c definidos como:

i(2)
c =

1

2
√
π
[
Γ
(

1
4

)]2 ∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dyy(1− y)−1[1− 3(1− y)x(1− x)]−
1
4×

× 1

2πi

∫ δ′+i∞

δ′−i∞
Γ(−s)Γ

(
1

2
− s
)[

Γ

(
1

4
+ s

)]2

[u(x, y)]sds, (E.24a)

i(3)
c =

√
2π

2
[
Γ
(

1
4

)]2 ∞∑
n=1

2n

Γ
(

1
4

+ n
2

)
Γ
(

3
4

+ n
2

)
n!

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy[x(1− x)]
n
2 (1− 2x)2ny(1− y)

3n
2
−1×

× [1− 3(1− y)x(1− x)]−
1
4
− 3n

2 ×

× 1

2πi

∫ δ+i∞

δ−i∞
Γ(−s)Γ

(
1

2
− s
)

Γ

(
1

4
+
n

2
+ s

)
Γ

(
1

4
+

3n

2
+ s

)
[u(x, y)]sds, (E.24b)

além da definição:

u(x, y) =
9x(1− x)(1− y)

1− 3(1− y)x(1− x)
. (E.25)
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Se usarmos as identidades (E.9) e (E.10) para expressar as integrais acima em termos de funções

hipergeométricas, podemos mostrar que a soma ic = i
(1)
c + i

(2)
c + i

(3)
c corresponde à expressão

dada em (5.106a). Continuando com a expansão em εL e usando a definição (4.28), reescrevemos
(E.23) como:

I
(τ)
4 (0;µ1, r) = µ−2εL

1

1

2εL

[
1− 3ε

2
+ icεL + 2[i2]1εL + εLΣ

(1)
0 (τ, 0, 0; r−2)

]
, (E.26)

onde o fator
S2
d−1

4

[
Γ
(

1
4

)
Γ
(

7
4

)]2
foi absorvido na redefinição da constante de acoplamento.

A próxima integral a ser regularizada é aquela apresentada em (5.101b). Substituindo o
resultado (5.103) nessa integral e levando em consideração a representação (E.12), chegamos,
depois de derivarmos com relação a k2 no ponto k = 0, a uma expressão análoga a (E.17). A
saber:

D
′(τ)
3 (µ1, r) = µ−2εL

1

Sd−1

4
Γ

(
1

4

)
Γ

(
d− 1

2

)∫ 1

0

dx

{
Γ
(εL

2

)
I ′τ

(
1,
εL
2
, 0;x

)
+

+
1

√
πΓ
(

1
4

) 1

2πi

∫ δ′+i∞

δ′−i∞
dsΓ(−s)Γ

(
1

2
− s
)

Γ

(
1

4
+ s

)
Γ
(εL

2
+ s
)
×

× [9x2(1− x)2]sI ′τ
(

1,
εL
2

+ s, s;x
)

+

+

√
2π

Γ
(

1
4

) ∞∑
n=1

[2x2(1− x)2(1− 2x)2]n

Γ
(

1
4

+ n
2

)
Γ
(

3
4

+ n
2

)
n!

1

2πi

∫ δ+i∞

δ−i∞
dsΓ(−s)Γ

(
1

2
− s
)

Γ

(
1

4
+
n

2
+ s

)
×

× Γ

(
εL
2

+
3n

2
+ s

)
[9x2(1− x)2]sI ′τ

(
1,
εL
2

+
3n

2
+ s,

3n

2
+ s;x

)
+

+ r
∂

∂k2

∞∑
l=−∞

∫
dd−1qZ−εL

[
Σ

(1)
εL
2

(τ,X, Y, r−2Z)− Σ
(2)
εL
2

(τ,X, Y, r−2Z)
]

(q − k)2 + r4(l + τ)4 + 1

∣∣∣∣∣∣
k=0

 . (E.27)

A única diferença em relação a (E.17) está na definição:

I ′τ
(

1,
εL
2

+
3n

2
+ s,

3n

2
+ s;x

)
=

∂

∂k2
I τ

(
1,
εL
2

+
3n

2
+ s,

3n

2
+ s;x, k

)∣∣∣∣
k=0

, (E.28)

além da derivação do termos de correção do tamanho finito, que são todos regulares em εL. O
somatório em l presente na definição acima é idêntico àquele mostrado em (E.20), resultando
no mesmo polo mostrado em (E.22). Como estamos interessados apenas na primeira ordem
da expansão em εL, tomaremos apenas a parte singular desse somatório obtida em (E.22).
Portanto, até ordem ε−1

L , obtemos:

D
′(τ)
3 (µ1, r) = −µ−2εL

1

S2
d−1

4

[
Γ

(
1

4

)
Γ

(
d− 1

2

)]2
1

8εL

(
1 + j(1)

c + j(2)
c + j(3)

c

)
, (E.29)
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no qual as constantes j
(i)
c (i = 1, 2, 3) são definidas como:

j(1)
c = 2

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dyy
{

[1− 3(1− y)x(1− x)]−
1
4 − 1

}
, (E.30a)

j(2)
c =

2
√
π
[
Γ
(

1
4

)]2 ∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dyy[1− 3(1− y)x(1− x)]−
1
4×

× 1

2πi

∫ δ′+i∞

δ′−i∞
Γ(−s)Γ

(
1

2
− s
)[

Γ

(
1

4
+ s

)]2

[u(x, y)]sds, (E.30b)

j(3)
c =

2
3
2
√
π[

Γ
(

1
4

)]2 ∞∑
n=1

2n

Γ
(

1
4

+ n
2

)
Γ
(

3
4

+ n
2

)
n!

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy[x(1− x)]
n
2 (1− 2x)2ny(1− y)

3n
2 ×

× [1− 3(1− y)x(1− x)]−
1
4
− 3n

2 ×

× 1

2πi

∫ δ+i∞

δ−i∞
Γ(−s)Γ

(
1

2
− s
)

Γ

(
1

4
+
n

2
+ s

)
Γ

(
1

4
+

3n

2
+ s

)
[u(x, y)]sds. (E.30c)

A função u(x, y) é definida em (E.25). As identidades (E.9) e (E.10) podem ser usadas nova-

mente para mostrarmos que a soma jc = j
(1)
c +j

(2)
c +j

(3)
c resulta na expressão dada em (5.106b).

Continuando com a expansão em εL de (E.29), obtemos:

D
′(τ)
3 (µ1, r) = −µ−2εL

1

1

8εL
(1 + jc). (E.31)

O fator
S2
d−1

4

[
Γ
(

1
4

)
Γ
(

7
4

)]2
foi novamente removido devido à redefinição da constante de aco-

plamento.
A análise do termo de correção em (E.17) ainda resta a ser realizada. Começamos portanto

considerando uma nova representação para a função definida em (5.40a). A partir da repre-
sentação (E.9) e da fórmula da dobra (5.38), podemos escrevê-la em termos de uma integral de
Mellin-Barnes dupla:

H(1)
ν,n(y, z) =

2−
3
2

+2ν+4n

π
Γ

(
3

4
+ ν + 2n

)(
1

2πi

)2 ∫ c′+i∞

c′−i∞

∫ δ+i∞

δ−i∞
Γ(−s)Γ(−s′)Γ

(
1

2
− s′

)
×

× Γ

(
1

4
+
n

2
+
s

2
+ s′

)
Γ

(
ν +

3n

2
− s

2
+ s′

)
ys
′
zsdsds′. (E.32)

De acordo com a condição (E.7), devemos ter δ tal que:

−min

(
1

4
+
c′

2
,−c

′

2

)
< δ < 0, (E.33)
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independentemente de n e ν. Lembramos que −1
2
< c′ < 0. Substituindo (E.32) em (5.43b)

e usando a definição (E.14), calculamos a primeira das correções de tamanho finito na última
linha de (E.17) da seguinte forma:

r
∞∑

l=−∞

∫
dd−1qZ−εL

Σ
(1)
εL
2

(τ,X, Y, r−2Z)

[q2 + r4(l + τ)4 + 1]2
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1
4
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n=0

[4x2(1− x)2(1− 2x)2]n
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1
2
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+
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2
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2
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3n

2
+ s′;x, 0
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. (E.34)

Diferentemente de (E.21), vemos a partir do resultado (E.15), que

I τ

(
2,
εL
2

+
3n

2
+ s′ − s

2
,
3n

2
+ s′;x, 0

)
é dados em termos do somatório:

S =
∞∑

l=−∞

l4(
3n
2

+s′) [(l + τ)4 + A(x, y)l4 + r−4B(x, y)
]− 1

4
−εL− 3n

2
−s′+ s

2 . (E.35)

Tomando o limite

lim
|l|→∞

l4(
3n
2

+s′) [(l + τ)4 + A(x, y)l4 + r−4B(x, y)
]− 1

4
−εL− 3n

2
−s′+ s

2 ≈ |l|−1−4εL+2s, (E.36)

conclúımos que S não terá polo em εL, pois Re
(
−εL + s

2

)
= −εL + c′

2
< 0 (para εL > 0) e a

correção de tamanho finito (E.34) será regular em εL, conforme queŕıamos mostrar.
A outra contribuição na última linha de (E.17), proveniente do tamanho finito, vem do

termo:

r
∞∑

l=−∞

∫
dd−1qZ−εL

Σ
(2)
εL
2

(τ,X, Y, r−2Z)

[q2 + r4(l + τ)4 + 1]2
. (E.37)

Uma análise completamente análoga àquela que levou ao resultado (E.34) mostra que esse termo
também é regular. O mesmo também pode ser dito com relação ao último termo presente em
(E.27).
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